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Abstrakt

Predkldadana diplomova prace spada do oblasti linearni lomové mechaniky a zabyva se
stanovenim soucinitele intenzity napéti trhliny konecéné délky nachazejici se v blizkosti
bimateridlového rozhrani pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci a teorie komplex-
nich potencialti. Praci je mozné rozdélit do tii c¢asti. Prvni ¢ast obsahuje zakladni pojmy
linearné elastické lomové mechaniky a pojednava o mechanice kompozitnich materiald.
Druha ¢ast se zabyva stanovenim soucinitele intenzity napéti z feseni singularni integralni
rovnice sestavené pomoci Buecknerova principu a metody spojité rozlozenych dislokaci.
Treti cast tvori jiz konkrétni konfigurace bimaterialového prostredi obsahujiciho trhlinu
a jeji nasledné teseni, které je navic ovéreno i metodou konecnych prvki.

Summary

The presented diploma thesis concerns linear fracture mechanics and deals with deter-
mination of the stress intensity factor of the finite crack, which is located in the vicinity
of the bimaterial interface, solved by the distributed dislocation technique and theory of
complex potencials. The work is possible to devide into three parts. The first part includes
basic concepts of the linear fracture mechanics and is also dedicated to the mechanics of
composite materials. The second part deals with the determination of the stress intensity
factor from solving singular integral equation formulated by Bueckner’s principle and the
distributed dislocation technique. The third part includes the specific configuration of the
crack with respect to the bimaterial interface and the solution, which is compared with
results obtained from the FE analysis.

Klicova slova
Komplexni potencidly, soucinitel intenzity napéti, trhlina, metoda spojité rozlozenych dis-
lokaci, singularni integralni rovnice, bimateridlové rozhrani.

Keywords
Complex potentials, stress intensity factor, crack, distributed dislocation technique, singular
integral equation, bimaterial interface.
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PROBLEMATIKA KOMPLEXNICH POTENCIALU
V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

1 Uvod

V soucasné dobé se stale vice vyuzivaji plasty, keramika a kompozitni materialy, které
i pfi niz§im hmotnostech vykazuji lepsi mechanické vlastnosti nez klasické konstrukéni
materidly. Struktura u téchto materiala je vsak pomérné slozita, coz s sebou prindsi i kom-
plikace z hlediska popisu a posouzeni jejich chovani.

Fakt, Ze realné konstrukce vzdy obsahuji vady nebo trhliny, které mohou zptisobit
poruseni a naslednou nefunkcénost daného zafizeni i pri napétich mensich nez je mez
kluzu, je obecné znamy. Védni disciplina, ktera se zabyva popisem napjatosti a deformace
v okoli tvarovych zmén a materidlovych nespojitosti a soucasné i meznim stavem soucasti
s trhlinami, se nazyva lomova mechanika.

Pocatek hlavniho vyvoje lomové mechaniky spada do obdobi druhé svétové valky, kdy
doslo ke znacnému poctu havarii lodi typu Liberty kiehkym lomem. Za jejiho zakladatele
je povazovan A. A. Griffith, ktery formuloval energetickou koncepci pro idealné kiehké
téleso s trhlinou. Avsak teoretické zaklady lomové mechaniky polozil jiz ve své disertacni
praci zabyvajici se napjatosti eliptického otvoru G. V. Kolosov v roce 1907, aniz by sam
tusil o jeji existenci.

Protoze Griffithovo kritérium pro posouzeni stability trhliny plati pouze pro idealné
kirehky stav materialu, panové E. Orowan a G. R. Irwin vytvorili nové teorie zahrnujici
i moznost plastické deformace materialu. G. R. Irwin v roce 1957 publikoval koncepci
soucinitele intenzity napéti K, kterd se dodnes nejvice pouziva v oblasti linearné elas-
tické lomové mechaniky. Jestlize vSak plastickd oblast pred ¢elem trhliny presdhne 2 %
tloustky télesa, plasticita nemtiize byt zanedbana a musi se pouzit elasto-plasticka lomova
mechanika, za jejiz prikopniky se povazuji panové Wells, Cottrell a Barenblatt, ktefi ne-
zavisle na sobé publikovali koncepci kritického rozevieni trhliny, a J. R. Rice, ktery prisel

s koncepci J-integralu.

material 1

material 2

Obrazek 1.1: Zpusoby sifeni trhliny kolmé k bimateridlovému rozhrani.
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Kapitola 1. Uvod

Soucinitel intenzity napéti K, ktery urcuje napjatost i deformaci pred celem trh-
liny, 1ze zjistit riiznymi metodami. Témi nejznaméjsimi a v soucasnosti nejpouzivanéjsimi
jsou metody numerické, které vyuzivaji metodu konecnych prvka (MKP) a jsou zalozené
naptiklad na posunuti uzlovych bodi nebo mérné energii napjatosti. Dalsi variantou je
analyticko-numericka metoda, tzv. metoda spojité rozlozenych dislokaci vychazejici z te-
orie komplexnich potenciali.

Tou hlavni vyhodou analyticko-numerické metody je schopnost popsat chovani trh-
liny na bimateridlovém rozhrani, kde dochazi ke zméné exponentu singularity a MKP jiz
nedokaze Tesit tuto ulohu svépomoci. Soucinitel intenzity napéti K v takovém pripadé
ztraci smysl a zavadi se tzv. zobecnény faktor intenzity napéti H. Popis chovani trhliny
je rozhodujici pro stanoveni zpisobu Sifeni trhliny na rozhrani dvou rtiznych materiala.
Miuze dojit k proniknuti trhliny do druhého materialu nebo k ohybu jejiho cela, které se
bude néasledné sitit podél bimateridlového rozhrani, viz obr. 1.1,

Hlavnim cilem ptredkladané diplomové prace je seznamit se s uvedenou analyticko-
-numerickou metodou a s teorii komplexnich potenciali a nasledné nové ziskané poznatky
aplikovat ke stanoveni soucinitele intenzity napéti K trhliny konecné délky nachézejici se
v blizkosti bimateridlového rozhrani.

16 FSI VUT v Brné



PROBLEMATIKA KOMPLEXNICH POTENCIALU
V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

2 Problémova situace

Problémovou situaci je nazyvana nestandardni situace, jejiz vyreseni vyzaduje naformulo-
vat vymezené cile, kterych je dosazeno nejen rutinnimi, tj. algoritmizovanymi, procesy [1].
Resitel je tudiz nucen vyuzivat ¢innosti informaéni, hodnotici, tvirdi a rozhodovaci a zé-
roven hledat metody resSeni.

Tato tvodni kapitola se zabyva procesem feseni problémové situace, ktery byl vytvoren
v souladu se systémovym pojetim, o kterém se lze vice dozvédét v literatute [1].

2.1 Popis problémové situace

Jak jiz bylo zminéno v predchozim odstavci, problémovou situaci se oznacuje kazda ne-
standardni situace, pro jejiz feseni nestaci postupovat pouze podle urcitych algoritmizova-
nych procest a postupii. V této diplomové praci lze za problémovou situaci oznacit blizsi
nastudovani a seznameni se s problematikou komplexnich potencidli v izotropni rovinné
pruznosti, ktera se ve studijnich osnovach v ramci pétiletého studia na Fakulté strojniho
inzenyrstvi v Brné nevyucuje, a jeji naslednou aplikaci na nékterém problému singularity
rovinné izotropni pruznosti. Za pric¢inu této situace lze oznacit zdjem studenta rozsitit si
znalosti v oblasti linearné elastické lomové mechaniky.

2.2 Formulace problému

Problémem se oznacuje to podstatné, co se musi vyresit, aby se nestandardni situace
stala standardni. K vytvoreni dostatecné poznatkové a zkusenostni baze pro formulaci
problému vede analyza problémové situace [1]. V této diplomové praci je informacni baze
tvorena zdroji uvedenymi v seznamu pouzité literatury.

Problém lze v souladu s [1] formulovat nasledovné. Na zdkladé vypracované studijni
reserse teorie komplexnich potencidli a jejiho zaclenéni do linearni pruznosti aplikovat
tuto teorii ke stanoveni soucinitele intenzity napéti trhliny kone¢né délky, kterd se nachazi
v blizkosti bimaterialového rozhrani, pii rovinné izotropni pruznosti.

2.3 Cile reseni problému

1. Nastudovani Muschelisviliho formalismu komplexnich potencial pro popis rovinné
izotropni pruznosti.

2. Aplikace teorie komplexnich potenciali k urc¢eni napjatosti v okoli hranové dislokace,
ktera se nachézi v blizkosti bimaterialového rozhrani, pfi rovinné izotropni pruznosti.

3. Seznameni se s metodou spojité rozlozenych dislokaci.

4. Stanovit soucinitel intenzity napéti trhliny kone¢né délky v blizkosti bimateridlového
rozhrani pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci.

UMTMB 17



Kapitola 2. Problémova situace

2.4 Systém podstatnych velicin

Systémem Y (£2) podstatnych a problémové orientovanych veli¢in na objektu se rozumi
mnozina vseho podstatného, co souvisi s feSenim problému na daném objektu pri dané
rozliSovaci drovni. Tento systém lze povazovat za abstraktni systémovy objekt, na ktery
muze byt tim paddem aplikovin systémovy piistup. Systém podstatnych velicin 3(Q2) je
tvoren za ucelem nejvhodnéjsi volby metody slouzici pro feseni uvazovaného problému.

Systém podstatnych veli¢in je tvoren podmnozinami SO az S8, které vychazi z ivahy,
ze veskeré probihajici déje maji pri¢inny charakter. Jak je uvedeno v [1], kazdy objekt je
charakterizovan svoji geometrii (ma tvar), kterd zaujima urcitou polohu (topologii) v okoli,
se kterym je svazana vazbami. Tyto vazby objekt danym zptsobem ovliviuji a aktivuji,
coz ma za nasledek vyvolani procest, které méni stavy tohoto objektu. Néasledné projevy
objektu do okoli vyvolavaji urc¢ité dusledky, viz obr. 2.1.

S6 procesy na ()
stavy €2

S3 aktivace ()
z okoli O(Q2)

f

S0 okoli O(2)

v

S4 ovlivnéni 2
z okoli O(92)

S1 topografie 2
geometrie (2

S5 vlastnosti
struktury Q

S2 vazby Q k O(f2)

S7 projevy €2

S8 disledky
projevi

Obrazek 2.1: Podmnoziny systému podstatnych veli¢in. Pedloha z [1].

Podmnozina SO — okoli objektu O(f2)
Veli¢inami vy vyjadiujicimi okoli objektu jsou:

e priazdnd mnozina (SO = ) — veli¢iny popisujici okoli entity nejsou definovéany.

Podmnozina S1 — geometrie a topologie objektu (2
Veli¢inami v, vyjadiujicimi geometrii a topologii objektu jsou:
e tvar a rozmeéry hranice télesa,

e délka trhliny,

e poloha trhliny vi¢i bimateridlovému rozhrani,

18 FSI VUT v Brné



Be. Radek Kubicek 2.4. Systém podstatnych veli¢in

e poloha trhliny viici hranici télesa.

Vsechny tyto uvedené veli¢iny jsou uvazovany jako deterministické. Pocatek soutadnico-
vého systému lezi na bimateridlovém rozhrani, pricemz problém se tesi jako rovinny, tudiz
veskeré Tezy kolmé k ose z jsou stejné.
Podmnozina S2 — podstatné vazby objektu v okoli
Veli¢inami v, popisujicimi vazby objektu k okoli jsou:

e idealizované celisti, které nebrani kontrakei v pricném sméru.
Jestlize se objekt analyzuje pfi silovém zatézovani (pfipad uvddény v této diplomové
praci), mluvi se o mékkém zatézovani, pokud se vSak pohyb celisti idi posuvy, jedné se
o deformacni neboli tvrdé zatézovani.
Podmnozina S3 — aktivace objektu 2 z okoli O(f2)
Veli¢inami vs vyjadiujicimi ptisobeni na objekt, tedy jeho aktivaci, jsou:

e sily silové soustavy.

Tyto veli¢iny jsou uvazovany jako deterministické a ¢asové neproménné. V pripadé, ze je
predepsana silova soustava, jedna se o silové neboli mékké zatézovani. Druhou moznosti
jsou jiz zminéné predepsané posuvy na hranici objektu (tvrdé zatézovani). V zévislosti na
sméru pusobiciho zatizeni se rozliSuji 3 médy — méd I (rozevirani trhliny), méd I (smyk)
a méd III (sttih). V predkladané diplomové préaci bude uvazovan mod 1.

Podmnozina S4 — ovliviiovani objektu 2 z okoli O(Q)

Veli¢inami v, vyjadiujicimi ovlivnéni objektu jsou:

e prazdnd mnozina (S4 = 0).

Podmnozina S5 — vlastnosti prvka struktury objektu (2
Veli¢inami vs vyjadiujicimi vlastnosti objektu jsou:

e Younguv modul pruznosti v tahu F,

e Poissonovo cislo pu.

Objekt je tvoren dvéma materialy, které modelujeme jako homogenni, izotropni a linedrné
pruzné. Pro kazdy tento model materialu je nutné definovat Younguv modul pruznosti
v tahu a Poissonovo ¢islo. Zaroven plati, ze na bimaterialovém rozhrani je dokonala adheze.

UMTMB 19



Kapitola 2. Problémova situace

Podmnozina S6 — procesy na objektu (2 a jeho stavy

Veli¢inami vg popisujicimi procesy, které probihaji ve strukture objektu a jsou vyvolany
plsobenim na objekt, jsou:

e komplexni potencidly,
e soucinitel intenzity napéti K.

Pomoci soucinitele intenzity napéti lze vyjadrit i slozky napéti a pole posuvii.

Podmnozina S7 — projevy (chovani) objektu
Veli¢inami v; popisujicimi projevy objektu jsou:

e napéti,

e deformace,

e sireni/zastaveni trhliny.

Trhlina se oznacuje za stabilni, jestlize se pfi nerostouci zatézujici sile nesiti. Naopak
pokud se §iti samovolné, jednd se o trhlinu nestabilni. O chovani trhliny rozhoduje mezni
hodnota soucinitele intenzity napéti K., tzv. lomova houzevnatost.
Podmnozina S8 — disledky projevi
Veli¢inami vg vyjadiujicimi dusledky jsou:

e lom objektu.

Rozpad télesa na dvé nebo vice ¢asti nastane, jestlize soucinitel intenzity napéti K; do-
sahne hodnoty lomové houzevnatosti K., pti které se trhlina zacne sitit rychlosti zvuku
v daném materialu. Lom télesa je nezadouci jev a muze mit katastrofalni ucinky:.
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PROBLEMATIKA KOMPLEXNICH POTENCIALU
V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

3 Linearne elasticka lomova
mechanika

S rozvojem techniky v prvni poloviné 20. stoleti se zacalo objevovat velké mnozstvi havarii
znacné rozmernych konstrukei. Jednalo se o mosty, plynovody, ropovody nebo naptiklad
velké nadrze, pricemz nejznaméjsim pripadem byly celosvarované konstrukce lodi typu
Liberty. Vsechny havarie byly zptisobeny nahlymi lomy bez jakékoliv vyraznéjsi predchozi
plastické deformace. Studium havarii téchto ocelovych svarovanych konstrukei kiehkym lo-
mem vedlo ke vzniku dvou pohledii na feseni [2]. Prvnim z nich byla filosofie zastaveni trh-
liny, ktera se opirala o minimalni hodnotu houzevnatosti a tranzitivni teplotu materialu.
Naopak druha filosofie zabranujici iniciaci lomu vedla ke vzniku védniho oboru, ktery se
zabyva meznim stavem soucasti s trhlinami — lomova mechanika. Lomova mechanika se
rozdéluje do dvou hlavnich oblasti [3]:

1. Linedrné elastickd lomova mechanika (LELM)
2. Elasto-plasticka lomova mechanika (EPLM)

Teorie LELM je pouzitelna tehdy, jestlize se predpoklada linearni zavislost mezi napétim
a deformaci u korene trhliny, tj. plati-li Hookiiv zakon. Naopak druhd vyse zminéna teorie
uvazuje na Cele trhliny existenci velké plastické oblasti [4].

3.1 Energeticka koncepce

V oblasti linedarné elastické lomové mechaniky byly vytvoreny dvé zakladni koncepce [5]:
e cnergeticka koncepce,
e napéfova koncepce.

Za zakladatele energetické koncepce je povazovan A. A. Griffith, ktery v roce 1920 na
zékladé energetické bilance (zakonu zachovéani energie) idealné kiehkého télesa s trhlinou
zformuloval nésledujici kritérium pro posouzeni stability dané trhliny [6].
Uvazuje-li se téleso s trhlinou dle obr. 3.1, pro celkové mnozstvi energie v této soustave
E. plati vztah
E.=11 - W, (3.1)

kde II predstavuje celkovou potencialni energii télesa s trhlinou a Wj je energie spojend
se vznikem novych povrchu (disipacni energie).

Rovnice podminky nestability trhliny (3.3) vychézi z platnosti zakona zachovani ener-
gie (3.2), ktery 1ika, ze celkova energie v soustavé a jejim okoli se neméni. Jinymi slovy

nedochazi ke zméné E..
de.,  dIl | dW,

a5~ as " as

0 (3.2)
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Obrazek 3.1: Pruchozi trhlina v nekonec¢né sténé.

dit  dWw,
ds  ds
Griffith pro formulaci svého kritéria vyuzil celkovou potencidlni energii II, kterou Inglish

(3.3)

odvodil ve tvaru
no’a’B
E )
kde Il je celkova potencialni energie télesa bez trhliny, o je tahové napéti, E predstavuje
Younguv modul pruznosti a parametry a, B charakterizuji rozméry télesa s trhlinou, viz
obr. 3.1.
Pro disipac¢ni energii W, ktera je spotfebovavana pouze na vznik novych povrchi,

=1, —

(3.4)

uvazoval vztah
Wy = 2S5y = 4aB, (3.5)
kde S je plocha prumétu trhliny a v je mérné povrchova energie materialu.
Po dosazeni rovnic (3.4) a (3.5) do podminky nestability trhliny (3.3) se obdrzi vztah

no’a
E
Za predpokladu kritické délky trhliny a. lze z rovnice (3.6) vyjadiit lomové napéti oy

2vE
op =l (3.7)

nebo naopak pii uvazovani lomového napéti o lze z (3.6) ziskat kritickou délku trhliny a.

= 2. (3.6)

_2vE
-~ wo?’
Protoze Griffithovo kritérium bylo odvozeno za predpokladu idealné kiehkého télesa s trh-
linou, panové Irwin a Orowan jej nezavisle na sobé modifikovali pro modely materidlu

1279+ B
gfr = ﬁ? (39)
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kde 7.s je efektivni povrchova energie

Yef =7 + Ypl» (310)
pricemz plati
Yol >> 7. (3.11)
3.1.1 Hnaci sila trhliny

Na Griffithovu energetickou koncepci navazal Irwin. Vychozi rovnici se mu stala podminka
nestability (3.3), kdy jako hnaci silu trhliny G nazval zménu celkové potencidlni energie
télesa s trhlinou

dIT
G=—— 3.12
a zménu disipacni energie oznacil za odpor télesa proti ristu trhliny R
dW;
R = . 3.13
1S (3.13)

Veli¢ina R charakterizuje mnozstvi energie pottebné k vytvoreni lomové plochy jednot-
kové velikosti. V pripadé, ze hnaci sila trhliny G dosahne své kritické hodnoty G., tj.
houzevnatosti materiadlu, dojde k nestabilnimu siteni trhliny. Kies pozdéji zjistil, ze kri-
tické napéti pro téleso s danou trhlinou zavisi pouze na soucinu G.F, pticemz jeho druha
odmocnina je dnes nazyvana lomovou houzevnatosti K..

3.1.2 Stabilita sifeni trhliny

O stabilité sifeni trhliny lze napiiklad rozhodnout pomoci tzv. R-kiivek (obr. 3.2), které
znazornuji pribéhy hnaci sily trhliny G a odporu télesa proti ristu trhliny R v zavislosti
na jeji délce a [3].

Obr. 3.2a) odpovida idedlné kiehkému télesu s trhlinou, naopak obr. 3.2b) popisuje
chovani houzevnatého télesa. Pribéh hnaci sily trhliny G' je pri konstantnim napéti o
v obou pripadech linedrni. Tato zdvislost vyplyva z rovnice (3.12) zminéné v kapitole
3.1.1. Av8ak prubéh odporu R se v danych pripadech lisi [7].

V prvnim piipadé, obr. 3.2a), je odpor proti rustu trhliny R konstantni, tj. nezavisly na
délce trhliny a. PTi zatéZzovani napétim mensim nez oy, které odpovida lomovému napéti
of, nedochdzi k jejimu naslednému Sifeni, avSak pfi prekroceni této hodnoty okamzité
nastava nestabilni rtst trhliny a dochazi k lomu.

V druhém piipadé, obr. 3.2b), odpor R vykazuje s rostouci délkou trhliny vzris-
tajici charakter. Jestlize je takové téleso zatézovano napétim mensim nez oy, nedochazi
k siteni uvazované trhliny. Pti prekroceni této prahové hodnoty dojde k nartstu jeji délky.
Tento stabilni rist trhlina vykazuje do okamziku dosazeni napéti o velikosti o3, které na
obr. 3.2b) reprezentuje lomové napéti . Po prekroceni této kritické hodnoty dochazi
k nestabilnimu ristu a naslednému lomu télesa.
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R,G R,G

|
|
i
/1 ' 04
|
|
|
|
|

a, a, a

s Y

Qy

a) Kfehky stav materidlu b) Houzevnaty stav materidlu
Obrazek 3.2: R-krivky.

Obecné lze stabilitu sifeni trhliny vyjadrit nasledujicimi vztahy. Pokud je splnéna
nerovnost (3.14), trhlina se bud nesiii nebo se Sif{ stabilné. Jestlize vsak plati nerovnost
(3.15), dochazi k nestabilnimu rtstu trhliny a naslednému lomu uvazovaného télesa.

dG _ dR
<

—_— < 3.14
da — da ( )
dG dR

—_ > 1
da = da (3.15)

3.2 Napétova koncepce

Jak jiz bylo zminéno na zacatku kapitoly 3, v LELM existuji dva pfistupy pro posouzeni
télesa s trhlinou. O prvnim z nich, Griffithové napétové koncepci zalozené na energetické
bilanci, pojednava kapitola 3.1. Za zakladatele druhého ptistupu, koncepce soucinitele
intenzity napéti (K-koncepce), je povazovan G. R. Irwin [8].

3.2.1 Moébdy zatézovani

Pti posuzovani télesa s trhlinou pomoci koncepce soucinitele intenzity napéti hraji vy-
znamnou roli tzv. médy zatézovani [9]. Jedna se o ti zakladni zpisoby naméahani, které
ovliviiuji napjatost a deformaci v okoli trhliny.

e Mod I — rozevirani
Tento méd je téz oznacovan jako normalovy, protoze ptisobici napéti je kolmé na ro-

Vv

namahani, jelikoz rist trhliny se rozeviranim vyznamné urychluje.

e Mébd II — smyk
U smyku ptisobi napéti v roviné rovnobézné s lomovou plochou a soucasné kolmo
na Celo trhliny, viz obr. 3.3b).
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a) Rozevirani b) Smyk ¢) Stiih

Obrazek 3.3: Mody zatézovani trhliny.

e Mad III — strih
Posledni méd byva oznacovan také jako antirovinny mod, avsak z hlediska mecha-
nismu je nejcastéji nazyvan jako stiih, k némuz dochézi pti napéti, které je rovno-
béZné soucasné s rovinou trhliny a jejim ¢elem, viz obr. 3.3¢).

3.2.2 Napjatost a deformace v okoli trhliny

Irwinova K-koncepce pro posuzovani télesa s trhlinou vychéazi z praci Westergaarda [10]
a Williamse [11]. Westergaarduv popis napjatosti a deformace v okoli trhliny byl odvozen
z Teseni rovinné ulohy pruznosti, pro kterou jsou za predpokladu nulovych objemovych sil
splnény rovnice rovnovahy a geometrické rovnice

004, 00y

pe By =0, (3.16a)
?;;y ?;zy =0, (3.16b)
Ep = gZ’ (3.17a)
g, = gz, (3.17h)
Yoy = ZZ + gZ’ (3.17¢)

kde 04,04y, 02y jsou slozky tenzoru napéti, e,, €y, 74y jsou slozky tenzoru pretvoreni a u,
resp. v, je posuv ve Smeéru osy T, resp. y.
Vylou¢enim posuvi z geometrickych rovnic (3.17) vznikd rovnice kompatibility

ey Py Py

oy 0x2  Oxdy’ (3.18)
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Pouzitim konstitutivnich vztaht, 1ze rovnici kompatibility vyjadrit ve tvaru
A0y + 0yy) =0, (3.19)

kde A znaci Laplaceuv operator.
Rovnice (3.19) lze pomoci Airyho funkce napéti U prevést na rovnici

pU U PU

AAU = 9 + 28x28y2 + ot 0, (3.20)
pricemz plati
0?U
Ogpyx — T?ﬁ, (321&)
0*U
Tyy = 527 (3.21Db)
02U
= — ) 21
Ty 910y (3.21c)

Westergaard rovnici (3.20) vyfesil pro kazdy mod zatézovani. Tato diplomovéa préce se
bude zabyvat pouze moédem I — rozeviranim. Za predpokladu linedrné elastického izotrop-
niho modelu materialu Westergaard v blizkosti ¢ela ostré trhliny, tj. polomér zaobleni se
blizi nule, zatézované modem I odvodil

0 0 . 30
Opz = IV s~ 1 — sin - sin & , (3.22a)
2mr 2 2 2
V 6 6 . 30
Oyy = g 2:? coS o (1 + sin 3 sin 2) , (3.22b)
6 60 30
Oy = IV Gin 2~ cos - cos —, (3.22¢)

2mr 2 2 2

J7a 0 0

u, = 2 Gm, /% cos 5 (1 — 24 + sin? 2) , (3.22d)
0 0

uy =2 GM, /% sin & (2 — 24 — cos? 2) , (3.22¢)

kde o predstavuje vnéjsi napéti piisobici kolmo k roviné trhliny, G' je modul pruznosti ve
smyku, p je Poissonovo ¢islo a 6, r jsou souradnice elementu v polarnim souradnicovém
systému, viz obr. 3.4.

V pripadé, Ze je téleso s trhlinou namahano kombinaci zédkladnich typt zatézovani,
vysledné hodnoty napéti a posuvi v blizkosti ¢ela trhliny se obdrzi superpozici dil¢ich
reseni. Z rovnic (3.22) je patrné, Ze pro r — 0 dosahuje napéti nekone¢éné hodnoty. Z tohoto
dtvodu nemohou byt slozky elastického napéti stavovou veli¢inou pro vyjadreni podminky
nestability [4].
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Y
A
ACwy
—
.
Ty
Y
,
0
trhlina >

Obrazek 3.4: Napéti ptisobici na elementarni prvek v blizkosti korene trhliny, jehoz
pozice je uréena polarnimi soufadnicemi (6, 7). Pfedloha z [12].

Jinou formu feseni rovnice (3.20) publikoval M. L. Williams, ktery napéti u ¢ela trhliny
vyjadril ve tvaru nekoneéné mocninné rady [13]

0ij = i (A"Z) 2 i (n, ). (3.23)

n=1

3.2.3 Soucinitel intenzity napéti

Soucinitel intenzity napéti je velmi vyznamnou veli¢inou v linearné elastické lomové me-
chanice. Na rozdil od napéti u cela trhliny jim je mozné vyjadrit podminku nestability
trhliny. Kromé napjatosti a deformace urcuje i tvar a otevrieni trhliny. Platnost K-kon-
cepce je jen v pripadech, kdy u cela sifici se trhliny vznika pouze mala plastickd oblast,
kterd podle [5] nesmi piekrocit 2 % tloustky télesa. Pro homogenni izotropni linearné
elasticky model materidlu se soucinitel intenzity napéti oznacuje Ky, kde k = I, 11,111
symbolizuje dany mod zatézovani. Pro méd I jej G. R. Irwin v pripadé nekonecné roviny
definoval nasledovné

K= ll_r}(lj V21ra,,(r,0 = 0) = oy/Ta. (3.24)

Pro pripad konecného télesa je vztah (3.24) upraven na obecnéjsi tvar

o\/Ta
Do

K; = Y, (3.25)
kde ®q je funkce zahrnujici tvar trhliny a Y je korekéni rozmérova funkce.

Pro podminku nestability trhliny se zavadi lomova houzevnatost K., ktera vyjadiuje
mezni odpor materidlu pfi meznim stavu stabilniho sifeni trhliny [14]. Pro méd I lze tuto
podminku psat ve tvaru

K; = K. (3.26)
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PROBLEMATIKA KOMPLEXNICH POTENCIALU
V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

4 Kompozitni materialy

Za kompozitni material, neboli kompozit, se oznacuje material skladajici se ze dvou nebo
vice ¢asti s nerozlisitelnym vzajemnych rozhranim, z nichz kazda plni uréitou specifickou
funkei [15]. Obecné se kompozitni material rozdéluje na dvé zakladni casti:

e matrice — spojita faze, kterd udrzuje téleso pohromadé a udava mu tvar

e vyztuz — nosna ¢ast udavajici pevnostni charakteristiky, ktera by méla byt v kom-
pozitu rovnomérné rozptylena

Material matrice a vyztuze 1ze za predpokladu dokonalé adheze a dobré smacivosti mezi
slozkami kompozitu kombinovat nejriznéjsimi zpusoby.

4.1 Klasifikace kompozitt

Kompozity 1ze rozdélovat podle materidlu matrice nebo vyztuze [16]. Nejcastéji se vSak
uvadi rozdéleni na zédkladé geometrického tvaru vyztuze, a to na kompozity casticové
a vlaknové, které lze dale rozliSovat nasledovné:

1. Césticové kompozity

e s ndhodnou orientaci

e s prednostni orientaci
2. Vlaknové kompozity

e jednovrstvé

— kratkovlaknové
* s ndhodnou orientaci
x s prednostni orientaci

— dlouhovldknové
x 8 jednosmérnym vyztuzenim
* s dvousmérnym vyztuzenim

e mnohavrstvé
— hybridy
— laminaty
Terminem laminat se oznacuje kompozit obsahujici vrstvy stejného slozeni. Pokud jsou

laminy rtzného slozeni, jedna se o tzv. hybridni laminaty. Tato odlisSnost mize byt zpi-
sobena bud vlakny nebo i matrici.
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matrice, v,

vlakna, vy

Obrazek 4.1: Vrstva jednosmérného dlouhovlaknového kompozitu.
4.2 Mikromechanika kompozitia

Mikromechanika je oblast nauky popisujici chovani kompozitu na turovni jednotlivych
komponent. Zakladni jednotkou jsou vldkna a matrice. Mechanické vlastnosti uvedené
v této kapitole budou vychazet z jedné vrstvy jednosmérného dlouhovldknového kompo-
zitnitho materidlu. Jak je znazornéno na obr. 4.1, pro popis se vyuziva materidlovy sourad-
nicovy systém. Osa ve sméru vlaken se nazyva podélna neboli longitudindlni a oznacuje
se pismenem L. Pri¢ny smér T lezi v roviné vrstvy a je kolmy na osu vldken. Tteti smér,
kolmy k obéma predchézejicim, se nazyva ortogonalni T".

Pro stanoveni jednotlivych charakteristik kompozitu se zavadi objemovy podil (4.1),
ktery vyjadruje pomér objemu komponenty k celkovému objemu kompozitu. Index f znaci
veli¢iny souvisejici s vlakny, index m se tyka matrice a veli¢ina charakterizujici kompozit
jako celek ma index c.

v

vy = Vf (4.1a)
v,

o m 4.1b

Un = (4.1b)

4.2.1 Podélna pevnost a tuhost

V pripadé, ze kompozit (obr. 4.1) je zatézovan v longitudindlni sméru L, dochazi k preroz-
déleni celkové podélné sily — ¢ast je prenasena vlakny a ¢ast matrici. Z tohoto predpokladu
vychazi tzv. sméSovaci pravidlo, kterym lze napéti v kompozitu vyjadrit vztahem

Oc = OfUf + OV, (4.2)

Pomoci smésovaciho pravidla lze vyjadrit i modul pruznosti kompozitu v longitudinalnim
sméru Er, nasledovné

EL ZEfo+EmUm=Efo+Em (1—Uf). (43)
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I I I v

OP,C

O-P,m

>

€ fkrit €ms Ep E¢

Obrazek 4.2: Tahovy diagram jednosmérné laminy.

Vztah (4.3) vsak plati pouze tehdy, jestlize se obé slozky kompozitu deformuji elas-
ticky, viz obr. 4.2 oblast 1. Pro druhou oblast, kde se jiz matrici deformuje plasticky, plati

do,,

EL = Ef’Uf + (dgrn>€ Um,s (44)

o
kde vyraz <dm> predstavuje smérnici teény k tahové kiivce matrice pri deformaci
Em ) .

kompozitu e..

Ke tretimu stadiu dochazi, jestlize se plasticky deformuje nejen matrice, ale i vlakna.
Toto stadium nenastava u kompoziti s kiehkymi vlakny. Pretrzeni vldken nastéava pri
kritickém pretvoieni €y . Je-li objemovy podil vldken vy vétsi nez vy mn, viz obr. 4.3,
matrice nedokaze snést sama celkové zatizeni kompozitu, ¢imz dochézi k jeho tplnému
poruseni. Vysledna pevnost kompozitu v tahu je za téchto podminek

OpLt = Opfuf + (0m>€f,krit (1 — Uf) . (45)

V pripadé, Ze objemovy podil vldken v kompozitu je mensi nez vy i, pretrzeni vliaken
neznamena poruseni kompozitu. K nému dochazi az pri dosazeni pevnosti

Oprt = Opm (1 — Uf) . (46)

O dobfe navrzeném kompozitu se mluvi tehdy, jestlize jeho vyslednd pevnost prevysuje
pevnost matrice samotné. To nastava, pokud je objemovy podil vlaken vétsi nez kriticky
Vf grit, Viz obr. 4.3.

opm — (Om)

opyf — (Om)

Ef krit (47)

Ef krit

Vf krit =
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OpLt
Opf
Opry = Opy Vp+ (Um)s”,r,;t(l - Uf)
o . opr = Opm(l — 1y
I
L
(0m)ﬁfm-t ! i
! L
e
Uf,mm vf,k’rit Uf

Obrazek 4.3: Pevnost jednosmérné laminy. Predloha z [15].

4.2.2 Priéna pevnost a tuhost

Pro hodnoceni priénych charakteristik se vychazi z pricného fezu kompozitu, jenz tvori
stfidavé vrstvy matrice a vlakna, jejichz tloustka je imérna objemovym podilim [17].
Modul pruznosti v pri¢ném sméru je za predpokladu elastické deformace obou komponent

dan vztahem
L vy oy

Er E;  En

Pevnost kompozitu v pficném sméru je dana pevnosti matrice. Napiiklad Kaw [18] pro

(4.8)

vypocet priéné tahové a tlakové pevnosti uvadi vztahy

[ 4Uf %Em [ 4’Uf %-- O pPtm
=F — ] == 1—(— 4.9
opTi T_(?T)Ef+ <7r> B (4.9)
[4veN\z E [ dv\z] o
= F f)m 1—(f) Pdm. 4.10
OPTd T ( - E; + _ . || B ( )

4.2.3 Modul pruznosti ve smyku a Poissonovo cislo
Analogicky ke vztahu (4.8) lze vyjadiit podélny modul pruznosti ve smyku G

1 vf Um,
— =4 — 4.11
Gr G TG (4.11)

kde G, resp. Gy, je modul pruznosti ve smyku vlakna, resp. matrice. K ziskani Poissonova
c¢isla kompozitu lze opét pouzit tzv. smésovaci pravidlo

LT = HfUfF + HmUm, (4.12)

kde g, purm jsou Poissonova ¢isla vldkna a matrice.
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4.3 Makromechanika kompoziti

Makromechanika popisuje chovani kompozitii na trovni vrstvy a vyse. Zakladnim staveb-
nim prvkem je tudiz vrstva, kterd je popsana matici tuhosti a pevnostnimi charakteristi-
kami [15]. K popisu chovani lamindtu se pouziva tzv. klasicka teorie laminatu.

4.3.1 Konstitutivni vztahy

Za predpokladu linearniho chovani materialu lze vztah mezi tenzorem napéti o;; a ten-
zorem pretvoreni ;; obecné vyjadiit pomoci zobecnéného Hookeova zakona (4.13), resp.
inverzniho Hookeova zakona (4.14)

0ij = Cijmer, 4,7,k 1=1,2,3, (4.13)

€ij = Sijkow, 1,7k, 1=1,2,3, (4.14)

kde Cjji, resp. Siju, je tenzor elastickych koeficienttl, resp. tenzor elastickych moduli.
V obou pripadech se jedna o tenzory druhého fadu, které obsahujici 81 prvka [19]. Na
zékladé jejich symetrie a symetrie tenzoru napéti a tenzoru pretvoreni [20], je lze vSak
charakterizovat pouze 21 nezavislymi elastickymi konstantami. Takto popsany model ma-
terialu se nazyva anizotropni.

Jestlize je vsak uvazovan jednosmérny dlouhovlaknovy kompozit (obr. 4.1), jednd se
o ortotropni model materialu, u kterého jsou tii vzajemné kolmé sméry 1, 2, 3 ekvivalentni
materidlovym smérim L, T, T . Na rozdil od anizotropniho modelu materialu nedochazi
pri zatézovani v hlavnich souradnicovych osach ke zkostiim. Pocet nezavislych elastickych
konstant je v takovém pripadé roven deviti [21].

Pomoci zkraceného indexovani [22] lze tenzorovy zépis Hookeova zédkonu véetné jeho
inverzniho vztahu pro ortotropni model materialu psat v maticovém tvaru

01 Cnn Cig Ci3 0 0 0 €1
02 Oy Co Oy 0 0 0 €2
03 U3 Csp Cs3 0 0 0 €3

= 4.1
T23 0 0 0 044 0 0 Y23 ’ ( 5)
T13 0 0 0 0 GCs O 13
T12 0O 0 0 0 0 G/ \m2
€1 St Sz Siz 0 0 0 01
€2 Sor Sag Saz 0 0 0 02
€3 S31 Sz Szz 0 0 0 o3

= 4.1
Y23 0 0 0 Sy 0 0 Tog | (4.16)
713 0 0 0 0 855 0 713
Y12 0 0 0 O 0 566 T12

kde prvky Cj; tvori matici tuhosti a prvky S;; tvoif matici poddajnosti.
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Kapitola 4. Kompozitni materialy

Tenka vrstva kompozitu, lamina (obr. 4.1), se modeluje pomoci rovinného ortotrop-
niho modelu materidlu, pro jehoz popis lze pouzit dvourozmérny tvar Hookeova zakona,
ktery obsahuje jiz pouze ¢tyti nezavislé elastické konstanty

01 Cn Ciz O €1
g9 = 021 CQQ 0 9 s (417)
T12 0 0 Ce/) \M2
€1 SH 512 0 01
€9 = 521 522 0 o9 | . (418)
12 0 0 Ses/ \Ti2

P11 pouziti elastickych inZenyrskych konstant se inverzni Hooketv zdkon (4.18) pro ro-
vinou tlohu za predpokladu rovinné napjatosti méni na tvar (4.19), pri¢emz nezavislymi
konstantami jsou podélny a pricny modul pruznosti Ei, Fr, modul pruznosti ve smyku
G5 a Poissonovo ¢islo 1.

1
€1 o _I:ELQ1 0 01 EQ

e |=|-% % 0 o |, kde p191 = #1QE (4.19)
Y12 0 0 G%z T12

V pripadé obecného souradnicového systému, ktery je natocen o thel 6 vici materialo-
vému soutradnicovému systému, se tenzory napéti a pretvoreni prepocitavaji pomoci tzv.
transformacni matice T nasledovné

O 01
o, | =T oo, (4.20)
Ty T12
Er &1
g | =T &2 |, (4.21)
Yy V12
cos? 0 sin? 2sin @ cos 6
T = sin? 6 cos?  —2sinfcosf | . (4.22)

—sinfcosf sinfcosh cos?fsin®0
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PROBLEMATIKA KOMPLEXNICH POTENCIALU
V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

5 Funkce komplexni proménné

Funkce komplexni proménné se pouzivaji pro feseni mnoha rtiznych dvourozmérnych fy-
zikélnich a technickych problému [23].

Funkce komplexni proménné prifazuje komplexnimu ¢islu z € D pravé jedno kom-
plexni ¢islo w

w=f(z), (5.1)

kde mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce. Vyjadrii-li se z = x + iy, 1ze funkci této
komplexni proménné psat ve tvaru

f(z) = [l +iy) = u(z,y) +iv(z,y), (5.2)

kde u(zx,y),v(z,y) jsou redlné funkce dvou redlnych proménnych, pricemz plati

u(z,y) =Rf(z),  vlz,y) =Sf(2) (5.3)

5.1 Zakladni pojmy

V této podkapitole bude vysvétleno nékolik pojmi, se kterymi se bude v nasledujicich
kapitolach pracovat. Jmenovité se jedna o funkci harmonickou, biharmonickou a holo-
morfni, jejichz vlastnosti slouzily k zavedeni komplexnich potenciall, tzv. Muschelisviliho
komplexnich potenciala [24].

5.1.1 Harmonicka funkce

Definice [23]: Realnou funkei u(z, y) dvou redlnych proménnych z,y nazveme harmonic-
kou funkei v oblasti D C R? = R x R, méa-li u(x,y) v D spojité parcidlni derivace prvniho
a druhého radu a zaroven vyhovuje tzv. Laplaceové rovnici:

Au = 0, (5.4)
kde A je Laplacetiv operdtor
0? 0?
A=—+ —. 5.5
0x? + 0y? (55)

5.1.2 Biharmonicka funkce

Definice [25]: Funkei U(z,y) nazveme biharmonickou funkci v oblasti T C R*? = R x R,
méa-li U(x,y) v T spojité parcidlni derivace do ¢tvrtého fadu a zdroven vyhovuje rovnici:

AAU =0, (5.6)

kde A je Laplacetiv operdtor.
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Kapitola 5. Funkce komplexni proménné

5.1.3 Cauchy-Riemannovy podminky

Cauchy-Riemannovy podminky jsou nutné a zaroven postacujici podminky k tomu, aby
funkce f(z) = u(z,y) +iv(z,y), kterd je definovand v néjaké oblasti G, byla v bodé z této
oblasti diferencovatelnd jako funkce komplexni proménné [23]

ou Ov ov ou
— =, — = ——. (5.7)
or Oy ox oy
Jestlize jsou splnény tyto podminky, derivace funkce komplexni proménné f’(z) muze byt
vyjadiena v libovolném z téchto ¢tyt tvart

f'(z)= gz - igz, (5.8a)
f(z) = g: - igz, (5.8b)
fl(z) = Zz - igz, (5.8¢)
f'(z) = gz + igi. (5.8d)

5.1.4 Holomorfni funkce

Definice [26]: Necht G € C je oteviena mnozina. Rekneme, ze komplexni funkce f(2) je
holomorfni, jestlize f'(z) existuje ve vsech bodech mnoziny G.

Vlastnosti holomorfni funkce

Kazdé holomorfni funkce f(z) ma tyto vlastnosti [27]:
1. soucin, podil a soucet dvou holomorfnich funkei fi(z), f2(2) je funkce holomorfni,
2. derivace a integrace holomorfni funkce f(z) je opét holomorfni funkce,

3. kazda holomorfni funkce f(z) definovand v oblasti C' je analytickd — lze ji vyjadrit
ve tvaru soué¢tu mocninné rady v okoli libovolného bodu z; v oblasti C'

f(2) = i Ay (2 — =)

4. redlnd u(x,y) a imaginarni ¢ast v(x,y) kazdé holomorfni funkce f(z) jsou harmo-
nické funkce, tj. spliuji Laplaceovu rovnici (5.4), protoze plati

Pu v Pu v
012 Owdy’ P Oxdy’
v Qu v QPu
oz~ Oxdy’ Oy?  Ozdy
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5.2 Aplikace funkci komplexni proménné

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 3.2.2, k vyfeSeni rovinné ulohy pruznosti, pro kterou
plati rovnice rovnovahy (3.16) a geometrické rovnice (3.17), staci znat tvar Airyho funkce
napéti U(z,y) (biharmonické funkce), ktera splnuje rovnici (3.20).

5.2.1 Muschelisviliho komplexni potencialy

N. I. Muschelisvili [24] dokézal, Ze Airyho funkei napéti lze vyjadiit pomoci dvou kom-
plexnich holomorfnich funkei ¢(2), x(2), tzv. Muschelisviliho komplexnich potenciala

Ulz,y) = R[zo(2) + x(2)], (5.9)

kde z je komplexné sdruzené ¢islo. Dukaz o platnosti vztahu (5.9) uvadi literatura [25].
Pro zisk slozek tenzoru napéti (0., 0yy, 04y) a pole posuvi (u,, u,) z Muschelisviliho
komplexnich potencialu plati nasledujici vztahy [28]

O+ 0y =2 (¢ (2) + ¢(2)) = 2(2(2) + @(2)) , (5.10a)
Oyy — Oz + 2004, = 2(2¢"(2) +¢'(2)) =2 (29" (2) + V(z)), (5.10Db)
2G (1, + iy) = kip(2) — 29 (2) — D(2), (5.100)
kde ®(2),1(z) a ¥(z) jsou holomorfni funkce, pro které plati
©(2) =¢'(2),  Y()=xX(2), V() =9(z) =x"(2) (5.11)
a Kk je materidlova charakteristika, ktera pro rovinnou deformaci splnuje vztah
k=3—4pu (5.12)
a pro rovinnou napjatost nabyva ;
k="M (5.13)
1+p

Dikaz o platnosti vztahi (5.10) véetné vyjadieni jednotlivych napéti a posuvi je uveden
v litaraturdch [25, 27]. Tato diplomové prace se bude opirat zejména o literaturu [29], kde
je vyuzito nasledujici znaceni

O(2) = ¢'(2), Q) =[¢(2) +¥(2)]. (5.14)

Pro zisk slozek napéti a pole posuvi plati nasledné vztahy [29]

Oua + 0y = 2 (D(2) + 0(2)) , (5.15a)
Oyy + 102y = P(2) + Q(2) + (2 — 2) D'(2), (5.15Db)
—QiGQ (uy + 1uy) = k®(2) — Q(2) — (2 — 2) D'(2). (5.15¢)

ox
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2=+ iy

S

z=1T+ 1y

Obrazek 5.1: Posunuti souradnicového systému.

Y

L

A

Obrazek 5.2: Hranova dislokace.

Pravidlo pro posunuti

Necht ®1(z1),;(21) jsou komplexni potencidly v souradnicovém systému z; = x1 + iy,
zatimco ®(z),Q(z) jsou potencidly pro stejny problém avSak v soufadnicovém systému
z = x + iy, viz obr. 5.1, poté plati

O(z) = P1(2 — 5), Q2)=Q(z—35)+ (s —35)Q(z — 5). (5.16)

5.2.2 Hranova dislokace v blizkosti bimaterialového rozhrani

Hranova dislokace je ¢arova porucha krystalické mrizky a reprezentuje spodni konec ato-
mové poloroviny, kterd byla do mfizky vlozena [30]. Burgerstuv vektor b uzavird dislokacni
smycku a je vzdy kolmy na dislokacni ¢aru, viz obr. 5.2. V komplexni roviné lze Burgersiiv
vektor zapsat pomoci komplexniho ¢isla

b=b, +ib,, (5.17)

které reprezentuje jeho a velikost a orientaci.

V predchozi kapitole jsou uvedeny vztahy pro zisk pole napéti a posuvu (5.15) pomoci
dvou komplexnich holomorfnich funkei ®(z),2(z). Nic ale neni feceno o jejich konkrétnich
tvarech. Ty se méni pro kazdou tlohu a jejich nalezeni mize byt pomérné slozité.
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¢  material 1

material 2

|_

Obrazek 5.3: Nekonecénd rovina s dislokaci.

Uvazuje-li se nekonec¢na rovina tvorend dvéma polorovinami ze dvou homogennich
izotropnich linearné elastickych modelii materiali, které jsou charakterizovany materia-
lovymi charakteristikami p1, Gy, resp. ps, Go, pro horni M, resp. dolni M,, polorovinu,
pricemz dislokace se nachazi v materidlu 2, viz obr. 5.3, tvary komplexnich potenciala
O (2),Q(2) jsou
1(2) + Do(2), z€ My,

_ ) ®u(z) + Do(2)

(2) = { Oy (2) + Po(2), 2z € My, (5.182)
. Ql(z) + Q()(Z), z € Ml,

Az) = { Do(2) + Qo(2), 2z € My, (5.18b)

kde cleny ®g(z) a Qy(z) se nazyvaji singuldrni a pro dislokaci nachézejici se v poloze
z =5 =5, +1s, maji tvar [29]

%@%:BLiSy Qd@:Bl;:;4+4ﬂziJ, (5.19)
kde o
B= 9?{Zi‘i%75;5 (by + iby) . (5.20)

Cleny ®,(2), ®2(2), 2(2),Q(2) se nazyvaji podobnostni a jejich tvary jsou na zakladd
rovnosti napéti (5.15b) a posuvu (5.15¢) na bimateridlovém rozhrani rovny

Dy(2) = ADy(2), Py(2) = [1Q(2), (5.21a)
Q(2) = Q(2), Qa(2) = ADy(2). (5.21Db)
Konstanty A, Il nabyvaji hodnot 4
o+
A=T5 (5.22)
_a— P
I = 175’ (5.23)
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pticemz «, 8 jsou tzv. Dundursovy parametry [31] vyjadiené pomoci modulit pruznosti
ve smyku G, G5 a materidlovych charakteristik k1, ko definovanych vztahem (5.12) pro
rovinnou deformaci nebo vztahem (5.13) pro rovinnou napjatost

Gl(lig + 1) — GQ(KJl + 1)
Gl(lig + 1) + GQ(I{,l + 1)’

o =

(5.24)

_ Gi(ka —1) = Gk — 1)
C Gi(ke + 1)+ Go(ky + 1)

Tvary komplexnich potenciali pro dislokaci dle obr. 5.3 1ze tudiz vyjadrit pouze pomoci

(5.25)

singularnich ¢lent ®¢, 2y nasledovné

A+ A)Dy(2), z € M,
D(z) = { Bo(2) 4 TIL(2), = M (5.26a)
(I +1D)Q20(2), z € My,

Detailnéjsi odvozeni komplexnich potencialu (5.26) na zékladé rovnosti napéti a posuvi
na bimateridlovém rozhrani je uvedeno v priloze A.
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V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

6 Stanoveni soucinitele intenzity
napeéti

Soucinitel intenzity napéti K 1ze stanovit z feseni tzv. integralni rovnice uvedené v kapitole
6.3, pro jejiz sestaveni se vyuzivd Bueckneruv princip [32] a metoda spojité rozloZenych
dislokaci [33]. Pro jednoduchost bude tento postup demonstrovan na pruchozi trhliné
nachazejici se v nekonec¢ném rovinném homogennim prostredi a zatézované médem I, jak
je znédzornéno na obr. 6.1a).

6.1 Bueckneruv princip

H. F. Bueckner [32] uvadi, Ze vySe definovanou rovinnou tlohu lze rozdélit do dvou tloh,
viz obr. 6.1, a celkové TeSeni nasledné ziskat superpozici dil¢ich feseni jednotlivych tloh.

oij(z,y) = 0ij(x,y) + 045, y). (6.1)
e Uloha 1: homogenni neporusené prostiedi, které je zatizené v nekoneénu — obr. 6. 1b)

e Uloha 2: nezatizené prostiedi s trhlinou, na jejiz volném povrchu jsou predepsand
tzv. korekéni napéti @,;; — obr. 6.1c)

Korekéni napéti 7;; definovana v tloze 2 jsou co do velikosti totoZznd s napétimi oy;
pusobicimi v misté trhliny v tloze 1, avsak opacného sméru. Tato konvekce ma za nasledek,
ze na licich trhliny v zatiZeném nekonec¢ném rovinném homogennim prostiedi neptisobi
zadné napéti, viz obr. 6.1a).

Obrazek 6.1: Bueckneruv princip. Predloha z [34].
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c) d)
Obrazek 6.2: Tlustrace vlozeného materidlu mezi lice trhliny. Predloha z [35].
6.2 Metoda spojité rozlozenych dislokaci

Korekéni napéti se stanovuje napriklad tak, ze mezi lice trhliny se postupné vklada nad-
bytecny material. Tento postup je pouze matematickym nastrojem slouzicim ke stanoveni
korekénich napéti a soucasné k simulaci rozevieni trhliny. Ve skutec¢nosti je vnitiek trhliny
samoziejmé prazdny [35].

Vkladany nadbytecny material si lze predstavit jako soubor nekonec¢né tenkych past
(nosic¢t soustfedéné deformace). Postup vkladani ilustruje obr. 6.2. Nejprve se uvazuje
pouze jedna vrstva, kterd zacind v kofeni trhliny a pokracuje az do nekonecna nebo ke
vzdélenému okraji, viz obr. 6.2a). Néasledné se vlozi dostatetné mnozstvi pasu nad i pod
prvni uvazovanou vrstvu, obr. 6.2b). Poté se tyto vrstvy na vhodnych mistech vyjmou,
obr. 6.2¢), coz vede k pozadované konfiguraci, ktera je znazornéna na obr. 6.2d).

Kazda nekonecné tenka vrstva vlozeného materidlu vnasi do télesa relativni posuv
0b, ¢imz v ném generuje urcité napéti, jehoz matematické reseni miize byt pouzito jako
Greenova funkce tlohy c). Naslednym souc¢tem nebo integraci této Greenovy funkce se
zisk& napéti generované vyslednym posuvem b od vSech uvazovanych vrstev [35].

Jednotlivé nekoneéné malé vrstvy vkladaného materidlu jsou analogii hranové dislo-
kace zminéné v kapitole 5.2.2. T pres fadu shodnych rysti mezi hranovou dislokaci a vrst-
vou vkladaného materidlu se vsak jedna pouze o matematicky nastroj umoznujici za-
vést self-konzistentni stav napéti v télese, ktery odpovida vlozené soustiedéné deformaci
a prislusnym okrajovym podminkadm. Ve skutecnosti totiz zadné poruchy v krystalové
miizce nevznikaji.
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Y yT
A
- A — L
x B + T
.
b
a) Climb b) Glide

Obrazek 6.3: Zpusoby vytvoreni hranové dislokace. Predloha z [35].

6.2.1 Zpusoby vytvoreni hranové dislokace

Dislokace muze byt modelovana jako polonekonecny zarez, do které se vlozi nebo se z néj
vyjme pas materidlu o konstantni Sifce a nasledné se materidl opét spoji dohromady.
Sitku vlozeného, piipadné odstranéného, pasu reprezentuje Burgersiiv vektor b. Dillezitou
vlastnosti hranovych dislokaci je, ze napjatost jimi zpusobena zavisi pouze na Burgersové
vektoru b = (b,, b,) a nijak nezavisi na orientaci zarezu [35].

Dva zpusoby vytvoreni hranové dislokace s Burgersovym vektorem b = (b,,0) jsou
zobrazeny na obr. 6.3.

e Climb
V tomto pripadé se do fezu vedeného podél osy y vlozi a nasledné spoji s okolim
vrstva materidlu o tloustce b,, viz obr. 6.3a).

e Glide
V tomto pripadé je fez materidlem veden podél osy x, pricemz hranova dislokace
vznikd posunutim materidlu pod fezem ve sméru kladné osy x o délku b, a jeho
naslednym spojenim, viz obr. 6.3b).

V obou téchto pripadech se generuje stejné pole napéti. Z obr. 6.3 je taktéz patrna zna-
ménkova konvekce Burgersova vektoru b zavedend Dundursem [31]. Ta fika, ze jako prava
se oznacuje ta strana fezu materialem, ktera lezi napravo od fezu pii pohledu z jadra dis-
lokace a znadi se (+). Leva strana oznacovana (—) se ziska analogicky. Diky znaménkové
konvekci se jednoznacné urcuje velikost a orientace Burgersova vektoru b.

Naptiklad pro pripad znédzornény na obr. 6.3 se znaménko slozky b, Burgersova vek-
toru b urci pomoci kiivky obchézejici koren dislokace z jakéhokoliv bodu levé hrany rezu
do jemu odpovidajiciho bodu na hrané pravé. Po ukonceni obéhu kiivky se ziskd nespo-
jitost posunuti ve sméru osy x, ktera je stejné velka a shodné orientovana jako slozka b,

by = u(+) —u(—). (6.2)
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F——+~ -

Obrazek 6.4: Trhlina modelovand pomoci hranovych dislokaci. Predloha z [35].

6.2.2 Napjatost zptisobena hranovou dislokaci

Jestlize je uvazovana hranova dislokace s Burgersovym vektorem b = (b,, b, ) nachazejici se
v pocatku soutradnicového systému, napjatost v libovolném bodé je popsana nasledujicimi
vztahy [34]

o 2G [y 2, .2 T (o o
o 2G (Y (2 o T /o9 2
O-yy_iﬂ'(li—f-l) {bz = (x —y)}—I—by {7‘4 (J: + 3y )]}, (6.3b)
o 2G (Y (2 o T (o 9
7= e [ (=) 0 [ )] (6:39)
kde G je modul pruznosti ve smyku, 7> = 2% + 3? a s je materidlova charakteristika
definovana vztahem x = 3 — 4u pro rovinnou deformaci nebo kK = ‘i’jr—z pro rovinnou
napjatost.

6.2.3 Napjatost zptisobena spojité rozlozenou dislokaci

Uvazuji-li se podél osy x spojité rozlozené dislokace s Burgersovym vektorem b = (0, b,),
viz obr. 6.4, pak lze infinitezimélni tsek tohoto rozlozeni charakterizovat jedinou izolova-
nou dislokaci s nekonecné malym Burgersovym vektorem [35]

oby = B,(£)d¢, (6.4)

kde By, (&) je hustota dislokaci v bodé [€, 0].

Napéti 0,4, 0y, 04y, kterd vyvold dislokace v bodé [€, 0], jsou definovana vztahy (6.3),
kde proménnd z se nahradi vyrazem x —¢&, pricemz b, = 0. Koreckni napéti 7, generované
spojitym rozlozenim dislokaci mezi body [—a, 0] a [a, 0] se ziské integraci napéti od jedné
dislokace 7%* pies délku této trhliny

vy
_ _ 26 [ B9
Tul#,0) = / Jopde el <a (6.5)
kde hustotu dislokace B, (¢) lze vyjadrit vztahem
_ db,(§)
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Be. Radek Kubicek 6.3. Integralni rovnice

6.3 Integralni rovnice

7, Buecknerova principu uvedeného v kapitole 6.1 plynou vysledna normélova a smykova
napéti pusobici v misté trhliny modelované pomoci hranovych dislokaci dle obr. 6.4

oyy(2,0) = 0p(2,0) + 7y (2,0) =0, |z] < a, (6.7a)
Oay(7,0) = 075 (2,0) + Ty (7,0) = 0, lz| < a, (6.7b)
kde 000 (7, 0), 095 (,0) jsou napéti zatézujici nekonecné prostiedi a napéti @, (z,0), 7., (7, 0)

reprezentuji korekéni napéti ptisobici po délce trhliny.
Dosazenim rovnice (6.5) do vztahu (6.7a) se obdrzi tzv. singularni integralni rovnice
prvniho druhu s Cauchyho jédrem (x — £)~! a nezndmou hustotou dislokaci B, (&) [35]

1 1 /B
_KQE 0%, 0) = 7T/m:y_(i)dg, 2| < a. (6.8)

Z matematickych divodu se tato rovnice normalizuje na interval (—1,1), ¢ehoZz se pro
obecny interval (a,b) dosdhne substituci [34]

26=(0b—-a)s+ (b+a),

2e=(b—a)t+ (b+a). (6.9)
Integralni rovnice pak pro trhlinu uvazovanou dle obr. 6.4 nabyva tvar
1
K+1 1 [ By(s)
— ~(t) = — d <1 1
s on) = [Ty <L (6.10)

jejiz feseni lze odvodit na zdkladé Muschelisviliho teorie [24], kterd Fika, Ze FeSeni se musi
hledat ve tvaru souc¢inu fundamentalniho feseni w(s) a nezndmé ohranicené funkce ¢, (s)

1

By(s) = w(s)py(s), kdew(s) = i (6.11)
Reseni rovnice (6.10) pro takto uvazovanou tlohu je pak ddno vyrazem [35]
1
t +1)o,,
B(1) = “W (Rt Do) Go 1w, (6.12)

T J 2Gw(s) (t — s)

kde C' je libovolna konstanta, kterou je potieba uréit z podminky nulového rozevieni
konct trhliny

A(—a) = A(a) = 0. (6.13)
Pricemz pro rozevieni trhliny A(z) na zakladé vzorce (6.6) plati vztah
Alw) =~ [ B,(&)de, (6.14)
nebo také A ()
x
By(z) = — W (6.15)
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Podminka nulového rozevieni koncu trhliny (6.13) pak s rovnici (6.14) dava tzv. podminku

konzistence .

/By(g) d¢ = /By(s) ds = 0. (6.16)
—a -1
Soudinitel intenzity napéti

Kromé rozevieni trhliny A(z) lze pomoci hustoty dislokaci B, (§) urc¢it i soucinitel in-
tenzity napéti K na koncich trhliny, ktery pro uvazovanou trhlinu namahanou moédem I
vychézi z rozevieni trhliny [34]

k+1

A(r) = uy(r,+7) —uy(r, —m) = G KI\/;. (6.17)

Soucinitel intenzity napéti K tak lze vyjadrit vztahem

2@ dA(r)
Ki(£1) —llg(l)ﬁ+1 27r o =
= j:t—lgﬂqz P 2ma(l1 Ft)By(t) =
~ pyma2ly (x1) (6.18)
= EvVma —— ¢, . :
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PROBLEMATIKA KOMPLEXNICH POTENCIALU
V IZOTROPNI ROVINNE PRUZNOSTI

7 Trhlina v blizkosti
bimaterialového rozhrani

Cilem této kapitoly je stanoveni soucinitele intenzity napéti K; trhliny nachézejici se
v blizkosti bimaterialového rozhrani, viz obr. 7.1, pomoci nastudované teorie komplexnich
potenciali.

Uvazovana trhlina ma délku 2a a nachazi se ve vzdéalenosti h od bimaterialového
rozhrani v materidlu 2. Homogenni izotropni linearné elastické modely materiali jsou po-
psany materidlovymi charakteristikami py, Gy, p2, G, jejichz hodnoty jsou uvedeny spo-
le¢né s ostatnimi parametry v tab. 7.1. Pro takto definovanou rovinnou tlohu bude uva-
zovana rovinna deformace.

K ovéreni hodnoty soucinitele intenzity napéti K; se pouzije vypocet pomoci metody
kone¢nych prvki, ktery bude podrobné uveden v kapitole 7.2.

Tabulka 7.1: Zadané parametry.

afmm] hlmm] g [] G [GPa] p[] Gy [GPa
6 10 03 50 0,3 200

material 1

Obrazek 7.1: Trhlina v blizkosti bimateridlového rozhrani.

7.1 Stanoveni K; pomoci komplexnich potencialt

Jak je uvedeno v kapitole 6, soucinitel intenzity napéti K; lze urcit z feseni integralni rov-
nice, pro jejiz sestaveni se vyuziva Bueckneruv princip [32], ktery je schematicky zobrazen
na obr. 7.2. Pro napéti o, které je kolmé na rovinu trhliny, pak plati vztah

Oy (@, Y) = Gy (2, y) + Tyy (2, ). (7.1)
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Kapitola 7. Trhlina v blizkosti bimateridlového rozhrani

Obrazek 7.2: Bueckneruv princip — trhlina v blizkosti bimaterialového rozhrani.

7.1.1 Korekéni napéti 7,

Pro stanoveni korekéniho napéti 7, se bude aplikovat postup uvedeny v kapitole 6.2, ktery
na zakladé metody spojité rozlozenych dislokaci vyjadiuje korekéni napéti &,, pomoci
integrace napéti od jedné dislokace ng pres délku dané trhliny. Jednotlivé dislokace se
nachézi mezi body [—a, —h] a [a, —h].

Jak je uvedeno v kapitole 5.2, slozky napéti a pole posuvi lze vyjadrit pomoci kom-

plexnich potencialii. Napéti od jedné dislokace E‘yigf lze ziskat z rovnice (5.15b) néasledovné

T, y) = R [B(2) + Q2) + (2 - 2) ¥ (2)] (7.2)
kde komplexni potencidly ®(z) a €2(z) jsou vyjadieny vztahy (5.26), pficemz singuldrni
¢leny ®¢(z), 20(z) nabyvaji pro dislokaci nachézejici se v poloze z = s = s, + is, tvary
(5.19).

Ke stanoveni tohoto napéti je nezbytné vyjadrit komplexné sdruzené singularni ¢leny;,
tj. ®o(2), Qo(2), a derivace komplexnich potencidlit ®(z), Q(z). Tyto vztahy zde nebu-
dou uvadény, ale jejich odvozeni lze naleznout v priloze B. Jelikoz se trhlina nachéazi ve
vzdalenosti h od bimateridlového rozhrani (obr. 7.1) a zaroven je modelovdna pomoci
dislokaci s Burgersovym vektorem b = (0, b,), plati nasledujici vztahy

z =z — ih, (7.3)
s = s, — ih, (7.4)
b=1b,. (7.5)
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Be. Radek Kubicek 7.1. Stanoveni K; pomoci komplexnich potenciali

Pri dosazeni vyse uvedenych vztaht do rovnice (7.2) a naslednymi tpravami se obdrzi
napéti od jedné dislokace ve vzdalenosti A od bimateridlového rozhrani ve tvaru

2G,
™ (Hg + 1)

by (a+ ) (x —sz) by
T 2(1-B) (4h2 + (z - 5,)°)
A8h* (o = B) (x = 54) b, 4h*(a = B) (& — 52)° by
(1+8) (412 + (2 — 5.)?)” (1+5) (4h2 + (2 — 5,)%)
4h* (o — B) (z — s4) by +a5( 4h? (x — s,)
(1+8) (102 + (@ —s)?)" THO\ (an2 4 (2 - 5,)%)

+5 e Sx)z)) by] . (7.6)

Nyni se na zakladé vztahu (6.4) v rovnici (7.6) nahradi Burgerstv vektor b, vyrazem

_|_

3+

5+

db, = B,(s,) dsa, (7.7)

kde B,(s;) je hustota dislokaci v bodé [s,, —h]. Naslednou integraci pfes délku trhliny se
ziska korek¢ni napéti @,

ds,+

Tyy(T)

2Gy | [ Bylsa) g, [ _(a+B) (5= 50) By(sa)
7 (ky + 1) /aa:—sxdz+{2(1—6)(4h2+(x—5w)2)

a a

4 / 48h* (o — B) (x — s4) By(sz) ds, — / 4h* (a = B) (x — Sw)g By(s2)
G () (402 4 (@ - s,)) G (L p) (ah2 4 (2 - 5,)%)

a

AR (o = B) (z = 5) By(sa) ra—g Ah? (x — s,)
+/a (1+0) (4h2 + (x — sm)2>2 : +7a L+5 ((4}12 + (z — sx)2)

ds, +

5+

T — S,
_|_
2 (402 + (z — s,

By(s;)ds, | . 7.8
>2>) (s2) ] (7.8)

Jak uvadi kapitola 6.3, vyse uvedeny vztah je vyhodné normalizovat z intervalu (—a, a)
na interval (—1,1). Pro obecny piipad intervalu (a,b) toho lze dosdéhnout substituci

25, =(b—a)s+ (b+a),
2 =(b—a)t+ (b+a), (7.9)

Pro tlohu uvazovanou v této diplomové praci ma substituce tvar

Sy = as,
x = at. (7.10)
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Kapitola 7. Trhlina v blizkosti bimateridlového rozhrani

Korek¢ni napéti 7, nasledné pii pouziti substituce (7.10) pfejde na tvar
1
/ (a+ B) (at — as) By(s)
2

/ t—s J2(1-p) (4h2 + (at — as)Q)
+/ 48h* (v — B) (at — as) By(s) de / 4h? (a — B) (at — as)® By(s)

Tyy(t) ds+

/£2+

3 5 ds +
2 (14 p) (4h2 + (at — &3)2) 21+ p) (4h2 + (at — a5)2)
P 4R (a = B) (at — as) By(s) ds Fa— 6} 4h? (at — as)
+_/1 (1+5) (4h2 + (at — as)2)2 +_1 1+4 (4h2 + (at — a3)2)2

at — as
2 (4 + (at — a8>2)> Buto) ds” ' ()

7.1.2 Integralni rovnice

Protoze vysledna normélova napéti ptisobici v misté trhliny jsou nulovd, z Buecknerova
principu (7.1) plyne, ze vyjadiené korekéni napéti 7,, je podél trhliny co do velikosti to-
tozné s napétim o,,, které ptisobi ve stejném misté, avSak v neporuseném bimateridlovém
prostredi zatizeném v nekonecnu, viz obr. 7.2b), ale opa¢ného sméru

—0yy(t) = Tyy (1), t] < 1. (7.12)

Dosazenim rovnice (7.11) do vztahu (7.12) se obdrzi singularni integralni rovnice ve tvaru

/€2—|—1
— 0

TR yy ds+

ta /1 (a+ B) (at — as) By(s)
Jo2(1 = B) (4h2 + (at — as)?)
+/ 48h* (a — B) (at — as) Byz(ss) ds — / 4h% (o — B) (at — as)® ByQ(S:a)
Y1+ 8) (4h2 + (at — as)’) 2 (14 B) (402 + (at — as)?)
/ 4h* (a0 — ) (at — as) B,(s) da Fa— B 4h? (at — as)
+/ (1+ 4h2 + (at as)2>2 J1+B (4h2 + (at — as)2)2

t—s

ds +

at — as

B,(s)ds| |, It| <1, (7.13)
2 (4h* + (at - as)2)) ! ”

kterou lze pro jednoduchost zapsat jako soucet singularniho a nesingularniho integralu

[34], viz rovnice (7.14). Protoze hodnota singularniho integralu pro s — t roste nade

vSechny meze, je nutné jej uvazovat ve smyslu jeho hlavni hodnoty [35, 36].

1 1
1 1 B
H;C—;Jyy(t) = 7/ y(8) ds + @ / K(t,s)B,(s)ds, It] < 1, (7.14)
-1 el
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kde
(o + B) (at — as) N 48h* (o — B) (at — as) B
2(1-0) <4h2 + (at — a8)2) (1+53) (4h2 + (at — a3)2)3
_4h* (= B) (at —as)’ AW (@ p)(at — as) 2
(1+p) (4h2 + (at — as)2)3 (14 75) (4h2 + (at — as)2>

K(t,s) =

a—p 4h? (at — as) at — as

+ 1+ 5 (4h2 + (at — as)2>2 * 2 (4h2 + (at — as)2>

(7.15)

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 6.3, hledana funkce B,(s) se vyjadii ve tvaru soucinu
fundamentalniho feseni w(s) a neznamé ohranicené funkce ¢, (s) [24]

1
V1—s2

Pro ziskani feSeni integralni rovnice je zapotiebi pouzit vhodnych numerickych metod.
V této diplomové praci se bude aplikovat metoda, jejiz princip vychazi z numerické inte-
grace pomoci Gauss-Chebyshevovy kvadratury [37, 38].

Jeji aplikaci se prevede singuldrni integralni rovnice (7.14) na N — 1 rovnic o N
neznamych, kde N znaé¢i stupen aproximace [34]

By(s) = w(s)py(s), kde w(s) = (7.16)

Ko+ 1_ 1 ¥ 1
Sy onlis) = S (s (z

]

+aK@m&0, k=1.-.N—1, (7.17)

pricemz souradnice integrac¢nich bodi s; a kolokacnich bodu t; jsou dany nasledujicimi
vztahy

21— 1 ,
Si—COS(ﬂ' 5N ), i=1---N, (7.18)
te = L k=1---N—1 (7.19)
p=cos | oo ) = : :

Z podminky konzistence (6.16) se stanovi rovnice

= > 6u(s) =0 (7.20)

kterd spolecné s rovnicemi (7.17) tvofi soustavu N rovnic o N nezndmych.

V této diplomové praci bude uvazovan stupen aproximace osm, coz povede k sou-
stavé osmi rovnic o osmi neznamych, ktera bude fesena v programovacim jazyku Python.
Podminkou k ziskani hodnot nezndmé ohranicené funkce ¢, v integracnich bodech s; je
stanoveni napéti 7,,(t;), které ptsobi v koloka¢nich bodech neporuseného bimaterialo-
vého prostredi zatizeného v nekoneénu, viz obr. 7.2b). Hodnoty téchto napéti se obdrzi
pomoci metody kone¢nych prvkia (MKP), a to konkrétné pomoci komeréniho softwaru
ANSYS 18.1.
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Kapitola 7. Trhlina v blizkosti bimateridlového rozhrani

material 1 k
v
Y,
(
z \
v J
material 2 ,
3 d >
Obrazek 7.3: Model geometrie. Obrazek 7.4: Prvek PLANE182.

7.1.3 Stanoveni napéti o,,(t;)

Jak jiz bylo zminéno, v této kapitole se bude Tesit tloha stanoveni napéti 7,,, v kolokac¢nich
bodech t; bimateridlového prostredi pti absenci trhliny pomoci metody konec¢nych prvki,
obr. 7.2b). Pro zisk jednotlivych hodnot bylo vytvoreno makro sig_yy.mac, které respek-
tuje nasledujici uvedené modely.

Model geometrie

Buecknertuv princip 1iké, Ze neporusené bimateridlové prostiedi ma byt zatizeno v neko-
necnu. Nekonecné téleso vsak nelze modelovat, a tudiz rozméry modelu télesa musi byt
voleny jako konec¢né. Diivodem pozadovaného zatizeni v nekonecnu je, ze napéti vyvolana
jednotlivymi dislokacemi o, 7% 7% jsou nulova pro x,y — Foo. Tyto predpoklady
jsou vsak dostatecné splnény, jestlize se trhlina nachézi v dostateéné vzdalenosti od okraje
télesa [35]. Z tohoto duvodu se voli sitka a vyska modelu télesa 100-krat vétsi, nez je délka
trhliny (2¢ = 12mm). ProtozZe se jedna o symetrickou lohu podle osy y, modeluje se pouze
polovina uvazovaného télesa. Schematicky je model geometrie télesa znazornén na obr. 7.3,

pricemz jednotlivé rozméry nabyvaji nasledujicich hodnot: d = 600 mm, v = 600 mm.

Model materialu

Horni i dolni ¢ast télesa se modeluje homogennim izotropnim linearné elastickym modelem
materidlu, ktery je v obou pripadech popsan materialovymi charakteristikami uvedenymi
v tab. 7.2.

Tabulka 7.2: Materidlové charakteristiky modelu télesa.

‘ Modul pruznosti Poissonovo cislo

Horni ¢ast (M1) 50 GPa 0,3
Dolni ¢ast (M2) 200 GPa 0,3
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Obrazek 7.5: Konecnoprvkova sit véetné okrajovych podminek a zatizeni.

Model diskretizace

Pro tvorbu konecnoprvkové sité v programu ANSYS se vyuzije rovinny linearni ¢tyiuz-
lovy prvek PLANE182 se dvéma stupni volnosti v kazdém uzlu, pripadné jeho triangularni
varianta (obr. 7.4), s nastavenim pro rovinnou deformaci. Velikost elementu roste se vzda-
lenosti od kolokac¢nich bodi. Konecnoprvkova sit je zndzornéna na obr. 7.5.

Model okrajovych podminek a zatizeni

Z duvodu zminéné symetrie je vsem uzlim s nulovou z-ovou soufadnici (na levé strané)
zamezen posuv ve sméru osy = (u, = 0). Uzlu v pocatku soufadnicového systému je
navic jesté pfedepsan nulovy posuv ve sméru osy y (u, = 0) z divodu statické urcitosti.
Téleso je zatizeno silou, kterd na hornim a dolnim okraji vyvola napéti oy = 100 MPa.
V ANSYSU lze toto zatizeni modelovat pomoci zaporného tlaku (piikazem pressure),
ktery se automaticky prepocitd na sily v jednotlivych uzlech. Silové zatizeni a okrajové
podminky jsou zobrazeny na obr. 7.5.

7.1.4 Soucinitel intenzity napéti

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 6.3, soucinitel intenzity napéti se vypocita podle vzorce
(6.18). Protoze se v této diplomové praci jedna o symetrickou tlohu, soudinitel intenzity
K7 bude na obou celech trhliny totozny. Pro jeho stanoveni tudiz staci vyjadrit hodnotu
ohranicené funkce ¢, v libovolném cele trhliny

2G 2

Ki(+1) = Ky(-1) = VRS om0y (+1) = —Vaa 2010, (1) (121)
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Nejdrive vsak musi byt vyfesena singuldrni integralni rovnice (7.14) a podminka kon-
zistence (6.16), které byly prevedeny na soustavu 8 rovnic o 8 neznamych

CKat 1 13 (o + ) (aty — as;)
tk—Si “

2G5 Twlte) = 3 2 0(s:) 2(1— B) (4h2 + (aty, — as;)°) "
48h* (o — B) (aty — as;) _ 4h? (a — B) (aty, — as;)’

3

(1+8) (412 + (aty — as,)?)” (1+ B) (4h2 + (aty, — as,)?)
4h? (oo — B) (aty — as;) a—pf 4h? (aty — as;)
(1+5) (4h2 + (aty, — asi)2>2 1+ <4h2 + (aty — asi)2)2
atp — as; .
e (482 + (aty, — as;)”) ” o T
8
S 6(s) = 0, (7.22)
=1

kde &y, (tx) jsou napéti v koloka¢nich bodech, kterd byla stanovena pomoci metody ko-
nec¢nych prvkia v komerénim programu ANSYS 18.1 v predchozi kapitole.

Reseni vyse uvedené soustavy rovnic se provede v programovacim jazyku Python
(soubor vypocet_hlavni.py). Vsechny parametry vstupujici do tohoto vypoctu jsou uvedeny
v tab. 7.1. Obdrzené hodnoty neznamé ohranicené funkce ¢, v integracnich bodech s; jsou
vypsany v tab. 7.3.

Tabulka 7.3: Hodnoty neznamé ohranicené funkce v integracnich bodech.

Integracni bod Neznama ohranicena funkce

si[~] Py(si) -]
0,981 1,919 1073
0,831 1,650 - 1073
0,556 1,126 - 1073
0,195 0,402 - 1073
0,195 20,402 - 1073
0,556 1,126 - 1073
0,831 1,650 - 1073
-0,981 1,919 - 1073

Nyni je potfeba vypocitat hodnotu ohranicené funkce ¢, v misté cela trhliny, tj.
¢y (+1) nebo ¢,(—1). K tomu slouzi Krenkuv interpola¢ni vzorec [39], ktery pro jednotliva

cela trhliny nabyva
N

Gy (+1) = Mp(+1) > Pp(+1)dy(s:), (7.23a)

=1

¢y(—1) = Mp(—1) ) Pp(—1)¢y(sn+i-1), (7.23Db)

i1
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kde N je zvoleny stupen aproximace a konstanty Mpg(+1) s funkcemi ®g(+£1) se v pripadé
trhliny uvazované v této diplomové praci definuji vztahy

1
Mg(£1) = N (7.24)
sin |2 nr (2N — 1
Dp(E1) = iy ( ) (7.25)
sin [%’N}
Ohranic¢end funkce nabyva na pravém cele trhliny hodnotu
¢y(+1) = 1,953 - 107, (7.26)

Dosazenim této hodnoty do vzorce (7.21) se obdrzi soucinitel intenzity napéti K; na obou
koncich trhliny
Ki(+1) = K;(—1) = 14,735 MPa - mz2. (7.27)

7.2 Stanoveni K; pomoci MKP

Pro porovnani a ovéreni soucinitele intenzity napéti K; ziskaného pomoci teorie kom-
plexnich potencidlti a metody spojité rozlozenych dislokaci lze vyuzit metodu koneénych
prvkl. V programu ANSYS 18.1 bylo za timto ucelem vytvoreno makro k_faktor.mac,
které vzniklo na zakladé nasledujicich modeli.

7.2.1 Model geometrie a model materialu

Stejné jako pIi stanoveni napéti 7, (t;) v kapitole 7.1.3 se i pfi vypoctu soucinitele inten-
zity napéti K7 jednd o rovinnou tlohu s koneénymi rozmeéry télesa, které je symetrické
podle osy y. Model geometrie uvazovaného télesa je zobrazen na obr. 7.6. Na rozdil od

material 1

S Wi

material 2 v

d

< >

Obrazek 7.6: Model geometrie télesa s trhlinou.
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Obrazek 7.7: Model diskretizace véetné okrajovych podminek a zatizeni.

obr. 7.3 obsahuje i trhlinu, ktera je modelovana pomoci kiivek A a B. Tyto kiivky jsou
v nezatizeném stavu totozné, avsak pti zatézovani se od sebe vzajemné vzdaluji a repre-
zentuji tak volny povrch rozevirané trhliny.

Téleso s trhlinou se opét modeluje pomoci dvou homogennich izotropnich linedrné
elastickych modelti materidlti s materialovymi charakteristikami uvedenymi v tab. 7.2.

7.2.2 Model diskretizace

Konec¢noprvkovou sit tvori rovinny linedrni ¢tyruzlovy prvek PLANE182 (ptipadné jeho
triangularni varianta), ktery ma v kazdém uzlu dva stupné volnosti (obr. 7.4). Vypocet
se provadi pro rovinnou deformaci. V misté cela trhliny je sif nejjemnéjsi, coz zobrazuje
iobr. 7.7.

7.2.3 Model okrajovych podminek a zatizeni

Diky vyuziti symetrie jsou na levé strané télesa predepsané nulové posuvy ve sméru osy x
(uy = 0). V misté, kde se nachazi trhlina (kfivky A, B), nejsou predepsany zadné okrajové
podminky, avsak z divodu statické urcitosti je zamezen posuv ve sméru osy y (u, = 0)
uzlu nachézejicimu se v poc¢atku souradnicového systému. Napéti og = 100 MPa pisobici
na hornim i dolnim okraji se modeluje stejné jako v kapitole 7.1.3. Model diskretizace
véetné okrajovych podminek a zatizeni je zobrazen na obr. 7.7.

7.2.4 Soucinitel intenzity napéti

Soucinitel intenzity napéti K; lze v komerénim softwaru ANSYS 18.1 obdrzet pomoci
piikazu KCALC nebo CINT.
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Obréazek 7.8: Uplny model trhliny — aproximace rozevieni. Predloha z [40].
Prikazem KCALC

Tento prikaz vychazi z posuvi uzll, které se nachazi v blizkosti trhliny. Pro modely
nesymetrické podél délky trhliny (piiklad uvazovany v predkladané diplomové praci) plati
vztah [40]
K - vam G A
1+k /r

kde Awv(r) znaci rozevieni trhliny v polarnim soufadnicovém systému (obr. 7.8) ve vzda-
lenosti r od kotene trhliny. Funkce rozevieni trhliny se aproximuje na zakladé posuvi péti
uzli — jeden v koteni trhliny (bod I) a dva na kazdé strané trhliny (body J, K, L, M na
hornim, resp. dolnim, lici trhliny).

V pripadé, ze se zvolené uzly nachdzeji ve vzédlenosti a/2 a a/6 od kofene modelo-
vané trhliny, soucinitel intenzity napéti K stanoveny na zékladé prikazu KCALC nabyva
hodnotu

(7.28)

K; = 14,755 MPa - m?. (7.29)

Prikazem CINT

Dalsi moznosti, jak lze v programu ANSYS vypocitat soucinitel intenzity napéti K, je
prepocet hodnoty J-integralu. K tomuto zptisobu slouzi piikaz CINT, pro jehoz aplikaci
je nezbytné definovat uzel v kofeni trhliny, normalu trhliny a pocet integracnich cest.
Vypocet soucinitele intenzity napéti K; pomoci J-integralu je obecné presnéjsi, protoze
nijak neaproximuje rozevreni trhliny, ale vychazi z mérné energie napjatosti. J-integral je
nezavisly na integracni cesté a ma nasledujici tvar [41]

ou;
F/ 8171

kde 77 znac¢i jednotkovy vektor normaly ke krivce I', t; je vektor povrchovych sil, u; je
vektor posuvi na ktivee I' a W je mérna energie napjatosti.

Hodnota soucinitele intenzity napéti K; obdrzena pomoci prikazu CINT je pro uva-
zovanou ulohu rovna

N|=

K; = 14,728 MPa - m?. (7.31)
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7.3 Porovnani vysledki

Hodnoty soucinitele intenzity napéti K; trhliny v blizkosti bimateridlového rozhrani, viz
obr. 7.1, jsou pro vsechny vyse uvedené zpusoby vypoctu uvedeny v tab. 7.4.

Hodnota obdrzena na zakladé teorie komplexnich potencidlii a metody spojité roz-
lozenych dislokaci se jen nepatrné lisi od hodnoty, ktera byla ziskdna pomoci J-integralu.
Konkrétné se jedna o rozdil 0,007 MPa - m%, ktery tvori pouze 0,05% z danych hod-
not. Pro pripadné snizeni vzajemného rozdilu hodnot lze zvysit stupen aproximace N,
avSsak v tomto pripadé je to zbytecné. Odchylka mezi uvazovanymi metodami vypoctu
soucinitele intenzity napéti K je beze sporu zanedbatelna.

Tabulka 7.4: Materidlové charakteristiky modelu télesa.

Metoda vypoc¢tu  Soucinitel intenzity napéti

Komplexni potencialy 14,735 MPa - m?
MKP (KCALC) 14,755 MPa - m2
MKP (CINT) 14,728 MPa - m2

Velmi podobny vysledek se obdrzel i z vypocétu zaloZzeném na aproximaci rozevieni
trhliny — ptikazem KCALC' v programu ANSYS 18.1. Hodnota soucinitele intenzizy napéti
ziskana timto postupem se lisi v fadech setin MPa - m2. Tento postup vsSak velmi zavisi na
hustoté sité a na uzlech, které byly pro aproximaci vybrany. V pripadé jemnéjsi sité ovsem
dochazi ke zvysovani vypocetniho casu. V pripadé vyuziti metody konecnych prvki se
tudiz doporucuje postup stanoveni soucinitele intenzity napéti pomoci J-integralu, ktery
je nezavisly na integracni cesté.

Pokud se vsak trhlina nachézi ve velmi tésné blizkosti bimaterialového rozhrani, me-
toda konec¢nych prvkl ma se stanovenim soucinitele intenzity napéti vétsi problémy a nej-
presnéjsi vysledky se tak obdrzi metodou spojité rozlozenych dislokaci, ktera vyuziva
komplexni potencidly [27].

Protoze se v této diplomové praci resila trhlina v ne bezprostrednim kontaktu s bima-
teridlovym rozhranim, metoda konecnych prvki zde slouzila pro ovéreni hodnoty soucini-
tele intenzity napéti K ziskaného na zakladé nastudované teorie komplexnich potencidli.
Lze tedy jednoznacné tici, ze aplikovany postup vychazejici z komplexnich potenciali je
spravny a hodnota soucinitele intenzity napéti pro trhlinu v blizkosti bimaterialového
rozhrani dle obr. 7.1 je 14,73 MPa - me.
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8 Zaver

Cilem predkladané diplomové prace bylo nastudovani Muschelisviliho formalismu kom-
plexnich potencialt pro popis rovinné izotropni pruznosti, analyticky popis napéti v okoli
hranové dislokace nachézejici se v blizkosti bimateridlového rozhrani a nasledné i stano-
veni soucinitele intenzity napéti trhliny koneéné délky v blizkosti bimaterialového rozhrani
pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci.

Pro tento 1cel byla v ramci resersni ¢asti nastudovana a zpracovana problematika
linearné elastické lomové mechaniky. Konkrétné zde byly uvedeny zakladni pojmy jak
z energetické koncepce hodnoceni trhliny, tak i z koncepce napétové, ktera chovani trh-
liny hodnoti na zakladé soucinitele intenzity napéti K. V resersni ¢asti bylo provedeno
i rozdéleni kompozitnich materiali, pro néz je typické bimaterialové rozhrani uvazované
v této diplomové praci. Soucasti kapitoly 4 jsou taktéz zakladni pojmy z mikromechaniky
a makromechaniky kompoziti.

Déle byla uvedena teorie Muschelisviliho komplexnich potencidli ¢(z), x(z) vychaze-
jici ze zakladnich pojmu funkci komplexni proménné uvedenych v kapitole 5. Jeji soucasti
jsou i vztahy vyjadiujici pole napéti a posuvi pro dislokaci v blizkosti bimateridlového
rozhrani pomoci komplexnich potenciali.

Aby bylo dosazeno hlavniho cile, tj. prokdzani porozumeéni teorii komplexnich potenci-
alt, a to na zakladé stanoveni soucinitele intenzity napéti trhliny konecné délky v blizkosti
bimateridlového rozhrani, muselo dojit i k nastudovani a zpracovani metody spojité roz-
lozenych dislokaci a Teseni singularni integralni rovnice.

Uloha stanoven{ soudinitele intenzity napéti pro méd I se provedla pro jednu zvolenou
konfiguraci bimaterialového prostredi obsahujiciho trhlinu, ktera se nachézi v konstantni
vzdélenosti od bimateridlového rozhrani (h = 10 mm). Stupen aproximace pfi TeSeni sin-
gularni integralni rovnice byl v predkladané diplomové praci zvolen N = 8. Pro ovéreni
spravnosti hodnoty soucinitele intenzity napéti i predkladaného postupu se navic pouzila
metoda konecnych prvki (MKP) v komerénim programu ANSY'S 18.1.

Soucinitel intenzity napéti K pro zvolenou tlohu byl pri aplikaci komplexnich poten-
ciali a metody spojité rozlozenych dislokaci roven hodnoté 14,735 MPa - mz. Tuto hod-
notu néasledné potvrdil i vypocet metodou konec¢nych prvki a zarucil tim padem spravnost
aplikovaného postupu vychazejictho z Muschelisviliho teorie.

Na prvni pohled piisobi metoda spojité rozlozenych dislokaci s teorii komplexnich
potencialil tézkopadné oproti MKP, kterou lze obdrzet prakticky totozny vysledek, aniz
by byly na ¢lovéka kladeny naroky na znalost analytické matematiky a funkci komplexni
proménné. Avsak jednou z vyhod metody spojité rozlozenych dislokaci je jeji snadné
opakovatelnost oproti MKP, kde pri kazdé zméné délky trhliny nebo jeji vzdalenosti od
bimaterialového rozhrani se musi ménit konec¢noprvkova sit. Tou nejvétsi vyhodou je vsak
jeji aplikace v tésné blizkosti rozhrani danych materiala. V pripadé, kdy se trhlina dostane
na bimateridlové rozhrani totiz dochdzi ke zméné exponentu singularity z A = 1/2 na
libovolné redlné ¢islo z intervalu A € (0;1). V takovém pripadé se méni i tiloha, a to na
stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti H;. Ta vSak jiz nelze Tesit pouze pomoci
MKP, ale musi se vyuzit jinych pristupt — naptiklad metody spojité rozlozenych dislokaci,
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pro jejiz popis lze pouzit teorii komplexnich potenciali. Existuje nékolik praci, které se
zabyvaji popisem zobecnéného faktoru intenzity napéti — napriklad habilita¢ni prace pana
Néhlika [42].

Zavérem lze Tici, ze stanovenych cili bylo tuspésné dosazeno, pricemz zajimavym
rozsitenim by mohlo byt studium chovani trhliny pfi rizném vnéjsSim zatizeni, které by
zpusobilo sifeni trhliny smérem k bimateridlovému rozhrani, na kterém by se nasledné
stanovil zobecnény faktor intenzity napéti.
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Seznam pouzitych symbold a zkratek

Symbol Jednotka Vyznam

a, B [m] rozméry trhliny (obr. 3.1)

ac [m] kriticka délka trhliny

b, b, b, [m] Burgersuv vektor

B, = hustota dislokaci

Cij [Pal prvky matice tuhosti

Cijki [Pal tenzor elastickych koeficienti

E. E1, Ey [Pal Younguv modul pruznosti

E. [J] celkové mnozstvi energie v soustavé

E¢, E,, [Pal Younguv modul pruznosti vldkna a matrice

Ep [Pa] modul pruznosti v tahu v podélném sméru

Er [Pa] modul pruznosti v tahu v pri¢ném sméru

G [J/m?] hnaci sila trhliny

G. [J/m?] houzevnatost materidlu

G1,Go,Grr [Pal modul pruznosti ve smyku

h [m] vzdalenost trhliny od bimateridlového rozhrani

K, K;, Ky [MPa-m%} soucinitel intenzity napéti (obecné, pro i-ty méd, pro
moéd I)

K., K. [MPa-m%} lomova houzevnatost

K(t,s) [m~! kvadraticky integrovatelna funkce

N - stupern aproximace

r [m] vzdélenost od korene trhliny

R [J/m?] odpor télesa proti rustu trhliny

S [m? plocha primétu trhliny

Si - integracni body

Sij [Pa~!] prvky matice poddajnosti

Sijkl [Pa~!] tenzor elastickych modul

T - transformacni matice

ty -] kolokacni body

U [N] Airyho funkce napéti

u(+), u(—) [m] posuv pravé a levé strany fezu

Uy, Uy [m] slozky posuvii

V. [m?] objem kompozitu

or -] objemovy podil vldken

Vf krit -] kriticky objemovy podil vldken

Vf.min - minimalni objemovy podil vlaken

Vi [m?] objem vldken

U - objemovy podil matrice

Vi [m?] objem matrice
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Oijs Ozaxs Tays Oyy
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OpPLd; OPTd
opLt, OPTt

—dis —=dis —=dis

Oaas Oyy s Oy

Zkratka

EPLM
I, 11, 111
LT,T
LELM
M1

M2
MKP

disipacni energie

kartézské souradnice

korekéni rozmérova funkce

Dundursovy parametry

mérna povrchova energie materialu

efektivni povrchova energie

povrchova energie spotiebovana v plastické zéné
rozevieni trhliny

slozky tenzoru pretvoreni

tithel natoceni od kotene trhliny (polérni souradnice)
konstanta urcujici stav rovinné napjatosti nebo ro-
vinné deformace

Poissonovo ¢islo

celkova potencidlni energie télesa s trhlinou
celkova potencidlni energie télesa bez trhliny
napéeti

napéti na hornim a dolnim okraji (obr. 7.5, 7.7)
lomové napéti

slozky tenzoru napéti (obecné, konkrétné)
korekéni napéti

napéti v mistech trhliny pii absenci trhliny
mez pevnosti vlakna a matrice

tlakova pevnost v podélném a pricném sméru
tahova pevnost v podélném a pricném sméru
napéti generované dislokaci

napéti zatézujici nekonec¢né prostredi (obr. 6.1)
funkce zahrnujici tvar trhliny

Muschelisviliho komplexni potenciél

komplexni potencidly

singularni ¢leny komplexnich potencidli
podobnostni ¢leny komplexnich potenciali
neznama ohranicena funkce

Muschelisviliho komplexni potenciél
fundamentalni feseni

Vyznam

elasto-plasticka lomova mechanika

mody zatézovani

osy materialového soutadnicového systému
linedrné elastickd lomova mechanika
materidl ¢. 1 (horni ¢ést télesa)

materidl ¢. 2 (dolni ¢ést télesa)

metoda konecénych prvki
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Priloha A

Tvary komplexnich potencialti — odvozeni

Jak je uvedeno v kapitole 5.2.2, uvazuje se nekonecna rovina s dislokaci, viz obr. 5.3, pro
kterou nabyvaji komplexni potencidly ®(z),2(z) nasledujicich tvari

()‘i‘q)() ) ZEMl,
(z) = { By(2) + Do(2), 2 € My,
)

( + Q() Z) z € Ml,
Q
(2) = { (=) + (=), =€ My
Singuldrni ¢leny ®(2),(z) maji pro dislokaci nachézejici se v poloze z = s = s, + is,

dle obr. 5.3 tvary (5.19-5.20). Podobnostni cleny je nezbytné vyjadrit pomoci singuldrnich
na zakladé rovnosti napéti a posuvi na bimateridlovém rozhrani. Pro napéti na rozhrani

(2
(
(
(2

plati
[oyy + iawyh = [oyy + igwy]Q )

kde index 1, resp. 2, znaci, ze slozky napéti jsou vyjadieny pomoci komplexnich potencial
definovanych v horni, resp. dolni, poloroviné podle vztahu (5.15b) nasledovné
(@) + Q)] = [2(2) + Q)]
Dy (z) + Po() + () + Qo(x) = P2(2) + Po(2) 4+ Q2(z) 4 Qo(z),
P ( (z).

I

z) + Qi (z) = Po(z) + Qo

x
Na zakladé této rovnosti plati

01(2) = Py(2), z € My,

Da(2) = D4(2), z € My,
kde komplexné sdruzené cleny se ziskaji na zéakladé notace

F(z) = F(z).
Pro posuvy na rozhrani plati
[Ug + fuy), = [ug + iuy),,

které lze vyjadrit ze vztahu (5.10c) pomoci Muschelisviliho komplexnich potencidli ¢(z), x(z).
V této préce se ovSem vychazi z literatury [29], kde se vyuzivd znaceni (5.14). Z tohoto
divodu se pro rovnost posuvi na rozhrani vyuzije vztah (5.15¢)

éﬂmy@—ﬁ@hzé;@w@—aum,
m@m@+%@n—muywmwzg;@@uw+%@n—m@ywmwy
m@M@+®MD—mmwwM@:g;@@M®+%@D—%@%4M@L



_— HgGl Gl

i /€2G17 Gl

I€192(ZL’) + lilq)o(l') — Ql(l') — Qo(l') = G2 G2 G2 G2
G G koG —— (kG

QQ(I) (I{l —|— C;';) + Qo(ZL‘) <C¥: — 1) = Ql(ZE) <1 + 821) —|— @0(1’) ( 2G21 — I€1> .

Tento vztah lze zjednodusit pomoci Dundursovych vztahu (5.24-5.25)

Ql(l‘) +

Qo(z) (1 = B) + Qo(z) (@ = B) = Qu(z) (1+ B) + Po(x) (r + ).
Na zakladé této rovnosti plati
91(2) = HQ()<Z)7 A M17

QQ(Z) = AE(Z’), S MQ,
kde
a+f a—p
g y H == .
1-p 1+
Nyni Ize podobnostni ¢leny vyjadrit pomoci singuldrnich, coz vede na vztahy

(I H+A) D(2), z € M,
(2) = { Dy(2) + I (2), 2 € M,

A

(A +1)Qo(2), 2z € M,
Q(Z) - { Qo(Z) + A?(](Z), A MQ.

(I)O(JZ) — 792(%) — 790

(),



Priloha B

Singularni cleny komplexnich potenciali

V této priloze budou postupné odvozeny tvary komplexné sdruzenych singularnich c¢lenii,

tj. ®o(2),Q0(2), a derivace komplexnich potencialit ®(z), Q(z), které se pouzivaji pti
vyjadreni napéti od jedné dislokace EZ’;, viz kapitola 7.1.1.

Jak jiz bylo uvedeno v kapitole 5.2.2, singularni ¢leny ®q(z),y(z) komplexnich po-
tencialt ®(z), 2(z) maji pro dislokaci nachazejici se v poloze z = s = s, +1is, tvar

@0<Z)ZB{ ! ] Qo(z):BlH%BLiJ,

Z—5 (2—5)2

kde o
B=_— "2 (b, +ib).
7Ti(1+l€2)( +iby)

Pro komplexné sdruzené c¢leny plati nasledujici notace

F(z) = F(2).
V souladu s touto notaci 1ze komplexné sdruzené singularni ¢leny psat v nasledujicich
tvarech
0(2) = Po(2),
_ 1 —7 1
Bo(2) = B [ ]:B[ ]
zZ—s z2—5
Qo(2) = Qo(?)
_ | s—3s 1
Qo(2) =B + B [ _} .
R IR e
Derivaci komplexniho potencidlu ®y(z) lze vyjadrit vztahem
, 1
Py(2) =B 2
(z—s)
a derivace komplexniho potencidlu Qy(z) je rovna
(=28 """ p !
z) = — — .
" (z—5°  (2-3)?

Vysledny vztah napéti od jedné dislokace EZ;S byl diky vyse uvedenym vztahtim ziskan

v programovacim jazyku Python — soubor sigma_yy.py.






Priloha C

Soucasti diplomové prace je jeden kus CD, ktery obsahuje néasledujici slozky:
¢ Konecnoprvkove_modely

— obsahuje soubory sig_yy.mac a k_faktor.mac vytvorené v komerc¢nim programu
ANSYS 18.1

e Python_vypocty

— obsahuje soubory sigma_yy.py a vypocet_hlavni.py vytvorené v objektovém pro-
gramovacim jazyku Python

e VUT_FSI_Brno

— obsahuje elektronickou verzi diplomové prace
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