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ABSTRAKT

Naplni této bakai&ké prace je stanoveni vlastni frekvence modelow@raove
soustavy a adteni, zda tato soustavat#e byt povaZzovana za Lawasl rotor. Vlastni
frekvence se ziska vypem ze zndmych vztéhpro krouzivé kmitani rotdér Owteni,
zda tato modelova rotorova soustavazm byt Lavalv rotor, se provede pomoci
experimentalniho ®feni, @i kterém se zjifuje vychylka trajektorie iidele [Fi
postupr se zvySujicich otkach. Nandiené hodnoty se nasledapracuji v programu
MATLAB. Vysledky se porovnaji s teorii Lavalova oot.

KLICOVA SLOVA

Lavaliv rotor, Jeffcotliv rotor, parni turbina, Lavalova turbina, Parsoastwrbina,
rychlobéZzna parni turbina, kritické ati@y, proximity probe .

ABSTRACT

The aim of this bachebor’s thesis is to specifyf-Befjuency of model rotor
system and verify that the system may be considesed.aval rotor. The natural
frequency is obtained by calculating from the knoketations for the circular rotor
vibration. Verify that the model rotor system cam lkaval rotor, is performed by using
experimental measurements, which is determinechait gleflection trajectory during
gradually increasing speed. The measured valuestheme processed in program
MATLAB. The results are compared with theory of bBhvotor

KEYWORDS

Laval rotor, Jeffcott rotor, gas turbine, Laval bume, Parsons turbine, high speed
turbine, critical speed, proximity probe.
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NadéZzda Novakova Dynamické vlastnosti Lavalova rotoru

1 UVOD

Lavaliv rotor je extrémé zjednoduSeny model rotoru, avSak lze s vys\&tlit
a prodiskutovat mnoho utezitych jevi zasadnich pro praxi. Mohou nanm byt
sledovany vlivy nevyvazenosti rotoru, pruzného aldz vrejSich a vnitnich tlumicich
sil, gyroskopického momentu, kluznych a valivychisek a mnoho dalSich. Tyto vlivy
by se velice&ko a komplikova# daly mefit a paitat pro skuténé rotory parnich a
plynovych turbin.

1.1  Historicky vyvoj parnich turbin

Parni turbiny se staly z&kladnim typem pohonu \webych tepelnych
elektrarnach, &etré jadernych. Nalezly Siroké uplatmi jako hnaci jednotky na lodich
vojenského i obchodniho dstva. Parni turbina mimo to slouzi jako pohdmngch
stroju —cerpadel, dmychadel apod.

Parni turbinu pracujici s vysokymi ¢kami charakterizuji posiné malé rozngry
i mald hmotnost a fize byt postavena pro velmi velké vykony (milion kwice),
piitom sowasré parni turbina dosahuje vysokého stugmospodarnosti a vysoké
acinnosti.

Sestrojeni parni turbiny, podabjako je tomu u vSech vyznamnych vyndigz
nemizeme pipisovat tvrcéi cinnosti pouze jedinéhdoveka.[5]

Prvni p@&étky parni turbiny nalezneme jiz v dobach Heronbavfrc 120 @. Kr.).
Byly to duté, nejastji ozdobené, nadoby kulovitého tvaru, do nichZ segokla para
dutymi rameny z kotliku. Na kouli byly umésty ohnuté trubky jimiZz proudila para ven
a vzniklou reakci se koule @#&la. Jakymsi fedchidcem parnich turbin byly téz
»aeolipily” (uzawena nadoba v niz sefila voda a malym otvorem z ni unikala para -
casto provedeny v podelioukajiciho muze).

Uplynulo v3ak skoro 2000 let nez seal® vazi pomyslet na vyuZiti sily napjaté
vodni pary. Giovani de Branca v r.1629 navrhl I&paé kolo, jez bylo poh&mo parou
vystupujici z aeolipily. Tato Brancova kola a mnoljiaych névrtii vzhledem
k primitivnimu stavu strojni vyroby zaniklo.

Obr. 1.1 Brancova turbina [8]
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Teprve v 19. stoleti se padla uskute&nit tocici se stroj, tedy parni turbinu. Byl to
Svédsky inZenyr de Laval, ktery v r. 1883 zkonstalgrvni parni turbinu zaloZzenou na
rovnotlakém principu. Saasré Anglican Parsons postavil r. 1884 parni turbinu, ktera
byla zaloZena naiptlakovém principu, v dvou proudovém usdani.

Z radialnich turbin se nejvice uplatnila a i dasizSiila Ljungstromova, taky
nékdy ozn&ovana jako Stal-turbina. Je to prefiba turbina. O¥zné lopatkové stugn
jsou stidaw uspdadany na dvou letmo uloZenych kota@ih, gicemz se oba tyto
kotowe tati protibezné. Vstup pary do a¥znych stupti je z vnitku. Para se ijvadi
provrtanymi naboji kototii. Za (Eelem vyrovnani veliké osové sily,agobici
jednostrané na kotode, jsou sdmito spojeny vyrovnavaci kotéa opatené radialnim
labyrintem. [4]

1.2 Lavalova a Parsonsova turbina

V pribéhu 19. stoletitrzni vynélezci pedlozili fadu navri na gemenu tepelné
energie v energii mechanickou, zaloZzenych n&rgninybnosti proudici pary. Existuji
swdectvi o tom, Ze jiz ve 30. letech 18. stoleti s@zivalo v fiznych zaizenich
parnich turbin, jejichz konstraRi princip byl zaloZzen na Segnetokole, tj. na vyuziti
reaktivniho dinku vytékajiciho proudu péry.

NejvetsSi prevrat v konstruénim uspdadani parni turbiny a v dalSim jejim vyvoji
nastal koncem 19. stoleti, kdy ve Svédsku Gustakas@l a v Anglii Charles Parsons
nezavisle na s@bpracovali na sestrojeni a zdokonaleni parni tyrbdimi dosazené
vysledky umoznily, aby se parni turbina ve svéédstala zékladnim typem pohonu
elektrickych generatéra nalezla Siroké vyuZiti i jako lodni pohon.[5]

1.2.1 Lavalova turbina

V Lavalow turbirg, sestrojené v r. 1883, para vystupuje z jedné mekolika
dyz, dosahuje v nich vysoké rychlosti a vede seobiZnych lopatek umishych na
obvodu kola nasazeného né&deli turbiny. Sila vznikajici zakenim proudu pary
v mezilopatkovych kanalech &mée niize oté&i kolem a s nim spojenodtiteli turbiny.

Obr. 1.2 Lavalova turbina [7]
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Charakteristickou zvlastnosti této turbiny je te,ekpanze péary probiha v dyzach
od paateniho do kon&ného tlaku v jednom stupni, coz jéignou zvlas¢ vysokych
rychlosti proudu pary. #eména kinetické energie pary v energii mechanickou se
uskut&nuje jiz bez dalSi expanze pary, pouzeémou snéru proudu pary v kanalech
ob¢Znych lopatek.[5]

Obr. 1.3Rez Lavalovou turbinou [9]

Turbiny, které jsou postaveny na tomto principu, ttirbiny, u nichz uaplna
expanze pary probiha v nepohybuijicich se dyzaayvaae rovnotlakové turbiny.

Pti stavi® rovnotlakovych, jednostijevych turbin byla rozSenaada problém,
coZz mimdadnym zisobem ovlivnilo dalSi rozvoj parnich turbin.

Byly pouzity rozStené dyzy, nyni nazyvané Lavalovy dyzy, které umogiz
hospodaré vyuzivat vysokého stugnexpanze pary, s vysokymi rychlostmi proudu
pary. Laval u svych turbin vgSil konstrukci kotote stejné pevnosti, ktery umage
pracovat s vysokymi obvodovymi rychlostmi (350 s

Jednostupové rovnotlakové turbiny dosahovaly @h (do n=640 3)
mnohonasobfivysSich, ve srovnani s ¢t@ami kEZnymi v té dob u jinych typi stroja.
Tato skuténost vedla k vynalezu pruzného rotoru, jehoz Kéiotaky jsou nizSi nez
jmenovité otéky turbiny.

Nehled¢ kiad novych konstruénich reSeni vyuzivanych u jednostiqvych
rovnotlakovych turbin, nebyla jejictiinost pra¥ vysoka.

Navic nutnost pouzivatipvodovek pro snizeni atk hnaciho fidele na urowe
ot&ek prislusného stroje brzdila v té dbbozvoj jednostupovych turbin, zvlast pak
omezovala zvySeni jejich vykonu. é&hto divodi, na p@atku rozvoje turbintvi,
jednostupiové Lavalovy turbiny nalezly velké upl&tri zvIaS€ u soustroji nizSich
vykona (do 500 kW).[5]

1.2.2 Parsonsova turbina

Parni turbina navrzena vr. 1884 Parsonsem sa Igldstatd od Lavalovy
turbiny. Expanze pary v této turBimeprobiha v jedné skugindyz, ale postuph
vfadach turbinovych stifi fazenych za sebou, znichz kazdy se sklada
z nepohyblivych rozvaitich a obznych lopatek.

-12 -
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Rozvadci lopatky jsou upewiny v nepohyblivémdese turbiny, ok¥né lopatky
jsou uchyceny v jednotlivyckadach na rotujicim bubnu. V kazdém stupni tétoityrb
se zpracuje tlakovy spad tfoi nevelkouwtast celého spadu mezi tlakem vstupni pary a
protitlakem ve vystupnim hrdle turbiny. Takto jezné pracovat s menSimi rychlostmi
pary v kazdém stupni i snizSimi obvodovymi rychlosbéZznych lopatek nez
v Lavalové turbin.

Mimo to expanze pary ve stupnich Parsonsovy turpiopiha jak v rozvattich,
tak i v ok&znych lopatkach. Z tohoustodu na obzné lopatky fisobi sily vyvolané
nejen znénou snéru proudu pary, ale i urychlenim pary védhych lopatkach, coz je
zdrojem reakniho silového &inku.[5]

Obr. 1.4 Parsonsova turbina [7]

-13-
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2 LAVALUV ROTOR

Nejjednodussi model, ktery tthe byt pouzit ke studiu phyboveho chovani
rotoni, se sklada z nehmotného pruznétimdie a hmotného bodu, ktery je urnsist
uprosted délky Hhidele. Vroce 1919 Jeffcott publikovalildadné studie jeho
dynamického chovani, proto jesto ozn&ovan jako Jeffcoiiv rotor; nicmég toto
prisuzovani je nespravné. Jiz v roce 1895 publikdvadust Fopplclanek, ve kterém
spravie analyzoval jeho chovéani (oztiaho jako De Lavalv rotor), a Stodola a
Belluzzo ho popsali ve své knize o turbinach v ffrietech dvacéatého stoleti.

| kdyZz je model Lavalova rotoru iitiSné zjednoduSeni skut®ych rotof,
zachovava &které zakladni vlastnosti a dovoli nam ziskat kméiahled do dlezitych
jeva typickych pro dynamiku rotdér akoliv je mnohem jednodussSi nez reéalné
modely.[2]

lF

Obr. 2.1 Schéma Lavalova rotoru.[6]

2.1 Vlastnosti netlumeného Lavalova rotoru

Na obrazku 2.2 jsou nakreslenatdbchémata uloZeni Lavalova rotoru, které nam
piinasi stejné vysledky, pokud je soustava:

* netlumena — tlumici efekt neni spojen ani s pruziauo s kideli
* 0SOW soungrna
Celkova tuhosk podmirgna vratnou silou fiZze byt povazovana za tuhostdele,
nosnou konstrukci, nebo kombinaci obou.

-14 -
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z
KW b)
Q y
N /’
X 0 m¢ P=C X

Obr. 2.2 Dokonale vyvazeny Lawalrotor. (a) Rotor skladajici se z hmotného
bodu a pruzného /fdele uloZzeného v tuhych loziskach. (bjiddl neni prohnuty,
protozZe loziska jsou poddajna.[2]

Bod P lezi vzdy v rovia xy. Tento Udaj je vysitlovan rozchodem mezi axialnim
a radialnim pohybem a zavisi na malém posunutérékiznikd na zakla&dinearniho
statickeho vypé&tu. Ke studiu ohybového chovanituge byt pouzit model pouze se
dvéma stupni volnosti.

Zminéna schémata jsou vSakil mnoho idealizovana. V praxi se nikdy nestava,
Ze bod P je totozny s pruznymiestem C, ktery seiki nacasti Kidele s bodem
pusobicim na fidel pruznou zgnou vazbou. Jakkoli malatbe byt vzdalenost mezi
body C a P, excentricita (obrdzek 2.3) zjsobuje statickou nevyvahme a to mize
siln¢ ovlivnit chovani soustavy.

U zakladnich rotorovych soustaveppokladame konstantni thlovou rychl@ss
pocatenim casem {=0) v okamziku ,ve kterém je vektor PC rovabhy s osou X, Uhel
mezi osou x a vektorem PCqe Qt.[2]

-15 -
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Obr. 2.3 Nevyvazeny Laval rotor s nevyvahou an(a) Nakres soustavy. (b) Stav
V rovire xy.[2]

2.1.1 Pohybové rovnice

Jsou mozné dvvolby pro obecné seadnice: bd’ sodadnice % a y pro bod C,
geometrickéci elastické centrumiidele, nebo sdadnice ¥ a y, pro bod P, hmotny
bod.

Uzitim prvni mozZnosti (mnohem vice pouZivanou)Zzeme polohu a rychlost
bodu P vyjatit jako

PO = (1) ={Xp(t)} ={Xc(t)+5095@t)}' 2.1)
Ye () Ye (t) +£sin(Qt)
) ={>:(P(t)} :{)'.(C(t)—éﬂsin(Qt) } 2.2)
Ye(t) Ve (t) + £QcosQt)

Kineticka energie ga potencialni energig,fsou

E, = %m(fé +y2) :%”‘{Xé + Y2 +£20° +260[- X sin(Qt) + ¥, codat )]},

E, =%k(x§ +y2) (2.3)

Lagrangeovy rovnice fizeme napsat ve tvaru

E(G(Ek - Ep)j oE -E,)

dtl  9q g,

kde q jsou Lagrangeovy sdadnice, zde xa .

=Q, (2.4)

- 16 -
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Za predpokladu, Ze WjSi sila misobi na bod P v rovinxy (nag. prahyb rotoru
Vv pripadt, Ze osa ot&ni je horizontalni), sily Q mohou byt snadno zigkairtualnim
posunutim bodu C8kc8yd". Vzhledem k tomu, Ze Ghlova rychlost jéefepséana
pohonnym systémem (UhgtQt nezavisi na obecnych dadnicich), virtualni posunuti
bodu P je §x.,8yJ" a virtualni pracéL od sily F se slozkamifa K pasobici na bod P
je

A =F,d: +F0y.. (2.5)
Celkove sily Ize pak vypitat jako
o
= 2.6
Q e (2.6)

Pt odvozovani pislusnych vztain si musime pamatovat, Ze uhlova rychlasna
byt konstantni. Pohybové rovnice pak vypadaji rifisies:

mX; (1) + kx () = meQ® cosQt) + F, (t)

_ (2.7)
Mo (t) + Ky, (t) = meQ?sin(@Qt) + F, (t).

kde sily k(t) a F(t) jsou povazovany za vSeobecné funkasu, zatimco nerovnovaha
sil je ze stejné amplitudy jenom ve fazovém rozilu

Jako vzdyieSenim obecné rovnice (2.7)ibeme ziskat @tanim homogenni
rovnice (dophkova funkce)

M (t) +kx (t) =0
My (t) +kyc (t) =0
k partikularnimuieSeni celé rovnosti. Rovnice (2.8) dovoluje volrohyb dokonale
vyvazeného Lavalova rotoru, zatimco rovnice (2.7ihgsi odpo¥d’ na statickou

nerovnovahu a \jSi silu pisobici v rovig xy. VSimrete si, Ze vzhledem k lineatjtje
mozné studovat jednotlivé reakce nevyvazenostistacke sile.

(2.8)

Jak jiz bylo uvedeno, je mozné pouzivatisoimice x a y, od bodu P {ZiSt)
jako obecné sdadnice. V tom fipac mizeme polohu bodu C vyjétjako

S t t) - t
CO=rc(t) :{XC( )}:{XP() EC_OS(Q )}. (2.9)
Ye (t) Ye (t) - ESIn(Qt)
Kinetick& a potencialni energie jsou
1 (o, .
E, =§m(x§ +y2) (2.10)
E, = % k(2 + y2 + £2 - 2¢[x, codQat) + y,, sin(t))) (2.11)

Pri dosazeni Lagrangianu a sil & F, do Lagrangeovy rovnice budou nasledujici
rovnice pohybu bodu P tyto:

mX, (t) + kx (t) = ke cos@Qt) + F, (t)

My, (t) + Ky, (t) = kesin(@Qt) + F, (t). (2.12)
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2.1.2 Volné netlumené kmitani

Rovnice pohybu podél kazdé osy jsou shodné s rbvoloého pohybu soustavy
s jednim stupgm volnosti. Cistt matematicky fstup kieSeni je pevzat
z exponencialnihéeseni.

X (1) = % €%,

o (2.13)
Ye(t) =y €,
atreSeni prosdC
ms’x. +k =0,
s, +iog, (2.14)

(ms2 Ve, *Kye, )eS‘ =0.
Pro e™ # 0 a netrivialnireSeni k., 20 ay., # 0), které hledame,ipdpokladame, ze
ms +k =0,

ms +k = 0.

Absolutni hodnotas z rovnice (2.15) se shoduje s vilastni frekvenaiotogici
soustavy

(2.15)

w =.—, (2.16)

actyri reSenitiw, (ve skuténosti jen d¥, kazdé s nasobkem 2) jsou pouze imaginarni
kvili konzervativni povaze soustavy.[2]

Kvili symetrii soustavy kolem os x a y je pohyb bodul&h kombinaci dvou
harmonickych pohyib lezicich kolem os a s frekvenci, kterd se shoduyastni

frekvenci nerotujicihoiidele
o) = X2 £ X2 (2.17)
Yolt) = Ve +Y,e™ . |

Konstanty X, Xz, Y1 a Y2 mohou byt weny z pg@atenich podminek poloh
%:(0) a y.(0) a rychlostix. (0) a y.(0)

X (0) = X, + X,, XC(O):i(xl_XZ)a‘n'
Yo (0) =Y, +Y,, ¥e 0) =iV, - Y ),

Dosazenim do rovnice (2.17) dostanemeni na zakladpocatesnich podminek

(2.18)

X (1) = % (0)codeat) +— % (0)sin(a)
“ (2.19)
Ye(® = Ve (0)code) + — 3 (O)sin(ea)

n

které se shoduje s odezvou z obou tlumenych haokyeh oscilatoll. Jako vzdy mize
byt feSeni vyjateno na z&klatlamplitudovych a fazovych Gl
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X (t) = X codat - g,

2.20
yC(t):Ycos(wnt—@), ( )
kde
0)=X , %. (0) = @, X sing,,
X (0) = X cosg, >fc() X sing (2.21)
Yc (0) =Ycosg, Yc (0) = wYsing,

Rovnice pohybu vyjd@na rovnici (2.20) je znazamma na obrazku 2.3.
Trajektorii bodu C znazéuje vektor r., jehoZ soiadnice x.(t) a y.(t) v¢ase jsou

dany harmonickymi funkcemi (2.20) amplitud X a Yfa&i ¢ a @,. Ty mohou byt

mysleny jako pimat rotujicich vektoi A a B do pomocnych os x a y podle obrazku
2.3.[2]

b ¥

T
Uy

w ¥

Obr. 2.3 Odpo#d’ Lavalova rotoru na vlastni kmitani. (a) Realnéx(\a y) a
komplexni = x+iy) prezentuji drahu bodu C; (b) a (c) prezentuji /sminice x(t) a

y(t) pro bod C ve vektorovémiinétu promitnutém na osy x a y z rotujicich vektdr
a B.[2]

2.2 Krouzivé kmitani rotoru. Kritické otacky.

P otateni rotofi se vyskytuji oblasti ot&k, @i kterych lze pozorovat héeni,
nadn&rné cheni loziskovych stojain, neklidny mechanicky chod a prohybartidele
spojené dokonce s moznosti jeho trvalé deformaddovéd rychlosti, i kterych
k tomuto jevu dochazi, se nazyvaji kritickymi a wilme o tom, zZe itdel bszi
v kritickych ot&kach. V podst#&t jde o nestabilni fjppad rovnovahy mezi silami
odstedivymi a silami elastickymi, pdfpact tlumicimi.

Uvazujme nejprve velmi jednoduchyipad nehmotnéhotidele konstantniho
prifezu uloZzeného ve dvou loZiskach s kéem o hmotnostin uprosted. Pokladdame-
li loZiska za prosté podpory a zanedbame-li viihasthi tihy kotote, plati tato
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podminka rovnovahy mezi odistlivou silou kotote myw? a elastickou silotky, kterou
pusobi Kidel na kotod

mya? —ky =0 (2.22)
NetrivialnifeSeni rovnice (2.22) pratQ vyzaduje spléni podminky

maw’ -k =0 (2.23)
cozZ je vztah pro vypeet kritické ahlové rychlosti

k
= = 2.24

e =1 (2.24)
kde v gipack

K= 48EJ ' (2.25)

|3
Kritické otatky za minutu wuje vztah
n. =-— 2.26
kr T a’t« ( )

Nelezi-li sted hmotnosti kotate na spojnici sedi lozZisek, ale je-li vychylen o
excentricitue, jako nap. u excentricky nasazeného koteupak pro rovnovahu plati

m(y+&)af -ky=0 (2.27)
Z toho
£
y= (2.28)

Proo—0je y= 0, proo—ow, y=-¢.

Pribéh zavislosti je obdobny pbéhu ziskanému ip vySetovani ustaleného
kmitani netlumené soustavy s 1° volnosti vynucené&homonickou budici silou o
amplituds Gmsrné w?[3]

Je-li na fiideli nasazeno n kotét, nahradime silovy dinek na Hideli od
kazdého z nich odsdivou siloumasy,, kde y, je priihyb hidele v mist kotowse. Po

zavedeni ficinkovychcinitelii a; plati soustava n rovnic
n
Y, =Y aymary; i=1..,n (2.29)
=1

kterou Ize uzitim matic vyja takto

(-a’GM +1)y=0 (2.30)
kde G = [aijj je symetricka matice sestavenargipkovychciniteli a; jako prvki,

M - diagonalni matice s prvkyn na hlavni diagonale

y" =[....y;...] - vektor vychylek v mistech kotoii
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NenulovéreSeni,y # 0, vyZaduje, aby
-@’GM +1]=0 (2.31)
Koreny frekverniho determinantu jsou hledané kritické uhlové lysti ¢y, .
Postup reSeni a vysledné vztahy jsou form@lstejné jako P uUlohach
z ohybového kmitani nosnik Mezi krouZivym a ohybovym kmitanim existuje pro
takto idealizovany fipad podobnost do té miry, ze kritické uhlové rgshil ey, jsou

rovny vlastnim frekvencimQ, obdobné ulohy ohybového kmitani.ritkel v okoli

kritickych ot&ek krouzi deformovana do tvaru, ktery régrodpovida vlastnimu tvaru
kmitani @i ohybovém kmitani. Pokud se lozZiska povaZzuji zeéétnebo pruzné podpory
s tuhosti ve vSech smech stejnou a neni-litdba uvaZzovat gyroskopickécinky
nasazenych kotai, Ize tedy vypoet kritickych ot&ek provadt z pohybovych rovnic
odvozenych pro ohybové kmitani nehmotnych nasrskosamilymi soustednymi
hmotami tj. s pouZzitimiftinkovych ¢initel.[3]

Po zavedeni statickéhotprybu Hidele tihou kotote y,, = mg/k vyplyva

_ |9
=9 (2.32)
“ v,

Uvedeny vztah wuje kritickou Uhlovou rychlost ze znalosti statibképitihybu
hiidele.

U hridele s #kolika hmotami uloZzenych na dvou loZiskach bézvjslych kond,
Ize nejnizsi kritické ot&ky dolre vystihnout vztahem
n =20y 9 (2.33)
7T ymax

kde y..., je nejwtsi piithyb hidele vlastni tihou a tihou nasazenych kdtosowinitel
X se voli:

X =100 pro jednu hodnotu naidleli,

x =127 pro HKidel zatizeny spojitou, rovnaimeé rozloZenou hmotou,
X =108 pro rotory turbin, odgtdivychéerpadel, kompresor

X =120 pro rotory turbogeneratbra elektromotat.

s

(2.34)

Jeho spolehlivost zalezi n@egnosti odhad phyba y, v mistech sougdinych
hmot (nasazenych kotdd) o hmotnosti m. Jsou-li kotode nasazené naiibel

rozmerngjSi, je jejich silové fisobeni na tidel @i vySSich otékach slozijsi, jak
vyplyva z teorie sférického pohybéidsa (z teorie gyroskap. Silové &inky, tj. sily a
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momenty se obdrzi z derivace momentu hybnosti Ketojako tuhého étesa.
UvaZujeme jednoduchyiipad tenkého kotaie nasazeného ndaitlel, ktery se ot
Ghlovou rychlosti «. V tézisti kotowe je zvolen ptatek pevné pravotivé
souadnicové soustavy X, Y, z a rasnpaatek pohyblivé satadnicové soustav§, n, ¢
spojené s otiejicim se kototem, gFicemzgE, n al jsou sodasreé centralni hlavni osy
setrv&nosti. Deformace itidele je vyvolana ¢inkem sil  a . a moment My a M,.
Z derivace momentu hybnosti kot®u jako tuhého &esa vyplyvaji za fedpokladu
malych vychylek a nat@ni pro sily a momentyigobici nadleso (k a M, neni pro
dalSi ivahy zapegbi) vztahy

F, =y,
o (2.35)

ot 2.35
M, =-I, 2+l w Y,

M,=1,72+l,w Z,

kde I, 1, al, jsou momenty setreaosti k osam pohyblivé seadnicove soustavy a

jsou tedy centralnimi hlavnimi momenty setmasti kotode. T&kami jsou vyzna&eny
derivace podlecasu acarkami derivace podle argumentu x. UZzitimicimkovych
¢initeli odvodime vztahy pro vychylky a néemi Hidele v p@atku sowadnicové
soustavy O.[3]

y=al-F,)+y(-M,),
z=a(-F,)+y-M,)
9, =/-F )+a(-m,)
¢, = _V(_ Fz)+5(_ My)‘

Pro kotow dale plati I, =1,. Dosazenim (2.35) do (2.36) a zavedenim

(2.36)

y+iz= 0" a y+iz’=0'e?, kde Q je ahlova rychlost krouzenitidele kolem
spojnice lozisek, obdrzime po Upéav
(= amQ?%G+ {1, Q% - 1 a0,

0'= ym0%G+8(1, Q° 1,

ot

(2.37)

V uvedené rovnici jemQ*i odstediva sila kotote a vyraz (I,]QZ—IEa)Q '
moment od setrvmych sil kotode. Druhy ¢len ve vyrazu pro moment pak ziha
gyroskopicky momenM ; = —I,aQu'. Pro tenké kotate |, =2, . Mohou nastat dva
piipady.

a) Hiidel krouzi dhlovou rychlostiQ =«, jde o tzv. soud¥nou precesi, a
gyroskopicky moment pro tenky kotoje M, = —2I,,QZG'.
Moment od setrvmych sil kotode je
Mg = —QZI,]O'. (2.38)

b) Hridel krouzi Uhlovou rychlostiQ =-a, jde o tzv. protibZznou precesi, a
gyroskopicky moment pro tenky kotouje M, =2I,]QZG'. Moment od

setrv@&nych sil kotode je
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Mg :BQZIHO'. (2.39)
Pohyb Hidele @i soulEzné a protibzné precesi je patrny 2yt jeho zakladnich
poloh.[3]
Z rovnic (2.37) vyplyva tato frekveni rovnice pro vypeet vlastnich ahlovych
frekvenciQ,
ml, (ad - y?)Q* -mi (a0 - y?)a® - (om+d, Jo? +d a0 +1=0 (2.40)

Rovnice ma 4 realné keny Q,(w) aZ Q,(w). Jejich zavislost na Gihlové rychlosti
« je zakreslena na obrazku 2.4.

Obr. 2.4 Zavislost k@ni: rovnice 2.40 na uhlové rychlosii.[3]

Useky prasesiki kiivek Q. s gimkami Q =+« jsou kritické otéky. Jsou it
o, W, @, . Ztoho v kritickych otékach «, jde o soubznou precesi a ve
zbyvajicich dvouw a w, o protiznou precesi. Kritické ot#ty se vypd@tou
z frekveréni rovnice (2.40), a to
a) pro soulZznou precesi polozenifl =

o = (&_am)wgf:;fm) r4maA, (2.41)

b) pro proti&Znou precesi polozenifl = -«

i -l )l Y i 0

kde A=1,-1,,
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Kritické ot&ky se sotiasnou precesi nastanou vzdycky. O vzniku kritickych
ota’ek s proti¥Znou precesi rozhoduji dalSi podminky, které jenawtkoumat fipad
od pipadu. Napklad u Hidele ve dvou lozZiskach s letmym kotem @iznivou
podminkou pro vznik kritickych ot&k s proti¥Znou precesi je rozdilné tuhost jednoho
uloZeni ve dvou s#mech. Rozdilna tuhost loZisek ve dvouéseth mize vyvolat
protibéZnou precesi i u rotérbez letmych kotokii.[3]

SlozijSi feSeni problérin krouziveého kmitani Hidele rotofi je dale do znmé
miry urgovana silovymi dinky pasobicimi na fidel od loZisek, zejména pokud jde o
kluzn& loziska. Tyto sily jsou vess zavislé na uhlové rychlosti ¢&ni «, ve dvou
navzajem kolmych s#émech jsou #izné a vychylka fidele v jednom s#ru, nap.
svislém, vyvola silové dinky i ve snéru kolmém, tj. vodorovném. Tytotipady
vyzaduji zvlastni metodyipsestavovani pohybovych rovnic (ftametodou kongého
prvku) a pouziti numerickych metod a gia¢u pii feSeni Pohybova rovnice
v maticovém tvaru pro takovéipady je typu

M + B(cw)x + K (aw)x = 0, (2.43)

kde B(w) a K(w) jsou nesymetrické matice zavislé na. Vlastni hodnoty
frekvereniho parametrul, jsou &tSinou komplexni a rowz zavislé naa .[3]
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3 VYPOCET KRITICKYCH OTACEK MODELOVE
ROTOROVE SOUSTAVY

Cilem tohoto vypd&tu je zjiseéni kritickych ot&ek, @i kterych se rotor nesmi
provozovat, po&vadzZ (¥ nich dojde k nekonmé velkému pihybu Hidele.

3.1 Vstupni hodnoty pro vypocet

Ukazkovy vypdet je proveden pro model rotoru, ktery se nachdaberatdich
astavu mechanikyles.

Délka Hidele[m] 0,5
Pramer hifdele[m] 1.10%
Hmotnost kotote [kq] 0,5

Tab. 3.1 Parametry rotoru

Hmotnost kidele zanedbavame.

3.2  Kiriticka uhlova rychlost

Vychazime ze zakladniho vztahu pro kritickou Uhlovgchlost

a):\/E, (3.1)
m

kde za konstantu tuho$tidosadime
_48EJ

k==3 (3.2)

Tento vztah nalezneme v tabulkach.[1] Pak tedyanie vztah

48EJ
w= 4 (3.3)

kdeJ je moment setrvanosti a pro kruhovy firez plati
_7 d*

64
Konesny vztah pro uhlovou kritickou rychlost je tedy

/48E7‘[ d*
w= “eamP (3.5)

Po dosazeni hodnot uvedenych v tabulce 3.1 se\gt&niticka Uhlova rychlost. Ta
vysla 28137 [rad.s™].

J

(3.4)
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3.3 Kritické otacky
Pro vypaet kritickych ot&ek plati vztah

n, = %T (3.6)
kdew ziskame z fedeslého vypiu a vysledek vyjde v jednotkags™ 1.
Dosadime hodnoty

n, = %]5’7 =4478 [s™]. (3.7)
Vysledek pevedeme na jednotynin™ 1.

n, = 44,78060= 26869 [min™]. (3.8)

Vlastni frekvence modelové rotorové soustavy jg t28869 [min™]. P¥i této hodnak

by v disledku nevyvahy pro netlumenou soustauvtlynioyt vibrace nekonmé velké.
Na obrazku 3.1 je znazam Campbeliv diagram.

[rad.s] 1

28137

26869 Ny
[min™]

Obr. 3.1 Campbedlv diagram pro modelovou rotorovou soustavu
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4 EXPERIMENTALNI MERENI

4.1 Cil experimentu

Cilem experimentalnihdeSeni bylo zjigini vychylky trajektorie fdele i
riznych otékach. Na zakla# téchto vysledk se provedlo vyhodnoceni a porovnani
s teoretickymi vysledky Lavalova rotoru.

4.2 Struktura experimentu
Méfici fetézec je sestaven z nasledujicébdni:
* rotor kit
e proximity probe
e snim& ot&ek
* notebook
Ukazka zapojeni toho schéma je na obrazku 4.1.

Obr. 4.1 Schéma zapojeni.

4.2.1 Rotor kit

Na obrazku 4.3 je ukazka rotor kitu, na kteremexperiment provash. Rotor kit
je model rotujiciho stroje, ktery simulujetkolik druhi kmitani Kidele, které se
objevuje u velkych rotujicich stiinj Riznych druli kmitani se dosahuje nidklad
zmeénou uhlové rychlosti, zémou lozZisek atd.
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ochranny kryt

keyphasor snimad

. bloky pro snimac

snimad otafek

zaklad

posuvna podpora zakladny

hmotny kotouc

Obr.4.2 Rotor kit

4.2.2 Proximity probe

Proximity probe je pewh pfipevrény na bloku. Je nutna Oprava signalu
zesilova&em, aby generoval vystupni réipadmerneé k vzdalenosti mezi koncem snirea
a hideli. Pracuje na magnetickém principu a je tedivgina magnetické anomalie.
Proto je teba dbat na to, aby byfidel zabezpgeny proti zmagnetizovani, jinak bude
vystupni signal chybny.

Snima&e jsoucasto pouzivany v parech a sviraji mezi sebou u@el Beden je
piipojen vertikal@ a druhy horizontak jak je znazoréno na obrazku 4.3.

snimade proximity probe

— blok pro snimace

dR
k_

hridel

Obr.4.3 Zapojeni snindd.
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4.3 Postup méreni

M¢éteni i skér dat bylyiizeny pomoci @& iciho notebooku. Nfilo se v rozmezi od
0 do 10000 otEek, které se postuprzvysSovaly o 1000.iPkazdych n¢ienych otékach
se nechal rotor ustalit.

Zakladni data z gfeni:

Paetcar ve spektru: 6400
Maximalni frekvence: 5 kHz
Frekvergni krok: 781,3 mHz
Doba zaznamu: 1,28 s
Casovy krok: 78,18s

4.4 Analyza vyhodnoceni

Naméfené hodnoty byly zpracovany pomoci programu MATLAB.

4.4.1 Statistické zpracovani
Pro statistické zpracovani dat byly pouzity tytatyz
Aritmeticky prameér

% = li X (4.1)
ni=
Rozptyl
1Q _
s? =EZ(>9 -X)? (4.2)
i=1

Smerodatna odchylka

s=+s? (4.3)

Pramérn& odchylka

n
2% —X
g =i

n

(4.4)
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4.4.2 Vyhodnoceni vysledkii a porovnani s teoretickym vypoctem

V tabulce 4.1 se nachazeji hodnoty, které byly &amny v prvni period ot&ek.
Tyto hodnoty jsou ndzo&wvykresleny v grafech 4.1-4.3.

Otaky
[min] 1000 2000 3000 4000 500( 600D 7000 8000 9000 10000

Pramérny
polom“er[)rlnm] 0,0045| 0,0401 0,085% 0,0458 0,047 0,0373 0,0368398,| 0,0414| 0,0416

Smerodatna
odchylkapm] | 2,598 | 8,899| 15166 5214 2,035 2,994 1,985 4,1189214, 3,701

Priméma 2278 | 7.669| 13150 4273 1,637 2,252 1574 35501814, 3,241
odchylkapm]
Tab. 4.1 Nam¥ené hodnoty
0.09

0.08
0.07
0.06
0.05

2 0,04
% 0,03
0,02
0,01
o H = & & & & N B .

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
otagky [min]

lomér [mm)]

=]

prumérny po

Graf 4.1 Zavislost pimeru trajektorie na otékach
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16
14
12
10

%]Illlllll[

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
otaéky [min-]

smérodatna odchylka [um]

Graf 4.2 Zavislost senodatné odchylky trajektorierfdele na otékach

14
12
10

f]|| lIlII[

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

otaéky [min1]

dechylka [jJam]

=]

prumeérna o
N

Graf 4.3 Zavislost pimerné odchylky trajektoriefidele na otékach

NejvysSich hodnot dosahuje aprérny poloner, smerodatnd odchylka a
pramérna odchylka B 3000 ot&kach. Zde totiz dochazi Kechodu pes kritické
otatky.
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Na obrazku 4.5 je vykreslena trajektori¢idele v rozmezi jedné periody.
Ideélnim tvarem by byla kruznice, ktera je typigkéa Lavatv rotor.

01 T e
0.05 | | | I I I I | |
0.06
0.04
0.0z

1]
-0.02
-0.04

-0.06

-0.08

0.1
01 008 -008 004 -0D02 1] ooz 004 008 003 04

Obr. 4.5 Vykresleni trajektorie

Kritické ot&ky Uhlova rychlost
Frekvence [Hz] (min'] [rad.s
EXPERIMENTALNI
ANALYZA 41,5 2490 260,1
TEORETICKY
VYPOCET 44,78 2686,9 281,37

Tab. 4.2 Porovnani vysledlk

Z tabulky 4.2 je vidt, Ze experimentalni analyza a teoreticky Wgiose
navzajem liSi. Tato chyba jeigobena zanedbanim hmotnosidele i vypoctu.

-32-



ENERGETICKY USTAV Energetika, procesy a ekologie

ZAVER
Predmeétem této prace bylo zjistit, zda dana modelovaroaé soustava fize byt
povaZzovana za Laval rotor. Na zéklad provedeného experimentu a ziskanych dat Ize

tedy usoudit, Ze modelova rotorova soustava je laveptor. Zadani bakatsaké prace
bylo splreno.
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ENERGETICKY USTAV

Energetika, procesy a ekologie

SEZNAM POUZITYCH VELICIN

Velid¢ina Symbol Jednotka
Uhlova rychlost w rad.s"
Cas t S
Pramer d m
Excentricita € m
Frekvence f Hz
Gravitasni zrychleni g m.s.
Tuhost K N.m™
Vlastni frekvence Q rad.s'
Moment setrvénosti J kg.nt
Délka I m
Ot&ky n min™*
Sila F N
Moment M N.m
Hmotnost m kg
Souadnice kartézské X, Y, Z m, m, m
Fyzikalni konstanty

Veli¢ina Symbol Jednotka Hodnota
Modul pruznosti E MPa 2,1.10*
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