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Abstrakt

Ćılem předkládané práce je vytvořeńı ucelené publikace zabývaj́ıćı se vlastnostmi, řešeńım
a studiem chováńı dynamických systémů model̊u mechanických konstrukćı.

Úvodńı pasáž teoretické části práce prováźı čtenáře nejprve problematikou popisu de-
terministických model̊u, předkládá zp̊usoby numerického řešeńı a zkoumá jeho stabilitu.
Rozebrány jsou rovněž možné varianty zat́ıžeńı, tlumeńı a odezvy dynamicky zat́ıžené kon-
strukce.

V navazuj́ıćıch kapitolách je podrobně pojednáno o zp̊usobech sledováńı vývoje dyna-
mických systémů a možnostech identifikace nelineárńıch a chaotických projev̊u. Pozornost
je věnována také zp̊usob̊um zobrazováńı a barevným prostor̊um jako nezbytným nástroj̊um
pro zkoumáńı citlivých a složitých systémů. Teoretický základ práce uzav́ırá úvod do oblasti
fraktálńı geometrie.

Diplomová práce dále pokračuje aplikaćı uvedených poznatk̊u a ukazuje př́ıstup k nume-
rické simulaci a studiu model̊u reálných konstrukćı. Nejprve je čtenář seznámen s modelem
jednoduchého rotátoru jako nejjednodušš́ım numerickým modelem splňuj́ıćım podmı́nky
existence jevu deterministického chaosu. Následuj́ıćı model dvojitého rotátoru ukazuje na
problémy pozorováńı systému s v́ıce stavovými proměnnými.

Jako př́ıklady model̊u reálných konstrukćı s mnoha stupni volnosti konečně slouž́ı modely
vetknutého a volného prutu. Tyto modely v ještě větš́ı š́ı̌ri ukazuj́ı, že jednoznačné nebo
alespoň dostatečně vypov́ıdaj́ıćı sledováńı vývoje deterministického systému stává se úkolem
složitým, vyžaduj́ıćım d̊uvtipný př́ıstup.

Kĺıčová slova

Dynamické systémy, deterministický chaos, fraktálńı geometrie, fyzikálńı diskretizace,
metoda tuhých d́ılc̊u, Lagrangeovská a Hamiltonovská mechanika, pohybové rovnice,
nekonzervativńı zat́ıžeńı, velké deformace.
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Abstract

The aim of the presented thesis is to create a compact publication which deals with pro-
perties, solution and examination of behavior of dynamical systems as models of mechanical
structures.

The opening portion of the theoretical part leads the reader through the subject of
description of dynamical systems, offers solution methods and investigates solution stability.
As the introduction proceeds, possible forms of structure loading, damping and response are
presented.

Following chapters discuss extensively the possible approaches to system behavior ob-
servation and identification of nonlinear and chaotic phenomena. The attention is also paid
to displaying methods and color spaces as these are essential for the examination of complex
and sensitive systems. The theoretical part of the thesis ends with an introduction to fractal
geometry.

As the theoretical background is laid down, the thesis proceeds with an application of
the knowledge and shows the approach to numerical simulation and study of models of
real structures. First, the reader is introduced to the single pendulum model, as the simplest
model to exhibit chaotic behavior. The following double pendulum model shows the obstacles
of observing systems with more state variables.

The models of free rod and cantilever serve as examples of real structure models with
many degrees of freedom. These models show even more that a definite or at least sufficiently
relevant monitoring of behavior of such deterministic systems is a challenging task which
requires sophisticated approach.

Keywords

Dynamical systems, deterministic chaos, fractal geometry, physical discretization, rigid
element method, Lagrangian and Hamiltonian mechanics, equations of motion,
non-conservative load, large deflections.
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4.3.4 Vývoj dynamické odezvy v čase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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8.2 Vybrané př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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9.2 Podmı́nky pro konstrukci Poincarého map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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7.3 Fázový portrét tlumeného jednoduchého rotátoru. . . . . . . . . . . . . . . . 72
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7.7 Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 7.5 Nm,Ω = 2.0 s−1. . . 74
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9.2 Model volného prutu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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9.5 Druhá podmı́nka konstrukce Poincarého mapy. . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Kapitola 1

Úvod

Tato práce je vytvořena se záměrem poskytnout čtenáři celistvý materiál, jehož obsah shr-
nuje znalosti o chováńı dynamických deterministických systémů a metody vyšetřováńı jejich
vývoje v čase. Studium zvoleného tématu se oṕırá o výsledky bádáńı mnoha vědńıch obor̊u,
zejména teorie dynamických systémů a teorie deterministického chaosu.

Jakkoli je konečný ćıl práce zúžen na modelováńı a studium dynamických model̊u me-
chanických konstrukćı, bylo by zcela jistě chybou ignorovat zásadńı souvislosti mezi zdánlivě
vzdálenými obory a kvalitativńı podobnosti mezi tématicky odlǐsnými modely. Jev nelinearity
a deterministického chaosu totiž, jak ukázal vývoj posledńıho stolet́ı, lze kolem nás pozoro-
vat bezděčně a patrně nejčastěji. Z hlediska deterministických model̊u postačuje pro vznik
chaosu splněńı pouze nemnoha předpoklad̊u a chaotický vývoj tak nastává i u překvapivě
jednoduchých model̊u.

1.1 Ćıle práce

Ve stavebńı praxi je přirozená snaha omezit účinky dynamického chováńı konstrukćı. Nicméně
je třeba mı́t na paměti, že obecně by tato snaha neměla vést k omezuj́ıćım předpoklad̊um
již při tvorbě matematického modelu konstrukce nebo k př́ılǐs zjednodušenému zp̊usobu
vyšetřováńı chováńı modelu. Toto plat́ı zejména v př́ıpadě model̊u mechanických konstrukćı,
jenž slouž́ı v postkritickém stavu a mohou kmitat v oblasti velkých deformaćı.

Teoretický základ práce poskytuje čtenáři přehled o možném zp̊usobu vytvářeńı dy-
namických model̊u a jejich numerickém řešeńı. Předevš́ım ale ukazuje metody sledováńı
a rozpoznáváńı nelineárńıch jev̊u. Navazuj́ıćı kapitoly pojednávaj́ı o aplikaci přednesených
metod na konkrétńı numerické modely a diskutuj́ı obdržené výsledky.

Čtenář by tak měl opouštět představu chaosu jako nežádoućıho zp̊usobu chováńı a postup-
ně si osvojit nástroje k jeho studiu. Chaotické chováńı totiž, jak uvid́ıme, je sice vpravdě
podivné, ale nedostatkem řádu se nutně nevyznačuje, viz obrázek 1.1.
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Obrázek 1.1: Poincarého mapa trajektorie jednoduchého rotátoru.

1.2 Filozofie poznáńı

Ve své knize Struktura vědeckých revolućı (1962), viz [16], publikoval americký teoretik vědy
Thomas Samuel Kuhn tvrzeńı, že vědecké poznáńı se nevyv́ıj́ı postupným hromaděńım
znalost́ı, ale děje se skokově, vždy ve dvou kvalitativně odlǐsných obdob́ıch vědecké aktivity.

Prvńı obdob́ı označené jako obdob́ı normálńı vědy využ́ıvá obecně uznaný model poznáńı,
takzvané paradigma1. Náplň činnosti vědc̊u je podle Kuhna řešeńı hádanek, neboli apli-
kace paradigmatu, jenž je vědecky a společensky přijaté, na objasněńı problémů své doby.
Obdržené řešeńı problému by pak ideálně mělo býti bĺızko počátečńım očekáváńım do té
mı́ry, aby společnosti nečinilo obt́ı̌ze mu uvěřit.

Anomálńı výsledky jsou zpočátku přič́ıtány chybě vědce. S jejich hromaděńım se však
stává zřejmým, že možnosti současného paradigmatu se zač́ınaj́ı vyčerpávat. Tehdy zač́ıná
nar̊ustat tlak na vysvětleńı problémů mimo dosah soudobé vědy, podle Kuhna nastává
vědecká revoluce. Platnost současného paradigmatu je zpochybněna a je třeba přijmout po-
hled širš́ı, který poskytne nástroj pro vysvětleńı anomálíı i daľśı bádáńı.

A právě skromné předpoklady nutné pro vznik chaotického řešeńı vedly na přelomu
19. a 20. stolet́ı k daľśı nevyhnutelné změně pohledu na svět. Existenci chaotického chováńı
dokázal Henri Poincaré v roce 1899 při studiu modelu tř́ı nebeských těles pod vzájemným
gravitačńım p̊usobeńım.

1 Paradigma je souhrnem teoríı, předpoklad̊u a metod tvoř́ıćıch soudobý pohled vědy na svět.
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1.3 Od řádu k chaosu

Vývoj představ lidstva o modelu kosmu je v̊ubec vynikaj́ıćı ukázkou vlivu mı́něńı společnosti
na činnost vědy a v mnohém dává Kuhnově tvrzeńı za pravdu.

Názor, že Země je pevným středem vesmı́ru, jako prvńı představil řecký filozof Aris-
totelés v práci O nebi. Základńı strukturu geocentrického kosmu tvořily dvě soustředné
kulové plochy. Menš́ı představovala nehybný povrch Země a větš́ı, nesoućı hvězdy a denně
se otáčej́ıćı, uzav́ırala kulový kosmos do konečného celku. Mezi povrchem Země a hvězdnou
sférou bylo ještě daľśıch sedm sférických orbit, které obývaly tehdy známé planety - Saturn,
Jupiter, Mars, Slunce, Merkur, Venuše a Měśıc. Jejich pohyb byl zp̊usoben otáčeńım vněǰśı
sféry a byl uvažován jako rovnoměrný kruhový, nebot’ tento byl vńımán jako nejušlechtileǰśı
druh pohybu. Model dobře vyhovoval tehdeǰśımu pozorováńı: povrch Země se jistě zdá
jako stacionárńı, bylo možné poměrně přesně předpovědět budoućı pohyb nebeských těles
a částečně vysvětloval souvislost kosmu a některých pozemských jev̊u jako koĺısáńı mořské
hladiny.

Na počátku 16. stolet́ı polský astronom a matematik Mikuláš Koperńık při pozorováńı
pohybu nebeských těles zaznamenal tehdeǰśım paradigmatem nevysvětlitelné jevy. Takzvaný
problém planet popisoval pravidelná obdob́ı, kdy se planety - Merkur, Venuše, Mars, Jupiter
a Saturn - jev́ı pozorovateli jasněǰśı než obyčejně. Nav́ıc se jejich pohyb po nebi čas od času
zastavuje a na okamžik obraćı a potom dále pokračuje po obvyklé dráze.

Koperńık předložil vpravdě revolučńı vysvětleńı: planety (včetně Země) ob́ıhaj́ı kolem
stacionárńıho Slunce2. Aby model vyhovoval dosavadńımu pozorováńı, Země muśı být pla-
netou lež́ıćı mezi Venuš́ı a Marsem a nav́ıc se otáčet kolem vlastńı osy. Koperńık tak zcela
vyloučil Zemi z pozice nejvýznamněǰśıho mı́sta v centru všeho.

Newtonovská mechanika

Půl stolet́ı po Koperńıkově smrti objevil italský astronom a fyzik Galileo Galilei za pomoci
nově vynalezeného teleskopu čtyři největš́ı Jupiterovy měśıce Ganymed, Callisto, Io a Eu-
ropa. I d́ıky tomuto objevu v něm uzrávala představa planet jako izolovaných těles ideálně
se pohybuj́ıćıch nekonečným vesmı́rem. Galileo předpokládal, že takový rovnoměrný pohyb
planet by trval bez omezeńı, pokud by nebyl přerušen srážkou s jiným tělesem. Protože se
ale planety zřejmě pohybuj́ı bez ustáńı po eliptických drahách, muśı být neustále pod vlivem
mechanického p̊usobeńı - gravitačńı śıly. Galileo tak v podstatě vyslovil prvńı z pozděǰśıch
Newtonových zákon̊u:

”Jestlǐze na těleso nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly nebo je výslednice vněǰśıch sil nulová,
potom těleso setrvává v klidu nebo v rovnoměrném př́ımočarém pohybu.”

Sir Isaac Newton, anglický fyzik a matematik narozený rok po Galileově smrti, navázal
na práci pionýr̊u moderńı vědy a v roce 1687 ve své práci Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica publikoval zákon všeobecné gravitace a tři pohybové zákony, viz [27]. Současně
předložil ucelený dynamický model Slunečńı soustavy a představil i problém pohybu dvou

2 Prvotńı Koperńık̊uv heliocentrický model, který uvažoval kruhové oběžné dráhy, poskytoval dokonce
horš́ı výsledky než předchoźı model geocentrický. Johannes Kepler později pozorováńım ukázal, že přesněji
je třeba uvažovat eliptické oběžné dráhy.
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gravitačně vázaných hmotných těles pohybuj́ıćıch se v prostoru. Podle Newtonova3 zákona
gravitace je gravitačńı śıla vzájemně p̊usob́ıćı na dvě tělesa rovna:

F1 = F2 = G
m1m2

r2
, (1.1)

kde G je obecná konstanta gravitačńıho p̊usobeńı, m1 a m2 jsou hmotnosti těles a r je jejich
vzdálenost.

Řešeńı problému dvou těles dále pokračovalo: v roce 1710 Johann Bernoulli ukázal, že
dvě hmotná tělesa vzájemně vázaná gravitaćı se muśı prostorem pohybovat po kuželosečce.
Konečně v roce 1744, sedmnáct let po Newtonově smrti, publikoval Leonhard Euler úplné
analytické řešeńı problému.

Výsledky řešeńı problému pohybu vzájemně přitahovaných těles nav́ıc nacházely užitek
ve fyzikálńım zkoumáńı na atomárńı úrovni. Navzdory rozd́ılu třiadvaceti řád̊u ve velikosti
oproti planetám, klasická řešeńı dynamiky atomových částic vycházej́ı ze vztahu:

F1 = F2 = ε
q1q2

r2
, (1.2)

kde ε je dielektrická vodivost vakua a q1 a q2 jsou velikosti náboje částic.

Problém tř́ı těles

Řešeńı problému dvou těles prakticky umožnilo popsat pohyb modelu Země a Měśıce a částic
atomu vod́ıku4. Dopad vyřešeńı problému dvou těles zároveň ukázal na d̊uležitost vyřešeńı
problému interakce systému tř́ı a nakonec libovolně mnoha těles.

Neńı tedy překvapeńım, že na studiu problému tř́ı těles dále pracovali nejlepš́ı matema-
tikové 18. a 19. stolet́ı. Mezi jinými např́ıklad Joseph-Louis Lagrange, Siméon Denis
Poisson, Pierre-Simon Laplace nebo Carl Friedrich Gauss. Přestože výzkumné úsiĺı
vedlo k mnoha významným pokrok̊um předevš́ım v teorii diferenciálńıch rovnic, problém tř́ı
těles z̊ustával stále nevyřešen až do konce 19. stolet́ı.

Na konci osmdesátých let 19. stolet́ı se bĺıžily šedesátiny švédského krále Oskara II..
U té př́ıležitosti švédský matematik Gösta Mittag-Leffler navrhl panovńıkovi, aby vy-
hlasil cenu pro matematika, který vyřeš́ı problém tř́ı těles:

”Uvažujme systém tř́ı (nebo libovolně mnoha) hmotných bod̊u, které jsou navzájem
přitahovány podle zákonu inverzńıho čtverce (1.1). Za předpokladu, že tyto hmotné body

vzájemně nekoliduj́ı, nalezněte řešeńı trajektorie bod̊u ve tvaru známých funkćı, které bude
konvergovat pro všechny časy v minulosti i budoucnosti stejně.”

V roce 1885 se o výzvě doslechl tehdy jednatřicetiletý francouzský fyzik a matematik
Henri Poincaré a započal svoji práci na řešeńı problému. Po třech letech, dva týdny před
uzávěrkou, předložil práci, ve které za použit́ı novátorských geometrických metod uvedl
řešeńı problému tř́ı těles a d̊ukaz o jeho stabilitě. Poincaré byl 21. ledna 1889, v den králových
narozenin, za práci odměnen cenou 2 500 švédských korun a jeho práce měla být uveřejněna
ve významném švédském matematickém časopise Acta Mathematica, jehož byl Mittag-Leffler
tehdy šéfredaktorem.

3 V roce 1686, když Newton poprvé prezentoval svoji práci, byl obviněn daľśım velikánem své doby, Ro-
bertem Hookem, z plagiátorstv́ı. Hooke označoval sebe za autora myšlenky, že vliv gravitace klesá se čtvercem
vzdálenosti těles.

4 Objeveného později v roce 1766 Angličanem Henrym Cavendishem.

20
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Poincarého chyba

Při úpravách práce pro publikaci v časopise nicméně Poincaré objevil chybu ve svém d̊ukazu
stability řešeńı a byl tak nucen vyžádat zastaveńı chystaného tisku časopisu do doby, než se
mu podař́ı chybu vyřešit.

V lednu 1890 odevzdal Poincaré opravenou verzi práce a na jej́ıch 270 stranách dokázal,
že pro problém tř́ı těles nelze naleznout obecné řešeńı, nebot’ pro některé počátečńı podmı́nky
stavové proměnné systému bloud́ı ve fázovém prostoru bezćılně a nepředv́ıdatelně. Poincaré
ukázal, že malé rozd́ıly v počátečńıch podmı́nkách mohou vést k neomezeně velkým chybám
v konečném řešeńı. Ze své peněžité výhry se tak Poincaré dlouho netěšil. Zastaveńı tisku
časopisu a vytǐstěńı nového vydáńı ho nakonec stálo 3 500 švédských korun.

Navzdory významu Poincarého objevu a navzdory tomu, že d̊ukaz chaotického řešeńı dále
publikoval v roce 1903 v d́ıle Věda a Metoda, viz [29], velkou část́ı vědecké veřejnosti nebyla
teorie chaosu brána na zřetel až do poloviny 20. stolet́ı. Možnost vzniku chaotického chováńı
totiž ukazuje, že realita je mnohem komplikovaněǰśı, než si lidstvo bylo ochotno připustit.
Představa o účelu výzkumu byla ukázat co možné je a ne co možné neńı.5

5 Zaj́ımavě o možném katastrofickém vlivu neočekávaných událost́ı ṕı̌se ve své knize Nassim Nicholas
Taleb [31].
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Kapitola 2

Dynamické systémy

Matematické nástroje pro simulaci a sledováńı model̊u, jejichž stav se měńı v čase, studuje
a rozv́ıj́ı teorie dynamických systémů. Takto obecná definice dává tušit, že jako dynamický
systém lze chápat děje v mnoha vědńıch oborech. Teorie dynamických systémů má tak širokou
platnost.

2.1 Deterministický dynamický systém

Základńım předpokladem deterministického dynamického systému je představa, že jeho stav
v každém čase lze bezezbytku a zcela přesně popsat. Deterministický př́ıstup neuvažuje
nejistoty v počátečńıch podmı́nkách nebo nejistoty vznikaj́ıćı při vzájemné interakci prvk̊u
modelu.

Podle determinismu lze zcela přesně předpovědět stav dynamického systému v budouc-
nosti i minulosti pouze na základě znalosti počátečńıch podmı́nek a platných fyzikálńıch
zákon̊u.

Jedńım ze zastánc̊u teorie determinismu byl německý matematik a filosof Gottfried
Wilhelm Leibniz. V práci Von dem Verhängnisse z roku 1838, viz [22], se lze doč́ıst:

”Že všechno je d̊usledkem předem daného osudu je stejně jisté, jako že tři krát tři je devět.
Pokud se např́ıklad sraźı dvě koule ve volném prostoru, a pokud jsou známy jejich velikosti
a dráhy a směry před koliźı, potom m̊užeme předpovědět a vypoč́ıst, jakým směrem se odraźı

a jak se budou chovat dále po nárazu.

Z uvedeného m̊užeme vidět, že všechno na světě prob́ıhá matematicky, tedy neomylně.
Pokud by tedy někdo měl dostatečný přehled o součástech světa a inteligenci dostatečnou
k uvážeńı všech d̊usledk̊u, stal by se prorokem a mohl by vidět budoucnost v př́ıtomnosti

jako v zrcadle.”

Leibnizovu představu deterministického modelu světa nakonec zpochybnil v roce 1927
jeho krajan Werner Karl Heisenberg s principem neurčitosti. Stav systému totiž nelze
popsat s absolutńı přesnost́ı. Podle kvantové mechaniky lze ř́ıci, že č́ım přesněji známe polohu
částice, t́ım méně přesně lze popsat jej́ı hybnost a naopak.

Zřejmě neńı ani možné zahrnout do modelu veškeré okolnosti maj́ıćı vliv na jeho vývoj.
Nelze tedy trasovat alespoň část trajektorie, ale pouze jej́ı přibližný vývoj v n-rozměrném

22



Dynamické systémy

kulovém okoĺı počátečńıch podmı́nek. O předpovědi, jak si ji představoval Leibniz, proto
nemůže být řeči, viz [24].

2.2 Dynamické systémy

Stav deterministického dynamického systému je plně určen vektorem hodnot stavových pro-
měnných. V závislosti na předloze modelu mohou v praxi jako stavové proměnné figuro-
vat nejr̊uzněǰśı veličiny. V teoretické mechanice jsou to předevš́ım zobecněné souřadnice po-
lohy a hybnosti, v termodynamice tlak, teplota a objem, v elektrodynamice proud a napět́ı
a podobně, viz [23].

Má-li systém n stupň̊u volnosti1, pro jeho úplný popis potom postačuje n nezávislých
proměnných x0, x1, x2, . . . , xn−1. Při použit́ı v́ıce proměnných se tyto již nutně stávaj́ı vzáje-
mně závislými a neńı žádné výhody, kterou by tato komplikace přinesla, viz [34].

Uspořádejme stavové proměnné do vektoru x:

x = (x0, x1, x2, . . . , xn−1) . (2.1)

Potom jako fázový prostor Rn označ́ıme n-rozměrný prostor, ve kterém lze stav systému
jednoznačně zobrazit jako bod. Tedy:

Rn : x = (x0, x1, x2, . . . , xn−1) . (2.2)

Konečně jako model dynamického systému nazveme soustavu diferenciálńıch rovnic:

dx

dt
= ẋ = F (t,x) , (2.3)

kde t je čas a vektor funkćı F obsahuje předpis budoućıho vývoje systému.
Složky soustavy diferenciálńıch rovnic (2.3) můžeme rozepsat:

ẋ0 = F0 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ,

ẋ1 = F1 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ,

ẋ2 = F2 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ,

...

ẋn−1 = Fn−1 (t, x0, x1, x2, . . . , xn−1) .

(2.4)

Po vyřešeńı soustavy rovnic (2.4) pro vektor počátečńıch podmı́nek x(t0) = x0 obdrž́ıme
vektor tečny trajektorie systému v čase t0. Soustava rovnic (2.4) je proto někdy označována
jako vektorové pole. V závislosti na použité numerické metodě potom aproximaćı źıskáme
vektor hodnot stavových proměnných v čase t:

x(t) = (x0(t), x1(t), x2(t), . . . , xn−1(t)) . (2.5)

1 Ve fyzikálńım smyslu je jako stupeň volnosti rozuměn nezávislý parametr popisuj́ıćı stav systému.
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2.2.1 Terminologie

Před daľśım postupem bude na mı́stě vysvětlit některé pojmy, viz [14] nebo [15], jenž budeme
při studiu dynamických systémů dále použ́ıvat:

• Řešeńım dynamického systému (2.3) je myšleno zobrazeńı x z časového intervalu
I ⊂ R1 do fázového prostoru Rn:

x : I → Rn,
t→ x(t).

(2.6)

Křivka řešeńı x(t, t0, x0) bývá nazývána trajektorie nebo fázová křivka procházej́ıćı
bodem x0 v čase t ≥ t0. Z podstaty deterministického systému plynou vlastnosti řešeńı:
jednoznačnost a diferencovatelnost vzhledem k počátečńım podmı́nkám.

• Integrálńı křivka je zobrazeńım (grafem) hodnot řešeńı x(t, t0, x0) v časovém úseku I:

graf x(t, t0, x0) =
{

(x, t) ∈ Rn × R1 | x = x(t, t0, x0), t ∈ I
}
. (2.7)

• Orbita O(x0) je množina bod̊u ve fázovém prostoru lež́ıćıch na uzavřené trajektorii
procházej́ıćı bodem x0:

x0 ∈ U ⊂ Rn,
O(x0) = {x ∈ Rn | x = x(t, t0, x0), t ∈ I} .

(2.8)

Pojmy integrálńı křivka a trajektorie jsou v literatuře už́ıvány značně volně a často bývaj́ı
zaměňovány jako ekvivalentńı.

Př́ıklad

Ukažme nyńı rozd́ıly mezi řešeńım, integrálńı křivkou a orbitou na př́ıkladu, viz [14]. Uvažujme
dynamický systém se dvěma stavovými proměnnými u, v:

ẋ0 = x1,

ẋ1 = −x0,

(x0, x1) ∈ R1 × R1

x0(0) = 1, x1(0) = 0.

(2.9)

s řešeńım:

x0(t) = cos(t),

x1(t) = −sin(t).
(2.10)

Řešeńı v bodě (1, 0) v čase t = 0 podle definice (2.6) ilustruje obrázek 2.1a. Integrálńı
křivka, viz obrázek 2.1b, procházej́ıćı bodem (1, 0) v čase t = 0 je podle definice (2.7) dána:{

(x0, x1, t) ∈ R1 × R1 × R1 |
(
x0(t), x1(t)

)
=
(
cos(t), − sin(t)

)
, t ∈ R

}
. (2.11)

A konečně orbitu v bodě (1, 0) tvoř́ı podle definice (2.8) kružnice, viz obrázek 2.1c:

x2
0 + x2

1 = 1. (2.12)
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a) b) c)

x 0

x 1

x0

x1

x0

x1

t

Obrázek 2.1: Řešeńı, integrálńı křivka a orbita dynamického systému.

2.2.2 Fázový portrét

Vývoj dynamického systému v čase je zřejmě závislý na počátečńıch hodnotách stavových
proměnných - počátečńıch podmı́nkách. Zaznamenávejme trajektorie, které źıskáme po-
stupným řešeńım pro množinu počátečńıch podmı́nek. Po vyneseńı trajektoríı ve fázovém
prostoru źıskáme fázový portrét systému.

Z̊ustaneme-li nadále u dynamických systémů se dvěma stavovými proměnnými x0 a x1,
fázovým prostorem je rovina. Tohoto mimořádně názorného fázového prostoru už́ıvá obrázek
(2.2) k ukázce některých př́ıklad̊u fázových portrét̊u autonomńıch dynamických systémů.
Šipky ukazuj́ı směr vývoje systému v čase.

Poznámka: Jako autonomńı se označuj́ı dynamické systémy, jejichž vektor funkćı (2.3)
neńı závislý na čase. Neautonomńı systémy, které na čase záviśı, m̊užeme na autonomńı
převést nahrazeńım času daľśı stavovou proměnnou ẋn = 1, viz [24].

a) b) c)

d) e) f)

x = x0 1
.

x = -x1 0
.

x = -x0 0
.

x = -x1 1
.

x = -x0 0
.

x = -2x1 1
.

x = x0 0
.

x = x1 1
.

x = x0 0
.

x = x1 1
.

x = x0 0
.

x = x (2x -x )1 1

.2

2

0 1

Obrázek 2.2: Př́ıklady fázových portrét̊u systémů se dvěma stavovými proměnnými.
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2.2.3 Operátor toku

Levá straná rovnice (2.3) reprezentuje vektor změny rychlosti systému v čase. Při kon-
stantńım časovém kroku řešeńı tento vektor udává rychlost toku bod̊u podél trajektorie
ve fázovém prostoru pro každou stavovou proměnnou xi, viz [24].

Pro známé počátečńı podmı́nky x(t0) = x0 lze definovat zobrazeńı Φt fázového prostoru
Rn na sebe takové, že každému stavu x(0) a času t přǐrad́ı stav x(t).

Takové zobrazeńı se nazývá operátor toku nebo evolučńı operátor. Operátor toku obsahuje
všechna řešeńı soustavy (2.3). Jeho pomoćı tak lze stanovit stavy v minulosti i budoucnosti.

Řešeńı soustavy rovnic pomoćı evolučńıho operátoru při počátečńıch podmı́nkách x(t0) =
x0 lze vyjádřit, viz [23]:

x(t) = Φt−t0(x(0)). (2.13)

Z uvedeného plyne:

Φs+t(x) = Φs(Φt(x)),

Φt(Φ−t(x)) = Φ0(x) = x,
(2.14)

a tedy:

Φ−1
t = Φ−t. (2.15)

Inverzńı operátor toku k operátoru definuj́ıćımu stav v budoucnosti je tedy operátor toku
definuj́ıćı stav v minulosti.

2.3 Rovnovážné řešeńı

Stav dynamického systému (2.3) se obecně měńı v čase. Může ale existovat řešeńı, pro které
plat́ı:

x(t) = x0. (2.16)

Takové řešeńı je v závislosti na literatuře nazýváno jako rovnovážné řešeńı, ustálený stav
nebo singularita. Odpov́ıdaj́ıćı bod ve fázovém prostoru bývá označován jako pevný nebo
kritický bod.

2.3.1 Stabilita kritického bodu

Kritický bod x(t0) považujeme za stabilńı, viz [14], existuje-li k jeho okoĺı N takové okoĺı M ,
kterým procházej́ı všechny trajektorie tak, že plat́ı M ⊆ N pro všechny časy.

Pokud je kritický bod x(t0) stabilńı a nav́ıc existuje konstanta b > 0 taková, že pro každé
následuj́ıćı řešeńı x(t) plat́ı:

|x(t0)− x(t)| < b =⇒ lim
t→∞
|x(t0)− x(t)| = 0, (2.17)

potom lze kritický bod nazvat asymptoticky stabilńım. Trajektorie se tedy k asymptoticky
stabilńımu bodu postupně přibližuj́ı, viz např́ıklad obrázek 2.2b. Doplňme, že |·| je norma
ve fázovém prostoru Rn.
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Stabilńı bod, který neńı asymptoticky stabilńı, označme jako neutrálně stabilńı. K takovému
bodu se trajektorie nepřibližuj́ı ani se od něho nevzdaluj́ı, viz obrázek 2.2a.

Uvedené seznámeńı se zp̊usobem posouzeńı stability kritických bod̊u dále poslouž́ı čtenáři
jako dobrý úvod do problematiky stability trajektoríı.

2.4 Stabilita trajektoríı

2.4.1 Stabilita podle Ljapunovova

Uvažujme obecné řešeńı dynamického systému x(t). Trajektorie x(t) je stabilńı podle Lja-
punovova, viz [19], pokud řešeńı zač́ınaj́ıćı bĺızko trajektorie x(t) z̊ustává bĺızko i ve všech
budoućıch časech. Formálně řečeno: při zvoleném ε > 0 existuje δ = δ(ε) > 0 takové, že pro
libovolné řešeńı x(t) plat́ı:

|x(t0)− x(t0)| < δ =⇒ |x(t)− x(t)| < ε. (2.18)

Přehledné vysvětleńı nab́ıźı obrázek 2.3.

t

X
X( )

X( )
δ

ε

t
t

Obrázek 2.3: Trajektorie stabilńı podle Ljapunovova.

2.4.2 Asymptotická stabilita

Pokud je trajektorie x(t) stabilńı v Ljapunovově smyslu a zároveň pro libovolné řešeńı x(t)
existuje takové b > 0, pro které plat́ı:

|x(t0)− x(t0)| < b =⇒ lim
t→∞
|x(t)− x(t)| = 0, (2.19)

potom trajektorii nazýváme asymptoticky stabilńı, viz obrázek 2.4.

X( )

X( )

b

t

t

t

X

Obrázek 2.4: Asymptoticky stabilńı trajektorie.
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Požadavek na stabilitu podle Ljapunovova jako předpoklad pro asymptotickou stabilitu
může čtenáři připadat zbytečný. Může se zdát, že stabilita řešeńı vyplývá z tvrzeńı (2.19).
V obecném smyslu to ale neplat́ı. Jak ukazuj́ı fázové portréty na obrázku 2.5, řešeńı dy-
namického systému může opouštět libovolně malé okoĺı a zároveň se asymptoticky bĺıžit
kritickému bodu v čase t =∞.

a) b)

Obrázek 2.5: Fázové portréty trajektoríı, které jsou nestabilńı podle Ljapunovova, ale asymptoticky
se bĺıž́ı kritickému bodu.

2.4.3 Orbitálńı stabilita

Pro posouzeńı orbitálńı stability trajektorie nejprve definujme vzdálenost mezi bodem a množinou
(sadou) bod̊u ve fázovém prostoru. Necht’ S ∈ Rn je libovolná sada bod̊u a p ∈ Rn je libovolný bod
ve fázovém prostoru. Potom vzdálenost d mezi bodem p a sadou S je dána vztahem:

d(p, S) = inf
x∈S
|p− x| . (2.20)

Dále je zapotřeb́ı definovat pozitivńı orbitu procházej́ıćı bodem x0 v čase t ≥ t0:

O+(x0, t0) = {x ∈ Rn | x = x̄(t), t ≥ t0, x̄(t0) = x0} . (2.21)

Nyńı již můžeme vyslovit definici orbitálńı stability trajektorie: Jestliže pro dané ε > 0
a δ = δ(ε) > 0 splňuje libovolné řešeńı x(t) podmı́nku:

|x(t0)− x(t)| < δ, (2.22)

potom pro orbitálně stabilńı trajektorii plat́ı:

d(x(t), O+(x0, t0)) < ε, (2.23)

v každém čase t ≥ t0.
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2.4.4 Asymptotická orbitálńı stabilita

Je-li trajektorie x(t) orbitálně stabilńı a zároveň pro libovolné řešeńı x(t) existuje takové
b > 0, pro které plat́ı:

|x(t0)− x(t0)| < b =⇒ lim
t→∞

d(x(t), O+(x0, t0)) = 0, (2.24)

potom je trajektorie asymptoticky orbitálně stabilńı.

Sekce 2.4 ukazuje na nutnost pečlivě dodržovat terminologii, viz odstavec 2.2.1. Studium
mnohé literatury totiž znesnadňuj́ı odchylky v užit́ı pojmů trajektorie, integrálńı křivky a
orbity. Namı́sto orbitálně stabilńı trajektorie může být označována jako stabilńı orbita tra-
jektoríı vytvářená a podobně.

2.5 Linearizace řešeńı dynamického systému

Předchoźı sekce poskytla čtenáři přehled o možných typech stability trajektorie a jejich mate-
matické definici. Abychom byli schopni posoudit stabilitu trajektorie dynamického systému,
je zapotřeb́ı zmı́nit se o zp̊usobu, jak trajektorii zkonstruovat: tedy jak źıskat řešeńı dyna-
mického systému (2.3) v každém čase.

Uvažujme trajektorii x(t), viz [34]. Známe-li počátečńı podmı́nky x(t0) = x0, potom daľśı
bod trajektorie x(t) v čase t1 = t0 + h je dán vztahem:

x(t1) = x(t0) + y, (2.25)

kde y je vektor řešeńı - př́ır̊ustek souřadnic ve fázovém prostoru Rn. Po dosazeńı do rovnice
(2.3) a rozš́ı̌reńı źıskáváme:

ẋ = ẋ(t) + ẏ = F
(

x(t)
)

︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

+DF
(

x(t)
)
y +O

(
|y|2
)

︸ ︷︷ ︸
ẏ

, (2.26)

kde DF je derivace vektoru funkćı F. Obecně pro n-rozměrný fázový prostor:

DF =



∂F0
∂x0

∂F0
∂x1

· · · ∂F0
∂xn−1

∂F1
∂x0

∂F1
∂x1

· · · ∂F1
∂xn−1

...
...

. . .
...

∂Fn−1

∂x0

∂Fn−1

∂x1
· · · ∂Fn−1

∂xn−1

 (2.27)

Zaměřme se nyńı na druhou část výrazu (2.26). Ta popisuje vývoj orbity bĺızko trajektorie
x(t). Ponecháme-li stranou chybu O, můžeme očekávat, že na stabilitu řešeńı dynamického
systému kolem trajektorie x(t) bude ukazovat řešeńı soustavy lineárńıch rovnic:

ẏ = DF
(

x(t)
)
y. (2.28)

Pro stanoveńı stability trajektorie x(t) je třeba nejdř́ıve určit, zda řešeńı y = 0 sou-
stavy (2.28) je stabilńı. Toto může být podobně obt́ıžné, nebot’ analytické řešeńı soustavy
obyčejných diferenciálńıch rovnic neńı možné.
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Pokud ovšem budeme předpokládat, že x(t) je trajektorie rovnovážného řešeńı x(t) = x,
potom matice DF obsahuje konstanty, tedy DF(x(t)) = DF(x). Řešeńım soustavy rovnic
(2.28) je potom př́ımo výraz:

y = eDF(x)ty0. (2.29)

Řešeńı y(t) je tedy asymptoticky stabilńı, pokud všechna vlastńı č́ısla matice DF(x(t))
maj́ı zápornou reálnou složku. Asymptoticky stabilńı je potom i rovnovážné řešeńı dyna-
mického systému x = x.

V př́ıpadě, že všechna vlastńı č́ısla matice DF(x(t)) maj́ı nenulovou reálnou složku,
potom bod rovnovážného řešeńı x = x se nazývá hyperbolický pevný bod. Nejčastěǰśım typem
hyperbolického bodu je tzv. sedlový bod, viz obrázek 2.6. Specifickou vlastnost́ı sedlového
bodu jsou stabilńı a nestabilńı trajektorie směřuj́ıćı do nebo ze sedlového bodu ve směru
vlastńıch vektor̊u matice DF(x(t)).

a) b)

Obrázek 2.6: Hyperbolické pevné body.

Trajektorie zač́ınaj́ıćı nebo konč́ıćı v sedlovém bodě rozděluj́ı fázový prostor do dis-
junktńıch oblast́ı. Podle této separačńı funkce ve fázovém prostoru se popsané trajektorie
nazývaj́ı separatrix. Při studiu nelineárńıch dynamických systémů dále uvid́ıme, že rozhrańı
oblast́ı (separatrix) může mı́t obecně velmi složitou podobu.
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2.6 Ljapunovova teorie stability

Předpoklady pro posouzeńı stability trajektorie za pomoci linearizace zřejmě ukazuj́ı, že tento
př́ıstup obecně nevede k použitelným výsledk̊um. Ljapunovova2 teorie stability je značně
obsáhlou oblast́ı, viz např [1] nebo [4]. Dále se proto zaměř́ıme pouze na jej́ı nezbytně zúženou
část.

Ačkoli Ljapunov̊uv př́ıstup funguje obecně pro n až nekonečně rozměrný fázový prostor,
pro úvod do teorie pokračujme s rovinným fázovým prostorem R2.

Uvažujme soustavu rovnic:

ẋ0 = F0 (t, x0, x1) ,

ẋ1 = F1 (t, x0, x1) ,
(2.30)

a stabilńı kritický bod x(x0, x1) ∈ R2. Vycházejme z již vyslovených definic stability: mějme
libovolné okoĺı U bodu x, viz obrázek 2.7a, a sledujme, zda trajektorie zač́ınaj́ıćı v okoĺı U
z̊ustávaj́ı uvnitř okoĺı U ve všech budoućıch (kladných) časech. Je zřejmé, že trajektorie
z̊ustává uvnitř okoĺı U , pokud vektorové pole (2.30) směruje dovnitř okoĺı U a nebo je
alespoň ve směru tečny jeho hranice, jak ukazuje obrázek 2.7b.

a) b)

X

U

x1

x0

x1

x0

X

U

Obrázek 2.7: Okoĺı U kritického bodu x a směr vektorového pole na jeho hranici.

Nyńı definujme Ljapunovovu funkci V jako nástroj, který nám bude sloužit pro posu-
zováńı stability: Necht’ V je skalárńı funkce v prostoru R2 = {x0, x1} se spojitou prvńı deri-
vaćı (funkce tř́ıdy C1). Dále předpokládejme jej́ı hodnotu v kritickém bodě V (x0, x1) = 0.

Lze tedy právem očekávat, že kolem bodu x budeme schopni konstruovat izolinie spojuj́ıćı
mı́sta se stejnou hodnotou V (x0, x1) = C = konst. Potom zbývá zavést gradient ∇V jako
vektor kolmý k izolinii V = C ukazuj́ıćı ve směru nár̊ustu hodnot funkce V , viz obrázek 2.8:

∇V (x0, x1) = grad V (x0, x1) =

(
∂V

∂x0
,
∂V

∂x1

)
. (2.31)

2 Ruský matematik Alexandr Michailovič Ljapunov se zasloužil zejména o rozvoj teorie stability dyna-
mických systémů, teorie potenciálu a teorie pravděpodobnosti. Na Petrohradské univerzitě byl jeho učitelem
mimo jiné daľśı velký ruský matematik P.F. Čebyšev. Ljapunovovo jméno, azbukou Aleksandr Mihai-
loviq L�punov, bývá v závislosti na literatuře latinkou přepisováno jako Liapunov, Lyapunov nebo Liapu
noff, viz [1], [14] nebo [19].
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X

V=C

∇V
∇V

∇V

∇V

∇V ∇V

∇V

V(  )=0

Obrázek 2.8: Izolinie hodnot V=C a gradient ∇V.

Již bylo řečeno, že pro stabilitu trajektorie je zapotřeb́ı, aby vektorové pole směřovalo
dovnitř okoĺı U nebo bylo alespoň tečné k jeho hranici v posuzovaném bodě. Pro každou
izolinii V = C potom plat́ı:

∇V (x0, x1) · F(x0, x1) ≤ 0, (2.32)

tedy skalárńı součin vektor̊u gradientu ∇V a vektorového pole F, viz (2.30), je negativně de-
finitńı. Výraz (2.32) představuje derivaci Ljapunovovy funkce ve směru trajektorie systému.
V mnohé literatuře bývá označován také jako orbitálńı derivace, viz např́ıklad [34].

Nyńı je již vše připraveno pro vysloveńı Ljapunovova teorému stability: Necht’ je bod
x kritickým bodem řešeńı dynamického systému F. Dále budiž funkce V spojitou skalárńı
funkćı tř́ıdy C1 definovanou na okoĺı U bodu x. Za předpokladu, že plat́ı:

V (x) = 0 pro x = x,

V (x) > 0 pro x 6= x,

V̇ (x) ≤ 0 uvnitř U vyjma x,

(2.33)

je bod x stabilńı podle uvedených definic. Pokud nav́ıc plat́ı:

V̇ (x) < 0 uvnitř U vyjma x, (2.34)

potom je bod x asymptoticky stabilńı.
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2.7 Deterministický chaos

Stav deterministického systému v každém čase je podle definice závislý pouze na počátečńıch
podmı́nkách. Potom, pokud by tři krát tři bylo skutečně vždy neomylně devět, jak uvažoval
Leibniz, deterministický systém se nemůže chovat nepředv́ıdatelně, chaoticky.

Deterministický systém skutečně funguje na základě neomylně předepsaných pravidel,
např́ıklad pohybových rovnic. Pojem chaotického chováńı deterministického systému znač́ı,
že předpověd’ stavu systému je velmi citlivá na malé změny v počátečńıch podmı́nkách.
Původcem nepředv́ıdatelného chováńı jsou zde nejistoty ve vyč́ısleńı hodnot stavových pro-
měnných, viz např́ıklad [28].

Důvod složitého chováńı reálného dynamického systému nemuśı být v̊ubec zřejmý. Ne-
předv́ıdatelné chováńı nemuśı zp̊usobovat pouze citlivost systému, ale např́ıklad stochastický
aspekt problému. Lze si představit veličiny stavových proměnných deterministického modelu
popsané pravděpodobnostně. V krajńım př́ıpadě je rovněž možné uvažovat plně stochastický
model, jehož vstupem i výstupem je vektor hustot pravděpodobnost́ı stavových proměnných.

Z̊ustaňme u deterministicky popsaných model̊u. Existence chaotického chováńı je zde
podmı́něna jen skromnými požadavky:

• alespoň tři nezávislé stavové proměnné (trojrozměrný fázový prostor),

• dostatečně silná nelineárńı složka v definici systému.

Zároveň stoj́ı za zmı́nku, že vyšš́ı počet stavových proměnných obecně nemuśı znamenat
složitěǰśı chováńı systému, viz [2].

Citlivost vývoje stavu systému na počátečńıch podmı́nkách je typickou vlastnost́ı chaosu.
Lze ř́ıci, že dvě trajektorie, které jsou na počátku libovolně bĺızko, se vzájemně vzdaluj́ı
s exponenciálńı závislost́ı na čase. Jejich vzájemná vzdálenost δx(t) velmi rychle dosahuje
maximálńıho rozměru dostupné podmnožiny fázového prostoru.

Pro představu uvažujme libovolně malou n-rozměrnou kouli počátečńıch podmı́nek ve
fázovém prostoru, viz [30]. V př́ıpadě chaotického systému tato koule v čase bez omezeńı
roste a v nekonečném čase vyplńı celý objem konečné podmnožiny fázového prostoru. Tuto
vlastnost lze vyjádřit jako:

δx(t) ≈ eλt δx(0), (2.35)

kde λ je mı́ra vzájemného vzdalováńı trajektoríı označovaná jako Ljapunov̊uv exponent.
Pro libovolně malou (konečnou) počátečńı odchylku |δx(0)| lze definovat Ljapunov̊uv čas
TLyap jako ukazatel citlivosti systému:

TLyap ≈ −
1

λ
ln

∣∣∣∣δx(0)

L

∣∣∣∣ , (2.36)

kde L je maximálńı rozměr fázového prostoru. Ljapunov̊uv čas je tedy čas, za který veli-
kost koule, na počátku srovnatelná s odchylkou pozorováńı, naroste do velikosti srovnatelné
s rozměrem fázového prostoru.

Kladná hodnota Ljapunovova exponentu sama o sobě nevede ke vzniku chaosu - trajekto-
rie se od sebe pouze vzdaluj́ı. Důležitou potřebnou vlastnost́ı je tzv. chaotické mı́cháńı (cha-
otic mixing). Vývoj trajektoríı je totiž omezen konečným rozměrem podmnožiny fázového
prostoru. Proto se trajektorie muśı k sobě znovu přibližovat a opět se od sebe vzdalovat
v jedinečném smyslu.
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Jistě je na mı́stě se ptát, kdy je vliv chaotického chováńı systému významný a kdy nikoliv.
Planety slunečńı soustavy se pohybuj́ı chaoticky, jak ukázal Poincaré. Přesto se nám dař́ı
velmi přesně předv́ıdat jejich pohyb dlouho (v lidském měř́ıtku) do budoucnosti.

Zjednodušeně lze ř́ıci, že pokud je Ljapunov̊uv čas kratš́ı než doba našeho pozorováńı,
bylo by chybou chaos nestudovat. Proto teorie chaosu nalézá dobré uplatněńı v mechanice
klasické i kvantové, chemii a biologii.
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Kapitola 3

Metody numerického řešeńı

Pro řešeńı disipativńıch dynamických systémů1 běžně postačuj́ı tzv. explicitńı numerické
metody, viz [24]. Výpočet pomoćı explicitńıch metod je obecně jednodušš́ı než u implicitńıch,
nicméně stabilita řešeńı je nižš́ı.

Řešeńı se provád́ı numerickou integraćı a výsledná trajektorie vzniká v uvedených př́ıpa-
dech aproximaćı polynomem stupně k. Konzervativńı2 systémy zpravidla vyžaduj́ı robustněǰśı
numerické metody kv̊uli náročnosti na numerickou stabilitu řešeńı.

3.1 Jednokrokové metody

3.1.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodušš́ı explicitńı metodou pro řešeńı obyčejných diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu. Eulerova metoda je jednokroková3 a jednobodová4 numerická metoda.

Uvažujme diferenciálńı rovnici ve tvaru:

dx

dt
= F(t,x(t)). (3.1)

Předpis Eulerovy metody je potom:

x(t+ h) = x(t) + hF(t, x(t)), (3.2)

kde h je krok numerické metody a F(t, x(t)) je směrnice aproximačńı př́ımky v bodě x(t).
Směrnici F(t, x(t)) lze obdržet jako numerickou prvńı derivaci. Přibližně potom plat́ı:

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
. (3.3)

Po úpravě lze tedy psát:

f(x+ h) ≈ f(x) + h f ′(x). (3.4)

1 U disipativńıho mechanického systému se celková energie systému nezachovává. Disipace energie může
být zp̊usobena např́ıklad tlumeńım systému.

2 V konzervativńıch mechanických systémech z̊ustává celková energie systému konstantńı.
3 Pro řešeńı k-krokové numerické metody je zapotřeb́ı znát k předchoźıch stav̊u - krok̊u.
4 Při řešeńı pomoćı l-bodové numerické metody je potřeba spoč́ıtat l hodnot funkce F (t, x(t)).
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Pro řešeńı dynamického systému s n stavovými proměnnými nabývá předpis Eulerovy
metody tvaru:

xi(t+ h) = xi(t) + hFi(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)). (3.5)

Eulerova metoda neńı obecně spolehlivě použitelná. Źıskaný následuj́ıćı stav systému
odpov́ıdá skutečnosti pouze při konstantńı rychlosti systému. Při nenulovém zrychleńı se
nový stav systému nutně nacháźı na jiné bĺızké trajektorii, viz obrázek 3.1.

h h

xi

xi+1

xi+2

x (t)a

x (t)b

x (t)c

Obrázek 3.1: Odchylováńı od skutečné trajektorie při použit́ı Eulerovy metody.

Chyba Eulerovy metody je řádu O(h2). Jedná se tedy o metodu prvńıho řádu5 s chybou
odhadu nového stavu |εi| < Ch2, kde C je konstanta.

3.1.2 Semi-implicitńı Eulerova metoda

Mnohem stabilněǰśıho řešeńı při použit́ı Eulerovy metody lze dosáhnout jednodouchou úpra-
vou vycházej́ıćı z vlastnost́ı dynamických systémů. Dynamické systémy popisuj́ıćı chováńı
mechanických konstrukćı maj́ı p̊uvod v diferenciálńıch rovnićıch druhého řádu a pomoćı jed-
noduchých substitućı se upravuj́ı na diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.

Např́ıklad diferenciálńı rovnici ve tvaru:

m
d2x

dt2
+ c

dx

dt
+ k x = 0, (3.6)

lze substitućı

v =
dx

dt
, (3.7)

upravit na soustavu

dv

t
= − c

m
v− k

m
x,

dx

dt
= v.

(3.8)

5 Metoda s chybou O(hp) se nazývá metodou řádu p− 1.
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Při řešeńı Eulerovou metodou, viz (3.2), dostáváme diferenčńı vztahy:

v(t+ h) = v(t)− h (
c

m
v(t) +

k

m
x(t)),

x(t+ h) = x(t) + hv(t).
(3.9)

Pokud nejdř́ıve vyřeš́ıme hodnotu stavové proměnné v v čase t + h, lze předpis (3.9)
upravit na:

v(t+ h) = v(t)− h (
c

m
v(t) +

k

m
x(t)),

x(t+ h) = x(t) + hv(t+ h).
(3.10)

Popsaná úprava Eulerovy metody tedy spoč́ıvá v použit́ı nově vypočtené rychlosti v pro
výpočet nového posunut́ı x. Stejné stability výpočtu dosáhneme opačnou úpravou, totiž
užit́ım nově vypočteného posunut́ı pro výpočet nové rychlosti.

3.1.3 Metoda Runge-Kutta

Metoda Runge-Kutta je jednokroková a čtyřbodová numerická metoda. Pro výpočet je tedy
zapotřeb́ı znát jeden předchoźı stav a hodnoty funkce F(t, x(t)) ve čtyřech bodech. Pr̊uběh
funkce je aproximován polynomem čtvrtého stupně. Předpis metody Runge-Kutta
je následuj́ıćı:

k1 = F
(
t, x(t)

)
,

k2 = F

(
t+

h

2
, x(t) + k1

h

2

)
,

k3 = F

(
t+

h

2
, x(t) + k2

h

2

)
,

k4 = F
(
t+ h, x(t) + k3 h

)
,

x(t+ h) = x(t) +
h

6

(
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

)
.

(3.11)

Chyba metody Runge-Kutta je řádu O(h5). Pro řešeńı soustav rovnic dynamického
systému s n stavovými proměnnými lze předpis zobecnit:

k1i = Fi

(
t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

)
k2i = Fi

(
t+

h

2
, x1(t) + k11

h

2
, x2(t) + k12

h

2
, . . . , xn(t) + k1n

h

2

)
k2i = Fi

(
t+

h

2
, x1(t) + k21

h

2
, x2(t) + k22

h

2
, . . . , xn(t) + k2n

h

2

)
k4i = Fi

(
t+ h, x1(t) + k31 h, x2(t) + k32 h, . . . , xn(t) + k3n h

)
xi(t+ h) = x(t) +

h

6

(
k1i + 2k2i + 2k3i + k4i

)
, i = 1, 2, . . . , n.

(3.12)
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3.2 Vı́cekrokové metody

Při řešeńı pomoćı v́ıcekrokové (k-krokové) metody potřebujeme k vypočteńı následuj́ıćıho
stavu znát k předchoźıch stav̊u systému.

Je zřejmé, že nutnost udržovat v paměti hodnoty stavových proměnných k předchoźıch
stav̊u navýš́ı pamět’ovou náročnost výpočtu. V praxi tato skutečnost ovšem nemuśı mı́t
zásadńı význam. Zvlášt’ v porovnáńı s programátorovými rezervami v implementaci modelu.
Samotná výpočetńı složitost obecně neroste s počtem krok̊u.

V obecném př́ıpadě lineárńı k−krokové metody plat́ı předpis pro nový stav:

xn+1 = a0xn + a1xn−1 + . . .+ akxn−k+1 + h(b0Fn+1 + b1Fn + . . .+ bkFn−k+1), (3.13)

kde ai a bi jsou vhodné konstanty. Pokud je konstanta b0 nenulová, potom pro výpočet nového
stavu potřebujeme neznámou hodnotu Fn+1 = F(tx+1, xn+1). Úlohu proto muśıme řešit
iteraćı. Taková metoda se nazývá implicitńı a jej́ı výpočetńı složitost záviśı na konvergenci
iteračńı metody.

Pokud je konstanta b0 rovna nule, metoda se nazývá explicitńı. Pro jej́ı řešeńı postač́ı
znalost k předchoźıch stav̊u systému. Výpočet je jednodušš́ı, avšak oblast stability řešeńı je
menš́ı. Výpočet spoč́ıvá v nahrazeńı předpokládané trajektorie polynomem stupně k.

3.2.1 Adamsovy metody

Zástupcem explicitńıch v́ıcekrokových metod je Adams-Bashforthova metoda s předpisem:

xn+1 = xn + h(b1Fn + b2Fn−1 + . . .+ bkFn−k+1), (3.14)

kde koeficienty bi záviśı na počtu krok̊u a jsou tabelovány, viz [24]. Je zřejmé, že pokud pro
výpočet pomoćı k−krokové metody je zapotřeb́ı znalost k předchoźıch stav̊u systému, nelze
samotnou simulaci zahájit př́ımo v́ıcekrokovou metodou. Potřebné úvodńı kroky źıskáme
použit́ım některé z jednokrokových6 metod.

Polynom k nahrazeńı trajektorie použ́ıvá i zástupce iteračńıch v́ıcekrokových metod,
tzv. Adams-Moultonova metoda. V jej́ım předpisu:

xn+1 = xn + h(b0Fn+1 + b1Fn + b2Fn−1 + . . .+ bkFn−k+1), (3.15)

figuruje neznámý stav Fn+1. Pro k krok̊u je metoda řádu k + 1. Koeficienty bi jsou rovněž
tabelovány. Již bylo zmı́něno, že přednost́ı takové implicitńı metody je vyšš́ı stabilita řešeńı,
ovšem za cenu iterace ke stavu Fn+1.

3.3 Adaptivńı metody

S přihlédnut́ım k povaze konkrétńı úlohy lze zvýšit efektivitu řešeńı, budeme-li se snažit ma-
ximalizovat krok h časové diskretizace při současném sledováńı relativńı chyby. Pro adaptivńı
metodu proto zřejmě neńı vstupem hodnota kroku h, nýbrž maximálńı přijatelná relativńı
chyba εmax.

Výpočet proto prob́ıhá nezávisle s užit́ım v́ıce časových krok̊u a obdržené relativńı chyby
jsou porovnány s hodnotou εmax za účelem zvoleńı optimálńıho kroku.

Lze si představit, že nutný benefit, který použit́ım adaptivńı metody muśıme źıskat,
abychom vykoupili jej́ı náročnost, obecně nelze zaručit.

6Jednokrokové metody se proto nazývaj́ı také samostartovaćı.
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Kapitola 4

Dynamická odezva systému

Dynamické chováńı mechanických konstrukćı je podmı́něno několika základńımi požadavky.
V prvé řadě muśı model obsahovat hmotný člen se setrvačnými vlastnostmi, kterému neńı
okrajovými podmı́nkami zamezen pohyb. Takový prvek slouž́ı v systému jako nositel kinetické
energie.

Běžnou součást́ı mechanických systémů jsou členy schopné deformace− translačńı, rotačńı
či smykové pružiny. Tyto funguj́ı v modelu jako nositele potenciálńı energie deformace. Aku-
mulace energie závislé na poloze může být také např́ıklad d̊usledkem p̊usobeńı gravitačńıho
zrychleńı.

Při mechanické přeměně mezi potenciálńı a kinetickou energíı často docháźı k tzv. vratné-
mu pohybu, kmitáńı − nejčastěǰśı formě pohybu mechanických konstrukćı. Potřebná energie
může být v soustavě př́ıtomna bud’ na základě počátečńı deformace nebo počátečńı rychlosti,
anebo ji může dodávat vněǰśı zat́ıžeńı v čase.

4.1 Tlumeńı

Při modelováńı reálných konstrukćı je zapotřeb́ı vystihnout jev útlumu - disipace energie
z modelu do jeho okoĺı. Př́ıčiny útlumu, viz [5], jsou předevš́ım:

• materiálové tlumeńı − přeměna kinetické energie konstrukce na teplo, přesněji na ki-
netickou energii částic materiálu,

• tlumeńı odporem prostřed́ı − přeměna kinetické energie konstrukce na kinetickou ener-
gii částic okolńıho prostřed́ı.

Souhrnný vliv útlumu konstrukce je zřejmě nelineárńı. Pro vystižeńı tlumeńı mecha-
nických konstrukćı se běžně použ́ıvá kombinace forem matematického útlumu:

C = C0 + C1 + C2 + . . . , (4.1)

kde C je výsledná tlumı́ćı śıla, C0 je konstantńı složka tlumı́ćı śıly a následuj́ıćı složky Ci jsou
složky tlumeńı závislého na rychlosti posunu. Běžně použ́ıvané složky útlumu budou popsány
dále.
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Konstantńı útlum

Vliv suchého (Coulombova) třeńı přitlačovaných povrch̊u lze vystihnout konstantńım od-
porem proti směru posunu. Předpis pro konstantńı útlum je jednoduše:

C0 = µFs pro v > 0,

C0 = −µFs pro v < 0,
(4.2)

kde µ je koeficient suchého třeńı a Fs je vzájemná př́ıtlačná śıla povrch̊u.

Útlum lineárně závislý na rychlosti

Lineárńı závislost tlumeńı na rychlosti posunu dobře vystihuje vliv pružného přetvořeńı
materiálu nebo odpor okolńıho prostřed́ı při malých rychlostech.

Předpis lineárńıho útlumu je zřejmě:

C1 = c1 v, (4.3)

kde c1 je koeficient lineárńıho útlumu a v je rychlost posunu.

Útlum závislý na mocnině rychlosti

Tlumeńı závislé na vyšš́ıch mocninách rychlosti je nejčastěji už́ıváno ve snaze vystihnout
odpor okolńıho prostřed́ı při vyšš́ıch a vysokých rychlostech.

S předpisem:

C2 = c2 v
2, (4.4)

kde c2 je koeficient kvadratického útlumu a v je rychlost posunu.

Vhodné kombinace forem matematického útlumu slouž́ı v př́ıpadě model̊u mechanických
konstrukćı dostatečně výztižně. V př́ıpadě model̊u stavebně mechanických konstrukćı je nejčastěji
použ́ıvána složka útlumu lineárně závislého na rychlosti posunut́ı.
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4.2 Dynamické zat́ıžeńı

Vněǰśı dynamické zat́ıžeńı neustále přivád́ı do konstrukce energii v r̊uzných podobách. Pr̊uběh
proměnlivého zat́ıžeńı může být zcela obecný, stejně jako vynucená odezva konstrukce:

• obecné zat́ıžeńı (také aperiodické) se měńı v čase zcela neomezeně. Jako celek neńı
zjevnou periodickou funkćı času, viz obrázek 4.1.

t

F

Obrázek 4.1: Pr̊uběh obecného buzeńı.

• periodické zat́ıžeńı je zat́ıžeńı, které se s určitou periodou neustále opakuje v čase, viz
obrázek 4.2.

t

F

Obrázek 4.2: Pr̊uběh periodického buzeńı.

• harmonické zat́ıžeńı je podmnožinou periodického zat́ıžeńı, jenž je zřejmě harmonickou
funkćı času, viz obrázek 4.3.

t

F

Obrázek 4.3: Pr̊uběh harmonického buzeńı.
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4.3 Dynamická odezva konstrukce

4.3.1 Volné kmitáńı

Pokud neńı konstrukce vystavena vněǰśımu buzeńı, avšak se nenacháźı v klidovém stavu,
docháźı k jej́ımu volnému kmitáńı. Vlastńı frekvence a vlastńı tvary při volném kmitáńı jsou
základńı ukazatele tuhostńıch a hmotnostńıch vlastnost́ı konstrukce.

4.3.2 Rezonance

Rezonance je dynamický jev, který nastává v př́ıpadě souladu (i přibližného) některé z vlastńıch
frekvenćı s frekvenćı vněǰśıho periodického zat́ıžeńı. Z fyzikálńıho pohledu se jedná o hromaděńı
energie v systému.

V př́ıpadě lineárně se chovaj́ıćıho systému s jedinou výraznou vlastńı frekvenćı lze zobrazit
amplitudu ustáleného chováńı v závislosti na frekvenci bud́ıćı śıly, viz obrázek 4.4.

f [Hz]

A
u
st

[−
]

Obrázek 4.4: Amplituda ustáleného kmitáńı v závislosti na frekvenci buzeńı.

Budeme-li uvažovat harmonickou bud́ıćı śılu s konstantńı amplitudou a frekvenćı bĺızkou
vlastńı frekvenci konstrukce, potom výchylka kmitáńı konstrukce bude lineárně r̊ust nade
všechny meze, viz obrázek 4.5. V př́ıpadě reálné konstrukce až do meze únosnosti.

Běžnou snahou praktického navrhováńı konstrukćı je proto oddálit vlastńı frekvence kon-
strukce a frekvence předpokládaného vněǰśıho buzeńı. Podobně je třeba vyšetřit interference
vlastńıch frekvenćı v r̊uzném namáháńı, např́ıklad v ohybu a krouceńı.

4.3.3 Odezva na dynamické zat́ıžeńı

Pouze v př́ıpadě lineárně se chovaj́ıćıch konstrukćı lze s jistotou usuzovat, že povaha dyna-
mické odezvy bude př́ımo odpov́ıdat povaze dynamického zat́ıžeńı. U nelineárńıch systémů
neńı odezva př́ımo svázána s typem buzeńı.

Nelinearita může zp̊usobovat odezvu složitěǰśı než charakter zat́ıžeńı, např́ıklad peri-
odické kmitáńı konstrukce vynucené harmonickým zat́ıžeńım. Naopak, konstrukce buzená
obecnou zatěžovaćı funkćı se může ustálit v periodickém pohybu. Takový jev se nazývá sa-
moorganizace.
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t [s]
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Obrázek 4.5: Nár̊ust amplitudy kmitáńı při rezonanci.

4.3.4 Vývoj dynamické odezvy v čase

Kvality odezvy dynamicky zat́ıžené konstrukce se obecně měńı v čase. Lze předložit jejich
volné rozděleńı, viz [5]:

• přechodová oblast nevykazuje zjevné známky předv́ıdatelnosti. Kmitáńı má velmi (př́ılǐs)
složitý pr̊uběh. Přechodová oblast může trvat libovolně dlouho, z čehož je zřejmé, že
jde o velmi vágńı pojem určený předevš́ım pro zakryt́ı naš́ı neznalosti,

• ustalováńı pohybu je jev kvalitativně podobný s ustáleným pohybem. Jeho sledováńım
lze ukázat postupné přibližováńı k ustálenému stavu,

• ustálený pohyb je potom idealizovaný stav s periodicky se opakuj́ıćımi kvalitativńı
i kvantitativńı složkou.

Nast́ıněný pr̊uběh odezvy konstrukce lze připodobnit k hledáńı lokálńıho minima ve
členitém prostoru. Je zřejmé, že složitost takového problému je mimo rozsah lidského smys-
lového vńımáńı. Celý systém je nav́ıc neustále excitován vněǰśım zat́ıžeńım.

V mnoha př́ıpadech, jak bude ukázáno, je proto obt́ıžné mluvit o ustálené nebo ustaluj́ıćı
se odezvě. Zp̊usoby zkoumáńı nelineárńıch projev̊u konstrukćı předkládá následuj́ıćı kapitola.
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Kapitola 5

Nelineárńı jevy a jejich sledováńı

Dynamické modely mechanických systémů se obecně mohou skládat z mnoha stupň̊u volnosti.
Je tedy zřejmé, že fázový prostor bude zpravidla nabývat dimenze vyšš́ı, než lze lidskými
smysly vńımat.

Esence vyšetřováńı takových v́ıcerozměrných problémů v podstatě vždy spoč́ıvá ve sńıžeńı
počtu dimenźı pomoćı projekce do prostoru nižš́ı dimenze. Sńıžeńı dimenze problému ovšem
obecně přináš́ı zkresleńı skutečného vývoje systému. Při projekci trajektoríı do prostor̊u nižš́ı
dimenze se tyto nutně zač́ınaj́ı prot́ınat. Trajektorii již nelze zpětně sledovat do minulosti,
nebot’ obecně neńı možné rozlǐsit dvě kř́ıž́ıćı se trajektorie1, viz např́ıklad [23].

5.1 Limitńı množiny

Při studiu chováńı nelineárńıch systémů lze pozorovat ustalováńı odezvy systému, viz odsta-
vec 4.3.4. Charakter ustáleného stavu může být obecně velmi složitý. Při definićıch limitńıch
(též atrakčńıch nebo přitahuj́ıćıch) množin ve fázovém prostoru užijeme teoretický základ
uvedený v kapitole 2.

5.1.1 Limitńı body

Limitńım bodem y k bodu x ve fázovém prostoru Rn rozumı́me bod, k němuž se asymptoticky
bĺıž́ı trajektorie x(t) procházej́ıćı bodem x, viz [34]. Lze definovat dva druhy limitńıho bodu:

• ω-limitńı bod přitahuje trajektorii v čase +∞, tedy:

lim
t→∞

Φt(x) = y, (5.1)

• α-limitńı bod přitahuje trajektorii v čase −∞, tedy:

lim
t→−∞

Φt(x) = y. (5.2)

1 Pouze v jednoduchých př́ıpadech lze z požadavk̊u na spojitost všech derivaćı odhadnout, která trajektorie
vstoupila a vystoupila z pr̊useč́ıku stav̊u.
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5.1.2 Limitńı cykly

Limitńım cyklem je podle definic 2.2.1 orbita, uzavřená trajektorie ve fázovém prostoru.
Limitńı orbity jsou obecně dvoj́ıho druhu:

• periodická orbita je stabilńım (podle definic 2.4.3 a 2.4.4) cyklem opakuj́ıćım se
s konečnou periodou,

• kvaziperiodická orbita je stabilńı cyklus s nekonečnou periodou. Tvoř́ı rozhrańı mezi
periodickou orbitou a chaotickým atraktorem.

5.1.3 Chaotické atraktory

Chaotický (také podivný) atraktor je nejsložitěǰśı limitńı množinou. Je charakteristický ne-
stabilńım chováńım trajektoríı, viz sekce 2.6 a 2.7. Typicky se jedná o nekompaktńı oblast
ve fázovém prostoru s fraktálńımi kvalitami, viz následuj́ıćı kapitoly.

5.2 Bazény přitažlivosti

Z předchoźı sekce lze vyvodit, že pro každý bod ve fázovém prostoru, j́ımž procháźı trajek-
torie, lze určit odpov́ıdaj́ıćı limitńı stav. Můžeme tak identifikovat oblasti ve fázovém pro-
storu, které přitahuje právě zkoumaná limitńı množina. Takové oblasti se nazývaj́ı bazény
přitažlivosti (basins of attraction) dané limitńı množiny. Rozhrańı mezi bazény přitažlivosti
jednotlivých limitńıch množin může mı́t fraktálńı kvality. Určeńı limitńı množiny na rozhrańı
bazén̊u tak bývá nejednoznačné.

Na obrázćıch 5.2 a a 5.1 jsou ukázány bazény přitažlivosti jednoduchého rotátoru, viz ka-
pitola 7. Zobrazeńı bazén̊u přitažlivosti je zde provedeno v dvourozměrném prostoru počáteč-
ńıch podmı́nek: úhlové rychlosti kyvadla ω0 a úhlu ϕ. Pro každou kombinaci počátečńıch
podmı́nek je proveden výpočet a zaznamenána maximálńı úhlová rychlost ω v konečné
fázi simulace. Hodnota úhlové rychlosti je vyjádřena barvou pixelu pro danou kombinaci
počátečńıch podmı́nek.

Na základě předpoklad̊u źıskaných např́ıklad studiem bifurkačńıho diagramu, viz sekce
5.4, lze usuzovat, že zde se systém může ustálit právě ve třech limitńıch cyklech.

Z výše uvedeného vyplývá, že při zobrazováńı mnoharozměrného problému do nižš́ı di-
menze se běžně dopoušt́ıme zkreslováńı skutečnosti. Proto by toto poč́ınáńı mělo být založeno
na rozumných předpokladech, aby výsledná projekce měla smysl a fyzikálńı od̊uvodněńı. Při
porovnáńı obrázk̊u 5.2 a 5.1 lze nav́ıc konstatovat, že nav́ıc může záležet na rozlǐseńı zobra-
zeńı - at’ už jemnosti rastru nebo pestrosti barevné složky.
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Obrázek 5.1: Bazény přitažlivosti jednoduchého rotátoru v monochromatické barevné škále.
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Obrázek 5.2: Bazény přitažlivosti jednoduchého rotátoru v trilineárńı barevné škále.
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5.3 Poincarého mapa

Již v úvodu kapitoly bylo naznačeno, že při studiu dynamického systému s v́ıce stavovými
proměnnými již dimenze fázového prostoru převyšuje možnosti lidského vńımáńı.

Poincarého mapa vzniká řezem fázového prostoru vhodně zvolenou nadplochou, kde jedna
nebo v́ıce stavových proměnných má konstantńı hodnotu, viz obrázek 5.3. Konstrukćı Po-
incarého mapy vzniká nejčastěji rovinné zobrazeńı, které umožňuje využ́ıvat nástroje pro
studium linearizovaných systémů v rovině, viz kapitola 2. Jedná se tedy o významný zp̊usob
zobrazeńı a jeden ze základńıch nástroj̊u pro studium chováńı dynamických systémů, viz [5],
[24], [14] a daľśı.

X( )t

Σ

Obrázek 5.3: Idealizace konstrukce Poincarého mapy.

Při každém pr̊uniku trajektorie s řeznou rovinou vzniká na plošné Poincarého mapě bod,
označme jej xi, který jednoznačně určuje pozici daľśıho pr̊useč́ıku xi+1 trajektorie s řeznou
rovinou. Poincarého mapa se proto nazývá také mapou prvńıho návratu.

5.3.1 Volba řezných rovin

Při konstrukci mapy Poincarého je vhodná volba řezné roviny zásadńım problémem. Již
z jednoduchého obrázku 5.3 je zřejmé, že výsledné zobrazeńı se může pro jednotlivé polohy
řezné roviny fatálně lǐsit. Umı́stěńı řezné roviny by mělo mı́t ideálně fyzikálńı od̊uvodněńı,
avšak při zachováńı žádané přehlednosti.

Pozice řezné roviny, navzdory neomezenému počtu variant, se často voĺı se zaměřeńım na:

• geometrický význam − konstantńı hodnoty stavových proměnných posunut́ı a po-
otočeńı nebo na jejich rychlostech závislých integrálńıch veličin,

• dynamický význam − konstantńı hodnoty stavových proměnných nebo jiných veličin
derivovaných podle času,

• stroboskopický význam − prováděńı řezu fázového prostoru ve zvolených časových
intervalech. Tato volba je užitečná pokud se některá ze stavových proměnných vyv́ıj́ı
periodicky v čase. Např́ıklad při harmonickém buzeńı konstrukce.
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Nelineárńı jevy a jejich sledováńı

5.3.2 Projevy limitńıho chováńı v Poincarého mapě

Ukažme nyńı názorně, jak lze Poincarého mapu použ́ıt pro diagnostiku ustáleného chováńı
systému. Jako př́ıklad poslouž́ı model jednoduchého rotátoru, viz sekce 7. Odvozeńı mate-
matického modelu je též uvedeno v př́ıslušné sekci.

Bezprostředně je třeba poznamenat, že fázový prostor modelu obsahuje tři proměnné:
úhel natočeńı rotátoru ϕ od svislé osy, úhlovou rychlost rotátoru ω a harmonickou bud́ıćı śılu
f(t) = Acos(Ωt). Vzhledem k matematické formulaci modelu dodejme, že obsah fázového
prostoru se zřejmě opakuje v rozmeźı od −π do π.

Jednoduchý limitńı cyklus

Obrázek 5.3 již předznamenal, že limitńı cyklus prot́ıná řeznou rovinu v konečném počtu
bod̊u. Na obrázku 5.4 je zobrazena Poincarého mapa pro jednoduchý limitńı cyklus.
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Obrázek 5.4: Poincarého mapa jednoduchého limitńıho cyklu.

Systém se rovněž může ustálit v kvaziperiodické limitńı množině. Cyklus má potom ne-
konečně dlouhou periodu a na Poincarého mapě vytvář́ı ideálně kompaktńı množinu bod̊u,
viz obrázek 5.5.
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Obrázek 5.5: Poincarého mapa jednoduchého limitńıho cyklu vyplňuj́ıćıho kompaktńı oblast.
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Vı́cečetný limitńı cyklus

Uzavřený limitńı cyklus může rovněž prot́ınat řeznou rovinu ve v́ıce oblastech či bodech.
Na obrázku 7.4 je zobrazena Poincarého mapa ztrojeného kvaziperiodického limitńıho cyklu.
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Obrázek 5.6: Poincarého mapa ztrojeného limitńıho cyklu vyplňuj́ıćıho kompaktńı oblasti.

Chaotický atraktor

Chaoticky se vyv́ıjej́ıćı trajektorie neprot́ıná řeznou rovinu v jediném bodě, ani nevytvář́ı
kompaktńı oblasti. Jako výsledek chaotického chováńı na Poincarého mapě vzniká řez cha-
otickým atraktorem. Nelze ř́ıci, že se jedná o spojitou oblast. Kv̊uli chybě použité nume-
rické metody a chybě zaokrouhlováńı řešeńı neustále přeskakuje mezi bĺızkými trajektoriemi.
Z definic nestabilńıho chováńı nav́ıc v́ıme, že dvě nestabilńı trajektorie se od sebe velmi rychle
vzdaluj́ı.

Chaotický atraktor je při makroskopickém pohledu svoji hranićı zřejmě omezen, při
zvětšeńı má hranice ovšem zřetelně difuzńı charakter. Množina chaotického atraktoru má
složitou vrstevnatou strukturu. Trajektorie se totiž skutečně nemohou prot́ınat a nejsou
periodické.
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Obrázek 5.7: Poincarého mapa chaotického atraktoru.
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5.3.3 Poznámky k Poincarého mapám

Konstrukce Poincarého mapy je proces velmi náročný na výpočetńı dobu. Uvažme, že nume-
rické řešeńı systému je třeba provádět s vysokou přesnost́ı, tedy s malým časovým krokem
a robustńı metodou řešeńı.

Nejzásadněǰśı vliv na časovou náročnost výpočtu má ovšem ńızká efektivita vytvářeńı
Poincarého mapy. Předpokládejme, že konkrétńım př́ıpadě trajektorie prot́ıná řeznou rovinu
vždy když harmonická funkce bud́ıćı śıly překračuje nulovou hodnotu s kladnou prvńı deri-
vaćı. Potom z časového úseku ∆t = 2π/Ω využijeme do Poincarého mapy pouze jediný bod.
Pro vyniknut́ı chaotických atraktor̊u jsou nicméně zapotřeb́ı počty bod̊u v řádu 106 a v́ıce.

Vytvořeńı vypov́ıdaj́ıćı Poincarého mapy ustáleného chováńı zřejmě naráž́ı na nutnost
určit, kdy systém považovat za ustálený. Zejména při konstrukci bifurkačńıch diagramů,
viz sekce 5.4, je nezbytné studovat závislost podoby Poincarého map na době poskytnuté pro
ustáleńı, viz obrázky 5.8 a 5.9. Uvědomme si, že při pr̊umětu Poincarého mapy do osy ω se
může neustálený jednoduchý limitńı cyklus jevit jako chaotické chováńı.
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Obrázek 5.8: Poincarého mapa zaznamenaná po ustáleńı systému.
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Obrázek 5.9: Poincarého mapa zaznamenaná včetně ustalováńı systému.
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5.4 Bifurkačńı diagram

Zobrazeńı v mapě Poincarého je silným nástrojem pro diagnostiku limitńıch stav̊u při daných
hodnotách ř́ıd́ıćıch parametr̊u systému. Bifurkačńı diagram je navazuj́ıćı zobrazeńı, jenž
slouž́ı ke studiu vývoje limitńıch stav̊u systému při změně jednoho nebo v́ıce ř́ıd́ıćıh pa-
rametr̊u.

Při konstrukci bifurkačńıho diagramu vytvář́ıme Poincarého mapu pro každou hodnotu
měńıćıho se ř́ıd́ıćıho parametru. V źıskané Poincarého mapě provedeme pr̊umět bod̊u na
jednu z os, např́ıklad na svislou osu úhlové rychlosti ω, viz př́ıklad v sekci 5.3. Samotný
bifurkačńı diagram vzniká postupným řazeńım takových pr̊umět̊u Poincarého map za sebe
ve směru nár̊ustu amplitudy bud́ıćı śıly.

Dá se očekávat, že jednoduchý limitńı cyklus se v bifurkačńım diagramu zobraźı jako
jediný bod, zdvojený cyklus jako dva body, chaotické chováńı jako nespojitá množina bod̊u
a podobně.

Vytvořeńı vypov́ıdaj́ıćıho bifurkačńıho diagramu vyžaduje zaznamenáńı Poincarého mapy
vždy pro dostatečně ustálený stav systému. Obecně nelze předem předpovědět, kolik času
potřebuje systém pro každou konfiguraci pro ustáleńı. Stejně tak je na zvážeńı, jak dlouho po
ustáleńı pr̊uniky řeznou rovinou zaznamenávat. Podobně je třeba zkoumat citlivost výstupu
na časovém kroku, metodě řešeńı, hodnotách tlumeńı a podobně.

Bifurkačńı diagram lze konstruovat s v́ıce př́ıstupy. Při podrobném studiu citlivosti systému
má význam provést každý:

• Postupná změna ř́ıd́ıćıho parametru za chodu. Např́ıklad pozvolný nár̊ust amplitudy
bud́ıćı śıly při nepřerušené simulaci, viz obrázek 5.10. Podobně lze sledovat odezvu
systému při zpětném snižováńı hodnoty parametru, viz obrázek 5.11.

• Provedeńı nového výpočtu pro každou hodnotu ř́ıd́ıćıho parametru s pevnými počáteč-
ńımi podmı́nkami, např́ıklad ω0 = 0, ϕ0 = 0, viz obrázek 5.12.

• Provedeńı v́ıce výpočt̊u pro každou hodnotu ř́ıd́ıćıho parametru s proměnlivými (náhod-
nými) počátečńımi podmı́nkami, např́ıklad ω0 = (−10; 10) rad s−1, ϕ0 = (−π;π) rad,
viz obrázek 5.13.

5.4.1 Poznámky k bifurkačńım diagramům

Bifurkačńı diagram běžně obsahuje oblasti jednoduchého limitńıho chováńı, mı́sta štěpeńı na
zdvojený limitńı cyklus a oblasti chaotického chováńı. V mı́stech bifurkace (štěpeńı) docháźı
ke strukturálńı nestabilitě systému kv̊uli skoku v prvńı derivaci úhlové rychlosti, viz sekce 5.5.

Stejně jako Poincarého mapy, i bifurkačńı diagram z nich vytvořený má fraktálńı kvality.
Zjǐst’ujeme, že v oblastech jevićıch se jako chaotický šum při přibližováńı opět nalézáme daľśı
bifurkuj́ıćı limitńı cykly - takzvané kaskády bifurkaćı, viz obrázky 5.14 a 5.15.

Ilustrace bifurkačńıch diagramů na obrázćıch 5.10, 5.12 a 5.13 ukazuj́ı, že při výpočtu se
stále stejnými počátečńımi podmı́nkami nebo při spojité simulaci se může systém některým
limitńım stav̊um zcela vyhnout. Simulace s proměnlivými počátečńımi podmı́nkami naopak
vystihuje širš́ı množinu možných stav̊u. Zde je třeba uvážit, kolik r̊uzných výpočt̊u je třeba
spustit pro téže hodnotu měněného parametru. Podobně jako výpočet podrobných Poin-
carého map, i konstrukce bifurkačńıho diagramu je časově velmi náročným problémem.
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ń

ım
a
m

p
li

tu
d

y
za

ch
o
d

u
si

m
u

la
ce

.

52
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Obrázek 5.14: Detail bifurkačńıho diagramu 5.13.
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Obrázek 5.15: Detail bifurkačńıho diagramu 5.14.
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5.5 Strukturálńı nestabilita a bifurkace

V předchoźıch částech práce byly ukázány nástroje pro studium chováńı dynamických systémů.
Ćılem takového zkoumáńı dynamického systému je objeveńı a diagnostika stav̊u systému pro
všechny konfigurace systému. V př́ıpadě nelineárńıch systémů je taková kompletńı analýza
velmi náročná, sṕı̌se nemožná.

K problému se proto přistupuje pragmatičtěji: při studiu chováńı systému v závislosti na
měńıćım se parametru se snaž́ıme identifikovat oblasti s kvalitativně podobným chováńım,
viz [5]. Přechod mezi kvalitativně odlǐsným chováńım se děje zpravidla náhle v jediném
bodě, který nazýváme bifurkačńı bod, viz [14] nebo [15]. V mı́stě bifurkace docháźı ke struk-
turálńı nestabilitě systému, v bifurkačńım diagramu nelze stanovit prvńı derivaci křivky podle
měněného parametru - rychlost vzdalováńı bod̊u v Poincarého mapě je teoreticky nekonečná.

Systém může obecně ztratit stabilitu mnoha zp̊usoby. Ukazuje se, že jevy ztráty stability
a složité limitńı chováńı jsou společné pro dynamické systémy např́ıč vědńımi odvětv́ımi.
Takové společné vlastnosti se nazývaj́ı generické vlastnosti dynamických systémů. Původ
mnoha těchto jev̊u z̊ustává stále neobjasněn a je předmětem intenzivńıho výzkumu.

5.5.1 Bifurkace v dynamických systémech

Jev ztráty stability je d̊uležitou kvalitou modelu, která slouž́ı pro posouzeńı podobnosti mo-
delu vzhledem k modelované konstrukci. Samotná kritická hodnota parametru, kde k bifurkaci
docháźı (poloha bifurkačńıho bodu), je potom zásadńım ověřeńım kvantitativńı výstižnosti
modelu. Ukažme proto dále zástupce nejčastěǰśıch druh̊u ztráty stability, viz [34]. Proměnným
parametrem budiž obecná śıla F a úhlová rychlost kmitáńı ω necht’ je zaznamenána Poin-
carého mapami.

Hopfova bifurkace

Druh bifurkace, který popsal rakouský matematik Eberhard Hopf2, je charakteristický
vznikem limitńıho cyklu ze stabilńıho ohniska. Na bifurkačńım diagramu, viz obrázek 5.16,
je zobrazena ztráta statické stability tlačeného vetknutého prutu, viz kapitola 10.

Bifurkačńı diagram je s výhodou vyobrazen jako histogram četnost́ı pr̊useč́ıku trajektorie
s řeznou rovinou v trilineárńı barevné škále. Je vidět, že od hodnoty kritické śıly systém
zač́ıná kmitat v limitńım cyklu. Pr̊useč́ıky v mapě Poincarého se od sebe rychle vzdaluj́ı
a vzniká stabilńı jednoduchý limitńı cyklus.

Popsaná forma Hopfovy bifurkace se nazývá superkritická. Jej́ım opakem je subkritická
forma, kdy vzniká nestabilńı limitńı cyklus.

Zdvojeńı a p̊uleńı periody

Nacháźı-li se systém v limitńım cyklu, změna sledovaného parametru může vést ke kvalita-
tivńımu skoku - zdvojeńı nebo p̊uleńı periody limitńıho cyklu. Postupné zdvojováńı periody
často vede k chaotickému chováńı (přes kaskádu bifurkaćı). Postupné děleńı periody naopak
vede k řádu. Takový vývoj je názorně ukázán na obrázku 5.17. Lokálńı zdvojeńı periody
a návrat systému k předchoźı kvalitě znázorňuje obrázek 5.18.

2 Bifurkace známa také jako Poincarého-Andronovova-Hopfova.
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Obrázek 5.16: Superkritická Hopfova bifurkace.
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Obrázek 5.17: Zdvojováńı a p̊uleńı periody jako přechod mezi řádem a chaosem.
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Obrázek 5.18: Lokálńı zdvojeńı periody limitńıho cyklu.

Vidličková bifurkace

Superkritická vidličková bifurkace (pitchfork bifurcation) je jevem, kdy dynamický systém
přecháźı z limitńıho cyklu do jedné z minimálně dvou možných stabilńıch limitńıch množin,
viz obrázek 5.19. Jedna z možných limitńıch množin bývá zpravidla zvýhodněna imperfek-
cemi nebo počátečńımi podmı́nkami. Podobně jako u Hopfovy bifurkace, i zde existuje sub-
kritická varianta.
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Obrázek 5.19: Superkritická vidličková bifurkace.
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5.5.2 Kaskáda bifurkaćı a Feigenbaumovy konstanty

Kaskáda bifurkaćı vzniká postupným zdvojováńım period limitńıch cykl̊u systému. Bifurkace
limitńıch cykl̊u se v bifurkačńım diagramu objevuj́ı stále častěji. Typickou vlastnost́ı kaskád
bifurkaćı je jev, kdy poměry délek úsek̊u mezi bifurkacemi konverguj́ı k pevné hodnotě.

V roce 1975 ukázal americký matematik Mitchell Feigenbaum, že poměr následuj́ıćıch
vzdálenost́ı mezi bifurkačńımi body skutečně konverguje k transcendentńım3 hodnotám:

• 4.669 201 609..., neboli Feigenbaumova konstanta δ je limitńı poměr délek po sobě
jdoućıch úsek̊u mezi bifurkacemi ve směru měńıćıho se parametru (zde ve vodorovném
směru). Pomoćı konstanty δ lze přibližně odhadovat, kdy v systému vznikne chaos.
Konstantu δ lze aproximovat výrazem:

δ ≈ 2ϕ

log(2)
= 4.669, (5.3)

kde ϕ je hodnota zlatého řezu:

ϕ =
1 +
√

5

2
= 1.618 033 988..., (5.4)

• 2.502 907 875..., neboli Feigenbaumova konstanta α je limitńı poměr š́ı̌rek mezi po
sobě jdoućımi bifurkačńımi body (zde ve svislém směru). Konstantu α lze aproximovat
výrazem:

α ≈ 2ϕ+ 1

log(2) + 1
= 2.502. (5.5)

Použijme nyńı detail bifurkačńıho diagramu jednoduchého rotátoru, viz sekce 7, k de-
monstraci uvedeného. Bifurkačńı diagram na obrázku 5.20 je pro přehlednost převeden do
relativńıch souřadnic.

V pr̊uběhu výpočtu byly zjǐstěny souřadnice vybraných bifurkačńıch bod̊u Bi, viz obrá-
zek 5.20. Tabulka 5.1 ukazuje konvergenci poměr̊u vzdálenost́ı bifurkačńıch bodu k Feigen-
baumovým konstantám δ a α.

Bifurk. bod A cn−1−cn−2

cn−cn−1
ω ωn−1−ωn−2

ωn−ωn−1

B0 1.7311 - 6.3812 -

B1 8.1208 - 2.2587 -

B2 9.3002 5.4178 3.4603 3.4308

B3 9.5499 4.7233 2.9901 2.5555

B4 9.6032 4.6848 2.8052 2.5430

Tabulka 5.1: Konvergence souřadnic bifurkačńıch bod̊u k Feigenbaumovým konstantám.

3 Transcendentńı č́ıslo je č́ıslo, které neńı algebraické - tedy neńı kořenem žádné algebraické rovnice
s racionálńımi koeficienty. Př́ıkladem budiž Ludolfovo, Eulerovo nebo Liouvillovo č́ıslo.
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Obrázek 5.20: Kaskáda bifurkaćı konverguj́ıćı k Feigenbaumovým konstantám.
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Kapitola 6

Fraktály

V dosavadńım obsahu práce bylo na mnoha mı́stech bez daľśıho vysvětleńı poznamenáno,
že při nelineárńım a chaotickém chováńı lze pozorovat vznik útvar̊u, jež maj́ı fraktálńı kva-
lity. Následuj́ıćı kapitola si proto klade za ćıl poskytnout čtenáři spojitý úvod do fraktálńı
geometrie.

6.1 Soběpodobnost

Fraktály jsou geometrické útvary, jejichž hlavńı společnou vlastnost́ı je tzv. soběpodobnost.
T́ım je myšleno, že dvě části daného útvaru v r̊uzném měř́ıtku jsou si podobné. Matematicky
řečeno, části jsou kvalitativně ekvivalentńı, tedy existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı
jednoho úseku na druhý, viz [24].

Důsledkem soběpodobnosti je absoulutně relativńı měř́ıtko - libovolně malý detail fraktálu
má stejnou složitost jako prvotńı útvar, viz [28]. Výsledný geometrický útvar se proto vy-
značuje teoreticky nekonečnou složitost́ı. Výše popsané dobře znázorňuje klasická Kochova
křivka na obrázku 6.1.

Obrázek 6.1: Konstrukce Kochovy křivky.
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6.2 Fraktálńı dimenze

Velmi častou vlastnost́ı 1fraktálńıch útvar̊u je jejich fraktálńı (neceloč́ıselná) dimenze. Jako
zástupce zdánlivě jednorozměrných útvar̊u využijme uvedenou Kochovu křivku. Nekonečná
složitost křivky zp̊usobuje, že jej́ı teoretická délka je nekonečná.

Navzdory tomu, že se tato nekonečná křivka zřejmě rozkládá na konečné ploše, neńı
na ńı plochy, kterou bychom mohli měřit. V určitém smyslu proto lze tvrdit, že dimenze
D takového útvaru je v intervalu 1 < D < 2.

Ukažme nyńı zp̊usob stanoveńı fraktálńı dimenze Kochovy křivky, viz obrázek 6.2.
Za předpokladu, že délka počátečńı úsečky při nulté iteraci, viz obrázek 6.1, se rovná jedné,
měřme délku Kochovy křivky li kruž́ıtkem o poloměru ri:

ri =

{
1

30
,

1

31
,

1

32
, . . . ,

1

3i

}
. (6.1)

Obrázek 6.2: Měřeńı délky Kochovy křivky.

Provedený experiment ukáže, že stanovené délky nekonverguj́ı se zmenšováńım poloměru
kruž́ıtka r ke konstantńı hodnotě, ale neustále rostou, viz tabulka 6.1. Konkrétně pro Kochovu
křivku plat́ı výraz:

li =

(
4

3

)i
. (6.2)

Poloměr ri 1/30 1/31 1/32 1/33 1/34 1/35 . . . 1/325

Délka li 1.000 1.333 1.778 2.370 3.160 4.214 . . . 1329

Tabulka 6.1: Zjǐstěné délky Kochovy křivky.

1 Existuj́ı také útvary, které vyhovuj́ı definici fraktálu jako soběpodobného útvaru a zároveň maj́ı
celoč́ıselnou dimenzi. Např́ıklad Ďáblovo schodǐstě (Devil’s staircase) s dimenźı 1.0 nebo Peanova křivka
s dimenźı 2.0, viz [28].
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Nyńı zobrazme źıskané výsledky v grafu s výhodným logaritmickým měř́ıtkem log3(1/3i)
- log3(Li), viz obrázek 6.3. Je vidět, že v dvojitě logaritmickém zobrazeńı dostáváme lineárńı
závislost se směrnićı př́ımky a:

a =
log3(li)

log3

(
1
ri

) =
log3

(
4
3

)i
log3 (3)i

=
i log3

(
4
3

)
i log3 (3)

= log3

(
4

3

)
≈ 0.2619 (6.3)

1 2 3 4 5 6

0.5

1

1.5

dx

dy

dy
dx ≈ 0.2619

log3(1/3i)

lo
g

3
(l
i)

Obrázek 6.3: Naměřené délky Kochovy křivky v dvojitě logaritmickém měř́ıtku.

Podobná analýza geometrických útvar̊u s celoč́ıselnou dimenźı zřejmě povede ke zjǐstěńı,
že stanoveńı jejich rozměr̊u neńı závislé na použitém měř́ıtku. Např́ıklad: nezálež́ı, kolika
úsečkami pokryjeme hrany čtverce, abychom zjistili jeho obvod, ani kolika čtverci pokryjeme
j́ım ohraničenou oblast, abychom zjistili jeho plochu.

Existuje mnoho druh̊u dimenźı které lze u geometrického útvaru vyč́ıslit. Takovým po-
drobným studiem potom vzniká tzv. spektrum dimenźı, viz [5]. Vzhledem k rozsahu práce
zmiňme nejpouž́ıvaněǰśı definované dimenze, viz [28]:

• topologická dimenze DT ,

• pokrývaj́ıćı dimenze DP ,

• fraktálńı (Hausdorffova) dimenze DH ,

• soběpodobnostńı dimenze DS ,

• kapacitńı (Kolmogorovova) dimenze DC .

Určeme nyńı např́ıklad kapacitńı dimenzi DC studované Kochovy křivky podle definice:

DC = lim
i→∞

ln ni(r)

ln
(

1
ri

) , (6.4)

kde ni je minimálńı počet útvar̊u, kterými je třeba měřený objekt pokrýt při délce každého
útvaru rovné ri. V př́ıpadě Kochovy křivky můžeme vzhledem k předchoźımu studiu psát:

DC =
ln (4)

ln (3)
≈ 1.2619. (6.5)
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Dimenze útvaru Kochovy křivky tedy odpov́ıdá předpokladu 1 < 1.2619 < 2. Navzdory
tomu, že Kochova křivka je patrně liniový útvar, jej́ı nekonečná vrstevnatost zp̊usobuje nár̊ust
jej́ı dimenze na hodnotu větš́ı než 1, avšak menš́ı než 2, nebot’ křivka nemá plošný charakter.

Podobně lze chápat fraktalitu plošných útvar̊u. Např́ıklad řez chaotickým atraktorem,
viz obrázek 6.4, se zřejmě rozkládá v ploše. Avšak při zvyšováńı rozlǐseńı zjǐst’ujeme, že jeho
hranice je nekonečně složitá, což vede k dimenzi útvaru v rozmeźı 2 < D < 3.
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Obrázek 6.4: Poincarého mapa chaotického atraktoru.

Nekonečná složitost rozhrańı (separatrix) mezi dvěma útvary má za následek tzv. difuzńı
charakter. Takové rozhrańı je nejasné a ani při přibližováńı nelze jednoznačně stanovit hranici
mezi útvary. Demonstrujme difuzńı charakter takového rozhrańı na bazénech přitažlivosti,
viz obrázek 6.5.

Zachováńı složitosti útvaru při přibližováńı bylo zřetelné také na obrázćıch 5.14 a 5.15
znázorňuj́ıćıch kaskády bifurkaćı.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Obrázek 6.5: Rozhrańı bazén̊u přitažlivosti.
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Část II

Numerické simulace nelineárńıch
dynamických systémů
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Kapitola 7

Jednoduchý rotátor

Model jednoduchého rotátoru, tedy tuhého matematického rovinného kyvadla, je prvńım
a nejjednodušš́ım prezentovaným modelem. Dynamický systém jednoduchého rotátoru má
pro potřeby práce několik vhodných vlastnost́ı. Tyto plynou předevš́ım ze skutečnosti, že pro
popis modelu stač́ı dvě stavové proměnné - úhel natočeńı rotátoru ϕ a úhlová rychlost
rotátoru ω. Jak bude ukázáno, při simulaci neńı třeba řešit soustavu rovnic a výpočet je
velmi rychlý.

Takto popsán, model nemůže vykazovat chaotické chováńı. Je zapotřeb́ı třet́ı nezávislá
stavová proměnná, zde konkrétně harmonická bud́ıćı śıla f(t) = Asin(Ω t), kde A je ampli-
tuda a Ω je úhlová frekvence bud́ıćı śıly. Vratný mechanismus zajǐst’uje p̊usob́ıćı gravitačńı
zrychleńı g. Tlumeńı modelu je jednoduché lineárńı viskózńı. Pro ilustraci a potřeby odvozeńı
je model znázorněn na obrázku 7.1.

φ

x

y

g

lr

dm

Obrázek 7.1: Model jednoduchého rotátoru.
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7.1 Odvozeńı modelu

Odvozeńı všech prezentovaných numerických model̊u bude vzhledem k rozsahu práce uvedeno
bez širš́ıho teoretického podkladu. Princip odvozeńı soustavy pohybových rovnic za pomoci
Lagrangeovské mechaniky, D’Alembertova a Hamiltonova principu byl již podrobně popsán
v bakalářské práci, viz [25].

Pro odvozeńı numerického modelu bude nejprve sestavena Lagrangeova funkce L, viz
[10], [20] a [33], jako rozd́ıl kinetické a potenciálńı energie modelu:

L = Ek − Ep. (7.1)

Pohybové rovnice potom obdrž́ıme užit́ım vztahu:

d

dt

(
∂L
∂ȧ

)
=
∂L
∂a

=
∂Ek

∂a
− ∂Ep

∂a
, (7.2)

kde a je zobecněná souřadnice systému a ȧ je zobecněná rychlost, viz [25].
Nejprve sestavme složky translačńıch rychlost́ı diferenciálńıho elementu vx a vy. S při-

hlédnut́ım k obrázku 7.1 plat́ı:

vx = ω r cos(ϕ),

vy = −ω r sin(ϕ),
(7.3)

kde ω = dϕ
dt = ϕ̇ je úhlová rychlost rotátoru. Absolutńı translačńı rychlost elementu v je

potom zřejmě:

v =
√
v2
x + v2

y . (7.4)

Kinetickou energii diferenciálńıho elementu dEk vyjádř́ıme podle vztahu:

dEk =
1

2
mv2 =

1

2
ρ dr v2, (7.5)

kde m je hmotnost elementu, ρ je hustota materiálu rotátoru a dr je délka diferenciálńıho
elementu. Integraćı přes celou délku rotátoru l źıskáváme kinetickou energii rotátoru Ek:

Ek =
1

2
ρ

∫ l

0
v2dr =

1

2
ρ

∫ l

0

(
ω2r2cos2(ϕ) + ω2r2sin2(ϕ)

)
dr =

=
1

2
ρ

∫ l

0

(
ω2r2

)
dr =

1

6
ρ

[
1

3
ω2r3

]l
0

=
1

6
ρω2l3 =

1

6
mω2 l2.

(7.6)

Jedinou složkou potenciálńı energie rotátoru Ep je polohová energie v d̊usledku p̊usobeńı
gravitačńıho zrychleńı g. Výraz pro potenciálńı energii diferenciálńıho elementu dEp je podle
obrázku 7.1:

dEp = mg h = mg r [−cos(ϕ) + 1] = ρ dr g [−cos(ϕ) + 1] . (7.7)

Potenciálńı energii celého rotátoru Ep opět źıskáme integraćı přes celou délku rotátoru:

Ep = ρ g

∫ l

0

[
r (−cos(ϕ) + 1)

]
dr = ρ g(−cos(ϕ) + 1)

l2

2
=

=
1

2
mg l(−cos(ϕ) + 1).

(7.8)

69



Jednoduchý rotátor

Nyńı je na mı́stě sestavit výraz pro Lagrangeovu funkci systému L:

L = Ek − Ep =
1

6
mω2 l2 − 1

2
mg l(−cos(ϕ) + 1). (7.9)

Podle tvrzeńı (7.2) nyńı zderivujme Lagrangeovu funkci podle všech stavových proměnných.
Zde tedy pouze podle úhlu natočeńı ϕ a úhlové rychlosti ω:

∂L
∂ϕ

= −1

2
mg l sin(ϕ), (7.10)

∂L
∂ω

=
1

3
mω l2. (7.11)

Posledńım zbývaj́ıćım krokem je derivace výrazu (7.11) podle času:

d

dt

(
∂L
∂ω

)
=

1

3
mω̇ l2. (7.12)

Pohybová rovnice konzervativńıho modelu má tedy tvar:

1

3
mω̇ l2 = −1

2
mg l sin(ϕ). (7.13)

Po přidáńı složky lineárńıho viskózńıho tlumeńı a harmonické bud́ıćı śıly je konečná po-
doba pohybové rovnice jednoduchého rotátoru následuj́ıćı:

1

3
mω̇ l2 = −1

2
mg l sin(ϕ)− c ω +Asin(Ω t), (7.14)

kde c je koeficient linárńıho útlumu, A je amplituda a Ω je úhlová frekvence bud́ıćı śıly.
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7.2 Vybrané př́ıklady

Model jednoduchého rotátoru byl využit pro ilustrace v rámci teoretického základu práce.
Proto dále budou uvedeny výsledky simulaćı, které nebyly dosud ukázány. Doplňme, že
všechny simulace jsou prováděny s modelem délky l = 2 m a hmotnosti m = 10 kg v gravita-
čńım poli g = 9.81 m s−2. Hodnota koeficientu tlumeńı je c = 0.1 Nm s rad−1, neńı-li uvedeno
jinak. Časový krok výpočtu byl zvolen h = 0.005 s, použita byla přednostně semi-implicitńı
Eulerova metoda řešeńı.

7.2.1 Fázové portréty

Jako prvńı je ukázán fázový portrét, viz sekce 2.2.2, netlumeného a nebuzeného jednoduchého
rotátoru. Fázový portrét, viz obrázek 7.2, byl konstruován zaznamenáváńım trajektoríı ve
fázovém prostoru ϕ − ω. Počátečńı rychlost pro trajektorie se měnila v rozmeźı ω(t0) =
(−15; 15) rad s−1 s krokem ∆ω = 0.2 rad s−1. Počátečńı úhel z̊ustával pro všechny trajektorie
shodný ϕ(t0) = 0 rad.

Fázový portrét je s výhodou znázorněn jako histogram v trilineárńı barevné škále. Ba-
revná hodnota tak udává počet bod̊u trajektorie připadaj́ıćıch na daný pixel. Jinými slovy,
barva udává rychlost toku bod̊u trajektorie ve fázovém prostoru, viz odstavec 2.2.3.
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Obrázek 7.2: Fázový portrét netlumeného jednoduchého rotátoru.

Druhý fázový portrét, viz obrázek 7.3, ukazuje stejný experiment, avšak s hodnotou ko-
eficientu lineárńıho útlumu c = 0.5 Nm s rad−1.
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Obrázek 7.3: Fázový portrét tlumeného jednoduchého rotátoru.

7.2.2 Identifikace limitńıch stav̊u

Na př́ıpadě jednoduchého rotátoru lze snadno demonstrovat také př́ınos zobrazeńı v mapě
Poincarého. Dále budou ukázány vždy dvojice zobrazeńı limitńıho stavu: trajektorie v rovině
fázového prostoru ϕ− ω a odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı téhož limitńıho cyklu v Poincarého mapě.

Jako rozumný zp̊usob konstrukce Poincarého mapy se jev́ı zaznamenáváńı hodnot sta-
vových proměnných ϕ(t) a ω(t), a to vždy v počátku periody bud́ıćı śıly θ = 2kπ. Podmı́nku
pro přidáńı bodu P = [ϕP ;ωP ] do Poincarého mapy lze formulovat jako:

f(t) < 0 ∧ f(t+ h) > 0,

ϕP = ϕ(t) +
(
ϕ(t+ h) − ϕ(t)

) f(t+ h)

f(t) + f(t+ h)
,

ωP = ω(t) +
(
ω(t+ h) − ω(t)

) f(t+ h)

f(t) + f(t+ h)
.

(7.15)

Obrázky 7.4 a 7.5 ukazuj́ı jednoduchý limitńı cyklus rotátoru při hodnotách parametr̊u
A = 2.0 Nm a Ω = 2.0 s−1. Po zvýšeńı amplitudy na hodnotu A = 7.5 Nm se rotátor ustáĺı
v kvalitativně odlǐsném, avšak stále jednoduchém limitńım cyklu, viz obrázky 7.6 a 7.7.

Při hodnotě amplitudy A = 7.6 Nm docháźı ke zdvojeńı periody limitńıho cyklu, jak
ukazuj́ı obrázky 7.8 a 7.9. Daľśı zvýšeńı amplitudy na hodnotu A = 7.7 Nm vede k ustáleńı
systému v ztrojeném limitńım cyklu, viz obrázky 7.10 a 7.11.

Při navýšeńı amplitudy na A = 8.0 Nm se systém zač́ıná chovat chaoticky. Zobrazeńı
trajektorie 7.12 bylo pro přehlednost provedeno jako histogram v tetralineárńı barevné škále
stejně jako př́ıslušná Poincarého mapa, tedy řez chaotickým atraktorem, viz obrázek 7.13.
V př́ıpadě Poincarého map lze barevnou hodnotu v pixelu chápat jako četnost pr̊unik̊u tra-
jektorie řeznou rovinou.
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Obrázek 7.4: Trajektorie limitńıho cyklu pro parametry A = 2.0 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obrázek 7.5: Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 2.0 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obrázek 7.6: Trajektorie limitńıho cyklu pro parametry A = 7.5 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obrázek 7.7: Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 7.5 Nm,Ω = 2.0 s−1.

74



Jednoduchý rotátor
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Obrázek 7.8: Trajektorie limitńıho cyklu pro parametry A = 7.6 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obrázek 7.9: Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 7.6 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obrázek 7.10: Trajektorie limitńıho cyklu pro parametry A = 7.7 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obrázek 7.11: Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 7.7 Nm,Ω = 2.0 s−1.
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Obrázek 7.12: Trajektorie limitńıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Ω = 2.0 s−1 v prostoru ϕ− ω.
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Obrázek 7.13: Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Ω = 2.0 s−1.

77



Jednoduchý rotátor

Obrázek 7.14 ukazuje Poincarého mapu téhož limitńıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,
Ω = 2.0 s−1. Řez chaotickým atraktorem byl však konstruován při pr̊uchodu trajektorie rovi-
nou ϕ = 0 rad. Na vodorovné ose tak muśı být odpov́ıdaj́ıćı hodnota třet́ı stavové proměnné,
bud́ıćı śıly f .
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Obrázek 7.14: Poincarého mapa limitńıho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Ω = 2.0 s−1.

7.2.3 Bazény přitažlivosti

Konstrukce bazén̊u přitažlivosti limitńıch cykl̊u byla již naznačena v sekci 5.2. Ukažme zp̊usob
identifikace množin počátečńıch podmı́nek vedoućıch k r̊uzným ustáleným stav̊um. Vyjdeme
z bifurkačńıch diagramů 5.10 a 5.11. Je vidět, že pro amplitudu bud́ıćı śıly kolem hodnoty
A ≈ 1.5 Nm se systém může v závislosti na počátečńıch podmı́nkách ustálit ve dvou r̊uzných
jednoduchých limitńıch cyklech.

Pro identifikaci limitńıho cyklu je třeba zjistit hodnotu úhlové rychlosti ω v Poincarého
mapě pro konkrétńı počátečńı podmı́nky. Uvažujme rozmeźı počátečńıch podmı́nek ϕ(t0) =
(−2π; 2π) rad a ω(t0) = (−10; 10) rad s−1.

Obrázek 7.15 ukazuje hodnoty úhlových rychlost́ı zaznamenané po době simulace 10 s.
Je vidět, že systém ještě neńı dostatečně ustálený a nelze rozlǐsit právě dvě hodnoty úhlové
rychlosti. V př́ıpadě simulace dlouhé 100 s, jak ukazuje obrázek 7.16, je již zobrazeńı do-
statečně vypov́ıdaj́ıćı. Je vidět, pro které hodnoty počátečńıch podmı́nek se systém ustálil
v limitńım cyklu s vyšš́ı (červenou) hodnotou úhlové rychlosti a pro které s nižš́ı (modrou)
hodnotou úhlové rychlosti.
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Obrázek 7.15: Konstrukce bazén̊u přitažlivosti, nedostatečně ustálený stav.
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Obrázek 7.16: Konstrukce bazén̊u přitažlivosti, dostatečně ustálený stav.
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Kapitola 8

Dvojitý rotátor

Model dvojitého rotátoru vzniká rozš́ı̌reńım modelu jednoduchého rotátoru o daľśı tuhý d́ılec,
viz obrázek 8.1. Je zřejmé, že fázový prostor modelu již neńı jednoduchý - model je popsán
dvojićı úhl̊u natočeńı ϕ0, ϕ1 a dvojićı úhlových rychlost́ı d́ılc̊u ω0, ω1.

Fázový prostor modelu je již v́ıce než tř́ırozměrný a v pohybových rovnićıch lze očekávat
dostatečně silné nelineárńı složky. Model tedy bude pravděpodobně vykazovat chaotické
chováńı i bez vněǰśıho buzeńı. Prvńı d́ılec kyvadla bude i přesto pro účely práce buzen vněǰśı
harmonickou silou jako v předchoźım př́ıpadě. Shodné s předcházej́ıćım modelem z̊ustávaj́ı
složky vlivu gravitačńıho pole a lineárńı viskózńı tlumeńı.

φ
0

x

y

g

lr

dm

φ
1

Obrázek 8.1: Model dvojitého rotátoru.
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8.1 Odvozeńı modelu

Dvojitý rotátor uvažujme jako rozš́ı̌reńı modelu jednoduchého rotátoru. Pro kompletńı Lagran-
geovu funkci modelu dvojitého rotátoru tedy zbývá odvodit složky kinetické a potenciálńı
energie druhého d́ılce.

Při vyjádřeńı rychlost́ı druhého d́ılce uvažujme, že složky obvodové rychlosti vx0 a vy0 na
konci prvńıho d́ılce jsou rovny:

vx0 = ω0 l cos(ϕ0),

vy0 = −ω0 l sin(ϕ0).
(8.1)

Složky translačńı rychlosti vx1 a vy1 diferenciálńıho elementu na druhém d́ılci jsou potom
zřejmě:

vx1 = ω0 l cos(ϕ0) + ω1 r cos(ϕ1),

vy1 = −ω0 l sin(ϕ0)− ω1 r sin(ϕ1).
(8.2)

Absolutńı rychlost diferenciálńıho elementu na druhém d́ılci vyjádřeme jako:

v1 =

√[
ω0 l cos(ϕ0) + ω1 r cos(ϕ1)

]2
+
[
−ω0 l sin(ϕ0) − ω1 r sin(ϕ1)

]2
, (8.3)

a po úpravě:

v1 =
√
ω2

0l
2 + 2ω0ω1lr cos(ϕ0 − ϕ1) + ω2

1r
2. (8.4)

Výraz pro kinetickou energii diferenciálńıho elementu dEk1 sestav́ıme podobně jako
v předchoźım př́ıpadě:

dEk1 =
1

2
mv2

1 =
1

2
ρ dr v2

1 =
1

2
ρ dr

(
ω2

0l
2 + 2ω0ω1lr cos(ϕ0 − ϕ1) + ω2

1r
2
)
, (8.5)

a konečně celkovou kinetickou energii druhého d́ılce Ek1 źıskáme integraćı přes celou délku
d́ılce l:

Ek1 =
1

2
ρ

∫ l

0

(
ω2

0l
2 + 2ω0ω1lr cos(ϕ0 − ϕ1) + ω2

1r
2
)
dr =

=
1

2
ml2

(
ω2

0 + ω0ω1 cos(ϕ0 − ϕ1) +
1

3
ω2

1

)
.

(8.6)

V př́ıpadě potenciálńı energie diferenciálńıho elementu na druhém d́ılci je zapotřeb́ı
uvažovat př́ır̊ustek výšky d́ıky natočeńı prvńıho d́ılce. Vztah potom nabývá podoby:

dEp1 = mg (h0 + h1) = mg
[
l
(
−cos(ϕ0) + 1

)
+ r

(
−cos(ϕ1) + 1

)]
=

= ρ dr g
[
l
(
−cos(ϕ0) + 1

)
+ r

(
−cos(ϕ1) + 1

)]
.

(8.7)

Integraćı přes délku druhého d́ılce pak obdrž́ıme výraz pro celkovou potenciálńı energii
druhého d́ılce Ep1:

Ep1 = ρ g

∫ l

0

[
l
(
−cos(ϕ0) + 1

)
+ r

(
−cos(ϕ1) + 1

)]
dr =

= mg l

[(
−cos(ϕ0) + 1

)
+

1

2

(
−cos(ϕ1) + 1

)]
.

(8.8)
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Nyńı sečteńım výraz̊u (7.6) a (8.6) źıskáváme výraz pro celkovou kinetickou energii mo-
delu Ek:

Ek =
1

2
ml2

(
4

3
ω2

0 + ω0ω1 cos(ϕ0 − ϕ1) +
1

3
ω2

1

)
, (8.9)

a podobně sečteńım výraz̊u (7.8) a (8.8) dostáváme výraz pro celkovou potenciálńı energii
modelu Ep:

Ep = mg l

[
3

2

(
−cos(ϕ0) + 1

)
+

1

2

(
−cos(ϕ1) + 1

)]
. (8.10)

Dále je zapotřeb́ı provést derivace Lagrangeovy funkce podle stavových proměnných. Pro
přehlednost budeme zacházet zvlášt’ se složkami Ek a Ep. Derivujme nejdř́ıve kinetickou
energii Ek podle úhl̊u natočeńı d́ılc̊u ϕ0 a ϕ1:

∂Ek

∂ϕ0
= −1

2
ml2 ω0 ω1 sin(ϕ0 − ϕ1), (8.11)

∂Ek

∂ϕ1
=

1

2
ml2 ω0 ω1 sin(ϕ0 − ϕ1). (8.12)

Podobně provedeme derivace potenciálńı energie Ep podle ϕ0 a ϕ1:

∂Ep

∂ϕ0
=

3

2
mg l sin(ϕ0), (8.13)

∂Ep

∂ϕ1
=

1

2
mg l sin(ϕ1). (8.14)

Nyńı derivujme kinetickou energii Ek podle úhlových rychlost́ı d́ılc̊u ω0 a ω1:

∂Ek

∂ω0
= ml2

(
4

3
ω0 +

1

2
ω1 cos(ϕ0 − ϕ1)

)
, (8.15)

∂Ek

∂ω1
= ml2

(
1

3
ω0 +

1

2
ω0 cos(ϕ0 − ϕ1)

)
. (8.16)

Derivace potenciálńı energie podle úhlových rychlost́ı d́ılc̊u ω0 a ω1 jsou zřejmě nulové:

∂Ep

∂ω0
= 0,

∂Ep

∂ω1
= 0. (8.17)

Jako posledńı je třeba derivovat výrazy (8.15) a (8.16) podle času. Tedy:

d

dt

(
∂Ek

∂ω0

)
= ml2

[
4

3
ω̇0 +

1

2
ω̇1cos(ϕ0 − ϕ1)− 1

2
ω0 ω1 sin(ϕ0 − ϕ1)+

+
1

2
ω2

1sin(ϕ0 − ϕ1)

]
,

(8.18)

d

dt

(
∂Ek

∂ω1

)
= ml2

[
1

3
ω̇1 +

1

2
ω̇0cos(ϕ0 − ϕ1)− 1

2
ω2

0 sin(ϕ0 − ϕ1)+

+
1

2
ω0ω1 sin(ϕ0 − ϕ1)

]
.

(8.19)

82



Dvojitý rotátor

Vše potřebné je nyńı připraveno k sestaveńı soustavy dvou pohybových rovnic podle
předpis̊u:

d

dt

(
∂Ek

∂ω0

)
=
∂Ek

∂ϕ0
− ∂Ep

∂ϕ0
,

d

dt

(
∂Ek

∂ω1

)
=
∂Ek

∂ϕ1
− ∂Ep

∂ϕ1
.

(8.20)

Soustavu rovnic lze po úpravě zapsat v maticovém tvaru:

ml2 M

{
ω̇0

ω̇1

}
= ml2 Q

{
ω2

0

ω2
1

}
−mlgK

{
ϕ0

ϕ1

}
, (8.21)

kde M je symetrická matice hmotných moment̊u setrvačnost́ı, viz [25]:

M =

[
4
3

1
2cos(ϕ0 − ϕ1)

1
2cos(ϕ0 − ϕ1) 1

3

]
, (8.22)

matice Q je antisymetrická matice transformačńıch moment̊u setrvačnost́ı:

Q =

[
0 1

2sin(ϕ0 − ϕ1)
1
2sin(ϕ1 − ϕ0) 0

]
, (8.23)

a matice K je matice tuhosti:

K =

[
3
2sin(ϕ0) 0

0 1
2sin(ϕ1)

]
. (8.24)

Přidáńım matice materiálového tlumeńı C:

C =

[
3
2 0
0 1

2

]
, (8.25)

násobené koeficientem viskózńıho tlumeńı c, a přidáńım vektoru vněǰśıho zat́ıžeńı F:

F =

{
Asin(Ω t)

0

}
, (8.26)

źıskáváme kompletńı model dvojitého rotátoru:

ml2 M

{
ω̇0

ω̇1

}
= ml2 Q

{
ω2

0

ω2
1

}
−mlgK

{
ϕ0

ϕ1

}
+ cC

{
ω0

ω1

}
+ F. (8.27)
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8.2 Vybrané př́ıklady

Pro účely numerických simulaćı byl použit model s délkou d́ılce l = 1 m a hmotnost́ı d́ılce
m = 10 kg. Velikost gravitačńıho zrychleńı z̊ustává g = 9.81 ms−2, stejně jako hodnota ko-
eficientu tlumeńı c = 0.1 Nm s rad−1. Časový krok výpočtu byl zvolen h = 0.001 s, k řešeńı
byla použita semi-implicitńı Eulerova metoda.

8.2.1 Bifurkačńı diagramy

Výpočet bifurkačńıch diagramů byl proveden pro hodnotu úhlové frekvence bud́ıćı śıly
Ω = 5.0 s−1. Obrázky 8.2 a 8.3 ukazuj́ı bifurkačńı diagramy prvńıho a druhého d́ılce vytvořené
postupným zvyšováńım amplitudy bud́ıćı śıly za chodu simulace.

Bifurkačńı diagramy źıskané mnoha simulacemi s r̊uznými počátečńımi podmı́nkami pro
stejnou hodnotu amplitudy bud́ıćı śıly jsou na obrázćıch 8.4 a 8.5. Kombinace počátečńıch
podmı́nek byly uvažovány v rozmeźı:

ϕ0,1(t0) = (−2π; 2π) rad,

ω0,1(t0) = (−10; 10) rad s−1.
(8.28)

Při porovnáńı rozd́ıl̊u mezi bifurkačńımi diagramy lze diskutovat, zda rozmeźı hodnot úhlových
rychlost́ı ω0,1(t0) bylo zvoleno dostatečně široké nebo zda byl proveden dostatečný počet
výpočt̊u pro každou hodnotu amplitudy bud́ıćı śıly.

8.2.2 Poincarého mapy

Pro ukázku je uvedeno také několik zaj́ımavých př́ıklad̊u Poincarého map. Na obrázćıch 8.6
a 8.7 jsou ukázány Poincarého mapy ustáleného chováńı pro hodnoty parametr̊u A = 18.0 Nm
Ω = 5.0 s−1 při počátečńıch podmı́nkách ϕ0,1(t0) = 0 rad, ω0,1(t0) = 0 rad s−1.

Z ukázaných Poincarého map lze vyvodit některé závěry. V porovnáńı s modelem jed-
noduchého rotátoru, viz kapitola 7, vykazuje model dvojitého rotátoru odlǐsný charakter
chaotického chováńı. Zat́ımco trajektorie jednoduchého rotátoru se poměrně rovnoměrně
pohybuj́ı v celém objemu chaotického atraktoru, trajektorie dvojitého rotátoru se často drž́ı
v užš́ı oblasti, kdy se v systému hromad́ı energie a periodicky docháźı k velmi nestabilńımu
chováńı, kdy se systém utlumı́.

Tato skutečnost ztěžuje také kvalitńı vykresleńı Poincarého map. Z uvedeného je zřejmé,
že okrajové body jsou velmi málo časté. Naopak vnitřńı části Poincarého mapy jsou velmi
podrobně vykresleny, nebot’ zde se trajektorie zdržuj́ı dlouho.
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0
5

10
15

20
25

30
35

40
45

50
55

60
65

70
75

8
0

8
5

9
0

9
5

1
0
0

−
3
0

−
2
5

−
2
0

−
1
5

−
1
0

−
505

10

A
[N

m
]

ω0[rad/s]

O
b

rá
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ý

zv
y
šo
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čń
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tá
to

ru
źı
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Obrázek 8.6: Poincarého mapa prvńıho d́ılce v limitńım cyklu pro parametry A = 5.0 Nm,Ω = 5.0 s−1.
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Obrázek 8.7: Poincarého mapa druhého d́ılce v limitńım cyklu pro parametry A = 5.0 Nm,Ω = 5.0 s−1.
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Kapitola 9

Volný prut

Odvozeńı a ověřeńı modelu volného prutu zat́ıženého sleduj́ıćı silou, viz obrázek 9.1, bylo
předmětem bakalářské práce, viz [25]. Byla ověřena shoda vlastńıch frekvenćı prutu, viz [26],
a prokázána byla i výborná shoda s analytickou hodnotou kritické sleduj́ıćı śıly, viz [12] a [13].
Rovněž byla prokázána řádově nižš́ı časová náročnost výpočtu v porovnáńı s aplikaćı FyDiK,
viz [9].

Volný prut je uvažován konstantńıho pr̊uřezu s hmotnost́ı M , délkou L a ohybovou
tuhost́ı EI. Výpočtový model rozděluje prut na n tuhých d́ılc̊u vzájemně spojených klouby.
V mı́stech kloub̊u nahrazuj́ı ohybovou tuhost lineárńı rotačńı pružiny, nebot’ d́ıky dostatečné
št́ıhlosti prutu uvažujeme materiál jako lineárně pružný. Lze ukázat, že pro prvky modelu
plat́ı:

m =
M

n
, l =

L

n
, k =

EI

l
, (9.1)

kde m je hmotnost tuhého d́ılce, l je délka tuhého d́ılce a k je tuhost rotačńı pružiny.
Výpočetńı náročnost je výrazně sńıžena zanedbáńım podélného kmitáńı prutu, při kterém
jsou u oceli dosahovány zdaleka nejvyšš́ı frekvence.

Pro potřeby diplomové práce slouž́ı model volného prutu jako zástupce dynamického
systému s mnoha stupni volnosti. Studium chováńı takového modelu komplikuj́ı mnohé překá-
žky, o kterých bude řeč dále.

x0

y F

Obrázek 9.1: Volný prut zat́ıžený sleduj́ıćı silou.
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9.1 Dynamický model

Odvozeńı modelu volného prutu bylo podrobně ukázáno v bakalářské práci, viz [25]. Vzhle-
dem k rozsahu diplomové práce zde nebude uvedeno v celém rozsahu. Numerické modely jsou
vytvářeny s využit́ım metody tuhých d́ılc̊u, viz např́ıklad [11], [5] a [25].

Postup odvozeńı modelu je podobný jako v př́ıpadě předchoźıch model̊u. Stavovými
proměnnými modelu, viz obrázek 9.2 jsou:

• souřadnice počátku prutu x0, y0,

• translačńı rychlosti počátku prutu vx0, vy0,

• úhly natočeńı d́ılc̊u ϕi,

• úhlové rychlosti d́ılc̊u ωi.

φ0 ω0

0 x

y

vy,0

x,0

φ

φ

1

2

ω
1

ω
2

v

1

0

2

Obrázek 9.2: Model volného prutu.

Aplikovaný model zapsaný v maticovém tvaru má následuj́ıćı podobu:

M
d

dt
(v + ω) = Qω2 −Kϕ−Diω −De + A + F,

d

dt
ϕ = ω,

d

dt
s = v,

(9.2)

kde v, ω a ϕ jsou vektory stavových proměnných systému - translačńıch rychlost́ı, úhlových
rychlost́ı a úhl̊u jednotlivých d́ılc̊u.

Matice M je matice hmotných moment̊u setrvačnosti d́ılc̊u. Lze si všimnout, že při
malých malých deformaćıch prutu z̊ustávaj́ı jej́ı hodnoty přibližně konstantńı, což přibližně
odpov́ıdá linearizovanému řešeńı - momenty setrvačnosti d́ılc̊u nejsou závislé na deformaci
konstrukce. Matice Q je matice transformačńıch moment̊u setrvačnosti. Jej́ı hodnoty zřejmě
rostou s deformaćı prutu, matice tedy představuje př́ıspěvek nelineárńıho řešeńı.
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Matice K je matice tuhosti prutu násobená tuhost́ı k rotačńıch pružin spojuj́ıćıch tuhé
d́ılce:

K = k



0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

1 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

. . .
. . .

. . .

−1 2 −1

−1 1



. (9.5)

Matice Di je matice materiálového tlumeńı násobená koeficientem lineárńıho útlumu cint
a hmotnost́ı d́ılc̊u m:

Di = cintm



0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0

1 −1

−1 2 −1

−1 2 −1

. . .
. . .

. . .

−1 2 −1

−1 1



. (9.6)
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Vektor De je výsledkem snahy vystihnout tlumeńı vznikaj́ıćı interakćı konstrukce se vzduchem.
Skládá se z translačńıch účink̊u výslednice tlumı́ćıch sil a moment̊u tlumı́ćıch sil k jednotlivým
kloub̊um modelu:

De =



∑n
i=0Dx,i∑n
i=0Dy,i

0

0

...

0

0



− l



0

0

sin(ϕ0)
∑n

i=1Dx,i

sin(ϕ1)
∑n

i=2Dx,i

...

sin(ϕk−1)
∑n

i=kDx,i

sin(ϕn−1)Dx,n



+ l



0

0

cos(ϕ0)
∑n

i=1Dy,i

cos(ϕ1)
∑n

i=2Dy,i

...

cos(ϕk−1)
∑n

i=kDy,i

cos(ϕn−1)Dy,n



, (9.7)

kde Dx,i a Dy,i jsou složky tlumı́ćıch sil vznikaj́ıćıch kv̊uli rozd́ılu ve mezi směrem pohybu
d́ılc̊u a jejich úhlu natočeńı, viz bakalářská práce [25].

Vektor A zahrnuje vliv p̊usobeńı gravitačńıho pole. Skládá se ze složky translačńıho
p̊usobeńı a moment̊u setrvačných sil ke kloub̊um modelu:

A =



0

M g

0

0

...

0

0



− gm l



0

0

(n− 1
2) cos(ϕ0)

(n− 1
2 − 1) cos(ϕ1)

...

(n− 1
2 − i) cos(ϕi)

1
2 cos(ϕn−1)



, (9.8)

kde g je gravitačńı zrychleńı ve svislém směru, m je hmotnost d́ılce a M je hmotnost kon-
strukce.
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Vektor F vyjadřuje vliv sleduj́ıćı śıly. Zahrnuje složku translačńıho p̊usobeńı sleduj́ıćı śıly
a moment̊u sleduj́ıćı śıly v̊uči kloub̊um mezi d́ılci:

F =



Ffollower,x

Ffollower,y

0

0

...

0

0



+Ffollower,x l



0

0

sin(ϕ0)

sin(ϕ1)

...

sin(ϕn−2)

sin(ϕn−1)



− Ffollower,y l



0

0

cos(ϕ0)

cos(ϕ1)

...

cos(ϕn−2)

cos(ϕn−1)



, (9.9)

kde Ffollower,x a Ffollower,y jsou složky sleduj́ıćı śıly Ffollower:

Ffollower,x = Ffollower cos(ϕn−1 + υ),

Ffollower,y = Ffollower sin(ϕn−1 + υ),
(9.10)

kde ϕn−1 je úhel pootočeńı posledńıho d́ılce modelu a υ je úhel imperfekce p̊usobeńı śıly -
odchylka śıly od úhlu posledńıho d́ılce, viz obrázek 9.3.

0 x

y

φ
n-1

υ
Ffollower

Obrázek 9.3: Působeńı sleduj́ıćı śıly.
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9.2 Podmı́nky pro konstrukci Poincarého map

V př́ıpadě modelu volného prutu je jistě výzvou definovat řeznou rovinu pro konstrukci
Poincarého mapy. Volný prut se bez omezeńı pohybuje prostorem, proto nelze zavést jakýsi
pevný geometrický předpis řezné roviny.

Uvažujme, že bude rozumné sledovat pohyb posledńıho d́ılce volného prutu, tedy kon-
struovat Poincarého mapu v rovině ϕn−1 − ωn−1.

Prvńı navrženou podmı́nku pro konstrukci Poincarého mapy ukazuje obrázek 9.4. Ved’me
př́ımku a spojuj́ıćı počátek prvńıho d́ılce s koncem posledńıho d́ılce kostrukce. Dále vytvořme
př́ımku b, v́ıme-li, že jej́ı podmnožinou je úsečka prvńıho d́ılce modelu. Nyńı jistě můžeme
sledovat úhel ϕp,0 sevřený př́ımkami a a b.

φ
p,0

a

b

Obrázek 9.4: Prvńı podmı́nka konstrukce Poincarého mapy.

Bod P o souřadnićıch
[
ϕP ; ωP

]
do Poincarého mapy potom zaznamenáme ve chv́ıli, kdy

úhel ϕp,0 překračuje nulu. Lze předpokládat, že bude nav́ıc vhodné sledovat derivaci úhlu
ϕp,0 podle času a zaznamenávat jen polovinu událost́ı se shodným směrem derivace. Dodejme
ještě, že zaznamenávané úhly natočeńı posledńıho d́ılce budou relativizovány vzhledem k úhlu
natočeńı prvńıho d́ılce. Popsanou podmı́nku pro konstrukci Poincarého mapy lze formulovat:

ϕp,0(t) < 0 ∧ ϕp,0(t+ h) > 0,

ϕI = ϕn−1(t)− ϕ0(t),

ϕII = ϕn−1(t+ h)− ϕ0(t+ h),

ωI = ωn−1(t),

ωII = ωn−1(t+ h),

ϕP = ϕI +
(
ϕII − ϕI

) ϕp,0(t+ h)

ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
,

ωP = ωI +
(
ωII − ωI

) ϕp,0(t+ h)

ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
.

(9.11)

Druhou variantu podmı́nky pro konstrukci Poincarého mapy ukazuje obrázek 9.5. Součást́ı
simulace numerického modelu je výpočet souřadnic těžǐstě a úhl̊u hlavńıch os setrvačnosti.
Využijme znalosti souřadnic těžǐstě modelu a ved’me př́ımku a jako spojnici těžǐstě mo-
delu a konce posledńıho d́ılce. Potom lze, podobně jako v předchoźım př́ıpadě, sledovat úhel
ϕp,1 sevřený př́ımkou a a hlavńı (měkkou) osou setrvačnosti x1. Úhel posledńıho d́ılce zazna-
menávaný do Poincarého mapy bude nyńı vztažen k úhlu natočeńı hlavńıch os setrvačnosti ϕg.
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φ
p,1

CG

1x

a

φg

2x

Obrázek 9.5: Druhá podmı́nka konstrukce Poincarého mapy.

Formulace druhé podmı́nky je tedy podobná:

ϕp,1(t) < 0 ∧ ϕp,1(t+ h) > 0,

ϕI = ϕn−1(t)− ϕg(t),
ϕII = ϕn−1(t+ h)− ϕg(t+ h),

ωI = ωn−1(t),

ωII = ωn−1(t+ h),

ϕP = ϕI +
(
ϕII − ϕI

) ϕp,0(t+ h)

ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
,

ωP = ωI +
(
ωII − ωI

) ϕp,0(t+ h)

ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
.

(9.12)

Posledńı z předkládaných možnost́ı plně využ́ıvá potenciálu využit́ı hlavńıch os setrvačnosti
konstrukce. Uvažujme, že známe souřadnice těžǐstě modelu a úhel natočeńı hlavńıch os se-
trvačnosti ϕg, viz obrázek 9.6.

CG

-ω

-ω- g

g

φg

1x

2x

Obrázek 9.6: Třet́ı podmı́nka konstrukce Poincarého mapy.

Jistě je možné numericky derivovat úhel ϕg podle času a źıskat tak hodnotu úhlové rych-
losti hlavńıch os setrvačnosti ωg. Derivaćı úhlové rychlosti ωg podle času dále obdrž́ıme
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hodnotu úhlového zrychleńı hlavńıch os setrvačnosti αg, tedy:

ωg =
dϕg
dt

,

αg =
dωg
dt

.

(9.13)

Jako rozumné se nyńı jev́ı zaznamenávat body do Poincarého mapy ve chv́ıli, kdy je
zrychleńı hlavńıch os setrvačnosti αg nulové, tedy úhlová rychlost hlavńıch os setrvačnosti
je maximálńı ωg. Podobně jako v předchoźıch př́ıpadech berme do úvahy pouze události
s kladnou derivaćı úhlového zrychleńı podle času:

αg(t) < 0 ∧ αg(t+ h) > 0,

ϕI = ϕn−1(t)− ϕg(t),
ϕII = ϕn−1(t+ h)− ϕg(t+ h),

ωI = ωn−1(t),

ωII = ωn−1(t+ h),

ϕP = ϕI +
(
ϕII − ϕI

) ϕp,0(t+ h)

ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
,

ωP = ωI +
(
ωII − ωI

) ϕp,0(t+ h)

ϕp,0(t) + ϕp,0(t+ h)
.

(9.14)

Již nyńı lze předběžně ohodnotit kvality tř́ı předložených podmı́nek pro konstrukci Poin-
carého mapy. Výhodou prvńı podmı́nky je jej́ı jednoduchost. Vypočtený úhel ϕp,0 bude rela-
tivně přesný, nebot’ vyžaduje v podstatě pouze hodnoty známých stavových proměnných ϕi.
Pot́ıž́ı, kterou lze čekat, je nestabilita úhlu úsečky a jako prodloužeńı prvńıho d́ılce. Bude
ukázáno, že d́ıky složitému kmitáńı prvńıho d́ılce, potažmo celé konstrukce, bude źıskaná
Poincarého mapa (označme ji jako P0) obsahovat v́ıce parazitńıch pr̊unik̊u, které budou též
splňovat použitou podmı́nku (9.11).

U hlavńıch os setrvačnosti se dá očekávat jednodušš́ı charakter kmitáńı než u jednot-
livých d́ılc̊u. Proto by výskyt zmı́něných nežádoućıch artefakt̊u měl být v mapách P1 (podle
podmı́nky (9.12)) a P2 (podle podmı́nky (9.14)) omezen. Na druhou stranu je třeba mı́t na
paměti, že při výpočtu souřadnic těžǐstě a úhlu hlavńıch os setrvačnosti je potřeba použ́ıt
souřadnice kloub̊u modelu, které nejsou př́ımo stavovými proměnnými a muśı být dopočteny
z úhl̊u d́ılc̊u ϕi. Takový výpočet již bude zřejmě zat́ıžen větš́ı chybou než v prvńım př́ıpadě.

V krajńım př́ıpadě mapy P2 je pro posouzeńı podmı́nky (9.14) zapotřeb́ı úhel hlavńıch
os setrvačnosti ϕg ještě dvakrát numericky derivovat podle předpisu:

f ′(t) =
f(t+ h)− f(t− h)

2h
, (9.15)

což může vnášet do výpočtu zásadńı nepřesnost. Obzvlášt’ při potřebě velmi dlouhé doby
simulace a mnoha pr̊unik̊u trajektorie řeznou rovinou.

Při znalosti modelu volného prutu lze dále hovořit o skutečnosti, že při vlastńım kmitáńı
složeném ze symetrických vlastńıch tvar̊u (kmitáńı zp̊usobené symetrickou počátečńı de-
formaćı prutu) nezaznamenáme na mapě P2 žádnou známku kmitáńı. Úhel hlavńıch os
setrvačnosti se totiž nijak neměńı.
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9.3 Vybrané př́ıklady

Pro numerické simulace byl použit model volného prutu délky L = 5 m, jednotkové hmotnosti
M = 1 kg a tuhosti EI = 1 Nm2. Volný prut byl rozdělen na deset tuhých d́ılc̊u. Hodnota
koeficientu lineárńıho tlumeńı byla nastavena cint = 0.1 Nm s rad−1. K řešeńı byla použita
semi-implicitńı Eulerova metoda s časovým krokem h = 0.001 s.

S ohledem na zkušenosti s modely volného a vetknutého prutu nebyla použita úhlová im-
perfekce p̊usobeńı selduj́ıćı śıly. Lepš́ıch výsledk̊u je dosaženo při vneseńı imperfekce pomoćı
malé počátečńı úhlové rychlosti posledńıho d́ılce ω9(t0) = 10−10 rad s−1.

Před samotnou diskuśı nad výsledky je třeba uvážit fyzkálńı charakteristiky použitého
modelu. Zvolený volný prut se vyznačuje velmi malou ohybovou tuhost́ı EI, hmotnost́ı M
a značnou délkou L. Tyto hodnoty byly zvoleny ze zřejmého d̊uvodu: při simulaci je dosa-
hováno nižš́ıch hodnot zrychleńı, řešeńı je tedy stabilněǰśı a může být prováděno s větš́ım
časovým krokem. I tak jsou numerické simulace časově náročné − vykresleńı dostatečně po-
drobných Poincarého map trvalo pr̊uměrně 36 hodin.

9.3.1 Výsledky simulaćı

Jak bylo zmı́něno, pro konstrukci Poincarého map a bifurkačńıch diagramů byly použity tři
r̊uzné př́ıstupy, viz předchoźı sekce 9.2. Bifurkačńı diagramy byly konstruovány pro rozsah
sleduj́ıćı śıly Ffollower = (3.0; 8.0) N.

Na obrázćıch 9.7, 9.9 a 9.11 jsou ukázány bifurkačńı diagramy źıskané pomoćı Poincarého
map P0, P1 a P2. Bifurkačńı diagramy byly vytvořeny provedeńım simulace s počátečńımi
podmı́nkami ϕ0−9(t0) = 0 rad, ω0−8(t0) = 0 rad s−1 pro každou hodnotu parametru Ffollower.

Bifurkačńı diagramy jsou doplněny Poincarého mapami P0, P1 a P2, viz obrázky 9.8,
9.10 a 9.12. Poincarého mapy byly vykresleny pro hodnotu parametru Ffollower = 7.0 N.

Lze konstatovat, že všechny př́ıstupy ke konstrukci Poincarého map poskytuj́ı použitelné
výsledky pro konkrétńı ohybově měkký volný prut. Popsané nevýhody jednotlivých podmı́nek
se pravděpodobně v́ıce projev́ı u prutu ohybově tužš́ıho. Předevš́ım mapa P2 bude trpět nu-
merickou nepřesnost́ı v d̊usledku vysokých zrychleńı při kmitáńı prutu. Na základě prezento-
vaných výsledk̊u lze upřednostnit použit́ı Poincarého mapy P1 jako rozumného kompromisu
mezi fyzikálńım významem a přesnost́ı výpočtu.
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Obrázek 9.7: Bifurkačńı diagram volného prutu vytvořený užit́ım Poincarého map P0.
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Obrázek 9.8: Poincarého mapa P0 pro hodnotu sleduj́ıćı śıly Ffollower = 7.0 N.
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Obrázek 9.9: Bifurkačńı diagram volného prutu vytvořený užit́ım Poincarého map P1.
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Obrázek 9.10: Poincarého mapa P1 pro hodnotu sleduj́ıćı śıly Ffollower = 7.0 N.
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Obrázek 9.11: Bifurkačńı diagram volného prutu vytvořený užit́ım Poincarého map P2.
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Obrázek 9.12: Poincarého mapa P2 pro hodnotu sleduj́ıćı śıly Ffollower = 7.0 N.
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Kapitola 10

Vetknutý prut

Model vetknutého prutu zat́ıženého sleduj́ıćı silou, viz obrázek 10.1, vznikl úpravou modelu
volného prutu. V soustavě pohybových rovnic byly zavedeny následuj́ıćı okrajové podmı́nky:

vx0 = 0,

vy0 = 0,

ϕ0 = 0,

(10.1)

a zároveň byla zvýšena tuhost prvńı rotačńı pružiny, viz např́ıklad [5]. Odvozeńı a ověřeńı mo-
delu vetknutého prutu bylo rovněž předmětem bakalářské práce, viz [25]. Podobně jako model
volného prutu, i model vetknutého prutu prokázal dobrou shodu s analytickými hodnotami
vlastńıch frekvenćı, pr̊uhybu, pootočeńı a kritické sleduj́ıćı śıly, viz [3], [17], [18] a [6], [7].

x

y

F

Obrázek 10.1: Model vetknutého prutu.
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Vetknutý prut

10.1 Vybrané př́ıklady

Numerické simulace vetknutého prutu byly provedeny pro prut stejných charakteristik jako
v předchoźı kapitole. Použitý model má tedy délku L = 5 m hmotnost M = 1 kg a tuhost
EI = 1 Nm2. Při děleńı prutu na deset d́ılc̊u je efektivńı délka konzoly Leff s přihlédnut́ım
k obrázku 10.1 rovna Leff = (5− 5/10) = 4.5 m.

Hodnota koeficientu lineárńıho tlumeńı z̊ustává cint = 0.1 Nm s rad−1. K řešeńı byla
použita semi-implicitńı Eulerova metoda s časovým krokem h = 0.001 s.

10.1.1 Výsledky simulaćı

Pro vetknutý prut byly použity podmı́nky konstrukce Poincarého map odvozené pro volný
prut v sekci 9.2. Bifurkačńı diagramy byly vykresleny pro hodnotu sleduj́ıćı śıly v rozmeźı
Ffollower = (0; 4.0) N.

Jednotlivé bifurkačńı diagramy źıskané použit́ım Poincarého map P0, P1 a P2 jsou
ukázány na obrázćıch 10.2, 10.4 a 10.6. Podobně jako u modelu volného prutu byly bifurkačńı
diagramy vytvořeny provedeńım simulace s počátečńımi podmı́nkami ϕ1−9(t0) = 0 rad,
ω1−8(t0) = 0 rad s−1 pro každou hodnotu parametru Ffollower.

Pro porovnáńı jsou rovněž nab́ıdnuty Poincarého mapy P0, P1 a P2 pro shodnou hod-
notu parametru Ffollower = 4.0 N, viz obrázky 10.3, 10.5 a 10.7.

V př́ıpadě vetknutého prutu se zřejmě osvědčily předevš́ım Poincarého mapy P0 a P1,
které poskytuj́ı velmi přehledné bifurkačńı diagramy. Obzvláště mapa P0 má výhodný fy-
zikálńı podtext a vzhledem k fixaci úhlu prvńıho d́ılce konzoly bude pravděpodobně fungovat
dobře i pro jiné konfigurace.

Užit́ı Poincarého mapy P2 pro vetknutý prut je třeba zvážit vzhledem k velkým změnám
souřadnic těžǐstě modelu a natočeńı hlavńıch os setrvačnosti. Źıskané výsledky lze ale přesto
označit za velmi dobré.
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Vetknutý prut
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Obrázek 10.2: Bifurkačńı diagram vetknutého prutu vytvořený užit́ım Poincarého mapy P0.
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Obrázek 10.3: Poincarého mapa P0 pro hodnotu sleduj́ıćı śıly Ffollower = 4.0 N.
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Vetknutý prut
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Obrázek 10.4: Bifurkačńı diagram vetknutého prutu vytvořený užit́ım Poincarého mapy P1.
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Obrázek 10.5: Poincarého mapa P1 pro hodnotu sleduj́ıćı śıly Ffollower = 4.0 N.
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Obrázek 10.6: Bifurkačńı diagram vetknutého prutu vytvořený užit́ım Poincarého mapy P2.
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Obrázek 10.7: Poincarého mapa P2 pro hodnotu sleduj́ıćı śıly Ffollower = 4.0 N.
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Kapitola 11

Závěr

Předložená diplomová práce se ve své prvńı části zabývala aplikaćı teorie dynamických
systémů na modely mechanických konstrukćı.

Čtenáři byl nab́ıdnut kompaktńı úvod do problematiky dynamických systémů. Představe-
na byla jednotná terminologie a zp̊usob úplného popisu deterministického systému. Dále byla
studována stabilita řešeńı dynamických systémů a zp̊usoby posouzeńı stability trajektoríı až
k obecné Ljapunovově definici. Rozebrán byl pojem deterministického chaosu, podmı́nky
vzniku chaotického chováńı a stručně diskutován význam studia deterministického chaosu.

Teoretický základ práce se poté zaměřil na metody numerického řešeńı soustav dife-
renciálńıch rovnic a přednesl klasifikaci forem zat́ıžeńı, tlumeńı a dynamické odezvy dyna-
micky zat́ıžené konstrukce.

Významná pozornost byla věnována nelineárńım jev̊um včetně chaotického chováńı, které
lze pozorovat při numerických simulaćıch i u skutečných konstrukćı. Byly předneseny zp̊usoby
zkoumáńı vývoje dynamických systémů, a to předevš́ım zobrazeńı trajektoríı ve fázovém pro-
storu, konstrukce Poincarého map, bifurkačńıch diagramů a bazén̊u přitažlivosti limitńıch
cykl̊u. Ukázány byly zároveň odpov́ıdaj́ıćı projevy druh̊u ustáleného chováńı a poukázáno
bylo rovněž na překážky, které se při konstrukci takových zobrazeńı objevuj́ı. Jako nezbytná
součást studované problematiky doplňuje práci úvod do teorie bifurkaćı, klasifikace jev̊u
ztráty stability a zkoumány jsou vlastnosti kaskád bifurkaćı.

Prvńı část práce uzav́ırá úvod do fraktálńı geometrie. Studovány jsou kvality geome-
trických útvar̊u jako soběpodobnost a neceloč́ıselná dimenze. Naznačen je zp̊usob měřeńı
fraktálńı dimenze. Závěrem jsou poznatky převedeny na útvary vznikaj́ıćı při simulaćıch
dynamických systémů.

Druhá část práce využ́ıvá teoretického základu a ukazuje uplatněńı poznatk̊u při simu-
laćıch konkrétńıch numerických model̊u. Prvńım a nejjednodušš́ım modelem je model bu-
zeného jednoduchého rotátoru. Tento splňuje základńı předpoklady pro existenci jevu de-
terministického chaosu a d́ıky rychlosti výpočtu je také hojně využ́ıván pro demonstrace
v teoretickém základu. Opodstatněným krokem je zařazeńı modelu buzeného dvojitého rotá-
toru. Fázový prostor se stává složitěǰśım a při studiu chováńı systému tak ve větš́ı mı́̌re
docháźı ke zkreslováńı.
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Závěr

Na modely matematických kyvadel navazuj́ı zástupci model̊u s mnoha stupni volnosti:
volný a vetknutý prut zat́ıžený sleduj́ıćı silou, které byly odvozeny a ověřeny v rámci ba-
kalářské práce. Podrobně je rozebrána problematika podmı́nek pro vytvářeńı Poincarého map
a diskutovány jsou kvality jednotlivých variant. Je ukázáno, že diagnostika chováńı složitých
model̊u vyžaduje specifický př́ıstup.

Implementace numerických model̊u, nástroj̊u pro řešeńı, zobrazováńı, barevných škál
a ostatńıch součást́ı práce byla provedena v programovaćım jazyce Java, viz [36], a v prostřed́ı
Eclipse Kepler, viz [37]. V rámci práce nebyly použity baĺıky třet́ıch stran a veškerá im-
plementace je výhradně d́ılem autora práce. Vzhledem k rozsahu práce je implementace
přiložena na kompaktńım disku.
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Jméno: Jan Mašek
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KERŠNER, Z.; SEITL, S.; MERTA, I.; SCHNEEMAYER, A. Evaluation of Fracture Tests
of Concrete Specimens via Advanced Tool for Experimental Data Processing. Book of Ex-
tended Abstracts of the 21st Conference on Engineering Mechanics. Engineering mechanics
2014. Prague: Institute of Theoretical and Applied Mechanics, Academy of Sciences of the
Czech Republic, v. v. i., 2015. s. 86-87. ISBN: 978-80-86246-42- 0. ISSN: 1805- 8248.
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Př́ıloha A: Kompaktńı disk

Na přiloženém kompaktńım disku se nacháźı:

• elektronická verze diplomové práce ve formátu pdf,

• kompletńı zdrojové kódy numerických model̊u a ostatńıch použitých nástroj̊u.
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studie 6.85 ČSAV, Praha 1985, 165 s.

[12] GURAN, A., OSSIA, K. On the stability of a flexible missile under an end thrust. Math.
Comput. Modelling, Vol. 14, 1990, 5 s.

[13] HERMANN, G. Dynamics and stability of mechanical systems with follower forces.
Stanford University, Stanford, California, 1971, 234 s.

115



Literatura

[14] HIRSCH, Morris W.; SMALE, Stephen; DEVANEY, Robert L. Differential equations,
dynamical systems, and an introduction to chaos. Academic press, 2012. ISBN: 978-0-
12-382010-5

[15] HOBILL, David; BURD, Adrian; COLEY, Alan A. (ed.). Deterministic chaos in general
relativity. Springer Science Business Media, 2013. ISBN 978-1-4757-9993-4

[16] KUHN, T.S. Struktura vědeckých revolućı, Oikoymenh, 2008, 208 s. ISBN 80-86005-54-
2.
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[29] POINCARÉ, Henri. Science and method. Courier Corporation, 2013. ISBN 0-486-43269-
6.

116



Literatura

[30] SCOTT, Alwyn C. The nonlinear universe: chaos, emergence, life. Springer Science
Business Media, 2007. ISBN 978-3-540-34152-9

[31] TALEB, Nassim Nicholas. Černá labut’. Nakladatelstv́ı Paseka, Překlad Jan Hoř́ınek,
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Seznam symbol̊u

xi stavová proměnná systému
x(t) trajektorie
v translačńı rychlost
ω úhlová rychlost
t čas
vx, vy, vz složky vektoru rychlosti
O orbita
V Ljapunovova funkce
TLyap Ljapunovuv čas
Φ Operátor toku
D dimenze
P Poincarého mapa
ϕ obecný úhel
a zrychleńı
m hmotnost hmotného bodu
Ep, T potenciálńı energie
Ek, V kinetická energie
k tuhost pružiny
Ep,ts potenciálńı energie akumulovaná v translačńı pružině
Ep,rs potenciálńı energie akumulovaná v rotačńı pružině
g gravitačńı zrychleńı
l délka d́ılce, kyvadla
ai zobecněná souřadnice systému
ȧi zobecněná rychlost systému
L Lagrangeova funkce
k1, k2, k3, k4 koeficienty R-K metody
E modul pružnosti
ε poměrné přetvořeńı
σ napět́ı
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∇ gradient
L délka prutu
M hmotnost prutu
I moment setrvačnosti
n počet d́ılc̊u
h časový krok
Ffollower sleduj́ıćı śıla
c koeficient tlumeńı
cint koeficient materiálového tlumeńı
cext koeficient tlumeńı vlivem vněǰśıho prostřed́ı
am koeficient zohledňuj́ıćı rozd́ılné natočeńı d́ılc̊u a směru jejich pohybu
D tlumı́ćı śıla
Fg gravitačńı śıla
g gravitačńı zrychleńı p̊usob́ıćı na d́ılec
f frekvence
Ω úhlová frekvence
Fcr kritická śıla

Matice a vektory

ẋ,F vektorové pole, dynamický systém
M matice hmotných moment̊u setrvačnosti
Q matice transformačńıch moment̊u setrvačnosti
K matice tuhost́ı rotačńıch pružin
Di matice materiálového útlumu
F vektor zat́ıžeńı sleduj́ıćı silou
v vektor translačńıch rychlost́ı
ω vektor úhlových rychlost́ı
De vektor tlumeńı vlivem vněǰśıho prostřed́ı
A vektor vlivu gravitačńıho pole
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