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Abstrakt

Cilem predklddané prace je vytvoreni ucelené publikace zabyvajici se vlastnostmi, feSenim
a studiem chovani dynamickych systému modelti mechanickych konstrukei.

Uvodnf pasaz teoretické Casti prace provéazi ctenafe nejprve problematikou popisu de-
terministickych modeli, predkladd zptsoby numerického feeni a zkoumé jeho stabilitu.
Rozebrany jsou rovnéz mozné varianty zatizeni, tlumeni a odezvy dynamicky zatiZzené kon-
strukce.

V navazujicich kapitoladch je podrobné pojednano o zpusobech sledovani vyvoje dyna-
mickych systému a moznostech identifikace nelinedrnich a chaotickych projevi. Pozornost
je vénovana také zplsobiim zobrazovani a barevnym prostorim jako nezbytnym nastrojim
pro zkoumaéni citlivych a slozitych systému. Teoreticky zéklad prace uzavira tvod do oblasti
fraktalni geometrie.

Diplomova priace dale pokracuje aplikaci uvedenych poznatkt a ukazuje piistup k nume-
rické simulaci a studiu modelu realnych konstrukci. Nejprve je ¢tenaf sezndmen s modelem
jednoduchého rotatoru jako nejjednodussim numerickym modelem spliujicim podminky
existence jevu deterministického chaosu. Nésledujici model dvojitého rotatoru ukazuje na
problémy pozorovéani systému s vice stavovymi proménnymi.

Jako piiklady modeli redlnych konstrukei s mnoha stupni volnosti koneéné slouzi modely
vetknutého a volného prutu. Tyto modely v jesté vétsi siti ukazuji, ze jednozna¢né nebo
alespon dostatec¢né vypovidajici sledovani vyvoje deterministického systému stava se tikolem
slozitym, vyzadujicim duvtipny piistup.

Klicova slova

Dynamické systémy, deterministicky chaos, fraktalni geometrie, fyzikalni diskretizace,
metoda tuhych dilct, Lagrangeovska a Hamiltonovska mechanika, pohybové rovnice,
nekonzervativni zatizeni, velké deformace.



Abstract

The aim of the presented thesis is to create a compact publication which deals with pro-
perties, solution and examination of behavior of dynamical systems as models of mechanical
structures.

The opening portion of the theoretical part leads the reader through the subject of
description of dynamical systems, offers solution methods and investigates solution stability.
As the introduction proceeds, possible forms of structure loading, damping and response are
presented.

Following chapters discuss extensively the possible approaches to system behavior ob-
servation and identification of nonlinear and chaotic phenomena. The attention is also paid
to displaying methods and color spaces as these are essential for the examination of complex
and sensitive systems. The theoretical part of the thesis ends with an introduction to fractal
geometry.

As the theoretical background is laid down, the thesis proceeds with an application of
the knowledge and shows the approach to numerical simulation and study of models of
real structures. First, the reader is introduced to the single pendulum model, as the simplest
model to exhibit chaotic behavior. The following double pendulum model shows the obstacles
of observing systems with more state variables.

The models of free rod and cantilever serve as examples of real structure models with
many degrees of freedom. These models show even more that a definite or at least sufficiently
relevant monitoring of behavior of such deterministic systems is a challenging task which
requires sophisticated approach.

Keywords

Dynamical systems, deterministic chaos, fractal geometry, physical discretization, rigid
element method, Lagrangian and Hamiltonian mechanics, equations of motion,
non-conservative load, large deflections.
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Kapitola 1

Uvod

Tato préace je vytvorena se zadmérem poskytnout ¢tenari celistvy materidl, jehoz obsah shr-
nuje znalosti o chovani dynamickych deterministickych systému a metody vySetfovani jejich
vyvoje v ¢ase. Studium zvoleného tématu se opira o vysledky badani mnoha védnich obori,
zejména teorie dynamickych systémt a teorie deterministického chaosu.

Jakkoli je koneény cil prace zizen na modelovani a studium dynamickych modeli me-
chanickych konstrukci, bylo by zcela jisté chybou ignorovat zasadni souvislosti mezi zdanlivé
vzdalenymi obory a kvalitativni podobnosti mezi tématicky odlisnymi modely. Jev nelinearity
a deterministického chaosu totiz, jak ukazal vyvoj posledniho stoleti, Ize kolem nas pozoro-
vat bezdétné a patrné nejcastéji. Z hlediska deterministickych modelu postacuje pro vznik
chaosu splnéni pouze nemnoha predpokladi a chaoticky vyvoj tak nastavé iu prekvapivé
jednoduchych modela.

1.1 Cile prace

Ve stavebni praxi je pfirozend snaha omezit G¢inky dynamického chovani konstrukei. Nicméné
je tfeba mit na paméti, ze obecné by tato snaha neméla vést k omezujicim predpokladium
jiz pfi tvorbé matematického modelu konstrukce nebo k prilis zjednoduSenému zpusobu
vySetfovani chovani modelu. Toto plati zejména v piipadé modeli mechanickych konstrukei,
jenz slouzi v postkritickém stavu a mohou kmitat v oblasti velkych deformaci.

Teoreticky zdklad prace poskytuje ¢tenafi prehled omozném zpusobu vytvareni dy-
namickych modeli a jejich numerickém feSeni. Piedevsim ale ukazuje metody sledovéni
arozpoznavani nelinedrnich jevu. Navazujici kapitoly pojednavaji o aplikaci pfednesenych
metod na konkrétni numerické modely a diskutuji obdrzené vysledky.

Ctenéf by tak mél opoustét predstavu chaosu jako nezadouciho zpusobu chovan{ a postup-
né si osvojit néastroje k jeho studiu. Chaotické chovani totiz, jak uvidime, je sice vpravdé
podivné, ale nedostatkem fadu se nutné nevyznacuje, viz obrazek
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Obréazek 1.1: Poincarého mapa trajektorie jednoduchého rotatoru.

1.2 Filozofie poznani

Ve své knize Struktura védeckych revoluci (1962), viz [16], publikoval americky teoretik védy
THOMAS SAMUEL KUHN tvrzeni, ze védecké poznéni se nevyviji postupnym hromadénim
znalosti, ale déje se skokové, vzdy ve dvou kvalitativné odlisnych obdobich védecké aktivity.

Prvni obdobi oznacené jako obdobi normdilni védy vyuziva obecné uznany model poznéni,
takzvané pamdigmaﬂ Népln cinnosti védcu je podle Kuhna teseni hddanek, neboli apli-
kace paradigmatu, jenz je védecky a spole¢ensky piijaté, na objasnéni problému své doby.
Obdrzené teSeni problému by pak idedlné mélo byti blizko poc¢ateénim ocekavanim do té
miry, aby spolec¢nosti necinilo obtize mu uveérit.

Anomilni vysledky jsou zpoc¢atku pfi¢itany chybé védce. S jejich hromadénim se vSak
stava zfejmym, ze moznosti soucasného paradigmatu se zacinaji vycerpavat. Tehdy zac¢ind
narustat tlak na vysvétleni problémt mimo dosah soudobé védy, podle Kuhna nastava
védeckd revoluce. Platnost soucasného paradigmatu je zpochybnéna a je tieba pfijmout po-
hled 8irsi, ktery poskytne nastroj pro vysvétleni anomalii i dalsi badani.

A pravée skromné predpoklady nutné pro vznik chaotického feSeni vedly na prelomu
19. a 20. stoleti k dalsi nevyhnutelné zméné pohledu na svét. Existenci chaotického chovani
dokézal HENRI POINCARE v roce 1899 pii studiu modelu ti{ nebeskych téles pod vzdjemnym
gravitaénim pusobenim.

! Paradigma je souhrnem teorii, piedpokladi a metod tvoiicich soudoby pohled védy na svét.
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1.3 Od radu k chaosu

Vyvoj predstav lidstva o modelu kosmu je vubec vynikajici ukdzkou vlivu minéni spole¢nosti
na ¢innost védy a v mnohém dava Kuhnové tvrzeni za pravdu.

Néazor, ze Zemé je pevnym stifedem vesmiru, jako prvni piedstavil fecky filozof ARIS-
TOTELES v praci O nebi. Zékladni strukturu geocentrického kosmu tvoiily dvé soustiedné
kulové plochy. Mensi predstavovala nehybny povrch Zemé a vétsi, nesouci hvézdy a denné
se otacejici, uzavirala kulovy kosmos do kone¢ného celku. Mezi povrchem Zemé a hvézdnou
sférou bylo jesté dalsich sedm sférickych orbit, které obyvaly tehdy znamé planety - Saturn,
Jupiter, Mars, Slunce, Merkur, Venuse a Mésic. Jejich pohyb byl zptusoben otac¢enim vnéjsi
sféry a byl uvazovan jako rovnomérny kruhovy, nebot tento byl vnimén jako nejuslechtilejsi
druh pohybu. Model dobfe vyhovoval tehdejsimu pozorovani: povrch Zemé se jisté zda
jako stacionarni, bylo mozné pomérné piesné piredpovédét budouci pohyb nebeskych téles
a Castecné vysvétloval souvislost kosmu a nékterych pozemskych jevi jako kolisani moiské
hladiny.

Na pocatku 16. stolet{ polsky astronom a matematik MIKULAS KOPERNIK pii pozorovan{
pohybu nebeskych téles zaznamenal tehdejsSim paradigmatem nevysvétlitelné jevy. Takzvany
problém planet popisoval pravidelnd obdobi, kdy se planety - Merkur, Venuse, Mars, Jupiter
a Saturn - jevi pozorovateli jasnéjsi nez obycejné. Navic se jejich pohyb po nebi ¢as od ¢asu
zastavuje a na okamzik obraci a potom dale pokracuje po obvyklé draze.

Kopernik piedlozil vpravdé revoluéni vysvétleni: planety (véetné Zemé) obihaji kolem
stacionarniho Slunceﬂ Aby model vyhovoval dosavadnimu pozorovani, Zemé musi byt pla-
netou lezici mezi Venusi a Marsem a navic se otdcet kolem vlastni osy. KOPERNIK tak zcela
vylouéil Zemi z pozice nejvyznamnéjsitho mista v centru vseho.

Newtonovska mechanika

Pl stoleti po Kopernikové smrti objevil italsky astronom a fyzik GALILEO GALILEI za pomoci
nové vynalezeného teleskopu Ctyti nejvétsi Jupiterovy mésice Ganymed, Callisto, Io a Eu-
ropa. I diky tomuto objevu v ném uzravala predstava planet jako izolovanych téles idedlné
se pohybujicich nekoneénym vesmirem. Galileo predpokladal, ze takovy rovnomérny pohyb
planet by trval bez omezeni, pokud by nebyl prerusen srazkou s jinym télesem. Protoze se
ale planety zfejmé pohybuji bez ustani po eliptickych drahéch, musi byt neustéle pod vlivem
mechanického pusobeni - gravita¢ni sily. Galileo tak v podstaté vyslovil prvni z pozdéjsich
Newtonovych zakonu:

7 Jestlize na téleso nepusobi Zddné vnéjsi sily nebo je vyslednice vnéjsich sil nulovd,
potom téleso setrvdva v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu.”

SIR IsaAc NEWTON, anglicky fyzik a matematik narozeny rok po Galileové smrti, navazal
na praci pionyriu moderni védy a v roce 1687 ve své praci Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica publikoval zdkon v§eobecné gravitace a tii pohybové zékony, viz [27]. Soucasné
predlozil uceleny dynamicky model Sluneéni soustavy a predstavil i problém pohybu dvou

2 Prvotni{ Kopernikiiv heliocentricky model, ktery uvazoval kruhové obézné drihy, poskytoval dokonce
horsi vysledky nez pfedchozi model geocentricky. Johannes Kepler pozdéji pozorovanim ukazal, ze pfesnéji
je tfeba uvazovat eliptické obézné drahy.
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gravitacné vazanych hmotnych téles pohybujicich se v prostoru. Podle Newtonovalﬂ zdkona
gravitace je gravitacéni sila vzdjemné pusobici na dvé télesa rovna:

mimso

F1:F2:G 2
T

(1.1)

kde G je obecna konstanta gravita¢niho ptisobeni, m; a ma jsou hmotnosti téles a r je jejich
vzdalenost.

Reseni problému dvou téles déle pokracovalo: v roce 1710 JOHANN BERNOULLI ukézal, ze
dvé hmotna télesa vzadjemné vazana gravitaci se musi prostorem pohybovat po kuzelosecce.
Koneéné v roce 1744, sedmnaéct let po Newtonové smrti, publikoval LEONHARD EULER uplné
analytické TreSeni problému.

Vysledky feSeni problému pohybu vzajemné pritahovanych téles navic nachazely uzitek
ve fyzikalnim zkoumadni na atomérni irovni. Navzdory rozdilu tiiadvaceti fadu ve velikosti
oproti planetam, klasicka reSeni dynamiky atomovych ¢astic vychazeji ze vztahu:

q192

F1:F2:€ 7"2 y

(1.2)

kde € je dielektricka vodivost vakua a ¢q; a g2 jsou velikosti naboje ¢astic.

Problém tri téles

Reseni problému dvou téles prakticky umoznilo popsat pohyb modelu Zemé a Mésice a ¢éstic
atomu Vodl’kuﬁ Dopad vyfeSeni problému dvou téles zaroven ukazal na dulezitost vyteSeni
problému interakce systému tii a nakonec libovolné mnoha téles.

Neni tedy piekvapenim, ze na studiu problému tif téles dale pracovali nejlepsi matema-
tikové 18. a 19. stoleti. Mezi jinymi napiiklad JOSEPH-LOUIS LAGRANGE, SIMEON DENIS
Po1ssoN, PIERRE-SIMON LAPLACE nebo CARL FRIEDRICH GAUSS. Piestoze vyzkumné 1sili
vedlo k mnoha vyznamnym pokrokum predevsim v teorii diferencidlnich rovnic, problém tii
téles zustaval stale nevytesen az do konce 19. stoleti.

Na konci osmdesétych let 19. stoleti se blizily Sedesatiny §védského krale OSKARA II..
U té prilezitosti §védsky matematik GOSTA MITTAG-LEFFLER navrhl panovnikovi, aby vy-
hlasil cenu pro matematika, ktery vytesi problém tii téles:

"Uvazujme systém tri (nebo libovolné mnoha) hmotnych bodu, které jsou navzdjem
pritahovdny podle zdikonu inverzniho ctverce . Za predpokladu, Ze tyto hmotné body
vzajemné nekoliduji, naleznéte resent trajektorie bodi ve tvaru zndmijch funkci, které bude
konvergovat pro vSechny casy v minulosti i budoucnosti stejné.”

V roce 1885 se o vyzvé doslechl tehdy jednatficetilety francouzsky fyzik a matematik
HENRI POINCARE a zapocal svoji praci na fesen{ problému. Po tiech letech, dva tydny pied
uzavérkou, predlozil praci, ve které za pouziti novatorskych geometrickych metod uvedl
feSeni problému ti{ téles a dukaz o jeho stabilité. Poincaré byl 21. ledna 1889, v den kralovych
narozenin, za praci odménen cenou 2 500 §védskych korun a jeho prace méla byt uverejnéna
ve vyznamném $védském matematickém casopise Acta Mathematica, jehoz byl Mittag-Leffler
tehdy séfredaktorem.

3V roce 1686, kdyz Newton poprvé prezentoval svoji préaci, byl obvinén dalsim velikdnem své doby, Ro-
bertem Hookem, z plagiatorstvi. Hooke oznacoval sebe za autora myslenky, ze vliv gravitace klesd se ctvercem
vzddlenosti téles.

4 Objeveného pozdéji v roce 1766 Anglicanem Henrym Cavendishem.
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Poincarého chyba

Pti dpravach préace pro publikaci v ¢asopise nicméné Poincaré objevil chybu ve svém dikazu
stability feseni a byl tak nucen vyzadat zastaveni chystaného tisku ¢asopisu do doby, nez se
mu podaii chybu vyfesit.

V lednu 1890 odevzdal Poincaré opravenou verzi prace a na jejich 270 strandch dokéazal,
Ze pro problém tif téles nelze naleznout obecné feseni, nebot pro nékteré poc¢ateéni podminky
stavové proménné systému bloudi ve fazovém prostoru bezcilné a nepredvidatelné. Poincaré
ukazal, ze malé rozdily v pocateénich podminkach mohou vést k neomezené velkym chybam
v koneéném fteSeni. Ze své penézité vyhry se tak Poincaré dlouho netésil. Zastaveni tisku
Casopisu a vytisténi nového vydani ho nakonec stdlo 3 500 svédskych korun.

Navzdory vyznamu Poincarého objevu a navzdory tomu, ze diukaz chaotického feSeni déle
publikoval v roce 1903 v dile Véda a Metoda, viz [29], velkou ¢asti védecké vefejnosti nebyla
teorie chaosu brana na zietel az do poloviny 20. stoleti. Moznost vzniku chaotického chovani
totiz ukazuje, ze realita je mnohem komplikovanéjsi, nez si lidstvo bylo ochotno pfipustit.
Predstava o ticelu vyzkumu byla ukazat co mozné je a ne co mozné nend.

5 Zajimavé o mozném katastrofickém vlivu neocekdvanych udélosti pise ve své knize Nassim Nicholas
Taleb [31].
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Kapitola 2
Dynamické systémy

Matematické nastroje pro simulaci a sledovani modelt, jejichz stav se méni v Case, studuje
arozviji teorie dynamickych systému. Takto obecna definice dava tusit, ze jako dynamicky
systém lze chapat déje v mnoha védnich oborech. Teorie dynamickych systému mé tak sirokou
platnost.

2.1 Deterministicky dynamicky systém

Zakladnim predpokladem deterministického dynamického systému je predstava, ze jeho stav
v kazdém case lze bezezbytku a zcela piesné popsat. Deterministicky piistup neuvazuje
nejistoty v pocdte¢nich podminkach nebo nejistoty vznikajici pfi vzdjemné interakci prvku
modelu.

Podle determinismu lze zcela presné predpovédét stav dynamického systému v budouc-
nosti i minulosti pouze na zdkladé znalosti poc¢atecnich podminek a platnych fyzikalnich
zakonu.

Jednim ze zastancu teorie determinismu byl némecky matematik a filosof GOTTFRIED
WILHELM LEIBNIZ. V praci Von dem Verhdngnisse z roku 1838, viz [22], se lze docist:

”Ze viechno je dusledkem predem daného osudu je stejné jisté, jako Ze tri krdt tii je devét.

Pokud se napriklad srazi dvé koule ve volném prostoru, a pokud jsou zndmy jejich velikosti

a drdhy a sméry pred kolizi, potom muzZeme predpovédét a vypodist, jakym smérem se odrazi
a jak se budou chovat ddle po ndrazu.

Z wvedeného muzeme vidét, Ze vSechno na svété probihd matematicky, tedy neomylné.
Pokud by tedy nekdo mel dostatecnyj prehled o soucdstech svéta a inteligenci dostatecnou
k uvdZend vsech disledku, stal by se prorokem a mohl by vidét budoucnost v pritomnosti

jako v zrcadle.”

LEIBNIZOVU predstavu deterministického modelu svéta nakonec zpochybnil v roce 1927
jeho krajan WERNER KARL HEISENBERG s principem neurcitosti. Stav systému totiz nelze
popsat s absolutni piesnosti. Podle kvantové mechaniky lze fici, ze ¢im pfesnéji zname polohu
Céstice, tim méné presné lze popsat jeji hybnost a naopak.

Ziejmé neni ani mozné zahrnout do modelu veskeré okolnosti majici vliv na jeho vyvoj.
Nelze tedy trasovat alespon ¢ast trajektorie, ale pouze jeji ptriblizny vyvoj v n-rozmérném
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kulovém okoli poc¢dteénich podminek. O predpovédi, jak si ji predstavoval Leibniz, proto
nemuze byt feci, viz [24].

2.2 Dynamické systémy

Stav deterministického dynamického systému je plné urcéen vektorem hodnot stavovich pro-
meénngch. V zavislosti na pifedloze modelu mohou v praxi jako stavové proménné figuro-
vat nejruznéjsi veli¢iny. V teoretické mechanice jsou to pfedevsim zobecnéné soufadnice po-
lohy a hybnosti, v termodynamice tlak, teplota aobjem, v elektrodynamice proud a napéti
a podobné, viz [23].

Maé-li systém n stupritd volnoshﬂ pro jeho uplny popis potom postacuje n nezavislych
proménnych xg, x1, 2, ..., xp—1. Pii pouziti vice proménnych se tyto jiz nutné stavaji vzaje-
mné zavislymi a neni zadné vyhody, kterou by tato komplikace pfinesla, viz [34].

Uspoiddejme stavové proménné do vektoru x:

X = (a:o,a;l,wg,...,xn_l). (21)

Potom jako fdzovy prostor R™ oznaéime n-rozmérny prostor, ve kterém lze stav systému
jednoznaéné zobrazit jako bod. Tedy:

R":x = (z0,%1,%2,...,Tn-1) - (2.2)

Koneéné jako model dynamického systému nazveme soustavu diferencidlnich rovnic:

%:X:F(t,x), (2.3)

kde t je ¢as a vektor funkci F obsahuje predpis budouciho vyvoje systému.
Slozky soustavy diferencidlnich rovnic (2.3)) muzeme rozepsat:

Ty = FO (t,CC(],CL'l,CL'Q, s 7$n71) ;

i‘l == Fl (t,xo,l‘l,l‘g, NN ,.Tnfl) s

&o = Fy (t,x0, 01,22, ..,Tn-1), (2.4)
Tpo1=Fn 1 (t,l‘o,l‘l,l‘Q, R xnfl) .

Po vyfeseni soustavy rovnic (2.4) pro vektor poc¢atec¢nich podminek x(ty) = x¢ obdrzime
vektor teény trajektorie systému v Case tg. Soustava rovnic je proto nékdy oznacovana
jako wvektorové pole. V zavislosti na pouzité numerické metodé potom aproximaci ziskame
vektor hodnot stavovych proménnych v case ¢:

x(t) = (xo(t), z1(t), z2(t), ..., xpn-1(t)) . (2.5)

1 Ve fyzikalnim smyslu je jako stupen volnosti rozumén nezavisly parametr popisujici stav systému.
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2.2.1 Terminologie

Pied dalsim postupem bude na misté vysvétlit nékteré pojmy, viz [14] nebo [15], jenz budeme
pii studiu dynamickych systému dale pouzivat:

e Resenim dynamického systému (2.3) je mysleno zobrazeni z z éasového intervalu
I ¢ R! do fazového prostoru R™:
r:I— R"

t — x(t). (2:6)

Kiivka Feseni x(t,to, o) byva nazyvana trajektorie nebo fizovd krivka prochézejici
bodem xg v ¢ase t > ty. Z podstaty deterministického systému plynou vlastnosti feseni:
jednoznacnost a diferencovatelnost vzhledem k poc¢ateénim podminkam.

e Integralni kiivka je zobrazenim (grafem) hodnot feseni x(¢,to, xo) v Casovém useku I:

graf x(t,to,v0) = {(z,t) € R" x R' |z = x(t, t9,3),t € I }. (2.7)

e Orbita O(zp) je mnozina bodu ve fdzovém prostoru lezicich na uzaviené trajektorii
prochazejici bodem zq:

9 € U C R,

O(CEQ) = {l‘ cR"” | T = x(t’ to’gjo)’t c I} . (28)

Pojmy integralni krivka a trajektorie jsou v literatute uzivany znacéné volné a casto byvaji
zaménovany jako ekvivalentni.
Priiklad

Ukazme nyni rozdily mezi feSenim, integralni kiivkou a orbitou na piikladu, viz [14]. Uvazujme
dynamicky systém se dvéma stavovymi proménnymi u, v:

To = T1,
1 = —xo,
2.9
(.%‘0,.%'1) e R! x R! ( )
370(0) = l,xl(O) =0.
s FeSenim:
t) = t),
wo(t) = cos(t) (2.10)

x1(t) = —sin(t).

Resenf v bodé (1,0) v ¢ase t = 0 podle definice (2.6) ilustruje obrazek . Integralni
kfivka, viz obrazek , prochézejici bodem (1,0) v ¢ase t = 0 je podle definice (2.7)) ddna:

{ (zo,21,t) € R x R x RY | <w0(t), xl(t)> = <cos(t), — sin(t)) ,te ]R}. (2.11)
A koneéné orbitu v bodé (1,0) tvoif podle definice (2.8)) kruznice, viz obrazek [2.1k:
224t =1 (2.12)
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Obrézek 2.1: Resenti, integralni kiivka a orbita dynamického systému.

2.2.2 Fazovy portrét

Vyvoj dynamického systému v case je zfejmé zavisly na pocatecnich hodnotach stavovych
proménnych - pocateénich podminkach. Zaznamenavejme trajektorie, které ziskdme po-
stupnym feSenim pro mnozinu pocateénich podminek. Po vyneseni trajektorii ve fazovém
prostoru ziskame fdzovy portrét systému.

Zustaneme-li nadale u dynamickych systému se dvéma stavovymi proménnymi xg a 1,
fazovym prostorem je rovina. Tohoto mimoiadné nazorného fazového prostoru uziva obrazek
k ukdzce nékterych piiklada fazovych portréti autonomnich dynamickych systému.
Sipky ukazuji smér vyvoje systému v Case.

Pozndmka: Jako autonomni se oznacuji dynamické systémy, jejichZ vektor funkci
nent zdvisly na case. Neautonomni systémy, které na case zdvisi, muZeme na autonomni
prevést nahrazenim casu dalsi stavovou proménnou &, = 1, viz [24).

b) c)

S
\

Ty= -Ty Ty= -T,
T, = -2, T, = -2z,

L/

A

— — —
Ty — Ty Ty — Ty Ty — Ty

. P 2 r — -
€T, = T T, = I T, = 331(2.1'0 xl)

Obrazek 2.2: Priklady fazovych portrétu systému se dvéma stavovymi proménnymi.
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2.2.3 Operator toku

Leva strand rovnice reprezentuje vektor zmeény rychlosti systému v case. Pii kon-
stantnim casovém kroku feSeni tento vektor uddvéa rychlost toku bodu podél trajektorie
ve fazovém prostoru pro kazdou stavovou proménnou x;, viz [24].

Pro znamé pocétecni podminky x(tg) = x¢ lze definovat zobrazeni ®; fizového prostoru
R™ na sebe takové, ze kazdému stavu x(0) a ¢asu ¢ pritadi stav x(¢).

Takové zobrazeni se nazyva operdtor toku nebo evoluéni operdtor. Operator toku obsahuje
vSechna feSeni soustavy . Jeho pomoci tak lze stanovit stavy v minulosti i budoucnosti.

Reseni soustavy rovnic pomoci evoluéniho operatoru pii po¢ateénich podminkach x(to) =
xo lze vyjadrit, viz [23):

x(t) = ®y_y, (x(0)). (2.13)
Z uvedeného plyne:

Qpi(x) = Dy(P4(x)),

O (D_4(x)) = Pp(x) = x, (2.14)
a tedy:
% =2 (2.15)

Inverzni operator toku k operatoru definujicimu stav v budoucnosti je tedy operator toku
definujici stav v minulosti.

2.3 Rovnovazné reseni

Stav dynamického systému (2.3)) se obecné méni v ¢ase. Muze ale existovat feSeni, pro které
plati:

x(t) = xg. (2.16)

Takové TeSeni je v zavislosti na literature nazyvano jako rovnovdzné resent, ustdleny stav
nebo singularita. Odpovidajici bod ve fazovém prostoru byva oznacovan jako pevny nebo
kriticky bod.

2.3.1 Stabilita kritického bodu

Kriticky bod X(t9) povazujeme za stabilni, viz [14], existuje-li k jeho okoli N takové okoli M,
kterym prochéazeji vSechny trajektorie tak, ze plati M C N pro vSechny casy.

Pokud je kriticky bod X(ty) stabilni a navic existuje konstanta b > 0 takova, ze pro kazdé
nasledujici feseni x(t) plati:

IX(tg) — x(t)] < b= lim |X(t9) — x(t)| =0, (2.17)
t—o0
potom lze kriticky bod nazvat asymptoticky stabilnim. Trajektorie se tedy k asymptoticky

stabilnfimu bodu postupné priblizujf, viz napiiklad obrazek [2.2b. Doplime, ze |-| je norma
ve fazovém prostoru R™.
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Stabilni bod, ktery neni asymptoticky stabilni, ozna¢me jako neutrdlné stabilni. K takovému
bodu se trajektorie nepfiblizuji ani se od ného nevzdaluji, viz obrazek [2.2h.

Uvedené sezndmeni se zpusobem posouzeni stability kritickych bodu déle poslouzi ¢tenaii
jako dobry uvod do problematiky stability trajektorii.

2.4 Stabilita trajektorii

2.4.1 Stabilita podle Ljapunovova

Uvazujme obecné feseni dynamického systému X(t). Trajektorie X(t) je stabilni podle Lja-
punovova, viz [19], pokud Feseni zac¢inajici blizko trajektorie X(t) zustava blizko ive vsech
budoucich ¢asech. Formélné fec¢eno: pii zvoleném e > 0 existuje § = §(g) > 0 takové, ze pro
libovolné feseni x(¢) plati:

1% (to) — x(to)] < § = [R(t) — x(t)] < e. (2.18)

Prehledné vysvétleni nabiz{ obrazek

Obrazek 2.3: Trajektorie stabilni podle Ljapunovova.

2.4.2 Asymptoticka stabilita

Pokud je trajektorie X(¢) stabilni v Ljapunovové smyslu a zéroven pro libovolné feseni x(t)
existuje takové b > 0, pro které plati:

X(to) — x(to) < b= lim [%(t) —x(t)| =0, (2.19)

potom trajektorii nazyvame asymptoticky stabilni, viz obrazek

Obrazek 2.4: Asymptoticky stabilni trajektorie.
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Pozadavek na stabilitu podle Ljapunovova jako predpoklad pro asymptotickou stabilitu
muze Ctendii pripadat zbytetny. Muze se zdat, ze stabilita feSeni vyplyva z tvrzeni .
V obecném smyslu to ale neplati. Jak ukazuji fazové portréty na obrazku [2.5 feSeni dy-
namického systému muze opoustét libovolné malé okoli a zdroven se asymptoticky blizit
kritickému bodu v ¢ase t = oo.

a) b)

Obrazek 2.5: Fazové portréty trajektorii, které jsou nestabilni podle Ljapunovova, ale asymptoticky
se blizi kritickému bodu.

2.4.3 Orbitalni stabilita

Pro posouzeni orbitalni stability trajektorie nejprve definujme vzdalenost mezi bodem a mnozinou
(sadou) bodti ve fazovém prostoru. Necht S € R" je libovoln4 sada bodti a p € R™ je libovolny bod
ve fazovém prostoru. Potom vzdalenost d mezi bodem p a sadou S je ddna vztahem:

d(p,S) = inf |p — x|. 2.20
(p,§) = inf |p — 2| (2.20)
Dale je zapotiebi definovat pozitivni orbitu prochazejici bodem xg v Case t > tg:

O+(£L‘0,t0) = {l‘ e R" | xr = i’(t), t > o, :Z‘(to) = ZL‘()} . (2.21)

Nyni jiz mizeme vyslovit definici orbitalni stability trajektorie: Jestlize pro dané € > 0
ad = d(e) > 0 spliuje libovolné feseni x(t) podminku:

[X(to) — x(t)] <6, (2.22)
potom pro orbitdlné stabilni trajektorii plati:
d(x(t), 0% (xo,t)) < ¢, (2.23)

v kazdém case t > tg.
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2.4.4 Asymptoticka orbitalni stabilita

Je-li trajektorie X(¢) orbitalné stabilni a zaroven pro libovolné feseni x(t) existuje takové
b > 0, pro které plati:

IX(tg) —x(to)| < b = 1tlim d(x(t),0" (x9,t0)) = 0, (2.24)
—00
potom je trajektorie asymptoticky orbitdlné stabilni.

Sekce ukazuje na nutnost peclivé dodrzovat terminologii, viz odstavec Studium
mnohé literatury totiz znesnadnuji odchylky v uziti pojmu trajektorie, integralni kiivky a
orbity. Namisto orbitdlné stabilni trajektorie muze byt oznacovana jako stabilni orbita tra-
jektorii vytvarena a podobné.

2.5 Linearizace reseni dynamického systému

Predchozi sekce poskytla ¢tenéii piehled o moznych typech stability trajektorie a jejich mate-
matické definici. Abychom byli schopni posoudit stabilitu trajektorie dynamického systému,
je zapotfebi zminit se o zpusobu, jak trajektorii zkonstruovat: tedy jak ziskat feseni dyna-
mického systému v kazdém cCase.

Uvazujme trajektorii X(t), viz [34]. Zndme-li pocateéni podminky x(¢9) = xo, potom dalsi
bod trajektorie X(t) v ¢ase t; = to + h je dan vztahem:

x(t1) = x(to) +, (2.25)

kde y je vektor feSeni - piiristek souradnic ve fazovém prostoru R™. Po dosazeni do rovnice
(2.3) arozsiteni ziskdvame:

Xx=%(t)+y=F (i(t)) + DF (i(t)) y+O <|y|2>, (2.26)
X(t) ;

kde DF je derivace vektoru funkci F. Obecné pro n-rozmérny fazovy prostor:

[ OFg OFy .. Ok 7
oxg o1 0xpn_1
OFy on .. _0h
DF — axo le 81’,@,1 (227)
aanl aanl - aanl
L Oxo Oz OTp_1 |

Zaméime se nyni na druhou ¢ést vyrazu (2.26]). Ta popisuje vyvoj orbity blizko trajektorie
X(t). Ponechame-li stranou chybu O, muzeme ocekédvat, ze na stabilitu Feseni dynamického
systému kolem trajektorie X(t) bude ukazovat feSeni soustavy linedrnich rovnic:

y = DF (i(t)) y. (2.28)
Pro stanoveni stability trajektorie X(¢) je tfeba nejdfive urcit, zda feseni y = 0 sou-

stavy (2.28)) je stabilni. Toto muze byt podobné obtizné, nebot analytické feseni soustavy
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic neni mozné.
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Pokud ovsem budeme predpoklddat, ze X(t) je trajektorie rovnovézného feseni X(t) = X,
potom matice DF obsahuje konstanty, tedy DF(X(t)) = DF(X). Resenim soustavy rovnic
(2.28)) je potom primo vyraz:

y = PF®ty (2.29)

Reseni y(t) je tedy asymptoticky stabilni, pokud véechna vlastni ¢isla matice DF(X(t))
maji zdpornou realnou slozku. Asymptoticky stabilni je potom irovnovazné feSeni dyna-
mického systému x = X.

V piipadé, ze vSechna vlastni ¢isla matice DF(X(t)) maji nenulovou redlnou slozku,
potom bod rovnovazného feseni x = X se nazyva hyperbolicky pevny bod. Nejcastéjsim typem
hyperbolického bodu je tzv. sedlovy bod, viz obrizek Specifickou vlastnosti sedlového
bodu jsou stabilni a nestabilni trajektorie sméfujici do nebo ze sedlového bodu ve sméru
vlastnich vektoru matice DF(X(t)).

a) b)

DA AN

WA DI

Obrazek 2.6: Hyperbolické pevné body.

Trajektorie zacinajici nebo koncici v sedlovém bodé rozdéluji fazovy prostor do dis-
junktnich oblasti. Podle této separacni funkce ve fazovém prostoru se popsané trajektorie
nazyvaji separatriz. Pii studiu nelinedrnich dynamickych systému dale uvidime, Ze rozhrani
oblasti (separatrix) muze mit obecné velmi slozitou podobu.
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2.6 Ljapunovova teorie stability

Predpoklady pro posouzeni stability trajektorie za pomoci linearizace ziejmé ukazuji, ze tento
pristup obecné nevede k pouzitelnym vysledkam. Ljapunovovaﬂ teorie stability je znacéné
obsahlou oblasti, viz napf [I] nebo [4]. Déle se proto zaméfime pouze na jeji nezbytné zizenou
cast.

Ackoli Ljapunovuv piistup funguje obecné pro n az nekonecné rozmérny fazovy prostor,
pro tivod do teorie pokracujme s rovinnym fizovym prostorem R?.

Uvazujme soustavu rovnic:

&0 = Fy (¢, z0, 1),

2.30
&1 = F1 (¢, z0, 1), ( )

a stabilni kriticky bod X(Zo, 1) € R?. Vychdzejme z jiz vyslovenych definic stability: méjme
libovolné okoli U bodu X, viz obrézek 2.7h, asledujme, zda trajektorie za¢inajici v okoli U
zustavaji uvnitt okoli U ve vSech budoucich (kladnych) ¢asech. Je ziejmé, ze trajektorie
zustava uvnitt okoli U, pokud vektorové pole sméruje dovnitt okoli U a nebo je
alespon ve sméru tecny jeho hranice, jak ukazuje obrazek 2.7p.

a) U b) U

—_—— =

Obrazek 2.7: Okoli U kritického bodu X a smér vektorového pole na jeho hranici.

Nyni definujme Ljapunovovu funkci V' jako néastroj, ktery nam bude slouzit pro posu-
zovéani stability: Nechf V je skalarnf funkce v prostoru R? = {x¢, 1} se spojitou prvn{ deri-
vaci (funkce tiidy C!). Dédle predpoklddejme jeji hodnotu v kritickém bodé V (g, Z1) = 0.

Lze tedy pravem ocekavat, ze kolem bodu X budeme schopni konstruovat izolinie spojujici
mista se stejnou hodnotou V(zg,z1) = C = konst. Potom zbyva zavést gradient VV jako
vektor kolmy k izolinii V' = C ukazujici ve sméru nérustu hodnot funkce V', viz obrazek

ov 6V>

8734:07 3721:1 (2-31)

VV(zg,z1) = grad V(xg,x1) = <

2 Rusky matematik Alexandr Michailovi¢ Ljapunov se zaslouzil zejména o rozvoj teorie stability dyna-
mickych systému, teorie potencidlu a teorie pravdépodobnosti. Na Petrohradské univerzité byl jeho ucitelem
mimo jiné dalsf velky rusky matematik P.F. CebySev. Ljapunovovo jméno, azbukou Amnxexcanap Mwuxau-
goBuY JIanyHoB, byva v zavislosti na literatuie latinkou pfepisovano jako Liapunov, Lyapunov nebo Liapu
noff, viz [1], [14] nebo [19].
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A"
Obréazek 2.8: Izolinie hodnot V=C a gradient VV.

Jiz bylo feceno, ze pro stabilitu trajektorie je zapotiebi, aby vektorové pole sméfovalo
dovnitf okoli U nebo bylo alespon te¢né k jeho hranici v posuzovaném bodé. Pro kazdou
izolinii V' = C potom plati:

VV(.%’(), xl) . F(x(], .’Bl) < 0, (2.32)

tedy skaldrni souc¢in vektoru gradientu VV a vektorového pole F, viz ([2.30)), je negativné de-
finitni. Vyraz ([2.32)) predstavuje derivaci Ljapunovovy funkce ve sméru trajektorie systému.
V mnohé literatufe byva oznacovéan také jako orbitdini derivace, viz napiiklad [34].
Nyni je jiz vSe pfipraveno pro vysloveni Ljapunovova teorému stability: Necht je bod

T kritickym bodem feSeni dynamického systému F. Déle budiz funkce V' spojitou skaldrni
funkef tifidy C' definovanou na okoli U bodu Z. Za piedpokladu, ze plati:

V(z)=0 pro z =7,

V(z) >0 pro x #7, (2.33)

V(z) <0 uvnitt U vyjma 7,

je bod T stabilni podle uvedenych definic. Pokud navic plati:
V(z) <0 uvnitf U vyjma 7, (2.34)

potom je bod T asymptoticky stabilni.
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2.7 Deterministicky chaos

Stav deterministického systému v kazdém case je podle definice zavisly pouze na pocatec¢nich
podminkéch. Potom, pokud by ¢ krdt ¢ bylo skutecné vzdy neomylné devét, jak uvazoval
Leibniz, deterministicky systém se nemuze chovat nepiedvidatelné, chaoticky.

Deterministicky systém skuteéné funguje na zikladé neomyiné predepsanych pravidel,
napiiklad pohybovych rovnic. Pojem chaotického chovani deterministického systému znaci,
7e predpovéd stavu systému je velmi citlivd na malé zmény v pocatecnich podminkach.
Puvodcem neptedvidatelného chovani jsou zde nejistoty ve vyéisleni hodnot stavovych pro-
meénnych, viz napiiklad [28§].

Duvod slozitého chovani redlného dynamického systému nemusi byt vabec ziejmy. Ne-
predvidatelné chovani nemusi zpusobovat pouze citlivost systému, ale napiiklad stochasticky
aspekt problému. Lze si predstavit veli¢iny stavovych proménnych deterministického modelu
popsané pravdépodobnostné. V krajnim piipadé je rovnéz mozné uvazovat plné stochasticky
model, jehoz vstupem i vystupem je vektor hustot pravdépodobnosti stavovych proménnych.

Zustanme u deterministicky popsanych modelt. Existence chaotického chovani je zde
podminéna jen skromnymi pozadavky:

e alespon tii nezavislé stavové proménné (trojrozmeérny fazovy prostor),

e dostatecné silna nelinedrni slozka v definici systému.

Zaroven stoji za zminku, ze vySSi pocet stavovych proménnych obecné nemusi znamenat

Citlivost vyvoje stavu systému na pocateénich podminkéch je typickou vlastnosti chaosu.
Lze tici, ze dvé trajektorie, které jsou na pocatku libovolné blizko, se vzajemné vzdaluji
s exponencidlni zavislosti na ¢ase. Jejich vzéjemnd vzdalenost dx(¢) velmi rychle dosahuje
maximalniho rozmeéru dostupné podmnoziny fizového prostoru.

Pro pfedstavu uvazujme libovolné malou n-rozmérnou kouli pocatec¢nich podminek ve
fazovém prostoru, viz [30]. V piipadé chaotického systému tato koule v ¢ase bez omezeni
roste a v nekoneéném ¢ase vyplni cely objem koneéné podmnoziny fazového prostoru. Tuto
vlastnost lze vyjadrit jako:

ox(t) ~ e 6x(0), (2.35)

kde A je mira vzdjemného vzdalovani trajektorii oznacovand jako Ljapunovuv exponent.
Pro libovolné malou (kone¢nou) pocateéni odchylku [0x(0)| lze definovat Ljapunovuv éas
Tryap jako ukazatel citlivosti systému:

1. |6x(0
Tryap = —Xln IE )

kde L je maximalni rozmér fazového prostoru. Ljapunoviv cas je tedy cas, za ktery veli-
kost koule, na pocatku srovnatelnd s odchylkou pozorovani, naroste do velikosti srovnatelné
s rozmérem fazového prostoru.

Kladna hodnota Ljapunovova exponentu sama o sobé nevede ke vzniku chaosu - trajekto-
rie se od sebe pouze vzdaluji. Dulezitou potFebnou vlastnosti je tzv. chaotické michdni (cha-
otic mizing). Vyvoj trajektorii je totiz omezen koneénym rozmérem podmnoziny fdzového
prostoru. Proto se trajektorie musi k sobé znovu piiblizovat a opét se od sebe vzdalovat
v jedineéném smyslu.

: (2.36)
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Jisté je na misté se ptat, kdy je vliv chaotického chovani systému vyznamny a kdy nikoliv.
Planety sluneéni soustavy se pohybuji chaoticky, jak ukazal Poincaré. Presto se nam daii
velmi presné predvidat jejich pohyb dlouho (v lidském méfitku) do budoucnosti.

Zjednodusené lze Fici, ze pokud je Ljapunovuv cas kratsi nez doba naseho pozorovani,
bylo by chybou chaos nestudovat. Proto teorie chaosu nalézd dobré uplatnéni v mechanice
klasické i kvantové, chemii a biologii.
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Kapitola 3

Metody numerického reseni

Pro teSeni disipativnich dynamickych systémfﬂ bézné postacuji tzv. explicitni numerické
metody, viz [24]. Vypocet pomoci explicitnich metod je obecné jednodussi nez u implicitnich,
nicméné stabilita feSeni je nizsi.

Reseni se provadi numerickou integraci a vysledns trajektorie vznika v uvedenych pifpa-
dech aproximaci polynomem stupné k. Konzervativmﬂ systémy zpravidla vyzaduji robustné;jsi
numerické metody kvuli ndro¢nosti nanumerickou stabilitu feSeni.

3.1 Jednokrokové metody

3.1.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodussi explicitni metodou pro feSeni obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic prvniho fadu. Eulerova metoda je jednokrokovéﬂ a jednobodovéE] numerickd metoda.
Uvazujme diferencidlni rovnici ve tvaru:

dx
T F(t,x(t)). (3.1)

Ptedpis Eulerovy metody je potom:
x(t+ h) =x(t) + hF(t,z(t)), (3.2)

kde h je krok numerické metody a F(¢,z(t)) je smérnice aproximaéni piimky v bodé x(t).
Smeérnici F(t, z(t)) lze obdrzet jako numerickou prvni derivaci. Pfiblizné potom plati:

Fla) ~ LT h}i — /@), (3.3)

Po tdpravé lze tedy psat:

flx+h) =~ f(z)+hf(z). (3.4)

1 U disipativniho mechanického systému se celkovd energie systému nezachoviava. Disipace energie muize

byt zpusobena napiiklad tlumenim systému.
2V konzervativnich mechanickych systémech ziistava celkové energie systému konstantni.
3 Pro feSeni k-krokové numerické metody je zapotiebi znat k predchozich stavii - kroku.
* Pfi feseni pomoci I-bodové numerické metody je potieba spocitat I hodnot funkce F(t,z(t)).
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Pro feseni dynamického systému s n stavovymi proménnymi nabyvé piredpis Eulerovy
metody tvaru:

xi(t + h) = xi(t) + hF(t, 1(t), 22(t), . .., 2 (t)). (3.5)

Eulerova metoda neni obecné spolehlivé pouzitelnd. Ziskany nésledujici stav systému
odpovidé skutecnosti pouze pii konstantni rychlosti systému. Pfi nenulovém zrychleni se
novy stav systému nutné nachdz{ na jiné blizké trajektorii, viz obrazek

z,(t)
,(t)

Tiro

Obréazek 3.1: Odchylovani od skute¢né trajektorie pii pouziti Eulerovy metody.

Chyba Eulerovy metody je fadu O(h?). Jedn4 se tedy o metodu prvniho fédlﬂ s chybou
odhadu nového stavu |e;| < Ch?, kde C je konstanta.

3.1.2 Semi-implicitni Eulerova metoda

Mnohem stabilnéjsiho feSeni pii pouziti Eulerovy metody lze dosdhnout jednodouchou tpra-
vou vychézejici zvlastnosti dynamickych systému. Dynamické systémy popisujici chovani
mechanickych konstrukel maji puvod v diferencidlnich rovnicich druhého fadu a pomoci jed-
noduchych substituci se upravuji na diferencialni rovnice prvniho fadu.

Napiiklad diferencidlni rovnici ve tvaru:

d?x dx

1ze substituci

dx

upravit na soustavu

dl c k

= ——V - —X,

t m m
o (3.8)

dt

= V.

5 Metoda s chybou O(h?) se nazjvé metodou fadu p — 1.
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Pii feseni Eulerovou metodou, viz (3.2)), dostdvame diferenéni vztahy:

(vt + Ex),

( m (3.9)

(

Pokud nejdiive vyfesime hodnotu stavové proménné v v ¢ase t + h, lze predpis (3.9)
upravit na:

(t)—h
(t) + hv(t).

3

t+h
t+h)

v =V
X =X

v(t+h)=v(t)—h (%V(t) + %x(t)),
x(t+h) =x(t) +hv(t+h).

(3.10)

Popsand tuprava Eulerovy metody tedy spoc¢iva v pouziti nové vypoctené rychlosti v pro
vypocet nového posunuti x. Stejné stability vypoctu dosdhneme opacnou tdpravou, totiz
uzitim nové vypocteného posunuti pro vypocet nové rychlosti.

3.1.3 Metoda Runge-Kutta

Metoda Runge-Kutta je jednokrokové a ¢tyrbodova numericka metoda. Pro vypocet je tedy
zapotiebi zndt jeden predchozi stav a hodnoty funkce F(¢,x(t)) ve ¢tyfech bodech. Prubéh
funkce je aproximovan polynomem ¢tvrtého stupné. Piedpis metody Runge-Kutta

je nasledujici:

h h
k2:F<t+2,X(t)+kl2>v
h
ks =F <t—|—g, x(t) + ko 2), (3.11)
k4:F(t+h7 x(t) + k3h>,

h
x(t+h) =x(t) + 5 (k1 + 2ks + 2kg +k4) .

Chyba metody Runge-Kutta je fddu O(h®). Pro feseni soustav rovnic dynamického
systému s n stavovymi proménnymi lze pfedpis zobecnit:

ky; = F, (t, x1(t), Xa(t), ..., xn(t))

h h h h
ko =F; [t+ —, Xl(t) + ki1 —, Xg(t) +kiog—, ..., Xn(t) + kip =

2 2 2 2

h h h h
koi = F; (t + 5’ X1(t> + ko1 7 Xg(t) + koo 50 Xn(t) + kon 2) (3.12)
k4i:Fi (t—l—h, X1 )+k31 h, Xg(t)—i-kgg h, ce Xn(t)—l-kgnh)

(t
h .
Xi(t + h) = X(t) + g (kli + 2ko; + 2ks; + k4i> , t=1,2,...,n.
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3.2 Vicekrokové metody

Pfi feSeni pomoci vicekrokové (k-krokové) metody potiebujeme k vypocteni nésledujiciho
stavu znat k predchozich stavi systému.

Je zfejmé, ze nutnost udrzovat v paméti hodnoty stavovych proménnych k piedchozich
stavii navysi paméfovou naroc¢nost vypoctu. V praxi tato skutecnost ovSem nemusi mit
zdsadni vyznam. Zv1ast v porovnani s programatorovymi rezervami v implementaci modelu.
Samotnd vypocetni slozitost obecné neroste s poctem kroku.

V obecném piipadé linearni k—krokové metody plati predpis pro novy stav:

Xpt1 = @0Xn + @1Xn—1 + -« + @Xp_gr1 + h(b0Fni1 +01Fn + .+ 0 Frypy1), (3.13)

kde a; a b; jsou vhodné konstanty. Pokud je konstanta by nenulové, potom pro vypocet nového
stavu potfebujeme nezndmou hodnotu Fpi1 = F(tyy1, Tnt1)- Ulohu proto musime Tfesit
iteraci. Takova metoda se nazyva implicitni a jeji vypocetni slozitost zavisi na konvergenci
itera¢ni metody.

Pokud je konstanta by rovna nule, metoda se nazyva explicitni. Pro jeji feSeni postaci
znalost k predchozich stavi systému. Vypocet je jednodussi, avsak oblast stability feseni je
mensi. Vypocet spociva v nahrazeni pfedpoklddané trajektorie polynomem stupné k.

3.2.1 Adamsovy metody
Zastupcem explicitnich vicekrokovych metod je Adams-Bashforthova metoda s pfedpisem:
Xn+1 = Xnp + h(ban + bQFn—l +...+ bankarl)? (314)

kde koeficienty b; zdvisi na po¢tu kroku a jsou tabelovény, viz [24]. Je zfejmé, ze pokud pro
vypocet pomoci k—krokové metody je zapotiebi znalost k predchozich stavu systému, nelze
samotnou simulaci zahdjit pfimo vicekrokovou metodou. Potfebné tvodni kroky ziskame
pouzitim nékteré z jednokrokovychﬁ] metod.

Polynom k nahrazeni trajektorie pouziva izastupce iterac¢nich vicekrokovych metod,
tzv. Adams-Moultonova metoda. V jejim piedpisu:

Xnt1 = Xp + h(boFri1 + 01Fy + 02F 1 + ...+ 0 F 1), (3.15)

figuruje neznamy stav F,, 1. Pro k kroku je metoda fadu k + 1. Koeficienty b; jsou rovnéz
tabelovany. Jiz bylo zminéno, ze prednosti takové implicitni metody je vyssi stabilita feSent,
ovsem za cenu iterace ke stavu Fj, 4.

3.3 Adaptivni metody

S prihlédnutim k povaze konkrétni tlohy lze zvysit efektivitu feseni, budeme-li se snazit ma-
ximalizovat krok h ¢asové diskretizace pfi soucasném sledovani relativni chyby. Pro adaptivni
metodu proto zfejmé neni vstupem hodnota kroku h, nybrz maximalni prijatelna relativni
chyba €pqz-

Vypocet proto probiha nezavisle s uzitim vice ¢asovych kroku a obdrzené relativni chyby
jsou porovnany s hodnotou €,,4; za tcelem zvoleni optimélniho kroku.

Lze si predstavit, ze nutny benefit, ktery pouzitim adaptivni metody musime ziskat,
abychom vykoupili jeji ndrocnost, obecné nelze zaruéit.

6 Jednokrokové metody se proto nazyvaji také samostartovaci.
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Kapitola 4

Dynamicka odezva systému

Dynamické chovani mechanickych konstrukei je podminéno nékolika zakladnimi pozadavky.
V prvé fadé musi model obsahovat hmotny ¢len se setrvaé¢nymi vlastnostmi, kterému neni
okrajovymi podminkami zamezen pohyb. Takovy prvek slouzi v systému jako nositel kinetické
energie.

Béznou soucésti mechanickych systému jsou ¢leny schopné deformace — translacéni, rotaéni
¢i smykové pruziny. Tyto funguji v modelu jako nositele potencidlni energie deformace. Aku-
mulace energie zavislé na poloze muze byt také napiiklad dusledkem pusobeni gravitac¢niho
zrychleni.

Pti mechanické pfeméné mezi potencialni a kinetickou energii ¢asto dochéazi k tzv. vratné-
mu pohybu, kmitani — nejcastéjsi formé pohybu mechanickych konstrukci. Potiebna energie
mize byt v soustavé piftomna bud na zdkladé pocateéni deformace nebo poéateéni rychlosti,
anebo ji muze doddvat vnéjsi zatizeni v Case.

4.1 Tlumeni

P1i modelovani redlnych konstrukeci je zapotiebi vystihnout jev dtlumu - disipace energie
zmodelu do jeho okoli. Pfi¢iny ttlumu, viz [5], jsou predevsim:

e materidlové tlumeni — pfeména kinetické energie konstrukce na teplo, pifesnéji na ki-
netickou energii ¢astic materialu,

e tlumeni odporem prostiedi — pfemeéna kinetické energie konstrukce na kinetickou ener-
gii ¢astic okolniho prostredi.

Souhrnny vliv dtlumu konstrukce je ziejmé nelinearni. Pro vystizeni tlumeni mecha-
nickych konstrukei se bézné pouziva kombinace forem matematického utlumu:

C=Co+C1+Co+..., (4.1)

kde C je vysledna tlumici sila, Cy je konstantni slozka tlumici sily a nasledujici slozky C; jsou
slozky tlumeni zavislého na rychlosti posunu. Bézné pouzivané slozky utlumu budou popsany
déle.
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DYNAMICKA ODEZVA SYSTEMU

Konstantni ttlum

Vliv suchého (COULOMBOVA) tfeni pfitlacovanych povrchi lze vystihnout konstantnim od-
porem proti sméru posunu. Pfedpis pro konstantni dtlum je jednoduse:

Co=uFs pro v >0,

(4.2)
Co=—uFs pro v <0,

kde p je koeficient suchého tieni a F je vzdjemnd piitlacnd sila povrchi.

Utlum linedrné zavisly na rychlosti

Linearni zavislost tlumeni na rychlosti posunu dobie vystihuje vliv pruzného pretvotreni
materidlu nebo odpor okolniho prostiedi pii malych rychlostech.
Ptedpis linearntho utlumu je ziejmeé:

Cl =Cv, (4.3)
kde ¢ je koeficient linearniho utlumu a v je rychlost posunu.

Utlum zavisly na mocniné rychlosti

Tlumeni zavislé na vyssich mocnindch rychlosti je nejcastéji uzivano ve snaze vystihnout
odpor okolniho prostiedi pii vysSich a vysokych rychlostech.
S predpisem:

CQ = C2 U2, (4.4)

kde ¢o je koeficient kvadratického utlumu a v je rychlost posunu.

Vhodné kombinace forem matematického utlumu slouzi v pfipadé modelt mechanickych
konstrukci dostatecné vyztizné. V piipadé modeli stavebné mechanickych konstrukei je nejcastéji
pouzivana slozka ttlumu linedrné zavislého na rychlosti posunuti.
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DYNAMICKA ODEZVA SYSTEMU

4.2 Dynamické zatizeni

Vnéjsi dynamické zatizeni neustéle ptivadi do konstrukece energii v riznych podobéach. Priubéh
proménlivého zatizeni muze byt zcela obecny, stejné jako vynucend odezva konstrukce:

e obecné zatizeni (také aperiodické) se meéni v Case zcela neomezené. Jako celek neni
zjevnou periodickou funkef ¢asu, viz obrdzek

F!
|
i
!
!
|
l

Obréazek 4.1: Prubéh obecného buzeni.

e periodické zatizeni je zatizeni, které se s urcitou periodou neustéle opakuje v case, viz
obrazek 4.2

Obrazek 4.2: Prubéh periodického buzeni.

e harmonické zatizeni je podmnozinou periodického zatizeni, jenz je zfejmé harmonickou

funkef ¢asu, viz obrazek

Obréazek 4.3: Prubéh harmonického buzeni.
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DYNAMICKA ODEZVA SYSTEMU

4.3 Dynamicka odezva konstrukce

4.3.1 Volné kmitani

Pokud neni konstrukce vystavena vnéjsimu buzeni, avSak se nenachdzi v klidovém stavu,
dochézi k jejimu volnému kmitdnd. Vlastni frekvence a vlastni tvary pii volném kmitani jsou
zékladni ukazatele tuhostnich a hmotnostnich vlastnosti konstrukce.

4.3.2 Rezonance

Rezonance je dynamicky jev, ktery nastavé v pripadé souladu (i pfiblizného) nékteré z vlastnich
frekvenci s frekvenci vnéjstho periodického zatizeni. Z fyzikalniho pohledu se jedné o hromadéni
energie v systému.

V piipadé linearné se chovajiciho systému s jedinou vyraznou vlastni frekvenci lze zobrazit
amplitudu ustaleného chovani v zavislosti na frekvenci budici sily, viz obrazek

Aust [_]

fIHZ]

Obrézek 4.4: Amplituda ustaleného kmitani v zavislosti na frekvenci buzeni.

Budeme-li uvazovat harmonickou budici silu s konstantni amplitudou a frekvenci blizkou
vlastni frekvenci konstrukce, potom vychylka kmitani konstrukce bude linearné rist nade
vSechny meze, viz obrazek V piipadé realné konstrukce az do meze tinosnosti.

Béznou snahou praktického navrhovani konstrukei je proto oddalit vlastni frekvence kon-
strukce a frekvence predpokladaného vnéjsiho buzeni. Podobné je tfeba vySettit interference
vlastnich frekvenci v ruzném naméhani, napiiklad v ohybu a krouceni.

4.3.3 Odezva na dynamické zatizeni

Pouze v piipadé linedrné se chovajicich konstrukei lze s jistotou usuzovat, ze povaha dyna-
mické odezvy bude piimo odpovidat povaze dynamického zatizeni. U nelinedrnich systémiu
neni odezva pfimo svazana s typem buzeni.

odické kmitani konstrukce vynucené harmonickym zatizenim. Naopak, konstrukce buzend
obecnou zatézovaci funkci se muze ustélit v periodickém pohybu. Takovy jev se nazyvé sa-
moorganizace.
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DYNAMICKA ODEZVA SYSTEMU

| —— Odezva

T jVAAvAAAAAA
= \7 vvvvv

t [s]

Obrézek 4.5: Nartust amplitudy kmitani pfi rezonanci.

4.3.4 Vyvoj dynamické odezvy v Case

Kvality odezvy dynamicky zatizené konstrukce se obecné méni v case. Lze predlozit jejich
volné rozdéleni, viz [5]:

e piechodova oblast nevykazuje zjevné znamky predvidatelnosti. Kmitédni ma velmi (p7ilis)
slozity prubéh. Prechodové oblast muze trvat libovolné dlouho, z ¢ehoz je ziejmé, ze
jde o velmi vagni pojem urcéeny predevsim pro zakryti nasi neznalosti,

e ustalovani pohybu je jev kvalitativné podobny s ustdlenym pohybem. Jeho sledovanim
lze ukédzat postupné priblizovani k ustdlenému stavu,

e ustaleny pohyb je potom idealizovany stav s periodicky se opakujicimi kvalitativni
i kvantitativni slozkou.

Nastinény prubéh odezvy konstrukce lze pfipodobnit k hledéni lokalniho minima ve
¢lenitém prostoru. Je ziejmé, ze slozitost takového problému je mimo rozsah lidského smys-
lového vnimani. Cely systém je navic neustéle excitovan vnéjsim zatizenim.

V mnoha pripadech, jak bude ukazano, je proto obtizné mluvit o ustalené nebo ustalujici
se odezvé. Zpusoby zkoumani nelinedrnich projevu konstrukei predklada nasledujici kapitola.
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Kapitola 5
Nelinearni jevy a jejich sledovani

Dynamické modely mechanickych systému se obecné mohou sklddat z mnoha stupinu volnosti.
Je tedy ziejmé, ze fazovy prostor bude zpravidla nabyvat dimenze vyssi, nez lze lidskymi
smysly vnimat.

Esence vysettovani takovych vicerozmérnych problému v podstaté vzdy spociva ve snizeni
poctu dimenzi pomoci projekce do prostoru nizsi dimenze. Snizeni dimenze problému ovsem
obecné ptinasi zkresleni skute¢ného vyvoje systému. Pti projekci trajektorii do prostort nizsi

3

nebot obecné neni mozné rozligit dvé kifzici se trajektorieﬂ viz napiiklad [23].

5.1 Limitni mnoziny

Pii studiu chovani nelinedrnich systému lze pozorovat ustalovani odezvy systému, viz odsta-
vec Charakter ustdleného stavu muze byt obecné velmi slozity. Pri definicich limitnich
(téz atrakénich nebo pfitahujicich) mnozin ve fazovém prostoru uzijeme teoreticky zaklad
uvedeny v kapitole

5.1.1 Limitni body

Limitnim bodem y k bodu x ve fazovém prostoru R" rozumime bod, k némuz se asymptoticky
blizi trajektorie X(¢) prochédzejici bodem xz, viz [34]. Lze definovat dva druhy limitniho bodu:

e w-limitni bod pfitahuje trajektorii v ¢ase +o00, tedy:
lim @(x) =y, (5.1)
e o-limitni bod pfitahuje trajektorii v ¢ase —oo, tedy:

tl}r_noo D(x) =y. (5.2)

! Pouze v jednoduchych piipadech lze z pozadavki na spojitost véech derivaci odhadnout, kterd trajektorie
vstoupila a vystoupila z pruseciku stavu.
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NELINEARNI JEVY A JEJICH SLEDOVANI

5.1.2 Limitni cykly

Limitnim cyklem je podle definic orbita, uzaviena trajektorie ve fazovém prostoru.
Limitni orbity jsou obecné dvojiho druhu:

e periodicka orbita je stabilnim (podle definic a [2.4.4) cyklem opakujicim se
s kone¢nou periodou,

e kvaziperiodicka orbita je stabilni cyklus s nekone¢nou periodou. Tvoii rozhrani mezi
periodickou orbitou a chaotickym atraktorem.

5.1.3 Chaotické atraktory

Chaoticky (také podivnyg) atraktor je nejslozitéjsi limitni mnozinou. Je charakteristicky ne-
stabilnfm chovénim trajektorii, viz sekce [2.6] a Typicky se jednd o nekompaktni oblast
ve fazovém prostoru s fraktalnimi kvalitami, viz nédsledujici kapitoly.

5.2 Bazény pritazlivosti

7 ptedchozi sekce lze vyvodit, ze pro kazdy bod ve fazovém prostoru, jimz prochédzi trajek-
torie, lze ur¢it odpovidajici limitni stav. Muzeme tak identifikovat oblasti ve fazovém pro-
storu, které ptritahuje pravé zkoumand limitni mnozina. Takové oblasti se nazyvaji bazény
pritazlivosti (basins of attraction) dané limitni mnoziny. Rozhrani mezi bazény piitazlivosti
jednotlivych limitnich mnozin muze mit fraktdlni kvality. Uréeni limitni mnoziny na rozhrani
bazént tak byva nejednoznaéné.

Na obrazcich [5.2] a a[5.1] jsou ukdzény bazény pritazlivosti jednoduchého rotétoru, viz ka-
pitola[7] Zobrazeni bazénu pritazlivosti je zde provedeno v dvourozmérném prostoru pocatec-
nich podminek: thlové rychlosti kyvadla wg a thlu ¢. Pro kazdou kombinaci poc¢atecnich
podminek je proveden vypocCet a zaznamenana maximalni dhlova rychlost w v koneéné
fazi simulace. Hodnota 1hlové rychlosti je vyjadiena barvou pixelu pro danou kombinaci
pocatecnich podminek.

Na zakladé predpokladu ziskanych napfiiklad studiem bifurka¢niho diagramu, viz sekce
lze usuzovat, ze zde se systém muize ustélit pravé ve tifech limitnich cyklech.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze pii zobrazovani mnoharozmérného problému do nizsi di-
menze se bézné dopoustime zkreslovani skutec¢nosti. Proto by toto po¢inani mélo byt zalozeno
na rozumnych predpokladech, aby vyslednd projekce méla smysl a fyzikalni odavodnéni. Pii
porovnan{ obrazku [5.2] a [5.1] 1ze navic konstatovat, ze navic muze zélezet na rozliSen{ zobra-
zeni - af uZ jemnosti rastru nebo pestrosti barevné slozky.
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w(to) [rad/s]

w(to) [rad/s]

(to) [m x rad]

Obrézek 5.2: Bazény pritazlivosti jednoduchého rotatoru v trilinedarni barevné skéle.
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5.3 Poincarého mapa

Jiz v uvodu kapitoly bylo naznaceno, ze pfi studiu dynamického systému s vice stavovymi
proménnymi jiz dimenze fazového prostoru prevysuje moznosti lidského vniméni.

Poincarého mapa vznika fezem fazového prostoru vhodné zvolenou nadplochou, kde jedna
nebo vice stavovych proménnych mé konstantni hodnotu, viz obréazek Konstrukei Po-
incarého mapy vznika nejCastéji rovinné zobrazeni, které umoznuje vyuzivat nastroje pro
studium linearizovanych systému v roviné, viz kapitola 2| Jednd se tedy o vyznamny zpusob
zobrazeni a jeden ze zdkladnich nastroju pro studium chovani dynamickych systému, viz [5],
[24], [14] a dalsi.

Obrazek 5.3: Idealizace konstrukce Poincarého mapy.

Pii kazdém priniku trajektorie s feznou rovinou vznika na plosné Poincarého mapé bod,
oznacme jej x;, ktery jednoznaéné urcuje pozici dalstho prusec¢iku x;4; trajektorie s feznou
rovinou. Poincarého mapa se proto nazyva také mapou proniho ndvratu.

5.3.1 Volba feznych rovin

Pii konstrukci mapy Poincarého je vhodna volba fezné roviny zasadnim problémem. Jiz
z jednoduchého obrizku |5.3| je ziejmé, ze vysledné zobrazeni se muze pro jednotlivé polohy
fezné roviny fatalné ligit. Umisténi fezné roviny by mélo mit idedlné fyzikalni odivodnént,
avSak pfi zachovani zadané pirehlednosti.

Pozice fezné roviny, navzdory neomezenému poctu variant, se ¢asto voli se zaméfenim na:

e geometricky vyznam — konstantni hodnoty stavovych proménnych posunuti a po-
otoceni nebo na jejich rychlostech zavislych integralnich veli¢in,

e dynamicky vyznam — konstantni hodnoty stavovych proménnych nebo jinych veli¢in
derivovanych podle ¢asu,

e stroboskopicky vyznam — provadéni fezu fazového prostoru ve zvolenych ¢asovych
intervalech. Tato volba je uzitecna pokud se nékterd ze stavovych proménnych vyviji
periodicky v ¢ase. Napfiklad pfi harmonickém buzeni konstrukce.
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5.3.2 Projevy limitniho chovani v Poincarého mapé

Ukazme nyni nézorné, jak lze Poincarého mapu pouzit pro diagnostiku ustdleného chovani
systému. Jako piiklad poslouzi model jednoduchého rotétoru, viz sekee [7] Odvozeni mate-
matického modelu je téz uvedeno v piislusné sekci.

Bezprostiedné je tfeba poznamenat, ze fazovy prostor modelu obsahuje tii proménné:
thel natoceni rotatoru ¢ od svislé osy, ihlovou rychlost rotatoru w a harmonickou budici silu
f(t) = Acos(Qt). Vzhledem k matematické formulaci modelu dodejme, ze obsah fazového
prostoru se ziejmé opakuje v rozmezi od —7 do 7.

Jednoduchy limitni cyklus

Obrazek jiz predznamenal, Ze limitni cyklus protind feznou rovinu v koneéném poctu
bodii. Na obrazku [5.4] je zobrazena Poincarého mapa pro jednoduchy limitni cyklus.
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Obrézek 5.4: Poincarého mapa jednoduchého limitniho cyklu.

Systém se rovnéz muze ustalit v kvaziperiodické limitni mnoziné. Cyklus ma potom ne-
kone¢né dlouhou periodu a na Poincarého mapé vytvaii idedlné kompaktni mnozinu bodu,
viz obréazek [5.5]
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Obréazek 5.5: Poincarého mapa jednoduchého limitniho cyklu vypliujiciho kompaktni oblast.
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Vicecetny limitni cyklus

Uzavieny limitni cyklus muze rovnéz protinat feznou rovinu ve vice oblastech ¢i bodech.
Na obrazku [7.4] je zobrazena Poincarého mapa ztrojeného kvaziperiodického limitniho cyklu.
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Obrazek 5.6: Poincarého mapa ztrojeného limitniho cyklu vypliujiciho kompaktni oblasti.

Chaoticky atraktor

Chaoticky se vyvijejici trajektorie neprotina feznou rovinu v jediném bodé, ani nevytvaii
kompaktni oblasti. Jako vysledek chaotického chovani na Poincarého mapé vznika fez cha-
otickym atraktorem. Nelze Tici, ze se jednd o spojitou oblast. Kvuli chybé pouzité nume-
rické metody a chybé zaokrouhlovani feSeni neustéle preskakuje mezi blizkymi trajektoriemi.
7Z definic nestabilniho chovani navic vime, ze dvé nestabilni trajektorie se od sebe velmi rychle
vzdaluji.

Chaoticky atraktor je pifi makroskopickém pohledu svoji hranici ziejmé omezen, pii
zvétseni ma hranice ovSem zfetelné difuzni charakter. Mnozina chaotického atraktoru ma
slozitou vrstevnatou strukturu. Trajektorie se totiz skutetné nemohou protinat a nejsou
periodické.

20

10

w [rad/s]

Obrazek 5.7: Poincarého mapa chaotického atraktoru.
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5.3.3 Poznamky k Poincarého mapam

Konstrukce Poincarého mapy je proces velmi ndro¢ny na vypocetni dobu. Uvazme, ze nume-
rické feSeni systému je tfeba provadét s vysokou pfesnosti, tedy s malym casovym krokem
arobustni metodou Feseni.

Nejzasadnéjsi vliv na Casovou ndrocnost vypoctu ma ovSem nizkda efektivita vytvareni
Poincarého mapy. Predpokladejme, ze konkrétnim piipadé trajektorie protina feznou rovinu
vzdy kdyz harmonicka funkce budici sily prekrac¢uje nulovou hodnotu s kladnou prvni deri-
vaci. Potom z ¢asového useku At = 27 /Q vyuzijeme do Poincarého mapy pouze jediny bod.
Pro vyniknuti chaotickych atraktorii jsou nicméné zapotiebi poéty bodi v fadu 10° a vice.

Vytvoreni vypovidajici Poincarého mapy ustdleného chovani ziejmé narazi na nutnost
urcit, kdy systém povazovat za ustdleny. Zejména pii konstrukci bifurkaénich diagrami,
viz sekce je nezbytné studovat zavislost podoby Poincarého map na dobé poskytnuté pro
ustdlenti, viz obrazky a Uvédomme si, ze pii prumétu Poincarého mapy do osy w se
muze neustaleny jednoduchy limitni cyklus jevit jako chaotické chovani.
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Obrazek 5.8: Poincarého mapa zaznamenand po ustéleni systému.
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Obréazek 5.9: Poincarého mapa zaznamenand véetné ustalovani systému.
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5.4 Bifurkac¢ni diagram

Zobrazeni v mapé Poincarého je silnym nastrojem pro diagnostiku limitnich stavi pii danych
hodnotach tidicich parametri systému. Bifurkaéni diagram je navazujici zobrazeni, jenz
slouzi ke studiu vyvoje limitnich stavu systému pii zméné jednoho nebo vice #idicih pa-
rametru.

P1i konstrukei bifurka¢niho diagramu vytvarime Poincarého mapu pro kazdou hodnotu
meéniciho se Fidiciho parametru. V ziskané Poincarého mapé provedeme prumét bodu na
jednu z os, napiiklad na svislou osu dhlové rychlosti w, viz pfiklad v sekci Samotny
bifurka¢ni diagram vznikd postupnym razenim takovych priméti Poincarého map za sebe
ve sméru narustu amplitudy budici sily.

D4 se ocekavat, ze jednoduchy limitni cyklus se v bifurkaénim diagramu zobrazi jako
jediny bod, zdvojeny cyklus jako dva body, chaotické chovani jako nespojitd mnozina bodu
a podobné.

Vytvoreni vypovidajiciho bifurka¢niho diagramu vyzaduje zaznamenani Poincarého mapy
vzdy pro dostateéné ustdleny stav systému. Obecné nelze predem piedpovédét, kolik ¢asu
potiebuje systém pro kazdou konfiguraci pro ustaleni. Stejné tak je na zvazeni, jak dlouho po
ustaleni pruniky feznou rovinou zaznamenévat. Podobné je tieba zkoumat citlivost vystupu
na c¢asovém kroku, metodé feSeni, hodnotach tlumeni a podobné.

Bifurkaé¢ni diagram lze konstruovat s vice pristupy. Pfi podrobném studiu citlivosti systému
ma vyznam provést kazdy:

e Postupnd zména fidiciho parametru za chodu. Napiiklad pozvolny narust amplitudy
budici sily pfi nepferusené simulaci, viz obrazek Podobné lze sledovat odezvu
systému pii zpétném snizovani hodnoty parametru, viz obrizek

e Provedeni nového vypoctu pro kazdou hodnotu #idicitho parametru s pevnymi pocatec-
nimi podminkami, naptiklad wy = 0, g = 0, viz obrazek [5.12]

e Provedeni vice vypoétu pro kazdou hodnotu f{dictho parametru s proménlivymi (ndhod-
nymi) poéatecnimi podminkami, napiiklad wg = (—10;10)rads™!, o = (—m;7)rad,
viz obréazek (.13l

5.4.1 Poznamky k bifurka¢nim diagramim

Bifurkaéni diagram bézné obsahuje oblasti jednoduchého limitniho chovani, mista stépeni na
zdvojeny limitn{ cyklus a oblasti chaotického chovani. V mistech bifurkace (Stépeni) dochazi
ke strukturdlni nestabilité systému kvuli skoku v prvn{ derivaci ihlové rychlosti, viz sekce[5.5

Stejné jako Poincarého mapy, i bifurka¢ni diagram z nich vytvoreny ma fraktalni kvality.
Zjistujeme, ze v oblastech jevicich se jako chaoticky sum pii piblizovani opét nalézame dalsi
bifurkujici limitni cykly - takzvané kaskddy bifurkact, viz obrazky a

Tlustrace bifurkac¢nich diagramu na obrézcich [5.10] [5.12] a [5.13] ukazuji, ze pii vypoctu se
stale stejnymi pocatetnimi podminkami nebo pfi spojité simulaci se muze systém nékterym
limitnim stavum zcela vyhnout. Simulace s proménlivymi poc¢ateénimi podminkami naopak
vystihuje §irsi mnozinu moznych stavu. Zde je tfeba uvazit, kolik riznych vypoctu je tieba
spustit pro téze hodnotu ménéného parametru. Podobné jako vypocet podrobnych Poin-
carého map, i konstrukce bifurka¢niho diagramu je ¢asové velmi naroénym problémem.
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————

! ] ! ! ! !
4.25 4.3 4.35 4.4 4.45 4.5 4.55 4.6 4.65 4.7
A [Nm]

Obrézek 5.14: Detail bifurka¢niho diagramu
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Obrézek 5.15: Detail bifurka¢niho diagramu
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5.5 Strukturalni nestabilita a bifurkace

V piedchozich ¢astech préce byly ukdzany néastroje pro studium chovéani dynamickych systému.
Cilem takového zkoumaéni dynamického systému je objeveni a diagnostika stavi systému pro
vsechny konfigurace systému. V piipadé nelinearnich systému je takova kompletni analyza
velmi naro¢nd, spiSe nemozna.
ménicim se parametru se snazime identifikovat oblasti s kvalitativné podobnym chovanim,
viz [B]. Pfechod mezi kvalitativné odlisnym chovdnim se déje zpravidla nahle v jediném
bodé, ktery nazyvame bifurkacni bod, viz [14] nebo [15]. V misté bifurkace dochazi ke struk-
turalni nestabilité systému, v bifurka¢nim diagramu nelze stanovit prvni derivaci kiivky podle
ménéného parametru - rychlost vzdalovani bodu v Poincarého mapé je teoreticky nekonec¢né.
Systém muze obecné ztratit stabilitu mnoha zpusoby. Ukazuje se, ze jevy ztraty stability
a slozité limitni chovani jsou spole¢né pro dynamické systémy napii¢ védnimi odvétvimi.
Takové spoleéné vlastnosti se nazyvaji generické vlastnosti dynamickych systému. Puvod
mnoha téchto jevu zustava stale neobjasnén a je predmétem intenzivniho vyzkumu.

5.5.1 Bifurkace v dynamickych systémech

Jev ztraty stability je dulezitou kvalitou modelu, kterd slouzi pro posouzeni podobnosti mo-
delu vzhledem k modelované konstrukci. Samotnd kriticka hodnota parametru, kde k bifurkaci
dochéazi (poloha bifurka¢niho bodu), je potom zdsadnim ovérenim kvantitativni vystiznosti
modelu. Ukazme proto dale zéstupce nejcastéjsich druhu ztraty stability, viz [34]. Proménnym
parametrem budiZ obecnd sila F' a tihlovd rychlost kmitdni w necht je zaznamendna Poin-
carého mapami.

Hopfova bifurkace

Druh bifurkace, ktery popsal rakousky matematik EBERHARD HOPFE], je charakteristicky
vznikem limitniho cyklu ze stabilniho ohniska. Na bifurka¢nim diagramu, viz obréazek
je zobrazena ztrata statické stability tlaceného vetknutého prutu, viz kapitola

Bifurkaéni diagram je s vyhodou vyobrazen jako histogram cetnosti pruseéiku trajektorie
s feznou rovinou v trilinedrni barevné skale. Je vidét, ze od hodnoty kritické sily systém
zaCind kmitat v limitnim cyklu. Prusec¢iky v mapé Poincarého se od sebe rychle vzdaluji
a vznika stabilni jednoduchy limitni cyklus.

Popsand forma Hopfovy bifurkace se nazyvéa superkritickd. Jejim opakem je subkritickd
forma, kdy vznika nestabilni limitni cyklus.

Zdvojeni a puleni periody

Nachézi-li se systém v limitnim cyklu, zména sledovaného parametru muze vést ke kvalita-
tivnimu skoku - zdvojeni nebo puleni periody limitniho cyklu. Postupné zdvojovani periody
casto vede k chaotickému chovani (pies kaskddu bifurkact). Postupné déleni periody naopak
vede k rddu. Takovy vyvoj je nazorné ukazan na obrazku Lokalni zdvojeni periody
anavrat systému k predchozi kvalité znazornuje obrazek

2 Bifurkace znama, také jako POINCAREHO- ANDRONOVOVA-HOPFOVA.
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w [rad/s]

w [rad/s]

F[N]

Obrazek 5.16: Superkritickd Hopfova bifurkace.

F[N]

Obrézek 5.17: Zdvojovani a puleni periody jako pfechod mezi fddem a chaosem.
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w [rad/s]

Vidlickova bifurkace

Obrazek 5.18: Lokalni zdvojeni periody limitniho cyklu.

Superkriticka vidlickova bifurkace (pitchfork bifurcation) je jevem, kdy dynamicky systém
prechdzi z limitniho cyklu do jedné z miniméalné dvou moznych stabilnich limitnich mnozin,
viz obrazek Jedna z moznych limitnich mnozin byva zpravidla zvyhodnéna imperfek-
cemi nebo pocatecnimi podminkami. Podobné jako u Hopfovy bifurkace, izde existuje sub-

kritickd varianta.

w [rad/s]

FIN|

Obrazek 5.19: Superkritickd vidlickova bifurkace.
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5.5.2 Kaskada bifurkaci a Feigenbaumovy konstanty

Kaskada bifurkaci vznikd postupnym zdvojovanim period limitnich cykla systému. Bifurkace
limitnich cykla se v bifurka¢nim diagramu objevuji stéle castéji. Typickou vlastnosti kaskad
bifurkaci je jev, kdy poméry délek 1isekti mezi bifurkacemi konverguji k pevné hodnoté.

V roce 1975 ukazal americky matematik MITCHELL FEIGENBAUM, Ze pomér nasledujicich
vzdalenosti mezi bifurkaénimi body skutecné konverguje k transcendentnimﬁ hodnotam:

e 4.669201609..., neboli Feigenbaumova konstanta § je limitni pomér délek po sobé
jdoucich tseku mezi bifurkacemi ve sméru meéniciho se parametru (zde ve vodorovném
sméru). Pomoci konstanty ¢ lze ptiblizné odhadovat, kdy v systému vznikne chaos.
Konstantu 0 lze aproximovat vyrazem:

2¢
0~ =4. .
8@ 669, (5.3)

kde ¢ je hodnota zlatého tezu:

1++5
2

= =1.618033988..., (5.4)

e 2.502907875..., neboli Feigenbaumova konstanta « je limitni pomér Sifek mezi po
sobé jdoucimi bifurka¢nimi body (zde ve svislém sméru). Konstantu « lze aproximovat
vyrazem:

o~ 2etl 2.502. (5.5)
log(2) + 1

Pouzijme nyni detail bifurkacniho diagramu jednoduchého rotatoru, viz sekce [7] k de-
monstraci uvedeného. Bifurka¢ni diagram na obrazku je pro piehlednost preveden do
relativnich soufadnic.

V pribéhu vypoctu byly zjistény souradnice vybranych bifurka¢nich bodu B;, viz obra-
zek[5.20] Tabulka ukazuje konvergenci pomeéru vzdalenosti bifurka¢nich bodu k Feigen-
baumovym konstantdm § a «.

Bifurk. bod A % w %
By 1.7311 - 6.3812 -

B, 8.1208 - 2.2587 -

By 9.3002 5.4178 3.4603 3.4308
Bs 9.5499 4.7233 2.9901 2.5555
By 9.6032 4.6848 2.8052 2.5430

Tabulka 5.1: Konvergence soutadnic bifurka¢nich bodu k Feigenbaumovym konstantdm.

3 Transcendentn{ &islo je &islo, které neni algebraické - tedy neni koFenem z&dné algebraické rovnice
s racionalnimi koeficienty. Ptikladem budiz Ludolfovo, Eulerovo nebo Liouvillovo &islo.
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w [rad/s]

10

x
451
AN

1.5}

A [Nm]

Obrézek 5.20: Kaskada bifurkaci konvergujici k Feigenbaumovym konstantam.
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Kapitola 6

Fraktaly

V dosavadnim obsahu prace bylo na mnoha mistech bez dalstho vysvétleni poznamenano,
ze pri nelinedrnim a chaotickém chovani lze pozorovat vznik utvaru, jez maji fraktalni kva-
lity. Nasledujici kapitola si proto klade za cil poskytnout ¢tenafi spojity ivod do fraktalni
geometrie.

6.1 Sobépodobnost

Fraktaly jsou geometrické dtvary, jejichz hlavni spole¢nou vlastnosti je tzv. sobépodobnost.
Tim je mysleno, ze dvé ¢asti daného utvaru v ruzném méritku jsou si podobné. Matematicky
feCeno, casti jsou kvalitativné ekvivalentni, tedy existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
jednoho tuseku na druhy, viz [24].

Dusledkem sobépodobnosti je absoulutné relativni méritko - libovolné maly detail fraktdlu
mé stejnou slozitost jako prvotni utvar, viz [28]. Vysledny geometricky ttvar se proto vy-
znacuje teoreticky nekonecnou slozitosti. Vyse popsané dobfe znézornuje klasickd Kochova
ktivka na obrdzku 6.1l

Ul oS e
e o F

Obrézek 6.1: Konstrukce Kochovy kiivky.
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6.2 Fraktalni dimenze

Velmi castou vlastnosti Elfraktélm’ch utvaru je jejich fraktalni (necelo¢iselnd) dimenze. Jako
zastupce zddnlivé jednorozmeérnych dtvaru vyuzijme uvedenou Kochovu kiivku. Nekonecnd
slozitost kiivky zptusobuje, ze jeji teoreticka délka je nekonecna.

Navzdory tomu, ze se tato nekonec¢na kiivka ziejmé rozkldda na konecéné ploSe, neni
na ni plochy, kterou bychom mohli méfit. V uré¢itém smyslu proto lze tvrdit, ze dimenze
D takového dtvaru je v intervalu 1 < D < 2.

Ukazme nyn{ zpusob stanoveni fraktéln{ dimenze Kochovy kfivky, viz obrézek [6.2]

Za ptredpokladu, ze délka pocatecni tsecky pii nulté iteraci, viz obrazek se rovna jedné,
méime délku Kochovy kfivky I; kruzitkem o poloméru r;:

1 1 1 1
r; = 3707§7?7‘..’§ . (61)

Obrazek 6.2: Méteni délky Kochovy kiivky.

Provedeny experiment ukdaze, ze stanovené délky nekonverguji se zmensovanim poloméru
kruzitka r ke konstantn{ hodnoté, ale neustdle rostou, viz tabulka[6.1} Konkrétné pro Kochovu
kiivku plati vyraz:

- (1) 02

Polomeér r; || 1/3% | 1/3Y | 1/3% | 1/3% | 1/3* | 1/3° | ... | 1/3%
Délka [; 1.000 | 1.333 | 1.778 | 2.370 | 3.160 | 4.214 | ... | 1329

Tabulka 6.1: Zjisténé délky Kochovy kfivky.

! Existuji také ttvary, které vyhovuji definici fraktdlu jako sobépodobného ttvaru azdroven maji
celo¢iselnou dimenzi. Napiiklad Ddblovo schodisté (Devil’s staircase) sdimenzi 1.0 nebo Peanova kiivka
s dimenzi 2.0, viz [28].
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Nyni zobrazme ziskané vysledky v grafu s vyhodnym logaritmickym méiitkem logs(1/3%)
- logs(L;), viz obrazek Je vidét, ze v dvojité logaritmickém zobrazeni dostdavame linearni
zavislost se smérnici piimky a:

a =

logs(li) _ logs (%)Z _ ilogy (3)
logs (i) logg (3)"  ilogz(3)

4
= log, <3> ~ 0.2619 (6.3)

1.5 iy 8
W~ 0.2619
= 1) .
0
8
0.5 |
| | | | | |
1 2 3 4 5 6
logz(1/3")

Obrazek 6.3: Nameétené délky Kochovy kiivky v dvojité logaritmickém méfitku.

Podobnd analyza geometrickych dtvaru s celo¢iselnou dimenzi ziejmé povede ke zjisténi,
ze stanoveni jejich rozméru neni zavislé na pouzitém méritku. Napiiklad: nezalezi, kolika
useckami pokryjeme hrany ¢tverce, abychom zjistili jeho obvod, ani kolika ¢tverci pokryjeme
jim ohranicenou oblast, abychom zjistili jeho plochu.

Existuje mnoho druht dimenzi které lze u geometrického utvaru vycislit. Takovym po-
drobnym studiem potom vznikd tzv. spektrum dimenzi, viz [5]. Vzhledem k rozsahu préce
zminme nejpouzivanéjsi definované dimenze, viz [2§]:

e topologickd dimenze Dy,

e pokryvajici dimenze Dp,

fraktélni (Hausdorffova) dimenze Dy,

sobépodobnostni dimenze Dg,

kapacitni (Kolmogorovova) dimenze Dc¢.

Urceme nyni napiiklad kapacitni dimenzi D¢ studované Kochovy kiivky podle definice:

1 .
D¢ = lim — ni(r)
=00 | (l)
T

kde n; je minimélni pocet utvara, kterymi je tfeba méreny objekt pokryt pii délce kazdého

utvaru rovné r;. V piipadé Kochovy kiivky muzeme vzhledem k pfedchozimu studiu psét:
_In(4)
~ In(3)

(6.4)

~ 1.2619. (6.5)
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Dimenze utvaru Kochovy kiivky tedy odpovida pfedpokladu 1 < 1.2619 < 2. Navzdory
tomu, ze Kochova kiivka je patrné liniovy itvar, jeji nekoneénd vrstevnatost zpusobuje narust
jeji dimenze na hodnotu vétsi nez 1, avSak mens{ nez 2, nebot kiivka nem4 plosny charakter.

Podobné lze chéapat fraktalitu plosnych tutvaru. Napiiklad fez chaotickym atraktorem,
viz obréazek se ziejmé rozklada v plose. Avsak pii zvySovani rozliseni zjistujeme, Ze jeho
hranice je nekoneéné slozita, coz vede k dimenzi ttvaru v rozmezi 2 < D < 3.

w [rad/s]

2 15 -1 —05 0 05 1 15 2
@ [ x rad]

Obrazek 6.4: Poincarého mapa chaotického atraktoru.

Nekone¢na slozitost rozhrani (separatrix) mezi dvéma utvary ma za nésledek tzv. difuzni
charakter. Takové rozhrani je nejasné a ani pii priblizovani nelze jednoznaéné stanovit hranici
mezi dtvary. Demonstrujme difuzni charakter takového rozhrani na bazénech pritazlivosti,
viz obrazek [6.5

Zachovan{ slozitosti dtvaru pii pfiblizovani bylo zfetelné také na obrdzcich [5.14a[5.15]
zndzornujicich kaskady bifurkaci.
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Obrazek 6.5: Rozhrani bazénu pritazlivosti.
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Numerické simulace nelinearnich
dynamickych systému
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Kapitola 7

Jednoduchy rotator

Model jednoduchého rotatoru, tedy tuhého matematického rovinného kyvadla, je prvnim
anejjednodussim prezentovanym modelem. Dynamicky systém jednoduchého rotatoru ma
pro potieby prace nékolik vhodnych vlastnosti. Tyto plynou predevsim ze skutecnosti, ze pro
popis modelu sta¢i dvé stavové proménné - tihel natoceni rotatoru ¢ aihlova rychlost
rotatoruw. Jak bude ukédzano, pfi simulaci neni tifeba TesSit soustavu rovnic a vypocet je
velmi rychly.

Takto popsdn, model nemtze vykazovat chaotické chovani. Je zapotiebi tfeti nezavisla
stavova proménnd, zde konkrétné harmonickd budici sila f(t) = A sin(Q2t), kde A je ampli-
tuda a Q je tihlovd frekvence budici sily. Vratny mechanismus zajistuje pisobici gravitaéni
zrychlen{ g. Tlumeni modelu je jednoduché linearni viskézni. Pro ilustraci a potfeby odvozeni
je model znazornén na obrazku

Obrazek 7.1: Model jednoduchého rotatoru.
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7.1 Odvozeni modelu

Odvozeni viech prezentovanych numerickych modeli bude vzhledem k rozsahu prace uvedeno
bez Sirstho teoretického podkladu. Princip odvozeni soustavy pohybovych rovnic za pomoci
Lagrangeovské mechaniky, D’Alembertova a Hamiltonova principu byl jiz podrobné popsan
v bakaldrské préci, viz [25].

Pro odvozeni numerického modelu bude nejprve sestavena Lagrangeova funkce L, viz
[10], [20] a [33], jako rozdil kinetické a potencidlni energie modelu:

L =Fk— FEp. (7.1)
Pohybové rovnice potom obdrzime uzitim vztahu:

d <a£> 0L _OEk 0Ep

dt\oa) 0a da  da’ (7.2)

kde a je zobecnénd souradnice systému a a je zobecnénd rychlost, viz [25].
Nejprve sestavme slozky translacnich rychlosti diferencidlniho elementu v, av,. S pfi-
hlédnutim k obrézkul[7.1] plati:

vy = wrcos(p), (73)
vy = —wr sin(yp), '

kde w = i—f = ¢ je uhlova rychlost rotatoru. Absolutni transla¢ni rychlost elementu v je

potom ziejmeé:

v = /vt vl (7.4)

Kinetickou energii diferencidlniho elementu dEk vyjadiime podle vztahu:
1 1
dEk = imUQ = §pdr v?, (7.5)
kde m je hmotnost elementu, p je hustota materidlu rotatoru a dr je délka diferencidlniho
elementu. Integraci pfes celou délku rotatoru [ ziskdvame kinetickou energii rotatoru Ek:
1

1 l

1

Bk = 2p/ vidr = 2p/ (w2r2cosz(so) + w2r2sin2(@)) dr =
0 0

1 1 [1 b 1
= 2p/0 <w2r2) dr = Ep {3w2r3]0 = gpw213 = Emw2 12

Jedinou slozkou potencialni energie rotatoru Ep je polohova energie v dusledku pusobeni
gravitacniho zrychleni g. Vyraz pro potencialni energii diferencialniho elementu dEp je podle
obrazku[7.1k

dEp=mgh=mgr|[—cos(p)+ 1] = pdr g[—cos(p) + 1] . (7.7)

(7.6)

Potencialni energii celého rotatoru Ep opét ziskame integraci pies celou délku rotatoru:

. 2
Ep=rg /0 [T (—cos(ip) + 1)] dr = pg(—cos(p) + 1)% B (7.8)
1

= §mgl(—cos(go) +1).
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Nyni je na misté sestavit vyraz pro Lagrangeovu funkci systému L:

1 1
L=FEk—FEp= gmw2l2—§mgl(—cos(cp)+1). (7.9)

Podle tvrzeni ([7.2]) nyni zderivujme Lagrangeovu funkci podle vech stavovych proménnych.
Zde tedy pouze podle tithlu natoceni ¢ a tithlové rychlosti w:

1

gi = —§mglsin(go)7 (7.10)
oL 1 9

— == . A1
R 3mwl (7.11)

Poslednim zbyvajicim krokem je derivace vyrazu (7.11]) podle ¢asu:

d /oL 1 9

— = | ==-mwl”. 12
dt <8w) 3mwl (7.12)

Pohybova rovnice konzervativniho modelu ma tedy tvar:

1 1
§mwl2 = —imglsin(cp). (7.13)

Po pridani slozky linedarniho viskézniho tlumeni a harmonické budici sily je koneéna po-
doba pohybové rovnice jednoduchého rotatoru nésledujici:

1 1
gmcL)ZQ = —§mglsin(<p) —cw+ Asin(Qt), (7.14)

kde ¢ je koeficient lindrniho dtlumu, A je amplituda a 2 je ihlové frekvence budici sily.
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7.2 Vybrané priklady

Model jednoduchého rotatoru byl vyuzit pro ilustrace v ramci teoretického zakladu prace.
Proto déle budou uvedeny vysledky simulaci, které nebyly dosud ukézany. Doplihme, ze
vSechny simulace jsou provadény s modelem délky [ = 2m a hmotnosti m = 10kg v gravita-
énfm poli g = 9.81 ms—2. Hodnota koeficientu tlument je ¢ = 0.1 Nmsrad !, neni-li uvedeno
jinak. Casovy krok vypoctu byl zvolen h = 0.005s, pouzita byla pfednostné semi-implicitni
Fulerova metoda feseni.

7.2.1 Fazové portréty

Jako prvni je ukdzdn fazovy portrét, viz sekce2.2.2] netlumeného a nebuzeného jednoduchého
rotatoru. Fazovy portrét, viz obrazek byl konstruovan zaznamendvanim trajektorii ve
fazovém prostoru ¢ — w. Pocédteéni rychlost pro trajektorie se ménila v rozmezi w(ty) =
(—15;15)rads ™! s krokem Aw = 0.2rads™!. Pocétecni hel ziistdval pro viechny trajektorie
shodny ¢(tg) = Orad.

Fazovy portrét je s vyhodou znézornén jako histogram v trilinedrni barevné skale. Ba-
revnd hodnota tak udavéa pocet bodu trajektorie pfipadajicich na dany pixel. Jinymi slovy,
barva uddva rychlost toku bodu trajektorie ve fazovém prostoru, viz odstavec [2.2.3

15 ———

w [rad/s]

—-15 B e e e
—2 —1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5 2

@ [r x rad]

Obrazek 7.2: Fazovy portrét netlumeného jednoduchého rotatoru.

Druhy fazovy portrét, viz obrazek ukazuje stejny experiment, avSak s hodnotou ko-
eficientu linedrniho dtlumu ¢ = 0.5 Nmsrad .
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15

10

w [rad/s]

—10 +

|
—2 —1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5 2

~15 ‘ ‘

@ [ x rad]

Obrazek 7.3: Fazovy portrét tlumeného jednoduchého rotatoru.

7.2.2 Identifikace limitnich stavua

Na piipadé jednoduchého rotatoru lze snadno demonstrovat také piinos zobrazeni v mapé
Poincarého. Déale budou ukazény vzdy dvojice zobrazeni limitniho stavu: trajektorie v roviné
fazového prostoru ¢ — w a odpovidajici zobrazeni téhoz limitntho cyklu v Poincarého mapé.

Jako rozumny zpusob konstrukce Poincarého mapy se jevi zaznamendvani hodnot sta-
vovych proménnych p(t) aw(t), a to vzdy v poc¢atku periody budici sily § = 2kr. Podminku
pro piidani bodu P = [¢p;wp| do Poincarého mapy lze formulovat jako:

ft)<0 A f(t+h)>0,

f(t+h)
pp=p(t) + (%(t +h) - 90(15)) OES () (7.15)
wp =w(t)+ (w(t +h) — w(t)) m

Obrézky [7.4] a [7.5] ukazuji jednoduchy limitni cyklus rotdtoru pfi hodnotdch parametru
A=20Nm a = 2.0s"!. Po zvySeni amplitudy na hodnotu A = 7.5 Nm se rotdtor ustéli
v kvalitativné odlisném, avSak stdle jednoduchém limitnim cyklu, viz obrazky [7.6] a[7.7]

P7i hodnoté amplitudy A = 7.6 Nm dochézi ke zdvojeni periody limitniho cyklu, jak
ukazuji obrazky [7.8| a[7.9] Dalsi zvyseni amplitudy na hodnotu A = 7.7 Nm vede k ustédleni
systému v ztrojeném limitnim cyklu, viz obrazky a

P#i navysSeni amplitudy na A = 8.0 Nm se systém zacind chovat chaoticky. Zobrazeni
trajektorie bylo pro ptehlednost provedeno jako histogram v tetralinearni barevné skale
stejné jako ptislusnéd Poincarého mapa, tedy fez chaotickym atraktorem, viz obrazek
V ptipadé Poincarého map lze barevnou hodnotu v pixelu chapat jako ¢etnost pruniku tra-
jektorie feznou rovinou.
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w [rad/s]

10

¢ [ x rad]

Obrazek 7.4: Trajektorie limitniho cyklu pro parametry A = 2.0Nm,Q = 2.0s~! v prostoru ¢ — w.

w [rad/s]

10

—10

—2

—1.5

-1

|
—-0.5

0

0.5

@ [ x rad]

Obréazek 7.5: Poincarého mapa limitntho cyklu pro parametry A = 2.0Nm,Q = 2.0s™'.
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w [rad/s]

¢ [ x rad]

Obrazek 7.6: Trajektorie limitniho cyklu pro parametry A = 7.5 Nm, Q2 = 2.0s~! v prostoru ¢ — w.

10

w [rad/s]

—10 | | | | | | |
—2 —1.5 -1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2

@ [ x rad]

Obréazek 7.7: Poincarého mapa limitntho cyklu pro parametry A = 7.5Nm,Q = 2.0s7'.
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w [rad/s]

¢ [ x rad]

Obrazek 7.8: Trajektorie limitniho cyklu pro parametry A = 7.6 Nm, Q = 2.0s~! v prostoru ¢ — w.

10

w [rad/s]

—10 | | | | | | |
—2 —1.5 -1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2

@ [ x rad]

Obréazek 7.9: Poincarého mapa limitntho cyklu pro parametry A = 7.6 Nm,Q = 2.0s7!.
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10

w [rad/s]
< >

¢ [ x rad]

Obrazek 7.10: Trajektorie limitniho cyklu pro parametry A = 7.7 Nm, 2 = 2.0s~! v prostoru ¢ — w.

10

w [rad/s]

|
—2 —-1.5 —1 —0.5 0 0.5 1 1.5 2
@ [ x rad]

Obrézek 7.11: Poincarého mapa limitniho cyklu pro parametry A = 7.7 Nm,Q = 2.0s~".
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@ [ x rad]

Obrézek 7.12: Trajektorie limitniho cyklu pro parametry A = 8.0Nm, Q = 2.0s~! v prostoru ¢ — w.

w [rad/s]

@7 x rad]

Obrézek 7.13: Poincarého mapa limitniho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm, ) = 2.0s71.
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Obrézek [7.14] ukazuje Poincarého mapu téhoz limitniho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,
Q = 2.0s~ L. Rez chaotickym atraktorem byl viak konstruovén pii prichodu trajektorie rovi-
nou ¢ = Orad. Na vodorovné ose tak musi byt odpovidajici hodnota tfeti stavové proménné,
budici sily f.

10 |-

w [rad/s]

f [Nm]

Obrazek 7.14: Poincarého mapa limitntho cyklu pro parametry A = 8.0 Nm,Q = 2.0s71.

7.2.3 Bazény pritazlivosti

Konstrukce bazéni ptitazlivosti limitnich cykli byla jiz naznacena v sekcip.2} Ukazme zplisob
identifikace mnozin poédteénich podminek vedoucich k riznym ustilenym stavim. Vyjdeme
z bifurkaénich diagramu af5.11] Je vidét, ze pro amplitudu budic sily kolem hodnoty
A =~ 1.5 Nm se systém muze v zavislosti na poc¢atetnich podminkéch ustélit ve dvou ruznych
jednoduchych limitnich cyklech.

Pro identifikaci limitniho cyklu je tfeba zjistit hodnotu dhlové rychlosti w v Poincarého
mapé pro konkrétni poc¢atecni podminky. Uvazujme rozmezi pocdtecnich podminek o(tg) =
(—2m; 2m) rad aw(ty) = (—10;10) rads™.

Obrazek ukazuje hodnoty tihlovych rychlosti zaznamenané po dobé simulace 10s.
Je vidét, ze systém jesté neni dostatecné ustdleny a nelze rozlisit pravé dvé hodnoty thlové
rychlosti. V pifpadé simulace dlouhé 100s, jak ukazuje obrazek je jiz zobrazeni do-
statetné vypovidajici. Je vidét, pro které hodnoty poc¢ateénich podminek se systém ustalil
v limitnim cyklu s vyssi (¢ervenou) hodnotou thlové rychlosti a pro které snizsi (modrou)
hodnotou 1hlové rychlosti.
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—9 15 -1 0.5 0 05 1 15 2
¢ [ x rad]

Obrazek 7.15: Konstrukce bazénu pritazlivosti, nedostateéné ustdleny stav.

—2 —-1.5 —1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2
@ [ x rad]

Obrézek 7.16: Konstrukce bazénu pritazlivosti, dostateéné ustdleny stav.
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Kapitola 8
Dvojity rotator

Model dvojitého rotatoru vznika rozsirenim modelu jednoduchého rotatoru o dalsi tuhy dilec,
viz obréazek Je ziejmé, ze fazovy prostor modelu jiz neni jednoduchy - model je popsan
dvojici thla natoceni g, @1 a dvojici ihlovych rychlosti dilct wyg, ws.

Féazovy prostor modelu je jiz vice nez tiirozmérny a v pohybovych rovnicich lze o¢ekavat
dostatecné silné nelinearni slozky. Model tedy bude pravdépodobné vykazovat chaotické
chovani i bez vnéjstho buzeni. Prvni dilec kyvadla bude i pfesto pro ucely prace buzen vnéjsi
harmonickou silou jako v pfedchozim piipadé. Shodné s predchézejicim modelem zistavaji
slozky vlivu gravita¢niho pole a linedrni viskézni tlumeni.

Obrazek 8.1: Model dvojitého rotatoru.
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8.1 Odvozeni modelu

Dvojity rotator uvazujme jako rozsiteni modelu jednoduchého rotatoru. Pro kompletni Lagran-
geovu funkci modelu dvojitého rotatoru tedy zbyvéa odvodit slozky kinetické a potencidlni
energie druhého dilce.

Pii vyjadfeni rychlosti druhého dilce uvazujme, Ze slozky obvodové rychlosti v, a vy na
konci prvniho dilce jsou rovny:

Vg0 = wo l cos(gp), (8.1)
vyo = —wp [ sin(pp). ’

Slozky translacni rychlosti v;1 a vy1 diferencidlniho elementu na druhém dilci jsou potom
ziejme:

Vg1 = wo l cos(pp) + w1 T cos(p1),

. . (8.2)
vy1 = —wp  sin(pg) — wi T sin(pr).
Absolutni rychlost diferencidlniho elementu na druhém dilci vyjadieme jako:
2 2
v = \/[wolcos(goo) +w rcos(cpl)} + [—wglsin(gpg) —wyrsin(er)]| (8.3)
a po uprave:
v = \/ng2 + 2wowilr cos(po — ¢1) + wir. (8.4)

Vyraz pro kinetickou energii diferencidlniho elementu dEk; sestavime podobné jako
v pfedchozim ptipadé:

1 1 1
dEk, = 3™ v? = 3P drvi = 3P dr <w§l2 + 2wowilr cos(po — p1) + w%r2> , (8.5)

a konecné celkovou kinetickou energii druhého dilce E'k; ziskame integraci pres celou délku
dilce {:

1 !
Ek = 5p / (w%lQ + 2wowilr cos(vo — p1) + w%r2> dr =
0

(8.6)

1 1
= 5ml2 (w% + wowr cos(po — ¢1) + gw%) .

V pripadé potencidlni energie diferencidlniho elementu na druhém dilci je zapotiebi
uvazovat piirustek vysky diky natoceni prvniho dilce. Vztah potom nabyva podoby:

dEpi =mg(ho+ hi1) =mg {l <—cos(cp0) + 1) +r (—cos(gol) +1 )] =

=pdrg {l <—cos(cpo) + 1) +r (—cos(gpl) +1 )} .

Integraci pres délku druhého dilce pak obdrzime vyraz pro celkovou potencidlni energii
druhého dilce Epq:

(8.7)

Ep; = pg/ol [l (—cos(goo) + 1) +r (-COS(%) +1 )} dr = (8.8)

=mygl [(—cos(cpo) + 1) + % (—cos(gpl) +1 )] .
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Nyni sectenim vyrazu ([7.6]) a ziskavame vyraz pro celkovou kinetickou energii mo-
delu Ek:
1

1 4
Ek = imﬂ <3w(2) + wow1 cos(po — p1) + 3wf) , (8.9)

a podobné se¢tenim vyrazu (7.8) a (8.8]) dostavame vyraz pro celkovou potencidlni energii
modelu Ep:

Ep=mgl B (—cos(goo) + 1) + % (—cos(apl) +1 )] . (8.10)

Déle je zapotiebi provést derivace Lagrangeovy funkce podle stavovych proménnych. Pro
pfehlednost budeme zachdzet zvlast se slozkami Ek a Ep. Derivujme nejdifve kinetickou
energii £k podle hli natoceni dilctt g a 1:

Ok 1

D0 —§ml2 wo w1 sin(po — ¢1), (8.11)

OFEk 1

Tor = §ml2 wo w1 sin(po — ¢1). (8.12)
Podobné provedeme derivace potencialni energie Ep podle ¢ a ¢1:

oF 3

Tgpfj = §mglsz’n(<po), (8.13)

OF 1

6790119 = §mglsm(g01). (8.14)
Nyni derivujme kinetickou energii Fk podle ihlovych rychlosti dilct wg a wy:

OFk 4 1

on m i (3w0 +ow cos(po — cp1)> , (8.15)

OFk 1 1

B = m i <3w0 + 5 wo cos(po — <p1)> . (8.16)
Derivace potencialni energie podle ihlovych rychlosti dilctt wy a wy jsou ziejmé nulové:

OFp OFp

— £ —0. 8.17
80)0 ’ &ul ( )
Jako posledni je tfeba derivovat vyrazy (8.15) a (8.16) podle ¢asu. Tedy:

d [(OFk 9 4. 1. 1 .

— | =—— ) =ml* | zwo + zwicos(vy — ¢1) — —wo w1 sin(po — p1)+

dt \ Owg 3 2 2 (8.18)

1 .
+§w%sm(tpg — 901)] ,

d [(OFk 9| 1. 1. 1,5 .
— | =) =ml® | zw1 + zwocos(po — p1) — —wf sin(po — v1)+
dt 6w1 3 2 2 (8 19)

1 .
+§w0w1 sin(po — @1)] .
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Vse potiebné je nyni pfipraveno k sestaveni soustavy dvou pohybovych rovnic podle

predpisu:
g <8Ek¢> _ OFk _ OFEp
dt \ Owo N oL 8@07
2
g OFk - OFk _ OFEp (8.20)
de 8&)1 N 8(,01 a(pl .

Soustavu rovnic lze po tpravé zapsat v maticovém tvaru:

. 2
mle{Z?} —mle{Z%} —mng{i?}, (8.21)

kde M je symetrickd matice hmotnych momentu setrvacnosti, viz [25]:
4 1 —
M = [1 3 200820 901)} : (8.22)
3¢0s(po — 1) 3
matice Q je antisymetrickd matice transformacnich momentt setrvacénosti:
0 Lsin(po — gol)]
= . 2 , 8.23
Q [;sm(gol — o) 0 ( )
a matice K je matice tuhosti:
3sin(po) 0
K = [2 L } . (8.24)
0 351n(p1)
Ptiddnim matice materidlového tlumeni C:

3

C= [(2) (12)] , (8.25)

nasobené koeficientem viskézniho tlumeni ¢, a pridanim vektoru vnéjsiho zatizeni F':

P {ASi?(l)(Qt)}, (8.26)

ziskdvame kompletni model dvojitého rotatoru:

: 2
2 wol _, 52 Wol _ %0 wo
ml M{wl} =ml Q{w%} mng{901}+CC{w1}+F' (8.27)
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8.2 Vybrané priklady

Pro tcely numerickych simulaci byl pouzit model s délkou dilce [ = 1 m a hmotnosti dilce
m = 10kg. Velikost gravitaéniho zrychleni zlistavd ¢ = 9.81 ms™2, stejné jako hodnota ko-
eficientu tlumeni ¢ = 0.1 Nmsrad~!. Casovy krok vypoctu byl zvolen h = 0.001s, k Feseni
byla pouzita semi-implicitni Eulerova metoda.

8.2.1 Bifurkac¢ni diagramy

Vypocet bifurkac¢nich diagramu byl proveden pro hodnotu tihlové frekvence budici sily
Q=5.0s"1 Obrézky aukazujl' bifurka¢ni diagramy prvniho a druhého dilce vytvotrené
postupnym zvySovanim amplitudy budici sily za chodu simulace.

Bifurkaéni diagramy ziskané mnoha simulacemi s ruznymi poc¢ateénimi podminkami pro
stejnou hodnotu amplitudy budici sily jsou na obrazcich a Kombinace pocatecnich
podminek byly uvazovany v rozmezi:

©o,1(to) = (—2m; 2m) rad,

8.28
wo.1(tg) = (—10;10) rads ™. (8.28)

Pti porovnani rozdilu mezi bifurkaénimi diagramy lze diskutovat, zda rozmezi hodnot tthlovych
rychlosti wg 1(tp) bylo zvoleno dostatetné Siroké nebo zda byl proveden dostateény pocet
vypoctu pro kazdou hodnotu amplitudy budici sily.

8.2.2 Poincarého mapy

Pro ukéazku je uvedeno také nékolik zajimavych piikladu Poincarého map. Na obrézcich
al8.7]jsou ukdzany Poincarého mapy ustaleného chovani pro hodnoty parametri A = 18.0 Nm
Q = 5.057! pii pocatecnich podminkéch ¢ (to) = Orad, wo 1(tp) = Orads™'.

Z ukazanych Poincarého map lze vyvodit nékteré zaveéry. V porovnani s modelem jed-
noduchého rotétoru, viz kapitola [7, vykazuje model dvojitého rotdatoru odlisny charakter
chaotického chovéani. Zatimco trajektorie jednoduchého rotatoru se pomérné rovnomérné
pohybuji v celém objemu chaotického atraktoru, trajektorie dvojitého rotatoru se ¢asto drzi
v uzsi oblasti, kdy se v systému hromadi energie a periodicky dochdazi k velmi nestabilnimu
chovéni, kdy se systém utlumi.

Tato skutecnost ztézuje také kvalitni vykresleni Poincarého map. Z uvedeného je ziejmé,
ze okrajové body jsou velmi malo casté. Naopak vnitini ¢asti Poincarého mapy jsou velmi
podrobné vykresleny, nebot zde se trajektorie zdrzuji dlouho.
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DVOJITY ROTATOR

wp [rad/s]

©o [ x rad]

Obrazek 8.6: Poincarého mapa prvniho dilce v limitnim cyklu pro parametry A = 5.0Nm, Q = 5.0s~!

w1 [rad/s]

! \
—0.5 0
1 [T X rad]

Obrézek 8.7: Poincarého mapa druhého dilce v limitnim cyklu pro parametry A = 5.0 Nm, Q = 5.0s~ 1.
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Kapitola 9

Volny prut

Odvozeni a ovéfeni modelu volného prutu zatizeného sledujici silou, viz obrazek bylo
predmeétem bakalarské prace, viz [25]. Byla ovéfena shoda vlastnich frekvenci prutu, viz [26],
a prokdzéana byla i vybornd shoda s analytickou hodnotou kritické sledujici sily, viz [12] a [13].
viz [9].

Volny prut je uvazovéan konstantniho prufezu s hmotnosti M, délkou L a ohybovou
tuhosti FI. Vypocétovy model rozdéluje prut na n tuhych dilct vzdjemné spojenych klouby.
V mistech kloubti nahrazuji ohybovou tuhost linedrni rotaéni pruziny, nebot diky dostateéné
Stihlosti prutu uvazujeme materidl jako linearné pruzny. Lze ukézat, ze pro prvky modelu
plati:

M L EI
m—n,l—n, k= T (9.1)
kde m je hmotnost tuhého dilce, | je délka tuhého dilce a k je tuhost rotacni pruziny.
Vypocetni naroc¢nost je vyrazné snizena zanedbanim podélného kmitani prutu, pii kterém
jsou u oceli dosahovany zdaleka nejvyssi frekvence.

Pro potieby diplomové prace slouzi model volného prutu jako zastupce dynamického
systému s mnoha stupni volnosti. Studium chovéani takového modelu komplikuji mnohé preka-
zky, o kterych bude fe¢ dale.

F
Y

Obrézek 9.1: Volny prut zatizeny sledujici silou.
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VOLNY PRUT

9.1 Dynamicky model

Odvozeni modelu volného prutu bylo podrobné ukazéno v bakaldrské praci, viz [25]. Vzhle-
dem k rozsahu diplomové prace zde nebude uvedeno v celém rozsahu. Numerické modely jsou
vytvéareny s vyuzitim metody tuhych dilcu, viz napiiklad [I], [5] a [25].

Postup odvozeni modelu je podobny jako v pfipadé pifedchozich modeli. Stavovymi
proménnymi modelu, viz obrazek jsou:

e soufadnice pocatku prutu xg, o,
e translacni rychlosti poc¢atku prutu vz, vyo,
e Uhly natoceni dilcu ¢;,

e thlové rychlosti dilcu w;.

Obrazek 9.2: Model volného prutu.

Aplikovany model zapsany v maticovém tvaru ma néasledujici podobu:

d
M-—(v+w)=Quw? —Kp—Dw—D,+A+F,

dt

d

o (9.2)
4o

dts =,

kde v, w a ¢ jsou vektory stavovych proménnych systému - transla¢nich rychlosti, dhlovych
rychlosti a thlu jednotlivych dilcu.

Matice M je matice hmotnych momentu setrva¢nosti dilet. Lze si vSimnout, Ze pfi
malych malych deformacich prutu zustavaji jeji hodnoty pfiblizné konstantni, coz ptiblizné
odpovid4 linearizovanému feSeni - momenty setrvacnosti dilcu nejsou zavislé na deformaci
konstrukce. Matice Q je matice transformacnich moment setrvac¢nosti. Jeji hodnoty ziejmé
rostou s deformaci prutu, matice tedy predstavuje piispévek nelinedrniho reseni.
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VOLNY PRUT
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VOLNY PRUT

Matice K je matice tuhosti prutu nasobend tuhosti k£ rotac¢nich pruzin spojujicich tuhé

dilce:
[0 0
0 0
1 -1
-1 2
K=&
-1

0 0 |
0 0
2 -1
-1 1 |

(9.5)

Matice D; je matice materialového tlumeni nasobend koeficientem linearniho utlumu c;;,;

a hmotnosti dilca m:

D; = cium

0o 0 |
0 0
-1
-1 2 -1
-1 1 |
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VOLNY PRUT

Vektor D, je vysledkem snahy vystihnout tlumeni vznikajici interakei konstrukce se vaduchem.
Sklada se z transla¢nich ¢inku vyslednice tlumicich sil a momentu tlumicich sil k jednotlivym
kloubtim modelu:

(o Do) 0 ‘ 0
Z?:o Dy.i 0 0
0 sin(po) iy Dy cos(0) D iy Dy.i
D, = 0 —1{ sin(p1) 359 Do 5 1 cos(p1) 2o Dya Y (9.7)
0 sin(pr—1) iy, Dai cos(pr—1) Diey, Dy.i
\ 0 ) sin(pn—1)Dzn cos(¢n—1)Dyn

7 7

kde D;; a D, ; jsou slozky tlumicich sil vznikajicich kvili rozdilu ve mezi smérem pohybu
dilcu a jejich hlu natoceni, viz bakalarska préace [25].
Vektor A zahrnuje vliv ptsobeni gravitacntho pole. Skladéd se ze slozky transla¢niho

pusobeni a momentu setrvacnych sil ke kloubim modelu:

(

0 0
Mg 0
0 (n — 3) cos(yo)
A={ 0} _gmid(n—3-1)cos(er) } (9.8)
0 (n— 5 — ) cos(p;)
[ 0 ) %cos(gpn,l) )

kde g je gravitacni zrychleni ve svislém sméru, m je hmotnost dilce a M je hmotnost kon-
strukce.
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VOLNY PRUT

Vektor F vyjadiuje vliv sledujici sily. Zahrnuje slozku transla¢niho pusobeni sledujici sily
a momentu sledujici sily vuci kloubtim mezi dilci:

Fronower,z 0 0
Frolower,y 0 0
0 sin(go) cos(¢o)
F = 0 FFfottower.e L4 S0P b — Fropowery 4 €0S(P1) 3 (9.9)
0 sin(pn—2) cos(pn—2)
0 | sin(p—1) cos(¢n-1)

kde Ffollower,m a Ffollower,y jsou SIOZky Sleduiji Sﬂy Ffollower:

Ffollower,x = Fiollower COS((Pnfl + ’U), (9 10)
Ffollower,y = Ffollower Sin(SOn—l + U)7

kde ,,_1 je thel pootoceni posledniho dilce modelu a v je tihel imperfekce ptisobeni sily -
odchylka sily od thlu posledniho dilce, viz obrézek

Ii‘ollower

yh
|
|
|
|
|
|
|

Obréazek 9.3: Pusobeni sledujici sily.
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VOLNY PRUT

9.2 Podminky pro konstrukci Poincarého map

V pripadé modelu volného prutu je jisté vyzvou definovat feznou rovinu pro konstrukci
Poincarého mapy. Volny prut se bez omezeni pohybuje prostorem, proto nelze zavést jakysi
pevny geometricky predpis fezné roviny.

Uvazujme, ze bude rozumné sledovat pohyb posledniho dilce volného prutu, tedy kon-
struovat Poincarého mapu v roviné ¢, 1 — w,_1.

Prvni navrzenou podminku pro konstrukei Poincarého mapy ukazuje obrézek Ved'me
primku a spojujici poc¢atek prvniho dilce s koncem posledniho dilce kostrukce. Déle vytvoime
piimku b, vime-li, ze jeji podmnozinou je tsecka prvniho dilce modelu. Nyni jisté muzeme
sledovat thel ¢, o sevieny piimkami a a b.

Obrézek 9.4: Prvni podminka konstrukce Poincarého mapy.

Bod P o soufadnicich [gp P wp] do Poincarého mapy potom zaznamename ve chvili, kdy
uhel ¢, 0 prekracuje nulu. Lze predpoklddat, Ze bude navic vhodné sledovat derivaci uhlu
©p,0 podle casu a zaznamenavat jen polovinu uddlosti se shodnym smérem derivace. Dodejme
jesteé, ze zaznamendvané uhly natoceni posledniho dilce budou relativizovany vzhledem k thlu
natoceni prvniho dilce. Popsanou podminku pro konstrukci Poincarého mapy lze formulovat:

wpo(t) <0 A @po(t+h) >0,
o1 = ¢n—1(t) — po(t),

o1 = @n—1(t +h) —po(t + h),
wr = wp-1(t),

wry :wn_l(t—f-h), (9'11)
epo(t+h)
prg + — s
Yr =9I <‘~PH <P1> 20(t) + Ppolt + 1)
wpol(t+h)

wp = wy + (w]] —w1> .
epo(t) + @polt +h)

Druhou variantu podminky pro konstrukei Poincarého mapy ukazuje obrazek[9.5] Soucasti

delu a konce posledniho dilce. Potom lze, podobné jako v predchozim ptipadé, sledovat tihel
©p,1 sevieny pifmkou a a hlavni (mékkou) osou setrvacnosti z1. Uhel posledniho dilce zazna-
menavany do Poincarého mapy bude nyni vztazen k ihlu natoceni hlavnich os setrvacnosti ¢y .
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Obrazek 9.5: Druha podminka konstrukce Poincarého mapy.

Formulace druhé podminky je tedy podobna:

gop,l(t) <0 A (ppyl(t + h) > 0,
o1 = pn-1(t) — pg(t),

o11 = pn-1(t + h) — @q4(t + h),
wr = wp-1(t),

wrr = wp—1(t + h), (9.12)
= + — s
or =i+ (en =) p0() + ppolt+ 1)
©p,0 (t + h)

wp = wy + (w]] —w1> .
ep0(t) + ppo(t + h)

Posledni z predkladanych moznosti plné vyuziva potencidlu vyuziti hlavnich os setrva¢nosti

Obrazek 9.6: Tteti podminka konstrukce Poincarého mapy.

Jisté je mozné numericky derivovat tihel ¢, podle ¢asu a ziskat tak hodnotu thlové rych-
losti hlavnich os setrvacnosti wy. Derivaci dhlové rychlosti w, podle ¢asu dale obdrzime
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hodnotu thlového zrychleni hlavnich os setrvacnosti oy, tedy:

_ dyg

7 A
o (9.13)

Oég = E

Jako rozumné se nyni jevi zaznamendvat body do Poincarého mapy ve chvili, kdy je
zrychleni hlavnich os setrvacnosti oy nulové, tedy thlova rychlost hlavnich os setrvacnosti
je maximalni w,. Podobné jako v pfedchozich pifipadech berme do tvahy pouze udalosti
s kladnou derivaci thlového zrychleni podle ¢asu:

ag(t) <0 A ay(t+h) >0,
o1 = pn-1(t) = @g(1),

011 = on—1(t +h) — pg(t + h),
wr = wp-1(t),

wrr = wn_1(t + h), (9.14)
e + — s
or =i+ (en =) p0() + ppolt + 1)
Pp,0 (t+h)

wP=w1+<wU —w1> .
©p,0(t) + po(t +h)

Jiz nyni 1ze pfedbézné ohodnotit kvality tii pfedlozenych podminek pro konstrukei Poin-
carého mapy. Vyhodou prvni podminky je jeji jednoduchost. Vypocteny thel ¢, o bude rela-
tivné piesny, nebot vyzaduje v podstaté pouze hodnoty zndmych stavovych proménnych ;.
Potizi, kterou lze ¢ekat, je nestabilita thlu tsec¢ky a jako prodlouzeni prvniho dilce. Bude
ukédzano, ze diky slozitému kmitani prvniho dilce, potazmo celé konstrukce, bude ziskand
Poincarého mapa (oznacme ji jako P0) obsahovat vice parazitnich pruniku, které budou téz
splitovat pouzitou podminku ((9.11]).

U hlavnich os setrvacnosti se da ocekavat jednodussi charakter kmitani nez u jednot-
livych dilctu. Proto by vyskyt zminénych nezaddoucich artefaktu mél byt v mapach P1 (podle
podminky ) a P2 (podle podminky ) omezen. Na druhou stranu je tfeba mit na
soufadnice kloubu modelu, které nejsou piimo stavovymi proménnymi a musi byt dopocteny
z dhli diled ¢;. Takovy vypocet jiz bude zfejmé zatizen vétsi chybou nez v prvnim piipadé.

V krajnim pfipadé mapy P2 je pro posouzeni podminky zapotiebi thel hlavnich
os setrvacnosti ¢, jesté dvakrat numericky derivovat podle pfedpisu:

2h ’
coz muze vnaset do vypoctu zdsadni nepfesnost. Obzvlast pii potiebé velmi dlouhé doby
simulace a mnoha pruniku trajektorie feznou rovinou.

Pti znalosti modelu volného prutu lze dédle hovorit o skutecnosti, ze pri vlastnim kmitani
slozeném ze symetrickych vlastnich tvara (kmitdni zptusobené symetrickou pocatecni de-
formaci prutu) nezaznamendme na mapé P2 zidnou zndmku kmitani. Uhel hlavnich os
setrvacnosti se totiz nijak neméni.

(9.15)
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9.3 Vybrané priklady

Pro numerické simulace byl pouzit model volného prutu délky L = 5m, jednotkové hmotnosti
M = 1kg atuhosti EI = 1Nm?. Volny prut byl rozdélen na deset tuhych dilct. Hodnota
koeficientu linedrniho tlumeni byla nastavena c;,; = 0.1 Nmsrad~!. K feseni byla pouzita
semi-implicitni Eulerova metoda s ¢asovym krokem h = 0.001s.

S ohledem na zkusenosti s modely volného a vetknutého prutu nebyla pouzita ihlova im-
perfekce pusobeni seldujici sily. Lepsich vysledku je dosazeno pii vneseni imperfekce pomoci
malé pocatecni 1thlové rychlosti posledniho dilce wg(tg) = 10~ rads~1.

Pied samotnou diskusi nad vysledky je tfeba uvazit fyzkdlni charakteristiky pouzitého
modelu. Zvoleny volny prut se vyznacuje velmi malou ohybovou tuhosti EI, hmotnosti M
a znatnou délkou L. Tyto hodnoty byly zvoleny ze ziejmého divodu: pii simulaci je dosa-
hovéano nizsich hodnot zrychleni, feSeni je tedy stabilnéjsi a muze byt provadéno s vétsim
casovym krokem. I tak jsou numerické simulace casové narocné — vykresleni dostatecné po-
drobnych Poincarého map trvalo prumérné 36 hodin.

9.3.1 Vysledky simulaci

Jak bylo zminéno, pro konstrukci Poincarého map a bifurka¢nich diagramu byly pouzity tii
ruzné pristupy, viz predchozi sekce Bifurka¢ni diagramy byly konstruovany pro rozsah
sledujici sily Fionower = (3.0;8.0) N.

Na obrézcich a[9.11] jsou ukdzany bifurka¢ni diagramy ziskané pomoci Poincarého
map PO, P1 a P2. Bifurka¢ni diagramy byly vytvofeny provedenim simulace s pociteé¢nimi
podminkami @g_o(tp) = Orad, wo_g(to) = Orads~! pro kazdou hodnotu parametru Fiopower-

Bifurka¢ni diagramy jsou doplnény Poincarého mapami PO, P1 a P2, viz obréazky [9.8]
a Poincarého mapy byly vykresleny pro hodnotu parametru Fipower = 7.0 N.

Lze konstatovat, ze vSechny pfistupy ke konstrukci Poincarého map poskytuji pouzitelné
vysledky pro konkrétni ohybové mékky volny prut. Popsané nevyhody jednotlivych podminek
se pravdépodobné vice projevi u prutu ohybové tuzsiho. Predev§im mapa P2 bude trpét nu-
merickou nepiesnosti v dusledku vysokych zrychleni pii kmitdni prutu. Na zdkladé prezento-
vanych vysledki Ize uptednostnit pouziti Poincarého mapy P1 jako rozumného kompromisu
mezi fyzikdlnim vyznamem a pfesnosti vypoctu.
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wo [rad/s]

wg [rad/s|

30

20

10

—10

—20

-30

Obréazek 9.7: Bifurkaéni diagram volného prutu vytvoreny uzitim Poincarého map PO.

40

30

20

10

—10]

—20

-30

—40

| :
3 3.5 4 4.5 ) 9.5 6 6.5 7 7.5

F; follower [N]

- - L ) .- - |
-2 —-1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5
@9 [T X rad]

Obrazek 9.8: Poincarého mapa PO pro hodnotu sledujici sily Fronower = 7-0N.
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wo [rad/s]

wg [rad/s]

—10

—20

!
3 3.5 4 4.5 5} 9.5 6 6.5 7 7.5 8
F; follower [N]

Obrazek 9.9: Bifurkaéni diagram volného prutu vytvoreny uzitim Poincarého map P1.

@9 [ % rad]

Obréazek 9.10: Poincarého mapa P1 pro hodnotu sledujici sily Fionower = 7-0N.
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wo [rad/s]

wo [rad/s]

20

—-30 o _ - - ,

—40

| .
3 3.5 4 4.5 5} 9.5 6 6.5 7 7.5 8
F; follower [N]

Obrazek 9.11: Bifurka¢ni diagram volného prutu vytvofeny uzitim Poincarého map P2.

@9 [ % rad]

Obréazek 9.12: Poincarého mapa P2 pro hodnotu sledujici sily Fionower = 7-0N.
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Kapitola 10

Vetknuty prut

Model vetknutého prutu zatizeného sledujici silou, viz obrazek vznikl ipravou modelu
volného prutu. V soustavé pohybovych rovnic byly zavedeny nasledujici okrajové podminky:

vz = 0,
vyo = 0, (10.1)
vo =0,

a zaroven byla zvySena tuhost prvni rotaéni pruziny, viz napiiklad [5]. Odvozeni a ovéfeni mo-
delu vetknutého prutu bylo rovnéz piedmétem bakaldrské préce, viz [25]. Podobneé jako model
volného prutu, i model vetknutého prutu prokazal dobrou shodu s analytickymi hodnotami
vlastnich frekvenci, pruhybu, pootoceni a kritické sledujici sily, viz [3], [17], [18] a [6], [7].

Obrazek 10.1: Model vetknutého prutu.

104



VETKNUTY PRUT

10.1 Vybrané priklady

Numerické simulace vetknutého prutu byly provedeny pro prut stejnych charakteristik jako
v piedchozi kapitole. Pouzity model mé tedy délku L = 5m hmotnost M = 1kg atuhost
EI = 1Nm?. P#i déleni prutu na deset dilcti je efektivni délka konzoly Leg s pFihlédnutim
k obrazku rovna Leg = (5 — 5/10) = 4.5m.

Hodnota koeficientu linedrniho tlumeni zlstava c;; = 0.1 Nmsrad—'. K feseni byla
pouzita semi-implicitni Eulerova metoda s ¢asovym krokem A = 0.001s.

10.1.1 Vysledky simulaci

Pro vetknuty prut byly pouzity podminky konstrukce Poincarého map odvozené pro volny
prut vsekei [0.2] Bifurkaéni diagramy byly vykresleny pro hodnotu sledujici sily v rozmezf
Frolower = (07 40) N.

Jednotlivé bifurka¢ni diagramy ziskané pouzitim Poincarého map PO, P1 a P2 jsou
ukézany na obrazcich|10.2][10.4]{a[10.6] Podobné jako u modelu volného prutu byly bifurkac¢ni
diagramy vytvoreny provedenim simulace s po¢atecnimi podminkami ¢p1_g(tg) = Orad,
wi_g(tp) = Orads~! pro kazdou hodnotu parametru Frojower-

Pro porovnani jsou rovnéz nabidnuty Poincarého mapy PO, P1 a P2 pro shodnou hod-
notu parametru Fiojiower = 4.0 N, viz obrazky [10.3] [10.5] a [10.7]

V piipadé vetknutého prutu se ziejmé osvédcily predevsim Poincarého mapy PO a P1,
které poskytuji velmi prehledné bifurka¢ni diagramy. Obzvlasté mapa PO ma vyhodny fy-
zikalni podtext a vzhledem k fixaci thlu prvniho dilce konzoly bude pravdépodobné fungovat
dobfe i pro jiné konfigurace.

Uziti Poincarého mapy P2 pro vetknuty prut je tfeba zvazit vzhledem k velkym zméndm

oznacit za velmi dobré.
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VETKNUTY PRUT

wo [rad/s]

-30

20

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

F follower [N]

Obrazek 10.2: Bifurkacni diagram vetknutého prutu vytvoreny uzitim Poincarého mapy PO.

wg [rad/s]

40

30

20

10

—10

—20 ¢

-30

—40

@9 [ x rad]

Obrazek 10.3: Poincarého mapa PO pro hodnotu sledujici sily Fioower = 4.0 N.

106



VETKNUTY PRUT

wo [rad/s]

0 05 1 15 2 25 3 35 A
B follower [N]

Obrazek 10.4: Bifurka¢ni diagram vetknutého prutu vytvofeny uzitim Poincarého mapy P1.

40 |
20 |-
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~
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_20,
_40,
|
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Obréazek 10.5: Poincarého mapa P1 pro hodnotu sledujici sily Fionower = 4.0 N.
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VETKNUTY PRUT

wo [rad/s]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
F; follower [N]

Obrazek 10.6: Bifurka¢ni diagram vetknutého prutu vytvofeny uzitim Poincarého mapy P2.

wo [rad/s]

@9 [ % rad]

Obréazek 10.7: Poincarého mapa P2 pro hodnotu sledujici sily Fionower = 4.0 N.
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Kapitola 11

Zaver

Predlozena diplomova prace se ve své prvni ¢asti zabyvala aplikaci teorie dynamickych
systému na modely mechanickych konstrukei.

Ctenéfi byl nabidnut kompaktni Gvod do problematiky dynamickych systémil. Predstave-
na byla jednotnd terminologie a zptsob tplného popisu deterministického systému. Déle byla
studovana stabilita feSeni dynamickych systému a zpusoby posouzeni stability trajektorii az
k obecné Ljapunovové definici. Rozebran byl pojem deterministického chaosu, podminky
vzniku chaotického chovani a stru¢né diskutovan vyznam studia deterministického chaosu.

Teoreticky zaklad prace se poté zamétil na metody numerického feseni soustav dife-
rencidlnich rovnic a prednesl klasifikaci forem zatizeni, tlumeni a dynamické odezvy dyna-
micky zatizené konstrukce.

Vyznamna pozornost byla vénovana nelinedrnim jevim véetné chaotického chovéni, které
lze pozorovat pii numerickych simulacich i u skuteénych konstrukei. Byly pfedneseny zpusoby
zkoumani vyvoje dynamickych systémi, a to predevsim zobrazen{ trajektorii ve fazovém pro-
storu, konstrukce Poincarého map, bifurka¢nich diagramu a bazénu pritazlivosti limitnich
cykli. Ukézany byly zaroven odpovidajici projevy druhii ustaleného chovani a poukazano
bylo rovnéz na piekazky, které se pfi konstrukci takovych zobrazeni objevuji. Jako nezbytna
soucast studované problematiky doplnuje praci tvod do teorie bifurkaci, klasifikace jeva
ztraty stability a zkoumany jsou vlastnosti kaskad bifurkaci.

Prvni ¢ast prace uzavirda tvod do fraktdlni geometrie. Studovany jsou kvality geome-
trickych utvara jako sobépodobnost anecelociselnd dimenze. Naznacen je zpusob méfeni
fraktdlni dimenze. Zavérem jsou poznatky pfevedeny na ttvary vznikajici pfi simulacich
dynamickych systému.

Druhd ¢ast prace vyuziva teoretického zékladu a ukazuje uplatnéni poznatku pifi simu-
lacich konkrétnich numerickych modelid. Prvnim a nejjednodussim modelem je model bu-
zeného jednoduchého rotatoru. Tento spliuje zdkladni predpoklady pro existenci jevu de-
terministického chaosu a diky rychlosti vypoctu je také hojné vyuzivan pro demonstrace
v teoretickém zakladu. Opodstatnénym krokem je zafazeni modelu buzeného dvojitého rota-

vvvvvv

dochéazi ke zkreslovani.
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Na modely matematickych kyvadel navazuji zastupci modeli s mnoha stupni volnosti:
volny a vetknuty prut zatizeny sledujici silou, které byly odvozeny a ovéfeny v ramci ba-
kalarské prace. Podrobné je rozebréana problematika podminek pro vytvareni Poincarého map
a diskutovany jsou kvality jednotlivych variant. Je ukdzano, ze diagnostika chovéni slozitych
modelu vyzaduje specificky piistup.

Implementace numerickych modela, néstroju pro feSeni, zobrazovani, barevnych gkal
a ostatnich soucasti prace byla provedena v programovacim jazyce Java, viz [36], a v prostiedi
Eclipse Kepler, viz [37]. Vramci préce nebyly pouzity baliky tfetich stran a veskera im-
plementace je vyhradné dilem autora prace. Vzhledem k rozsahu prace je implementace
prilozena na kompaktnim disku.

110



ZAVER

Autor
Jméno: Jan Masek
Narozen: 5.12.1990 v Jihlavé
E-mail: masekj@Qoutlook.cz

Vzdélani
2010-2014, Fakulta stavebni VUT v Brné

Bakalarsky studijni program Stavebni inzenyrstvi, obor Konstrukce a dopravni stavby, spe-
cializace Stavebni mechanika.

Téma bakalaiské prace: Volny prut zatizeny sledujici silou, diskrétni dynamicky model.
Vedouci prace: Ing. Petr Frantik, Ph.D.

2014-2016, Fakulta stavebni VUT v Brné

Navazujici magistersky studijni program Stavebni inzenyrstvi, obor Konstrukce a dopravni
stavby, specializace Stavebni mechanika.

Téma diplomové prace: Modelovani postkritickych stavu $tihlych konstrukei.
Vedouci prace: Ing. Petr Frantik, Ph.D.
Odborné zaméreni

Matematické modelovani zalozené na fyzikalni diskretizaci. Nelinearni statickd a dynamické
analyza modeli. Velké deformace, chaotické chovani dynamickych systému. Optimalizace
tloh pomoci genetickych algoritmu. Programovéni, vyvoj software.

Vyzkumna ¢innost

2014-2016, Ustav stavebni mechaniky, FAST VUT v Brné

Studentskd pedagogicko-védecka sila, vyvoj software pro hromadné zpracovani bodovych
posloupnosti GTDiPS.

2015-2016, Ustav telekomunikaci, FEKT VUT v Brné

Vyzkumnd skupina WISLAB, projekt Smart Home Multipurpose Gateway. Vyvoj feeni pro
detekci zafizeni a pfenos multimedidlniho obsahu v pocitacovych sitich.

111



ZAVER

Publikace

MASEK, P.; HOSEK, J.; ZEMAN, K.; STUSEK, M.; KOVAC, D.; CIKA, P.; MASEK, J.;
ANDREEYV, S., KROPFL, F. . Implementation of True IoT Vision: Survey on Enabling Pro-
tocols and Hands-on Experience. Submitted to Hindawi International Journal Of Distributed
Sensor Networks, IF: 0.665.

HAVLIKOVA, L; FRANTIK, P.; MASEK, J.; SOBEK, J.; SIMONOVA, H.; VESELY, V._;
KERSNER, Z.; SEITL, S.; MERTA, 1.; SCHNEEMAYER, A. . Evaluation of Fracture Tests
of Concrete Specimens via Advanced Tool for Experimental Data Processing. In Applied
Mechanics and Materials: Engineering Mechanics 2015. Applied Mechanics and Materials.
Switzerland: Trans Tech Publications, s. 585-590. ISBN: 978-3-03835-700- 1. ISSN: 1660-
9336.

HAVLIKOVA, L; FRANTIK, P.; MASEK, J.; SOBEK, J.; SIMONOVA, H.; VESELY, V.;
KERSNER, Z.; SEITL, S.; MERTA, 1.; SCHNEEMAYER, A. Evaluation of Fracture Tests
of Concrete Specimens via Advanced Tool for Experimental Data Processing. Book of Ex-
tended Abstracts of the 21st Conference on Engineering Mechanics. Engineering mechanics
2014. Prague: Institute of Theoretical and Applied Mechanics, Academy of Sciences of the
Czech Republic, v. v. i., 2015. s. 86-87. ISBN: 978-80-86246-42- 0. ISSN: 1805- 8248.

MASEK, P.; UHLIR, D.; ZEMAN, K.; MASEK, J.; BOUGIOUKLIS, C.; HOSEK, J. Multi-
Radio Mobile Device: Evaluation of Hybrid Node Between WiFi and LTE Networks. Inter-
national Journal of Advances in Telecommunications, Electrotechnics, Signals and Systems,
2015, roc. 4, &. 2, s. 49-54. ISSN: 1805- 5443.

STUSEK, M.; HOSEK, J.; KOVAC, D.; MASEK, P.; CIKA, P.; MASEK, J.; KROPFL,
F. Performance Analysis of the OSGi-based IoT Frameworks on Restricted Devices as Ena-
blers for Connected- Home. In 2015 7th International Congress on Ultra Modern Telecom-
munications and Control Systems and Workshops (ICUMT). Brno, Czech Republic: 2015. s.
211-216. ISBN: 978-1-4673-9282- 2.

GURAN, A.; FRANTIK, P.; MASEK, J. Dynamic stability of non-conservative elastic sys-
tems: a reminiscent of Horst Leipholz (1919-1988). Computational mechanics 2013. Spicdk:
2013. s. 33-34. ISBN: 978-80-261-0282- 3.

MASEK, J. Modelovan{ volného prutu zatizeného sledujici silou. Sbornik anotaci konfe-
rence Juniorstav 2014. Juniorstav. Brno, Ceskd republika: Omega Design, s.r.o., 2014. ISBN:
978-80-214-4851- 3

112



Céast III

Pi#ilohy

113



Priloha A: Kompaktni disk

Na priilozeném kompaktnim disku se nachazi:
e elektronicka verze diplomové prace ve formatu pdf,

e kompletni zdrojové kédy numerickych modelt a ostatnich pouzitych néstroju.
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Seznam symbolu

Vg, Uy, Uz

3 &6 ﬁ®0§<0
<
)
=

QNGRS
B

stavova proménna systému
trajektorie

transla¢ni rychlost

thlova rychlost

cas

slozky vektoru rychlosti
orbita

Ljapunovova funkce
Ljapunovuv cas

Operéator toku

dimenze

Poincarého mapa

obecny thel

zrychleni

hmotnost hmotného bodu
potencialni energie
kinetickd energie

tuhost pruziny

potencialni energie akumulovand v transla¢ni pruziné
potencialni energie akumulovand v rota¢ni pruziné

gravitaéni zrychleni

délka dilce, kyvadla

zobecnénd souradnice systému

zobecnénd rychlost systému
Lagrangeova funkce
koeficienty R-K metody
modul pruznosti

pomérné pietvoreni

napéti
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v gradient

L délka prutu

M hmotnost prutu

I moment setrvacnosti

n pocet dilcu

h casovy krok

Froliower  sledujict sila

c koeficient tlumeni

Cint koeficient materidlového tlumeni

Cext koeficient tlumeni vlivem vnéjsiho prostiedi
am koeficient zohlednujici rozdilné natoceni dilci a sméru jejich pohybu
D tlumici sila

F, gravitacni sila

g gravita¢ni zrychlen{ piisobici na dilec

f frekvence

Q uhlova frekvence

F., kriticka sila

Matice a vektory

»
)

vektorové pole, dynamicky systém

matice hmotnych momentu setrvac¢nosti
matice transformac¢nich momentu setrva¢nosti
matice tuhosti rotac¢nich pruzin

matice materidlového ttlumu

vektor zatizeni sledujici silou

vektor transla¢nich rychlosti

vektor ihlovych rychlosti

vektor tlumeni vlivem vnéjsiho prostiedi
vektor vlivu gravita¢niho pole

=

.

a
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