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O KRIVKACH A KRIVOSTECH

JOSEF SILHAN a VOJTECH ZADNIK

ABSTRAKT. Vyjadieni kiivosti kfivek v eukleidovské roviné a prostoru je velice
standardnim cvi€enim z diferencialni geometrie. Ve vyslednych vzorcich vztazenych
k obecné parametrizaci kfivky lze vidét obsahy rovnobézniki, pfip. objemy rovno-
béznostént uréenych prvnimi tfemi derivacemi kiivky. Analogické vztahy pro vyssi
kfivosti v prostorech vyssi dimenze se v literatufe hledaji nesnadno, ackoli jsou velmi
snadno odvoditelné. V tomto pfispévku ukidzeme, jak na to.

1. UvoDp

Zatneme s velmi hrubymi, ale intuitivné spravnymi predstavami o k¥ivkach v euk-
leidovském prostoru a jejich kfivostech. Pfimky nejsou kiivé vibec; jejich kfivost je
nulové. KruZnice jsou rovinné kiivky, které jsou kiivé vSude stejné; jejich kiivost je
konstantni a nepfimo tumérna poloméru (kolikrat vétsi polomér kruZnice, tolikrat
mensi kifivost). VSechny kruznice se stejnym polomérem, tedy se stejnou kiivosti,
jsou navzijem shodné. U obecnych kiivek v rovinné se jejich kfivost muze ménit.
Pokud tuto vlastnost dokdzeme néjak kvantifikovat, pak tuSime, Zze odpovidajici
veli¢ina urcuje kiivku az na shodnost jednoznacné.

Sroubovice jsou kiivky, které obdobné jako kruznice vypadaji v§ude stejné kiivé,
ale na rozdil od kruznic nelezi v zadné roviné. K jejich popisu potiebujeme kon-
stanty dvé&, napft. polomér kruznice, ktera je kolmym primétem Sroubovice, a stou-
péani Sroubovice. Prvni konstanta souvisi s prvni kiivosti kfivky, druhé s druhou
kfivosti neboli torzi. VSechny sroubovice se stejnymi prvnimi i druhymi kifivostmi
jsou navzajem shodné. Sroubovice s nulovou torzi jsou kruznice. U obecnych pro-
storovych kfivek se obé kiivosti mohou ménit, ale opét tusime, ze urcuji kiivku az
na shodnost jednoznacné.

Pravé popsané predstavy lze upfesnit nékolika zptusoby. V odstavci 2 uvedeme
péar definici zalozenych na pojmu styku kiivek urcéitého fadu. Vyhodou takového
pristupu je ziejmy a nézorny start, nevyhodou je nepiilis ziejmé zobecnéni pro
kiivky v prostorech obecné dimenze. (Uz vymezeni torze v dimenzi tii se muze
nezasvécenému ¢tenafi zdat trochu podezielé.)
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Alternativni vymezeni v odstavcich 5 a 6 je zaloZeno na existenci p¥irozené pa-
rametrizace kiivky (parametrizace obloukem) a p¥irozeného ortonormélniho (Fre-
netova) repéru podél kiivky. Vyjadfeni infinitezimélni zmény tohoto pfirozeného
repéru vzhledem k pfirozené parametrizaci vede k systému (Frenetovych) rovnic,
jejichz koeficienty definuji podstatné invarianty kfivky. Odtud je hned patrné, ze
takto definované invarianty urc¢uji kfivku az na shodnost jednoznac¢né. Jednoduché
cviceni ukazuje, Ze tyto invarianty odpovidaji pravé tém zaloZenych na styku kii-
vek. Dalgi jednoduché cviceni ukazuje, jaké je jejich vyjadireni vzhledem k obecné
parametrizaci kiivky, viz formulky (5.3) a (6.4). Tyto vztahy lze najit (v mnoha
mutacich) ve v8ech relevantnich u€ebnicich a jinych zdrojich. V téchto vyjadienich
se objevuji obsahy rovnobézniki, piip. objemy rovnobé&znostént uréenych prvnimi
tfemi derivacemi kiivky. To je vychozi bod nagich dalgich avah.

Piistup pomoci Frenetova pohyblivého repéru mé bezprostiedni zobecnéni pro
kfivky v prostorech obecné dimenze, viz odstavec 7. Prvni piekvapeni skytd az
patrani po analogiich vztaha (6.4) pro vyssi kiivosti. Ty jsme nenasli v Zadné
nam dostupné ucebnici, pouze v pomérné ¢erstvém ¢lanku [1] publikovaném v po-
mérné prestiznim ¢asopise. V tomto piispévku chceme ukézat, ze k témuz vysledku
1ze dospét pomérné jednoduchou kompilaci dobfe zndmych poznatki souvisejicich
pravé s konstrukeci Frenetova repéru. Shrnuti a vyvrcholeni celé diskuze nabizime
v odstavci 8, ve Vété 8.1.

Jako pomocny nastroj pouzivaime pojem relativnich invarianta kfivky, viz od-
stavec 4. S trochou trpélivosti lze pracovat i bez nich, ale jejich pouziti velmi
usnadiuje nejen mnohé formulace, ale také argumentace.

VSechny nalezitosti k této klasické latce lze najit v nepifeberném mnozstvi lite-
ratury, viz napf. nase oblibené zdroje [3] a [4]. Relativni invarianty v uéebnicich
Casto nenajdeme, jednou z nemnoha vyjimek je napft. [2]. Pii zpracovavani materi-
4lu jsme se v mnohém inspirovali strukturou piislusného kurzu prof. Ivana Kolafe,
kterému tento ¢lanek vénujeme.

2. STYK KRIVEK

V tomto odstavci nabizime prvni upfesnéni tvodnich pfedstav o kiivostech kii-
vek pomoci pojmu styku kfivek uréitého fadu. Cely odstavec je zamyslen spis
motivacné, procez si mizeme dovolit pomérné uvolnéné formulace. Ke viem zde
predstavenym pojmum se v dalsich odstavcich vratime.

Styk kiivek fadu 0 znamené spole¢ny bod, styk fadu 1 znamena spole¢nou teénu
ve spoleéném bodé. Obecné styk Fddu r znamend stejné derivace az do fadu r ve
spoletném bodé vzhledem k vhodnym parametrizacim v okoli tohoto bodu'. Zde
samoziejmé odkazujeme na odpovidajici vektory: je-li c: I — R™ parametrizace
k¥ivky, pak pro r = 1 jde o teény vektor ¢’, pro r = 2 mluvime o vektoru zrychleni
¢’ atd. Abychom viubec mohli uvazovat styk kfivek fadu r, musi kiivky samotné
byt alespon fadu r, tzn. musi existovat derivace ¢/, ¢”, . .. az do Fadu r véetné. Proto
v dal8im pfedpokladame pouze kiivky dostatecné vysokého fadu, aniz bychom na

1Jedna se o podobny vztah, jaky vladne mezi funkei a jejim Taylorovym polynomem stupné r.
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Obrazek 1. Oskulagni kruznice K rovinné kiivky C' v bodg ¢(to) je limitou, pro t; — to, kruznic
K; danych body c(to), c(t;) € C a te€nou T v bodé c(to).

to neustale upozornovali. Jakoukoli veli¢inu odvozenou z derivaci kiivky do fadu
r budeme zvat veli¢inou Tddu r.

Tec¢na ke kiivce v daném bodé je primka, kterd s ni ma v onom bodé styk
prvniho ¥adu. Je uréena bodem a teénym vektorem c’. Pokud je v n&jakém bodé
styk kiivky a jeji teCny rfadu vyssiho, je tento bod inflexni. V takovém piipadé je
vektor zrychleni ¢” (a tedy i derivované vektory vyssich fada) ndsobkem teéného
vektoru. Pifimky jsou tedy kiivky sestavajici vyhradné z inflexnich bodua.

Pro rovinnou kifivku v neinflexnim bodé existuje kruznice, ktera s ni ma v tomto
bodé styk druhého fadu. Takova kruznice se jmenuje oskulacni a prevracend hod-
nota jejtho poloméru definuje kfivost kiivky v daném bodé. K oskula¢ni kruznici
1ze nazorné dojit limitni Gvahou jako na obrazku 1.

Pritom rovinnost kiivky lze charakterizovat tak, ze t¥eti derivovany vektor ¢’
(a tedy i derivované vektory vysSich fada) v kazdém jejim bodé je (jsou) line-
arni kombinaci tefného vektoru ¢’ a vektoru zrychleni ¢”. Pro prostorové kiivky
toto obecné neplati; pokud ndhodou ano, tak ptrislusné body se nazyvaji plandrni.
Rovinné kiivky jsou tedy kfivky sestavajici vyhradné z planarnich bodda.

Pro prostorovou kfivku v neinflexnim bodé muZeme uvaZovat rovinu urcenou
timto bodem a prvnimi dvéma derivovanymi vektory ¢’ a ¢, tzv. oskula¢ni rovinu.
(Prvni) kiwost prostorové kiivky zobechuje pfedchozi definici pro kiivky rovinné:
je to kiivost kolmého prumétu kiivky do oskulaéni roviny.

Torze (druhé kiivost) prostorové kiivky je velic¢ina, ktera méfi, jak moc se méni
jeji oskulaéni rovina, tedy jak moc kfivka neni rovinna. V pfedchozim duchu lze
tuto veli¢inu upfesnit nasledovné. Rovina uréend teénym vektorem kfivky a nor-
mélou oskulaéni roviny je tzv. rektifikacni rovina. V ni existuje kubicka parabola®,

2Tj. kiivka urcend rovnici z = ax3, kde soufadnice z odpovida tetnému sméru, z normale
oskulagni roviny a konstanta a pfedstavuje stoupdni kubické paraboly.
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Obrazek 2. Kfivost prostorové kiivky C odpovid4 kiivosti jejtho kolmého primétu C7 do osku-
la¢ni roviny O.

QAN N e

Obrazek 3. Torze prostorové kiivky C' odpovida stoupani jejiho kolmého primétu Ca do rek-
tifika¢ni roviny R.

kterd méa s kolmym primétem kiivky do této roviny styk tietiho fadu. Torze pro-
storové kiivky pak mutze byt definovana jako (jisty konstantni nésobek) stoupani
odpovidajici kubické paraboly. Torze je nulova pravé v planarnich bodech.

Z uvedeného vidime, Ze kiivost je skalarni veli¢ina druhého fadu, torze je fadu
tfettho. V inflexnich bodech neni ani kfivost ani torze definovana, jako mezni
pripady predchozich tvah je vSak miuzeme povazovat za nulové.

3. PARAMETRIZACE OBLOUKEM

V dalsim pouzivame nésledujici konvence a znaceni. Kiivka v redlném eukleidov-
ském prostoru E = R" je obrazem prostého zobrazeni (dostate¢né vysokého radu)
intervalu I C R do E. Piseme C = ¢(I), kde ¢: I — E. Zobrazeni samotné,
t — c(t), je parametrizaci k¥ivky. Odpovidajici polohovy vektor zna¢ime tlustg,
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t — c(t), derivované vektory dekorujeme ¢arkami, proménnou ¢ zpravidla nepi-
Seme,

/o d n._ d* (@) . d"
c:=gc, ¢ =gzc ..., cVi=gg5

c.
Kiivka je reguldrni, pokud jeji teény vektor (vzhledem k libovolné parametrizaci)

je v8ude nenulovy. Viude v dalsim se omezujeme pouze na regularni kiivky.

Kazda regularni kiivka v eukleidovském prostoru mé piirozenou parametrizaci
odpovidajici délce ¢asti ktivky od jejiho krajniho bodu, tzv. parametrizace oblou-
kem. Pro I = [a,b] tento vyznaény parametr odpovida reparametrizaci s: [a,b] —
0. ),

s(t) = / e’ ()] ds,

kde t € [a,b], L znaci celkovou délku kiivky a ||c’|| = V¢’ - ¢’ velikost vektoru (pfi-
Cem? tecka mezi vektory pod odmocninou znaci skalarni soucin). Derivace vzhle-
dem k tomuto parametru budeme pro odliSeni znacit teckami, proménnou s opét
zpravidla nepiSeme,

C = dsC7 C = dSQC, ey C = dsic'

Z definice vyplyva, ze teény vektor vzhledem k této parametrizaci mé konstantni
velikost, a to jednotkovou, ||¢|| = 1. Jinymi slovy, parametrizace obloukem od-
povida rovnomérnému pohybu podél kiivky. Po¢inaje odstavcem 5 budeme pravé
takovou parametrizaci hojné vyuzivat.

4. REPARAMETRIZACE A RELATIVNI INVARIANTY

Velikost te¢ného vektoru je jednoduchym piikladem tzv. relativniho invariantu
kiivky. Timto slovnim spojenim oznac¢ujeme veli¢iny, které jsou invariantni vzhle-
dem ke v8em shodnym zobrazenim a chovaji se rozumné vzhledem k reparamet-
rizacim k¥ivky. Studium (metrickych vlastnosti) kiivek v eukleidovském prostoru
znamend pravé studium takovych invariantii. Kiivost a torze prostorové kiivky
jsou tzv. absolutni invarianty kiivky. Oba nové pojmy hned upfesnime.

Uvazme kiivku C' s parametrizaci ¢ — c(t) a obecnou reparametrizaci ¢ = g(t),

kde i—g # 0. Pro odpovidajici tecné vektory podle fetézového pravidla plati 4¢ =

dt
% . %. Vgechny objekty vztazené k parametru ¢ budeme pro jednoduchost znacit

vinkou, tj. ¢’ = % apod. Pfi tomto znaceni mame

¢ =g, (4.1)

a tedy ||¢/|| = ¢’1||c'||. Obecns, funkce I: C' — R, kter4 je invariantni vzhledem
ke shodnostem a ktera se vzhledem k uvedené reparametrizaci kiivky C' méni jako

I=4g"FI

se nazyva relativnim invariantem kiivky vdhy k. Invarianty s vahou 0 jsou abso-
lutnimi invarianty kiivky, a o ty nadm jde predevsim.
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Obrazek 4. Znazornéni relativnich invariantd V7 a Vo vzhledem k parametrizaci obloukem
a k jisté exponencidlni reparametrizaci.

Ve zbytku tohoto odstavce sméfujeme k jednoduchému pomocnému tvrzeni, na
které se budeme zahy odkazovat. Vzhledem k pravé zavedené terminologii je veli-
kost te¢ného vektoru kiivky, V; := ||c’||, relativnim invariantem véahy 1. Derivaci
(4.1) dostavame

=1 /=21 /=3 11

c'=g""c"—g 7gc.

Obsah rovnob&zniku uréeného vektory €&’

a ¢’ je proto stejny jako obsah rovno-
bézniku uréeného vektory ¢'~'c’ a g~ 2c”. Tyto obsahy (pfip. za chvili objemy)
budeme znaéit vol(...). Z uvedeného plyne, Ze

1—3

vol(¢’,¢") = g'? vol(c/, "),

neboli funkce V5 := vol(c¢/, ¢”’) je relativnim invariantem vahy 3.
Obecné, pro libovolné i plati, ze vektor & je roven ¢’~*c(”) az na né&jakou
linedrni kombinaci vektord nizgich radi,

¢ =g "c® mod (¢,...,cli7V),

Odtud vidime, Ze objem rovnobéznosténu uréeného prvnimi j derivovanymi vek-
tory je

vol(e,&",...,eW)) = ¢ 1727 "I yol(c/, ", ..., cW))
= g'*m?“) vol(c, ¢”,...,c)).

Celkem tedy dostavame nésledujici tvrzeni.

Véta 4.1. Funkce V; := vol(c/, ..., c\9)) je relativnim invariantem vdihy w

V trojrozmérném prostoru pochopitelné nema smysl uvazovat jiné invarianty nez
V1, Vo a Vs, ostatni jsou automaticky nulové. Obecné, pokud je kiivka obsazena
v k-rozmérném podprostoru, potom nutné V; = 0 pro vSechna [ > k.

Pro obecnou kfivku v n-rozmérném prostoru je objem V,, v§ude nenulovy a od-
povida — aZ na znaménko — vn&jsimu soucinu vektori (c/,...,c(™). To je deter-
minant matice utvoiené ze soufadnic jednotlivych vektoru (vzhledem k libovolné
ortonormélni bazi), ktery budeme znacit det(c’,...,c(™).
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5. FRENETOVY ROVNICE V ROVINE

Vzhledem k parametrizaci obloukem ma te¢ny vektor (regularni) kiivky konstantni
velikost 1, tj. ¢ - ¢ = 1. Proto ¢ - ¢ = 0, coz znamend, ze vektor zrychleni ¢ je
vSude k te¢nému vektoru kolmy. Tento vektor je nulovy pravé v inflexnich bodech.
V neinflexnim bodé ma jeho velikost geometricky vyznam souvisejici s kiivosti
kiivky.

Pro rovinnou k¥ivku lze ukazat, ze velikost ||¢]| odpovida prave kiivosti kiivky
vymezené v odstavci 2 (tedy, Ze pfevracend hodnota 1/(/¢|| odpovida préavé polo-
méru oskula¢ni kruznice). Jak v inflexnim, tak v neinflexnim bodé mtzeme vektor
e; := ¢ doplnit o vektor ey tak, aby tato dvojice tvofila ortonormélni kladné
orientovanou bazi, tzv. Frenetiv repér rovinné kiivky. Ziejmeé plati

él = KRj1€2, (51)

kde k; = 0 v inflexnim bodé a k1 = +£||¢|| v neinflexnim bod&. Rovnost (5.1)
muzeme chéapat jako definici kfivosti kiivky. Rozdil oproti pFedchozimu vymezeni
spocivé pouze ve znaménku: kladné, resp. zaporné znaménko odpovida tomu, zda
se kiivka ,staci“ souhlasné, resp. nesouhlasné s orientaci roviny, viz obrazek 5.
V nésledujicim budeme zobeciiovat pravé tento piistup s védomim, Ze znaménka
nés piili§ nezajimaji.

Jesté si viimnéme nékolika véci, které plynou z ortonormalnosti repéru (es, ez).
Jednak po derivaci vztahti e; -e; = ez -ex = 1 a e; - e = 0 zjistujeme, Ze
€ e = éy-e; =0 a € -ey = —e; - €. Dile libovolny vektor v roviné lze
vyjadiit jako v = (v -e1) e; + (v - e3) ea. Pro vektory €1, resp. €, tak dostavame
€1 = (é1 -e3)eq, resp. €3 = (é3-e1)e; = —(€1 + ez)eq. Vzhledem ke znaceni
zavedenému rovnosti (5.1) tedy plati
T mes (5.2)

€y = —KR1€j.
Toto jsou tzv. Frenetovy rovnice pro rovinnou kfivku. Dvé shodné kfivky para-
metrizované obloukem ziejmé maji stejné kiivosti. Naopak, v§ude nenulova funkce
s+ Kk1(s) ur€uje kifivku az na shodnost jednozna¢né: pro libovolnou ortonormalni
bazi v libovolném bodé& existuje jediné feseni systému diferencialnich rovnic (5.2),
jimZ je Frenetiiv pohyblivy repér uréujici kiivku s kiivosti x;°. Jind pocateéni
podminka urcuje jinou k¥ivku, ale protoze oba poc¢atecni repéry byly ortonormalni,
existuje shodnost zobrazujici jeden na druhy. Tatéz shodnost pak zobrazuje i jedno
feSeni na druhé.

Vzhledem k hlavnimu poslani tohoto ¢lanku jesté musime vyjadrit kiivost ki
obecné. Vzhledem k tomu, Ze ||¢|| =1 a ||&|| = k1, zfejmé plati k1 = £ vol(¢, &).
Pritom znaménko koresponduje s vySe diskutovanou orientaci, a to tak, ze k1 =
det(¢, ¢). Z odstavce 4 vime, 7e det(¢,¢) se vzhledem k obecné reparametrizaci

3Podminka 1 # 0 je nutnym piedpokladem pro pouziti pfislu§né véty z teorie diferencialnich
rovnic. Odpovidajici omezeni pro kfivku znamena, Ze je bez inflexnich bod.
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Obrazek 5. Frenetiv repér rovinné ki¥ivky a oskula¢ni kruZnice.

transformuje jako det(c’,c”) = ||c’||? det(¢, €). Celkem tak dostavAme znamy vzo-
recek
det(c’, c” V
K1 = 7( ) = :t%
el Vi
Vzhledem k vySe zavedené terminologii miZzeme vztah (5.3) zdavodnit také
takto: Jak veli¢ina v ¢itateli, tak veli¢ina ve jmenovateli je relativnim invariantem
vahy 3. Vysledek je proto vahy 0, tedy to je absolutni invariant, a ten vzhledem
k parametrizaci obloukem souhlasi s kiivosti k¥ivky. Podobnym zptisobem budeme
argumentovat i v dalsich odstavcich.

(5.3)

6. FRENETOVY ROVNICE V PROSTORU

Pro prostorovou kiivku miizeme postupovat obdobné, ale uz o néco rychleji. Z dob-
rych davodi se omezujeme pouze na kiivky (nebo jejich ¢asti) bez inflexnich bodi.
Pokud dvojici ortonormalnich vektori ¢ a €/||¢|| doplnime o jejich vektorovy sou-
¢in, dostavame ortonormalni kladné orientovanou bézi,

€] ‘= C, €9 !

= €3 1= e X ey,
€l

tedy Frenetiv repér prostorové kiivky. Z¥ejmé opét plati (5.1), avak s tim roz-
dilem, ze (prvni) kfivost je k1 = ||€||, tedy k1 > 0. Obdobné cviceni jako pii
odvozovani vztaht (5.2) vede k nasledujicimu vyjadieni infinitezimalni zmény Fre-
netova repéru, tj. k Frenetovgm rovnicim pro prostorovou kiivku

€, = K€z,
€ = —K1€e1 + Koes, (6.1)
€3 = —HKoey,

pro n&jakou funkci ko, kterou nazveme druhou kiivosti neboli torzi kiivky. Ze
stejného duvodu jako vyse, funkce k1 a ko urcuji prostorovou kiivku az na shodnost
jednoznagné.
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Obrazek 6. Frenetiv repér prostorové kiivky.

Lze ukazat, Ze tyto dva invarianty odpovidaji pravé kiivosti a torzi vymezené
v odstavci 2 (tedy pomoci kolmych priamétt kiivky do oskulatni a rektifika¢ni
roviny v kazdém bodg). Naznac¢ime, jak by se takova véc dokazovala, a to ze dvou
divodu: jednak chceme ¢tenaie pribézné utvrzovat v dojmu, Ze nas vyklad je
konzistentni, jednak ¢ast uvedenych postiehit budeme zahy potiebovat.

Tayloriv rozvoj parametrizace kiivky v okoli bodu odpovidajictho parametru
Sp je tvaru

c(s) = c(so) + €(s0) 5 + 3E(s0) s° + £ €(s0) s° + o(s*),
kde o(s*) znagi ¢leny alespon ¢tvrtého fadu. Z definice e; = ¢ a Frenetovych rovnic
(6.1) postupné vyjadiime derivované vektory do Fadu tii
€ = €1 = K€y,

e : o L. (6.2)
C = K1€9 + k1€ = —Kie1 + K1€e2 + K1ko€3.

Dosazenim do pfedchoziho rozvoje, po ziejmé dpravé, dostaviame
c(s) =c(sp) +e1 (s — é/i%(SO) 53)
=+ €2 (%51(80) 52 + %51(50) 83)
+e3 (%m(so)mg(so) 53) + o(s*).
Oskula¢ni rovina je urCena vektory e; a es, rektifika¢ni rovina je urcena vektory
e; a ez. Z pravé uvedeného je patrné, jak vyjadrit kolmé pruméty kiivky do téchto
rovin a také jak s nimi pripadné nakladat: mame jejich analyticky popis do fadu tfi

a oba invarianty, se kterymi chceme tyto priméty porovnavat, jsou radu nejvyse
tTi.

Vzhledem k hlavnimu poslani tohoto ¢lanku jesté musime vyjadfit kiivosti pro-
storové kiivky obecné. Vyjadieni kiivosti x; je stejné jako v odstavci 5 az na
znaménko. Zejména k1 = vol(¢,¢) > 0. K vyjadieni torze ko si stadi povsimnout,
ze

det(é, 67 C) = det(el, Ki1€2, K1 Iigeg) = l‘i%l’ig det(el, €eo, e3) = K;%K}Q, (63)



34 J. SILHAN a V. ZADNIK

coz plyne z (6.2), vlastnosti determinantu a faktu, Ze trojice ej, es, e3 tvoii kladnou
ortonormélni béazi. Odtud dostéavame

det(¢, ¢, ¢)
Ry = — <5
vol(¢, ¢)?
Vzhledem k zavéram odstavce 4 vime, ze jak veli¢ina v citateli, tak veli¢ina ve
jmenovateli je relativnim invariantem vahy 6. Vysledek je proto vihy 0 a uvedeny
vztah je platny vzhledem k libovolné parametrizaci k¥ivky. Celkem tak dostavame
znamé vzorecky
vol(c/,c”)  Va _det(c’, ", ") Vs

- < = =4+ 6.4
eF Ve ™ (64)

k1= VOl(C', C//)2 V22

Podobné jako u kfivosti rovinné kiivky, znaménko torze prostorové kiivky nam
fika néco o tom, jak se kiivka , krouti“ vzhledem k orientaci prostoru. V planarnich
bodech je torze ziejmé nulova a naopak.

7. FRENETOVY ROVNICE V OBECNE DIMENZI

Pro kiivku v eukleidovském prostoru obecné dimenze n muzeme jeji Frenetiv repér
budovat pomoci Gramova—Schmidtova nakolmovaciho procesu,

(@) (@) f;
fi:=¢c— Z(c - ;) ej, e == f7 , (7.1)

2 e
pro i = 1,2,.... Skuteény repér dostaneme pouze v piipadé, ze prvnich n — 1
derivovanych vektori kiivky je nezavislych®. V takovém piipadé je posloupnost
ei,...,e, 1 ortonormélni a jejich vektorovy soucin e, :=e; X --- X e,_1 ji do-

pliuje do ortonormélni kladné orientované baze celého prostoru. Pokud je kfivka
obsaZena v podprostoru dimenze k (a Zidném mengim), potom je prvnich & vektora
z posloupnosti (7.1) nezavislych, ostatni jsou nulové. Zuzenim na piislusny pod-
prostor muzeme kiivku uspokojivé studovat ve stejném duchu. V nésledujicim se
proto dobrovolné omezujeme pouze na kiivky spliujici vy$e uvedenou podminku.

Obdobné jako pfed (5.2) a (6.1) si uvédomujeme, Ze z ortonormélnosti repéru

(e1,...,e,) plyne jednak obecné vyjadieni
i+1
&= (éi-e))e; (7.2)
j=1

proi=1,...,n a jednak vztahy

. 0, pro i = j,
€;-€; = . . .
—e; - €, pro i # j.

1pron = 2, resp. 3 tato podminka koresponduje pravé s podminkou regularnosti, resp. nein-
flexnosti.
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Odtud je patrné, Ze vétsina koeficientt v (7.2) je automaticky nulova a mezi zby-
lymi vladnou pfisné (anti-)symetrie. Tim dospivame k Frenetovgm rovnicim pro
obecnou kiivku v n-rozmérném prostoru

€] = Kieg,
€ = —Ki_1€;_1 + Ki€;11 proi=2,...,n—1, (7.3)
€, = —Kp_1€n_1

pro ngjaké funkce k1, ..., K,_1, které nazyvame kiivostmi kiivky. Ty urcuji kiivku

aZ na shodnost jednoznacné. Prvnich n — 2 k¥ivosti je kladnych, posledni (také
piezdivana torze) miZe mit znaménko jakékoli. Obecna i-ta kiivost je ziejmé Fadu
1+ 1.

7 uvedeného mimo jiné zndme vyjadieni kiivosti pomoci vektorti z Frenetova
repéru vzhledem k parametrizaci obloukem,

Ri =€;*€;41.

V nésledujicim odstavci kone¢né piedstavime vyjadieni pomoci puvodnich vektora
vzhledem k obecné parametrizaci.

8. ABSOLUTNI INVARIANTY V OBECNE PARAMETRIZACI

Nejprve vzhledem k Frenetovu repéru vyjadiime derivované vektory kiivky pii
parametrizaci obloukem. Z definice e; = ¢ a Frenetovych vztaht (7.3) postupné
dostavame (6.2) atd. Obecné, pro i = 1,...,n, plati

(é) =K1 Ki—1€; mod (er,...,e;_1). (8.1)

7 konstrukce Frenetova repéru vime, ze

(@ _
c = t|fi]le; mod (e1,...,e;_1)
pro vSechna 4, viz (7.1). Pfitom znaménko na pravé strané je kladné pro vSechna
i=1,...,n— 1, pouze pro i = n mize byt jakékoli. Z pfedchozich dvou rovnosti
dostavame

Ky ki1 = £

Tedy, pro v8echna pifipustnd 4, plati

f;
Ki—1 =% |||f|‘1_|1|| . (8.2)
Z konstrukce Frenetova repéru také vime, Ze velikost ||f;|| pFedstavuje vysku
rovnobéznosténu uréeného vektory é,...,((i:) vzhledem ke sténé uréené vektory
c,..., ”E”. Pro odpovidajici objemy proto plati
Vi= Vi1 - |fil.
Odtud a z (8.2) se tedy dozvidame, Ze, pro libovolné ¢ = 1,...,n — 1, plati
K = p Yo Vior (8.3)

V2

K2
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Tim jsme vyjadrili jednotlivé kiivosti pomoci objemu p¥islusnych rovnobéznos-
ténu asociovanych k dané kiivce. Ty jsme az dosud vztahovali k parametrizaci
obloukem. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o relativni invarianty kiivky, umime bez
jakéhokoli zvlastniho usili pfejit ke slibovanému obecnému vyjadieni.

Véta 8.1. Pro libovolnou kiivku s libovolnou parametrizaci a pro libovolné i =
1,....,n—1 plati
Vit1 - Vi

K == V1-V-2

(8.4)
Diikaz. Podle Véty 4.1 je vyraz na pravé strand (8.4) relativnim invariantem
véhy
(i+1)(i+2) n (i—1)
2 2
tedy to je absolutni invariant. Pro parametrizaci obloukem je V; = 1, tedy (8.4)
souhlasi s (8.3). O

L 1—d(i+1) =0,

Pro upfesnéni: vSechny kiivosti az na posledni jsou kladné, znaménko k,_1
muze byt jakékoliv.

Pro ovéfeni: dosazenim i = 1 a 2 do (8.4) skutecné dostavame vzorecky (5.3),
resp. (6.4).

Pro zajimavost: piimo z (8.1) plyne nasledujici zobecnéni vztahu (6.3),

V== H Ko
j=1

Odtud lze matematickou indukei dokazat platnost (8.3), aniz bychom odkazovali
na vektory f; a jejich velikosti. VySe predstavené odvozeni se ndm zda piiméjsi,
tedy pro tento typ vykladu piihodnéjsi.
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