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O K�IVKÁCH A K�IVOSTECH

JOSEF �ILHAN a VOJT�CH �ÁDNÍK

Abstrakt. Vyjád°ení k°ivostí k°ivek v eukleidovské rovin¥ a prostoru je velice
standardním cvi£ením z diferenciální geometrie. Ve výsledných vzorcích vztaºených
k obecné parametrizaci k°ivky lze vid¥t obsahy rovnob¥ºník·, p°íp. objemy rovno-
b¥ºnost¥n· ur£ených prvními t°emi derivacemi k°ivky. Analogické vztahy pro vy²²í
k°ivosti v prostorech vy²²í dimenze se v literatu°e hledají nesnadno, a£koli jsou velmi
snadno odvoditelné. V tomto p°ísp¥vku ukáºeme, jak na to.

1. Úvod

Za£neme s velmi hrubými, ale intuitivn¥ správnými p°edstavami o k°ivkách v euk-
leidovském prostoru a jejich k°ivostech. P°ímky nejsou k°ivé v·bec; jejich k°ivost je
nulová. Kruºnice jsou rovinné k°ivky, které jsou k°ivé v²ude stejn¥; jejich k°ivost je
konstantní a nep°ímo úm¥rná polom¥ru (kolikrát v¥t²í polom¥r kruºnice, tolikrát
men²í k°ivost). V²echny kruºnice se stejným polom¥rem, tedy se stejnou k°ivostí,
jsou navzájem shodné. U obecných k°ivek v rovinn¥ se jejich k°ivost m·ºe m¥nit.
Pokud tuto vlastnost dokáºeme n¥jak kvanti�kovat, pak tu²íme, ºe odpovídající
veli£ina ur£uje k°ivku aº na shodnost jednozna£n¥.

�roubovice jsou k°ivky, které obdobn¥ jako kruºnice vypadají v²ude stejn¥ k°iv¥,
ale na rozdíl od kruºnic neleºí v ºádné rovin¥. K jejich popisu pot°ebujeme kon-
stanty dv¥, nap°. polom¥r kruºnice, která je kolmým pr·m¥tem ²roubovice, a stou-
pání ²roubovice. První konstanta souvisí s první k°ivostí k°ivky, druhá s druhou
k°ivostí neboli torzí. V²echny ²roubovice se stejnými prvními i druhými k°ivostmi
jsou navzájem shodné. �roubovice s nulovou torzí jsou kruºnice. U obecných pro-
storových k°ivek se ob¥ k°ivosti mohou m¥nit, ale op¥t tu²íme, ºe ur£ují k°ivku aº
na shodnost jednozna£n¥.

Práv¥ popsané p°edstavy lze up°esnit n¥kolika zp·soby. V odstavci 2 uvedeme
pár de�nicí zaloºených na pojmu styku k°ivek ur£itého °ádu. Výhodou takového
p°ístupu je z°ejmý a názorný start, nevýhodou je nep°íli² z°ejmé zobecn¥ní pro
k°ivky v prostorech obecné dimenze. (Uº vymezení torze v dimenzi t°i se m·ºe
nezasv¥cenému £tená°i zdát trochu podez°elé.)
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Alternativní vymezení v odstavcích 5 a 6 je zaloºeno na existenci p°irozené pa-
rametrizace k°ivky (parametrizace obloukem) a p°irozeného ortonormálního (Fre-
netova) repéru podél k°ivky. Vyjád°ení in�nitezimální zm¥ny tohoto p°irozeného
repéru vzhledem k p°irozené parametrizaci vede k systému (Frenetových) rovnic,
jejichº koe�cienty de�nují podstatné invarianty k°ivky. Odtud je hned patrné, ºe
takto de�nované invarianty ur£ují k°ivku aº na shodnost jednozna£n¥. Jednoduché
cvi£ení ukazuje, ºe tyto invarianty odpovídají práv¥ t¥m zaloºených na styku k°i-
vek. Dal²í jednoduché cvi£ení ukazuje, jaké je jejich vyjád°ení vzhledem k obecné
parametrizaci k°ivky, viz formulky (5.3) a (6.4). Tyto vztahy lze najít (v mnoha
mutacích) ve v²ech relevantních u£ebnicích a jiných zdrojích. V t¥chto vyjád°eních
se objevují obsahy rovnob¥ºník·, p°íp. objemy rovnob¥ºnost¥n· ur£ených prvními
t°emi derivacemi k°ivky. To je výchozí bod na²ich dal²ích úvah.

P°ístup pomocí Frenetova pohyblivého repéru má bezprost°ední zobecn¥ní pro
k°ivky v prostorech obecné dimenze, viz odstavec 7. První p°ekvapení skýtá aº
pátrání po analogiích vztah· (6.4) pro vy²²í k°ivosti. Ty jsme nena²li v ºádné
nám dostupné u£ebnici, pouze v pom¥rn¥ £erstvém £lánku [1] publikovaném v po-
m¥rn¥ prestiºním £asopise. V tomto p°ísp¥vku chceme ukázat, ºe k témuº výsledku
lze dosp¥t pom¥rn¥ jednoduchou kompilací dob°e známých poznatk· souvisejících
práv¥ s konstrukcí Frenetova repéru. Shrnutí a vyvrcholení celé diskuze nabízíme
v odstavci 8, ve V¥t¥ 8.1.

Jako pomocný nástroj pouºíváme pojem relativních invariant· k°ivky, viz od-
stavec 4. S trochou trp¥livosti lze pracovat i bez nich, ale jejich pouºití velmi
usnad¬uje nejen mnohé formulace, ale také argumentace.

V²echny náleºitosti k této klasické látce lze najít v nep°eberném mnoºství lite-
ratury, viz nap°. na²e oblíbené zdroje [3] a [4]. Relativní invarianty v u£ebnicích
£asto nenajdeme, jednou z nemnoha výjimek je nap°. [2]. P°i zpracovávání materi-
álu jsme se v mnohém inspirovali strukturou p°íslu²ného kurzu prof. Ivana Kolá°e,
kterému tento £lánek v¥nujeme.

2. Styk k°ivek

V tomto odstavci nabízíme první up°esn¥ní úvodních p°edstav o k°ivostech k°i-
vek pomocí pojmu styku k°ivek ur£itého °ádu. Celý odstavec je zamý²len spí²
motiva£n¥, pro£eº si m·ºeme dovolit pom¥rn¥ uvoln¥né formulace. Ke v²em zde
p°edstaveným pojm·m se v dal²ích odstavcích vrátíme.

Styk k°ivek °ádu 0 znamená spole£ný bod, styk °ádu 1 znamená spole£nou te£nu
ve spole£ném bod¥. Obecn¥ styk °ádu r znamená stejné derivace aº do °ádu r ve
spole£ném bod¥ vzhledem k vhodným parametrizacím v okolí tohoto bodu1. Zde
samoz°ejm¥ odkazujeme na odpovídající vektory: je-li c : I → Rn parametrizace
k°ivky, pak pro r = 1 jde o te£ný vektor c′, pro r = 2 mluvíme o vektoru zrychlení
c′′ atd. Abychom v·bec mohli uvaºovat styk k°ivek °ádu r, musí k°ivky samotné
být alespo¬ °ádu r, tzn. musí existovat derivace c′, c′′, . . . aº do °ádu r v£etn¥. Proto
v dal²ím p°edpokládáme pouze k°ivky dostate£n¥ vysokého °ádu, aniº bychom na

1Jedná se o podobný vztah, jaký vládne mezi funkcí a jejím Taylorovým polynomem stupn¥ r.
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Obrázek 1. Oskula£ní kruºnice K rovinné k°ivky C v bod¥ c(t0) je limitou, pro ti → t0, kruºnic
Ki daných body c(t0), c(ti) ∈ C a te£nou T v bod¥ c(t0).

to neustále upozor¬ovali. Jakoukoli veli£inu odvozenou z derivací k°ivky do °ádu
r budeme zvát veli£inou °ádu r.

Te£na ke k°ivce v daném bod¥ je p°ímka, která s ní má v onom bod¥ styk
prvního °ádu. Je ur£ena bodem a te£ným vektorem c′. Pokud je v n¥jakém bod¥
styk k°ivky a její te£ny °ádu vy²²ího, je tento bod in�exní. V takovém p°ípad¥ je
vektor zrychlení c′′ (a tedy i derivované vektory vy²²ích °ád·) násobkem te£ného
vektoru. P°ímky jsou tedy k°ivky sestávající výhradn¥ z in�exních bod·.

Pro rovinnou k°ivku v nein�exním bod¥ existuje kruºnice, která s ní má v tomto
bod¥ styk druhého °ádu. Taková kruºnice se jmenuje oskula£ní a p°evrácená hod-
nota jejího polom¥ru de�nuje k°ivost k°ivky v daném bod¥. K oskula£ní kruºnici
lze názorn¥ dojít limitní úvahou jako na obrázku 1.

P°itom rovinnost k°ivky lze charakterizovat tak, ºe t°etí derivovaný vektor c′′′

(a tedy i derivované vektory vy²²ích °ád·) v kaºdém jejím bod¥ je (jsou) line-
ární kombinací te£ného vektoru c′ a vektoru zrychlení c′′. Pro prostorové k°ivky
toto obecn¥ neplatí; pokud náhodou ano, tak p°íslu²né body se nazývají planární.
Rovinné k°ivky jsou tedy k°ivky sestávající výhradn¥ z planárních bod·.

Pro prostorovou k°ivku v nein�exním bod¥ m·ºeme uvaºovat rovinu ur£enou
tímto bodem a prvními dv¥ma derivovanými vektory c′ a c′′, tzv. oskula£ní rovinu.
(První) k°ivost prostorové k°ivky zobec¬uje p°edchozí de�nici pro k°ivky rovinné:
je to k°ivost kolmého pr·m¥tu k°ivky do oskula£ní roviny.

Torze (druhá k°ivost) prostorové k°ivky je veli£ina, která m¥°í, jak moc se m¥ní
její oskula£ní rovina, tedy jak moc k°ivka není rovinná. V p°edchozím duchu lze
tuto veli£inu up°esnit následovn¥. Rovina ur£ená te£ným vektorem k°ivky a nor-
málou oskula£ní roviny je tzv. rekti�ka£ní rovina. V ní existuje kubická parabola2,

2Tj. k°ivka ur£ená rovnicí z = ax3, kde sou°adnice x odpovídá te£nému sm¥ru, z normále
oskula£ní roviny a konstanta a p°edstavuje stoupání kubické paraboly.
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Obrázek 2. K°ivost prostorové k°ivky C odpovídá k°ivosti jejího kolmého pr·m¥tu C1 do osku-
la£ní roviny O.

Obrázek 3. Torze prostorové k°ivky C odpovídá stoupání jejího kolmého pr·m¥tu C2 do rek-
ti�ka£ní roviny R.

která má s kolmým pr·m¥tem k°ivky do této roviny styk t°etího °ádu. Torze pro-
storové k°ivky pak m·ºe být de�nována jako (jistý konstantní násobek) stoupání
odpovídající kubické paraboly. Torze je nulová práv¥ v planárních bodech.

Z uvedeného vidíme, ºe k°ivost je skalární veli£ina druhého °ádu, torze je °ádu
t°etího. V in�exních bodech není ani k°ivost ani torze de�nována, jako mezní
p°ípady p°edchozích úvah je v²ak m·ºeme povaºovat za nulové.

3. Parametrizace obloukem

V dal²ím pouºíváme následující konvence a zna£ení. K°ivka v reálném eukleidov-
ském prostoru E = Rn je obrazem prostého zobrazení (dostate£n¥ vysokého °ádu)
intervalu I ⊆ R do E. Pí²eme C = c(I), kde c : I → E. Zobrazení samotné,
t 7→ c(t), je parametrizací k°ivky. Odpovídající polohový vektor zna£íme tlust¥,
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t 7→ c(t), derivované vektory dekorujeme £árkami, prom¥nnou t zpravidla nepí-
²eme,

c′ := d
dtc, c′′ := d2

dt2 c, . . . , c(i) := di

dti c.

K°ivka je regulární, pokud její te£ný vektor (vzhledem k libovolné parametrizaci)
je v²ude nenulový. V²ude v dal²ím se omezujeme pouze na regulární k°ivky.

Kaºdá regulární k°ivka v eukleidovském prostoru má p°irozenou parametrizaci
odpovídající délce £ásti k°ivky od jejího krajního bodu, tzv. parametrizace oblou-

kem. Pro I = [a, b] tento význa£ný parametr odpovídá reparametrizaci s : [a, b]→
[0, L],

s(t) :=

∫ t

a

‖c′(u)‖ du,

kde t ∈ [a, b], L zna£í celkovou délku k°ivky a ‖c′‖ =
√
c′ · c′ velikost vektoru (p°i-

£emº te£ka mezi vektory pod odmocninou zna£í skalární sou£in). Derivace vzhle-
dem k tomuto parametru budeme pro odli²ení zna£it te£kami, prom¥nnou s op¥t
zpravidla nepí²eme,

ċ := d
dsc, c̈ := d2

ds2 c, . . . ,
(i)
c := di

dsi c.

Z de�nice vyplývá, ºe te£ný vektor vzhledem k této parametrizaci má konstantní
velikost, a to jednotkovou, ‖ċ‖ = 1. Jinými slovy, parametrizace obloukem od-
povídá rovnom¥rnému pohybu podél k°ivky. Po£ínaje odstavcem 5 budeme práv¥
takovou parametrizaci hojn¥ vyuºívat.

4. Reparametrizace a relativní invarianty

Velikost te£ného vektoru je jednoduchým p°íkladem tzv. relativního invariantu
k°ivky. Tímto slovním spojením ozna£ujeme veli£iny, které jsou invariantní vzhle-
dem ke v²em shodným zobrazením a chovají se rozumn¥ vzhledem k reparamet-
rizacím k°ivky. Studium (metrických vlastností) k°ivek v eukleidovském prostoru
znamená práv¥ studium takových invariant·. K°ivost a torze prostorové k°ivky
jsou tzv. absolutní invarianty k°ivky. Oba nové pojmy hned up°esníme.

Uvaºme k°ivku C s parametrizací t 7→ c(t) a obecnou reparametrizaci t̃ = g(t),
kde dg

dt 6= 0. Pro odpovídající te£né vektory podle °et¥zového pravidla platí dc
dt =

dc
dt̃
· dgdt . V²echny objekty vztaºené k parametru t̃ budeme pro jednoduchost zna£it

vlnkou, tj. c̃′ = dc
dt̃

apod. P°i tomto zna£ení máme

c̃′ = g′−1c′, (4.1)

a tedy ‖c̃′‖ = g′−1‖c′‖. Obecn¥, funkce I : C → R, která je invariantní vzhledem
ke shodnostem a která se vzhledem k uvedené reparametrizaci k°ivky C m¥ní jako

Ĩ = ±g′−kI,

se nazývá relativním invariantem k°ivky váhy k. Invarianty s váhou 0 jsou abso-

lutními invarianty k°ivky, a o ty nám jde p°edev²ím.
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Obrázek 4. Znázorn¥ní relativních invariant· V1 a V2 vzhledem k parametrizaci obloukem
a k jisté exponenciální reparametrizaci.

Ve zbytku tohoto odstavce sm¥°ujeme k jednoduchému pomocnému tvrzení, na
které se budeme záhy odkazovat. Vzhledem k práv¥ zavedené terminologii je veli-
kost te£ného vektoru k°ivky, V1 := ‖c′‖, relativním invariantem váhy 1. Derivací
(4.1) dostáváme

c̃′′ = g′−2c′′ − g′−3g′′c′.
Obsah rovnob¥ºníku ur£eného vektory c̃′ a c̃′′ je proto stejný jako obsah rovno-
b¥ºníku ur£eného vektory g′−1c′ a g′−2c′′. Tyto obsahy (p°íp. za chvíli objemy)
budeme zna£it vol(. . . ). Z uvedeného plyne, ºe

vol(c̃′, c̃′′) = g′−3 vol(c′, c′′),

neboli funkce V2 := vol(c′, c′′) je relativním invariantem váhy 3.
Obecn¥, pro libovolné i platí, ºe vektor c̃(i) je roven g′−ic(i) aº na n¥jakou

lineární kombinaci vektor· niº²ích °ád·,

c̃(i) ≡ g′−ic(i) mod 〈c′, . . . , c(i−1)〉.

Odtud vidíme, ºe objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného prvními j derivovanými vek-
tory je

vol(c̃′, c̃′′, . . . , c̃(j)) = g′−1−2−···−j vol(c′, c′′, . . . , c(j))

= g′−
j(j+1)

2 vol(c′, c′′, . . . , c(j)).

Celkem tedy dostáváme následující tvrzení.

V¥ta 4.1. Funkce Vj := vol(c′, . . . , c(j)) je relativním invariantem váhy
j(j+1)

2 .

V trojrozm¥rném prostoru pochopiteln¥ nemá smysl uvaºovat jiné invarianty neº
V1, V2 a V3, ostatní jsou automaticky nulové. Obecn¥, pokud je k°ivka obsaºena
v k-rozm¥rném podprostoru, potom nutn¥ Vl = 0 pro v²echna l > k.

Pro obecnou k°ivku v n-rozm¥rném prostoru je objem Vn v²ude nenulový a od-
povídá � aº na znaménko � vn¥j²ímu sou£inu vektor· (c′, . . . , c(n)). To je deter-
minant matice utvo°ené ze sou°adnic jednotlivých vektor· (vzhledem k libovolné
ortonormální bázi), který budeme zna£it det(c′, . . . , c(n)).
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5. Frenetovy rovnice v rovin¥

Vzhledem k parametrizaci obloukem má te£ný vektor (regulární) k°ivky konstantní
velikost 1, tj. ċ · ċ = 1. Proto c̈ · ċ = 0, coº znamená, ºe vektor zrychlení c̈ je
v²ude k te£nému vektoru kolmý. Tento vektor je nulový práv¥ v in�exních bodech.
V nein�exním bod¥ má jeho velikost geometrický význam související s k°ivostí
k°ivky.

Pro rovinnou k°ivku lze ukázat, ºe velikost ‖c̈‖ odpovídá práv¥ k°ivosti k°ivky
vymezené v odstavci 2 (tedy, ºe p°evrácená hodnota 1/‖c̈‖ odpovídá práv¥ polo-
m¥ru oskula£ní kruºnice). Jak v in�exním, tak v nein�exním bod¥ m·ºeme vektor
e1 := ċ doplnit o vektor e2 tak, aby tato dvojice tvo°ila ortonormální kladn¥
orientovanou bázi, tzv. Frenet·v repér rovinné k°ivky. Z°ejm¥ platí

ė1 = κ1e2, (5.1)

kde κ1 = 0 v in�exním bod¥ a κ1 = ±‖c̈‖ v nein�exním bod¥. Rovnost (5.1)
m·ºeme chápat jako de�nici k°ivosti k°ivky. Rozdíl oproti p°edchozímu vymezení
spo£ívá pouze ve znaménku: kladné, resp. záporné znaménko odpovídá tomu, zda
se k°ivka �stá£í� souhlasn¥, resp. nesouhlasn¥ s orientací roviny, viz obrázek 5.
V následujícím budeme zobec¬ovat práv¥ tento p°ístup s v¥domím, ºe znaménka
nás p°íli² nezajímají.

Je²t¥ si v²imn¥me n¥kolika v¥cí, které plynou z ortonormálnosti repéru (e1, e2).
Jednak po derivaci vztah· e1 · e1 = e2 · e2 = 1 a e1 · e2 = 0 zji²´ujeme, ºe
ė1 · e1 = ė2 · e2 = 0 a ė1 · e2 = −e1 · ė2. Dále libovolný vektor v rovin¥ lze
vyjád°it jako v = (v · e1) e1 + (v · e2) e2. Pro vektory ė1, resp. ė2, tak dostáváme
ė1 = (ė1 · e2) e2, resp. ė2 = (ė2 · e1) e1 = −(ė1 · e2) e1. Vzhledem ke zna£ení
zavedenému rovností (5.1) tedy platí

ė1 = κ1e2,

ė2 = −κ1e1.
(5.2)

Toto jsou tzv. Frenetovy rovnice pro rovinnou k°ivku. Dv¥ shodné k°ivky para-
metrizované obloukem z°ejm¥ mají stejné k°ivosti. Naopak, v²ude nenulová funkce
s 7→ κ1(s) ur£uje k°ivku aº na shodnost jednozna£n¥: pro libovolnou ortonormální
bázi v libovolném bod¥ existuje jediné °e²ení systému diferenciálních rovnic (5.2),
jímº je Frenet·v pohyblivý repér ur£ující k°ivku s k°ivostí κ13. Jiná po£áte£ní
podmínka ur£uje jinou k°ivku, ale protoºe oba po£áte£ní repéry byly ortonormální,
existuje shodnost zobrazující jeden na druhý. Tatáº shodnost pak zobrazuje i jedno
°e²ení na druhé.

Vzhledem k hlavnímu poslání tohoto £lánku je²t¥ musíme vyjád°it k°ivost κ1
obecn¥. Vzhledem k tomu, ºe ‖ċ‖ = 1 a ‖c̈‖ = ±κ1, z°ejm¥ platí κ1 = ± vol(ċ, c̈).
P°itom znaménko koresponduje s vý²e diskutovanou orientací, a to tak, ºe κ1 =
det(ċ, c̈). Z odstavce 4 víme, ºe det(ċ, c̈) se vzhledem k obecné reparametrizaci

3Podmínka κ1 6= 0 je nutným p°edpokladem pro pouºití p°íslu²né v¥ty z teorie diferenciálních
rovnic. Odpovídající omezení pro k°ivku znamená, ºe je bez in�exních bod·.
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Obrázek 5. Frenet·v repér rovinné k°ivky a oskula£ní kruºnice.

transformuje jako det(c′, c′′) = ‖c′‖3 det(ċ, c̈). Celkem tak dostáváme známý vzo-
re£ek

κ1 =
det(c′, c′′)

‖c′‖3
= ± V2

V 3
1

. (5.3)

Vzhledem k vý²e zavedené terminologii m·ºeme vztah (5.3) zd·vodnit také
takto: Jak veli£ina v £itateli, tak veli£ina ve jmenovateli je relativním invariantem
váhy 3. Výsledek je proto váhy 0, tedy to je absolutní invariant, a ten vzhledem
k parametrizaci obloukem souhlasí s k°ivostí k°ivky. Podobným zp·sobem budeme
argumentovat i v dal²ích odstavcích.

6. Frenetovy rovnice v prostoru

Pro prostorovou k°ivku m·ºeme postupovat obdobn¥, ale uº o n¥co rychleji. Z dob-
rých d·vod· se omezujeme pouze na k°ivky (nebo jejich £ásti) bez in�exních bod·.
Pokud dvojici ortonormálních vektor· ċ a c̈/‖c̈‖ doplníme o jejich vektorový sou-
£in, dostáváme ortonormální kladn¥ orientovanou bázi,

e1 := ċ, e2 :=
c̈

‖c̈‖
, e3 := e1 × e2,

tedy Frenet·v repér prostorové k°ivky. Z°ejm¥ op¥t platí (5.1), av²ak s tím roz-
dílem, ºe (první) k°ivost je κ1 = ‖c̈‖, tedy κ1 > 0. Obdobné cvi£ení jako p°i
odvozování vztah· (5.2) vede k následujícímu vyjád°ení in�nitezimální zm¥ny Fre-
netova repéru, tj. k Frenetovým rovnicím pro prostorovou k°ivku

ė1 = κ1e2,

ė2 = −κ1e1 + κ2e3,

ė3 = −κ2e2,
(6.1)

pro n¥jakou funkci κ2, kterou nazveme druhou k°ivostí neboli torzí k°ivky. Ze
stejného d·vodu jako vý²e, funkce κ1 a κ2 ur£ují prostorovou k°ivku aº na shodnost
jednozna£n¥.
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Obrázek 6. Frenet·v repér prostorové k°ivky.

Lze ukázat, ºe tyto dva invarianty odpovídají práv¥ k°ivosti a torzi vymezené
v odstavci 2 (tedy pomocí kolmých pr·m¥t· k°ivky do oskula£ní a rekti�ka£ní
roviny v kaºdém bod¥). Nazna£íme, jak by se taková v¥c dokazovala, a to ze dvou
d·vod·: jednak chceme £tená°e pr·b¥ºn¥ utvrzovat v dojmu, ºe ná² výklad je
konzistentní, jednak £ást uvedených post°eh· budeme záhy pot°ebovat.

Taylor·v rozvoj parametrizace k°ivky v okolí bodu odpovídajícího parametru
s0 je tvaru

c(s) = c(s0) + ċ(s0) s+
1
2 c̈(s0) s

2 + 1
6

...
c (s0) s

3 + o(s4),

kde o(s4) zna£í £leny alespo¬ £tvrtého °ádu. Z de�nice e1 = ċ a Frenetových rovnic
(6.1) postupn¥ vyjád°íme derivované vektory do °ádu t°i

c̈ = ė1 = κ1e2,
...
c = κ̇1e2 + κ1ė2 = −κ21e1 + κ̇1e2 + κ1κ2e3.

(6.2)

Dosazením do p°edchozího rozvoje, po z°ejmé úprav¥, dostáváme

c(s) = c(s0) + e1
(
s− 1

6κ
2
1(s0) s

3
)

+ e2
(
1
2κ1(s0) s

2 + 1
6 κ̇1(s0) s

3
)

+ e3
(
1
6κ1(s0)κ2(s0) s

3
)
+ o(s4).

Oskula£ní rovina je ur£ena vektory e1 a e2, rekti�ka£ní rovina je ur£ena vektory
e1 a e3. Z práv¥ uvedeného je patrné, jak vyjád°it kolmé pr·m¥ty k°ivky do t¥chto
rovin a také jak s nimi p°ípadn¥ nakládat: máme jejich analytický popis do °ádu t°i
a oba invarianty, se kterými chceme tyto pr·m¥ty porovnávat, jsou °ádu nejvý²e
t°i.

Vzhledem k hlavnímu poslání tohoto £lánku je²t¥ musíme vyjád°it k°ivosti pro-
storové k°ivky obecn¥. Vyjád°ení k°ivosti κ1 je stejné jako v odstavci 5 aº na
znaménko. Zejména κ1 = vol(ċ, c̈) > 0. K vyjád°ení torze κ2 si sta£í pov²imnout,
ºe

det(ċ, c̈,
...
c ) = det(e1, κ1e2, κ1κ2e3) = κ21κ2 det(e1, e2, e3) = κ21κ2, (6.3)
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coº plyne z (6.2), vlastností determinantu a faktu, ºe trojice e1, e2, e3 tvo°í kladnou
ortonormální bázi. Odtud dostáváme

κ2 =
det(ċ, c̈,

...
c )

vol(ċ, c̈)2
.

Vzhledem k záv¥r·m odstavce 4 víme, ºe jak veli£ina v £itateli, tak veli£ina ve
jmenovateli je relativním invariantem váhy 6. Výsledek je proto váhy 0 a uvedený
vztah je platný vzhledem k libovolné parametrizaci k°ivky. Celkem tak dostáváme
známé vzore£ky

κ1 =
vol(c′, c′′)

‖c′‖3
=
V2
V 3
1

, κ2 =
det(c′, c′′, c′′′)

vol(c′, c′′)2
= ± V3

V 2
2

. (6.4)

Podobn¥ jako u k°ivosti rovinné k°ivky, znaménko torze prostorové k°ivky nám
°íká n¥co o tom, jak se k°ivka �kroutí� vzhledem k orientaci prostoru. V planárních
bodech je torze z°ejm¥ nulová a naopak.

7. Frenetovy rovnice v obecné dimenzi

Pro k°ivku v eukleidovském prostoru obecné dimenze n m·ºeme její Frenet·v repér

budovat pomocí Gramova�Schmidtova nakolmovacího procesu,

fi :=
(i)
c −

i−1∑
j=1

(
(i)
c · ej) ej , ei :=

fi
‖fi‖

, (7.1)

pro i = 1, 2, . . . . Skute£ný repér dostaneme pouze v p°ípad¥, ºe prvních n − 1
derivovaných vektor· k°ivky je nezávislých4. V takovém p°ípad¥ je posloupnost
e1, . . . , en−1 ortonormální a jejich vektorový sou£in en := e1 × · · · × en−1 ji do-
pl¬uje do ortonormální kladn¥ orientované báze celého prostoru. Pokud je k°ivka
obsaºena v podprostoru dimenze k (a ºádném men²ím), potom je prvních k vektor·
z posloupnosti (7.1) nezávislých, ostatní jsou nulové. Zúºením na p°íslu²ný pod-
prostor m·ºeme k°ivku uspokojiv¥ studovat ve stejném duchu. V následujícím se
proto dobrovoln¥ omezujeme pouze na k°ivky spl¬ující vý²e uvedenou podmínku.

Obdobn¥ jako p°ed (5.2) a (6.1) si uv¥domujeme, ºe z ortonormálnosti repéru
(e1, . . . , en) plyne jednak obecné vyjád°ení

ėi =

i+1∑
j=1

(ėi · ej) ej (7.2)

pro i = 1, . . . , n a jednak vztahy

ėi · ej =
{
0, pro i = j,

−ei · ėj , pro i 6= j.

4Pro n = 2, resp. 3 tato podmínka koresponduje práv¥ s podmínkou regulárnosti, resp. nein-
�exnosti.
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Odtud je patrné, ºe v¥t²ina koe�cient· v (7.2) je automaticky nulová a mezi zby-
lými vládnou p°ísné (anti-)symetrie. Tím dospíváme k Frenetovým rovnicím pro
obecnou k°ivku v n-rozm¥rném prostoru

ė1 = κ1e2,

ėi = −κi−1ei−1 + κiei+1 pro i = 2, . . . , n− 1,

ėn = −κn−1en−1
(7.3)

pro n¥jaké funkce κ1, . . . , κn−1, které nazýváme k°ivostmi k°ivky. Ty ur£ují k°ivku
aº na shodnost jednozna£n¥. Prvních n − 2 k°ivostí je kladných, poslední (také
p°ezdívaná torze) m·ºe mít znaménko jakékoli. Obecná i-tá k°ivost je z°ejm¥ °ádu
i+ 1.

Z uvedeného mimo jiné známe vyjád°ení k°ivostí pomocí vektor· z Frenetova
repéru vzhledem k parametrizaci obloukem,

κi = ėi · ei+1.

V následujícím odstavci kone£n¥ p°edstavíme vyjád°ení pomocí p·vodních vektor·
vzhledem k obecné parametrizaci.

8. Absolutní invarianty v obecné parametrizaci

Nejprve vzhledem k Frenetovu repéru vyjád°íme derivované vektory k°ivky p°i
parametrizaci obloukem. Z de�nice e1 = ċ a Frenetových vztah· (7.3) postupn¥
dostáváme (6.2) atd. Obecn¥, pro i = 1, . . . , n, platí

(i)
c ≡ κ1 · · ·κi−1ei mod 〈e1, . . . , ei−1〉. (8.1)

Z konstrukce Frenetova repéru víme, ºe
(i)
c ≡ ±‖fi‖ ei mod 〈e1, . . . , ei−1〉

pro v²echna i, viz (7.1). P°itom znaménko na pravé stran¥ je kladné pro v²echna
i = 1, . . . , n − 1, pouze pro i = n m·ºe být jakékoli. Z p°edchozích dvou rovností
dostáváme

κ1 · · ·κi−1 = ±‖fi‖.
Tedy, pro v²echna p°ípustná i, platí

κi−1 = ± ‖fi‖
‖fi−1‖

. (8.2)

Z konstrukce Frenetova repéru také víme, ºe velikost ‖fi‖ p°edstavuje vý²ku

rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory ċ, . . . ,
(i)
c vzhledem ke st¥n¥ ur£ené vektory

ċ, . . . ,
(i−1)
c . Pro odpovídající objemy proto platí

Vi = Vi−1 · ‖fi‖.
Odtud a z (8.2) se tedy dozvídáme, ºe, pro libovolné i = 1, . . . , n− 1, platí

κi = ±
Vi+1 · Vi−1

V 2
i

. (8.3)
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Tím jsme vyjád°ili jednotlivé k°ivosti pomocí objem· p°íslu²ných rovnob¥ºnos-
t¥n· asociovaných k dané k°ivce. Ty jsme aº dosud vztahovali k parametrizaci
obloukem. Vzhledem k tomu, ºe se jedná o relativní invarianty k°ivky, umíme bez
jakéhokoli zvlá²tního úsilí p°ejít ke slibovanému obecnému vyjád°ení.

V¥ta 8.1. Pro libovolnou k°ivku s libovolnou parametrizací a pro libovolné i =
1, . . . , n− 1 platí

κi = ±
Vi+1 · Vi−1
V1 · V 2

i

. (8.4)

D·kaz. Podle V¥ty 4.1 je výraz na pravé stran¥ (8.4) relativním invariantem
váhy

(i+ 1)(i+ 2)

2
+

(i− 1)i

2
− 1− i(i+ 1) = 0,

tedy to je absolutní invariant. Pro parametrizaci obloukem je V1 = 1, tedy (8.4)
souhlasí s (8.3). �

Pro up°esn¥ní: v²echny k°ivosti aº na poslední jsou kladné, znaménko κn−1
m·ºe být jakékoliv.

Pro ov¥°ení: dosazením i = 1 a 2 do (8.4) skute£n¥ dostáváme vzore£ky (5.3),
resp. (6.4).

Pro zajímavost: p°ímo z (8.1) plyne následující zobecn¥ní vztahu (6.3),

Vi = ±
i∏

j=1

κi−jj .

Odtud lze matematickou indukcí dokázat platnost (8.3), aniº bychom odkazovali
na vektory fi a jejich velikosti. Vý²e p°edstavené odvození se nám zdá p°ím¥j²í,
tedy pro tento typ výkladu p°íhodn¥j²í.
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