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Abstrakt

Prace se zabyva numerickym fesSenim algebraicko-diferencialnich rovnic. Tyto rovnice jsou
nejprve popsany teoreticky a jsou ukéazany jejich zékladni vlastnosti. Pozornost je véno-
vana zejména indexu, jsou popsany nejpouzivanéjsi indexy. Numerické feSeni se zamétuje
na Hessenbergovy tvary algebraicko-diferencialnich rovnic indexu dva. Jsou zde odvozeny
implicitni Runge-Kuttovy metody a metody zpétného derivovani, které se pouzivaji pro
feseni algebraicko-diferencialnich rovnic indexu 2.

Summary

This bachelor s thesis deals with numerical solution of differential-algebraic equations. At
first these equations are described theoretically and their basic properties are presented.
Main attention is paid to index and the most used indexes are described in details. Then
the thesis concentrates on numerical solution of Hessenberg forms index-2 differential-
algebraic equations. Implicit Runge-Kutta methods and backward differentiation formulas
are derived. Those are used for solution of index-2 differential-algebraic equations.
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Algebraicko-diferencialni rovnice, index, implicitni Runge-Kuttovy metody, metody zpét-
ného derivovani
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1. UVOD

1. Uvod

Algebraicko-diferencialni rovnice se lisi od obyc¢ejnych diferencialnich rovnic predevsim
tim, Ze systém algebraicko-diferencialnich rovnic neobsahuje derivace podle vSech svych
proménnych. Dfive se oznacovali jako singular, implicit, differential-algebraic descriptor,
generalized state space, noncanonic, degenerate, semistate, reduced order model aj., podle
toho, ve kterém oboru se problém formuloval. Nejvypovédnéjsim nazvem je constrained
diferential equations, tj. diferencidlni rovnice s algebraickymi omezenimi. Tyto rovnice
byly nakonec shrnuty pod pojem algebraicko-diferencialni rovnice, zkracené DAE. Staly se
velmi pouzivanym nastrojem pro modelovani a simulace omezenych dynamickych systémi
jako jsou simulace elektrickych obvodii, mechanickych systému, chemickych reakci, fluidni
dynamiky a dalsich, viz [1].

DAE byli dlouhou dobu feseny numerickymi metodami uréenymi pro obycejné diferen-
cialni rovnice (ODR). Ov8em ukazovalo se, Ze tyto metody nejsou vzdy u¢inné, nékdy do-
konce selhévali u zdanlivé jednoduchych DAE. Prvni teoretické prace se objevuji v letech
1969 (Silverman) a 1977 (Luenberger). Prilomem byl ¢lanek The simultaneous numeri-
cal solution of differential-algebraic equations od C.W.Geara, ktery jako prvni aplikoval
na nékteré tiidy DAE metody zpétnych derivaci (BDF). Tento a jesté nékolik dalsich
¢lanku byli popudem nejen k teoretickému studiu DAE, ale i k hledani novych metod
feseni.

Bylo publikovano nékolik praci, které analyzuji problém systémi DAE a vymezuji
tfidy tloh, kde 1ze pouzit nékteré metody urcené pro ODR. Klasifikace probihala podle
riznych strukturalnich vlastnosti. Doslo k vytvoreni velmi dtlezitého pojmu, tzv. indexu
DAE. Index DAE charakterizuje nakolik je systém obtizné fesit. Ukazalo se, ze DAE
s niz8im indexem jsou snéze fesitelné nez DAE s indexem 3 a vys$sim [13].

Tato prace se vénuje numerickému feSeni DAE s indexem 2. Nejprve budou DAE
popsany teoreticky. Ukazeme nékteré jejich vlastnosti, zaméfime se zejména na index
DAE a uvedeme nejcastéji pouzivané typy. V druhé ¢asti se bude popsano numerické feseni
semi-explicitnich systémi, konkrétné v Hessenbergové tvaru indexu 2. Tyto systémy lze
fesit nékterymi metodami pro feseni obycejnych direferncialnich rovnic. Budou odvozeny
implicitni Runge-Kuttovy metody a metody zpétného derivovani, které 1ze tispésné pouzit
praveé pro feseni DAE.
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2. KLASIFIKACE DAE

2. Klasifikace DAE

Definice 2.1. Necht (y,t) € D x Z, kde D C R" a Z C R. Pak implicitni oby¢ejnou
diferencidlni rovnici

F(y',y,t)=0 (2.1)
nazyvame algebraicko-diferencidlni rovnici (DAE), jestlize F' € C(R™ x D x Z,R™), exis-
tuji parcialni derivace (%F (v, y,t), aiy,F (v, y,t) a Jakobidn 3—5 je singularni s konstantni
hodnosti pro vSechna (v/,y,t) € (R" x D x I).

Implicitni tvar (2.1) lze velmi ¢asto pfepsat nasledujictho nazornéjsiho tvaru
G, y,zt) = 0
H(y,z,t) = 0,

kde (2.2) je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic a (2.3) jsou algebraickd omezeni.
Protoze se v soustavé nevyskytuje derivace podle proménné z, nazyvame ji algebraicka
promennd.

Stejné jako pro obycejné diferencialni rovnice i u DAE se uvazuje poc¢atec¢ni tloha, kde
musi byt splnéna nejen rovnice (2.1), ale i po¢ateéni podminka

y(tO) = Yo, tO € IJ Yo € an (24)
nebo okrajova tloha, ktera navic splituje okrajové podminky
h(y(a),y(b)) =0, heDxD—R"T=/a,b).

Tyto podminky musi byt navic v pfipadé DAE konzistentni, tedy nesmi byt v rozporu
s algebraickymi omezenimi systému (2.1), viz [9].

My se budeme v tomto textu zabyvat pouze pocatec¢ni tlohou pro DAE. Nyni uvedeme
nékteré dilezité typy DAE a jejich zakladni vlastnosti.

2.1. Linearni DAE s konstantnimi koeficienty

Nejjednodussim a nejlépe prostudovanym pripadem DAE jsou linedrni DAE s konstant-
nimi koeficienty. Lze je TeSit Cisté algebraickymi technikami. Zapisujeme je ve tvaru

Ay (t) + By(t) = f(1), (2.5)

kde A, B jsou ¢tvercové matice realnych nebo komplexnich Cisel a t je redlnd proménna.
Vétsinu vlastnosti linearnich DAE s konstantnimi koeficienty lze odvodit prave z vlastnosti
matic A, B.

Definice 2.2. Méjme matice A, B a komplexni parametr \. Jestlize polynom det(AA+ B)
neni identicky rovny nule, pak AA + B nazyvame requldrni svazek. V opac¢ném pripadé
mluvime o svazku singuldarnim.

Véta 2.1. [/] Algebraicko-diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je tesitelnd
pravé tehdy, kdyz NA + B je requldrni svazek.
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2.1. LINEARNI DAE S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Véta 2.2. Predpokladejme, Ze A\A+ B je requldrni svazek, pak existuji nesinguldrni matice
P, Q takové, Ze
1 0 C 0
PAQ = , PBQ = (2.6)
0 N 0 I

kde N je nilpotentni matice rddu k, kterd je blokové diagondlni a je tvorena Jordanovymi

bloky

010 -0
001 -0

1
000O0O0

a I je jednotkovd matice. Jestlize N = 0 pak definujeme k = 0. Ve specialnim pripadé, kdy
A je reguldrni, vezmeme PAQ = I, PBQ = C a definujeme k = 0. Jestlize det(AA + B)
je identicky konstantni, potom (2.6) zjednodusime na PAQ = N a PBQ = I.

Diikaz. Viz [10]. O

Pficemz fekneme, ze matice N je nilpotentni matice fddu k jestlize N¥ = 0 a N¥~1 =£ 0.
Ra4d nilpotence je také index svazku AA+ B a také index algebraicko-diferencialni rovnice
tzv. Kroneckeruv index. Index je velmi duilezitou vlastnosti DAE. Existuje nékolik typi
indext, Kroneckertv index je jednim z nich. O nékterych dalsich typech indexii se zminime

v kapitole 3.
Jestlize polozime y = Qz a vynésobime soustavu (2.5) zleva matici P, kde P, jsou
regularni matice, dostavame

PAQx' + PBQz = Pf, (2.7)

coz je systém ekvivalentni systému (2.5). Vzhledem k (2.6) pak muzeme (2.7) zapsat
ve tvaru

Soustava rovnic (2.8) je FeSitelnd pro libovolné pocateéni podminky. Na druhé strané
soustava (2.9) je jednoznacné fesitelna pouze tehdy, pokud jsou pocéteéni podminky kon-
zistentni. V tomto piipadé lze feSeni (2.9) zapsat ve tvaru

k—1

1= (ND+ D)7 fo =D (—1)N' £

=0

kde D = d/dt, fz(z) =d'fy/dt' a k je index soustavy.
Tento vypocet ilustruje nékteré vlastnosti reseni obecné soustavy algebraicko-diferen-
cialnich rovnic:

1. FeSeni (2.5) muze zahrnovat derivace fadu k — 1 funkce pravé strany f pokud je
DAE vyssiho indexu
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2. KLASIFIKACE DAE

2. ne vSechny pocate¢ni podminky (2.5) pfipousti hladké feseni pro k > 1. Ty které
feSeni pripousti se nazyvaji konzistentni poc¢atecni podminky.

3. DAE vyssiho indexu mohou mit dalsi skryta algebraickd omezeni

V pripadé, ze svazek NA + B je singularni, tedy charakteristicky polynom je identicky
rovny nule nebo matice A, B nejsou ¢tvercové, pak prislusna pocatecni iloha méa vice nez
jedno FeSeni nebo jeji feSeni viibec neexistuje. Vice lze nalézt v napi. [9].

2.2. Linearni DAE s nekonstantnimi koeficienty

Prirozenym zobecnénim linearnich DAE s konstantnim koeficienty jsou linedrni DAE s ne-
konstantnimi koeficienty, které jsou dtilezitym vychodiskem pro pochopeni obecnych ne-
linearnich DAE. Zapisujeme je ve tvaru

Ay (1) + B(t)y(t) = f(1) (2.10)

kde A(t), B(t) jsou ¢tvercové matice a A(t) je navic singularni pro vSechna t € 7.

Pro linearni DAE s konstantnimi koeficienty je regularita svazku AA 4+ B a TeSitelnost
rovnice (2.5) ekvivalentni. P¥irozené proto chceme regularitu svazku zavést i pro linedrni
DAE s nekonstantnimi koeficienty

Definice 2.3. Rekneme, ze DAE (2.10) je reguldrni, jestlize svazek AA(t) + B(t) je regu-
larni pro kazdé t € Z.

Definice 2.4. Rekneme, 7e systém (2.10), kde A, B jsou matice typu mxm, je fesitelny na
intervalu Z, jestlize pro kazdou m-krat diferencovatelnou funkci f, existuje alespon jedno
spojité diferencovatelné feseni (2.10). Kromé toho jsou FeSeni definovana vsude na Z a
jsou jednoznac¢né urcena pro kazdé t € 7.

Bohuzel, v pfipadé linearnich DAE s nekonstantnimi koeficienty jiz ekvivalence mezi
resitelnosti DAE a regularitou svazku AA + B neplati. Existuji regularni systémy, které
nejsou Tesitelné a naopak systémy singularni, které maji feseni. Jak ukazuji nésledujici
dva priklady.

Priklad 2.1. Méjme soustavu (2.10), kde

0 0 1 —t fi(t)
1 —t 0 0 fa(t)

Pak
det(AA(t) + B(t)) = =Xt + At = 0.

Svazek AA(t) + B(t) je tedy singuldrni pro vechna t € Z. PoloZime-li y = (y,42)7, tak
miizeme danou soustavu prepsat na nasledujici tvar

0 = —ui(t) + tya(t) + f1(2)
yi(t) — thy(t) = fo(t)
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2.2. LINEARNI DAE S NEKONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Z prvni rovnice dostaneme y; (t) = tyo(t)+ f1(t). Jejim zderivovanim a dosazenim do druhé
rovnice ziskdme jednoznacné feseni zadaného systému

n(t) = tht) = fitt) + A7)
w(t) = f) - fi@).

Piiklad 2.2. Nyni necht A, B a f v (2.5) jsou dany nasledovné

—t t? 10
B

potom det(AA(t) + B(t)) = (1 — M)(1 + At) + t>A* = 1. Tedy svazek AA + B je regularni
pro vSechna t € Z. Po kratkém vypoctu vidime, ze

spliiuje rovnici (2.10) pro libovolnou skalarni funkei ¢(t) € C*(R,C), s c(ty) = 0. Tato
DAE je sice regularni, ovSem neni jednoznacné feSitelna, protoze pocateéni podminky
neurcuji feseni jednoznacné.

Protoze index DAE hraje dtlezitou tlohu pfi vybéru vhodné numerické metody, tak

i zde tento pojem zavedeme pomoci regularniho svazku matic A(t), B(t). Protoze ale
matice A(t) a B(t) v (2.10) nejsou konstantni, bude mit pouze lokalni charakter.

Definice 2.5. Jestlize (2.10) je regularni algebraicko-diferencialni rovnice potom lokdinim
indezem v t, znacime v(t), je index svazku AA(t) + B(t).

Stejné jako v pfipadé linedrnich DAE s konstantnimi koeficienty mtizeme (2.10) prevést
na ekvivalentni systém a to tak, ze polozime y = Q(t)z a vynasobime (2.5) zprava matici
P(t). Matice P(t),Q(t) jsou regularni pro t € Z a alespon tak hladké jako koeficienty
DAE. Ziskdvame tim systém

PAQx + (PAQ' + PBQ)x = Pf, (2.11)

ktery je ekvivalentni systému (2.5).
Jaky je vztah tohoto lokalniho indexu v; a celkového indexu v, ktery néas zajima pre-
devsim, ukazuji nasledujici véty.

Véta 2.3. Predpoklddame, Ze (2.10) je resitelnd DAE na intervalu Z. Potom ndsledugjict
turzent jsou ekvivalentni

1. (2.10) je implicitni ODR
v=20

I/lEO

vy =0 pro néjaké ty € T

18



2. KLASIFIKACE DAE

kde v je indezx a v je lokdlni index (2.10).
Véta 2.4. Predpoklidame, Ze (2.10) je tesitelnd. Potom v = 1 prdvé tehdy kdyz v, = 1

Dveé predchozi véty ukazuji, ze v a v; jsou stejné pro index nula a index jedna pro fesi-
telné DAE. Toto ovSem neplati pro systémy vyssich indexd (v > 2).

Protoze pri numerickém TeSeni je tfeba casto pracovat se systémem ekvivalentnim
k systému (2.10), uvedeme jesté nasledujici vétu.

Véta 2.5. Predpokladdme, Ze (2.10) je resitelnd DAE na intervalu Z. Pokud transformu-
jeme (2.10) na ekvivalentni systém (2.11), tak zistane zachovdno

1. v = 0
2. v = 1
3. y(t) > 2 pro vsechna t € T.

Pokud je v; > 2 na Z potom je mozné najit analyticky ekvivalentni systém takovy, ze
v; = 2 na oteviené husté podmnoziné Z [1]. Tyto vysledky ukazuji, Ze mizeme uvazovat
t¥i prirozené t¥idy fesitelnych DAE - implicitni ODR, DAE indexu 1 a DAE indexu 2.

Systém (2.10) se velmi ¢asto vyskytuje ve specidlnim tvaru, ktery je oznacovan jako
semi-explicitni tvar
y, —f- Bu(t)y + Blg(t)z = f1 (212)
Bgl(t)y—i—BQQ(t)Z = f2.

Mnoho semi-explicitnich DAE, které se vyskytuji v aplikacich, maji navic urcitou
strukturu.

Definice 2.6. Rekneme, Ze linedrni DAE s nekonstantnimi koeficienty (2.10) je v Hes-
senbergové tvaru velikosti r, jestlize (2.10) mtize byt zapsina ve tvaru

1o - -0\(y Bu(t) * % Bi,_i(t) Bu(t) n fi
o7l - - - : Boy(t) % % By, 1(t)
I - - . -+ 0 * % * . . = . ,
I - . . - %
o - - -0 Yy 0 - 0 By,a(t) 0 Yr fr

kde y; jsou vektory, B;; matice a soucin matic B, ,_1B,_1,_2...B1, je regularni.

Poznamenejme, Ze obecné matice B;y1,, ¢ = 1,...,1 — r nejsou ¢tvercové. Pouze jejich
soucin musi byt ¢tvercova a regularni matice.

Jak ukazuje nasledujici véta velikost Hessenbergova tvaru je také tizce spjata s indexem
soustavy.

Véta 2.6. [/] DAE v Hessenbergové tvaru velikosti r je teitelnd a md index a lokdlni
index 7.
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2.2. LINEARNI DAE S NEKONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Nejcast€ji se v praxi vyskytuje Hessenbergiiv tvar velikosti 2 nebo 3 a proto je zde
uvedeme. Hessenbergtv tvar velikosti (indexu) dva je tvaru

Y+ Bu(t)y+ Bult)z = fi (2.13)
Ba(t)y = fo,

kde soucin matic By Bjs je regularni. Hessenbergiiv tvar velikosti tfi je pak tvaru

Yy + Bii(t)yr + Bia(t)ys + Bis(t)ys = fi
Yy + Bo1(H)y1 + Baa(t)ys = fo (2.14)
B (t)y. = fs,

kde je regularni souc¢in matic B3y Bay Bi3.

Nyni uvedeme ptiklad linearni DAE s nekonstantnimi koeficienty v Hessenbergové
tvaru. Tento piiklad bude numericky fesen v kapitole 5.

Priklad 2.3. Prikladem linearni DAE s nekonstantnimi koeficienty v Hessenbergové tvaru
s indexem 2 je soustava:

1 33—t
no= (a-g—=n+2-1 ¢!
_t _
/ -« t
Yp = t_2y1—y2+(a—1)2+26 (2.15)

0 = (t+2uy+ -4y, — (12 +t—2)e

kde a je parametr. PrepiSeme-li (2.15) do Hessenbergova tvaru (2.13):

v —(a— g ~@-taz = &
A —%yl —yp —(a—=1)z = 2¢
(t+2)y1 +(* =4y, = (*+t-2)
pak vidime, ze matice Bii, Bio a By, maji tvar
7= —a 0 (t—2)a
By = , Bz = 7321:<t+2, t2—4)
a1 =Y

a soudin BBy = (t +2)(t — 2)a+ (t* — 4)(1 — a) = (t* — 4) je reguldrni pro ¢ # +2.
Pro (2.15) s pocate¢nimi podminkami 3;(0) = y2(0) = 1 zname i pfesné feseni

Dal$im tvarem linearnich DAE s nekonstantnimi koeficienty je kanonicky tvar. DAE
v kanonickém tvaru nebo v kombinaci kanonického tvaru a Hessenbergova jsou fesitelné.
Déle se jim ovsem tato prace nebude zabyvat, proto zde nebude uveden. Lze ho nalézt

v [4, 9].
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2. KLASIFIKACE DAE
2.3. Nelinearni DAE

Nejobecnéjsi DAE jsou nelinearni. Zapisujeme je ve tvaru
F(y',y,z,t)=0. (2.16)

Protoze se budeme v dalsich kapitolach, které se tykaji numerického feseni, vénovat pouze
DAE v semi-explicitnim tvaru, tak se zde omezime jen na takové typy nelinearnich rovnic
(2.16), které 1ze do semi-explicitniho tvaru

y/ = f(y,z,t) (217)
0 = g(y7z7t)

prepsat. Obdobné jako v prechozi kapitole mohou mit i nelinearni DAE v semi-expliticnim
tvaru specifickou strukturu.

Definice 2.7. Rekneme, 7e DAE (2.16) je v Hessebergové tvaru velikosti , jestlize

yi = Fl(ylay27"'7yr7t)
Yy = Fo(y1, 92, Yr—1,t)

y; - Fi(yhy%'”ayr—at)’ SSZST_l (218)

0 = Fr<yr71>t)a

OF, OFy—1 0F0F ; Arni
kde T T Fr s 9o 9o J€ regularni.

Hessenbergtiv tvar velikosti (indexu) 2 je tedy

y/ - f(y,z,t) (219)
0 = g(yvt)7

kde g(y,t) je m-rozmérny vektor, tedy g, je matice m x n. Na druhou stranu f(y, 2, 1) je
n-rozmérny vektor, tedy f. je matice n x m. Vysledek soucinu g, f. je tedy matice m x m
a je regularni. A muZeme si povS§imnout, Ze algebraické omezeni nezavisi na algebraické
proménné.

Na zavér této kapitoly jesté uvedeme priklad nelinearni DAE v Hessenbergové tvaru
s indexem 2, ktery bude numericky fesen v kapitole 5.

Priklad 2.4. Piikladem DAE v Hessengergové tvaru s indexem dva je soustava:

Y = niyas’
Yy = Yiys — 3ysz (2.20)

Vypocteme Jakobiany g, a f.:

9y = (2192, 07)  f- = (21932, —343)"
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2.3. NELINEARNI DAE

a provedeme jejich soucin

gy f- = Wlysz — 3ytys = yiys(dyoz — 3). (2.21)

Pokud tedy budou spliieny podminky y; # 0 a zaroven ys # 0 a zaroven ysz # % dosta-
neme regularni matici velikosti jedna.
Pro pocateéni podminky y;(0) = 1,y2(0) = 1 mé tato loha pfesné FeSeni

y(t) = e, pa(t) = e, 2(t) = ¥, (2.22)

tedy je ziejmé, ze vySe uvedend podminka regularity bude splnéna.
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3. INDEX

3. Index

V pribéhu vyzkumu algebraicko-diferencidlnich rovnic vznikl dilezity pojem a to
tzv. index algebraicko-diferencialni rovnice. Index charakterizuje stupen obtiznosti feseni
soustavy. Obecné plati, Zze ¢im vyssi index soustavy, tim obtiznéjsi je problém numericky
resit. Rlznymi pristupy vznikly rtzné typy indexa.

Diferencialni index

Diferencialni index je nejznaméjsim indexem a miize byt povazovan za jakési méritko
nakolik je systém DAE vzdaleny od ODR, které maji diferencialni index nula.

Definice 3.1. Diferencidlnim indexem obecné soustavy DAE (2.1) nazveme minimélni

pocet nutnych derivovani (podle t) ¢asti nebo celého systému (2.1), abychom mohli urcit
y’ jako spojitou funkci y a .

Pro semi-explicitni systém (2.17) urc¢ime diferenciélni index nésledujicim zptsobem:
zderivujeme algebraickd omezeni podle ¢ a dostaneme:

gz<yuz7t>y/ +gy<y727t>zl = _gt(yazvt) (31)

jestlize je Jakobidn g, reguldrni, potom ziskdme implicitni ODR a soustava mé index
1. Je-li g, singularni potom algebraickymi operacemi a zménami soufadnic mizeme pfe-
vést opét na (3.1) semi-explicitni soustavu DAE (samozfejmé pro jiné proménné y a z).
Déle znovu derivujeme algebraické rovnice, a jestlize dostaneme implicitni ODR, potom
puvodni systém ma index 2 atd.

Nyni ukédzeme jak urcit diferencialni index na pfikladu rovinného kyvadla.

Priklad 3.1. Fyzikalni kyvadlo popisuje pohyb hmotného bodu o hmotnosti m v kar-
tézskych soutadnicich (x,y), ktery je zavéSen na zévésu délky [ = /22 + y2. Na hmotny
bod pisobi sila tihova, ktera ptisobi dolt velikosti —mg, a tahova, ktera ptisobi ve sméru
tyce. Jestlize jeji velikost oznac¢ime N potom jeji slozky jsou (—Nz, —Ny)/\/x? + y2.
Dohromady tyto vztahy vytvari kompletni model kyvadla

d?x N x

m— = —N—r—
dt? /22 &+ Y2
d*y y

mw ’x2+y2
0 = I-VETR

Tento systém druhého radu muize byt prepsan jako systém prvniho fadu

r = Uu

Nt

N—Y
0 = [ —x2+92

myg
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Obrazek 3.1: Model kyvadla.

Neznamé jsou soufadnice z(t), y(t), jejich rychlosti u(t),v(t) a sila vynaloZend ty¢i N(t).
Dohromady tedy mame pét rovnic o péti neznamych. Pfi¢emz ¢ty¥i z nich jsou diferenci-
alni. Neni zde zadn4 rovnice s N’, tedy N je algebraicka proménné.

Pro zjednoduseni oznac¢ime A = N/(m+/2? + y?), pak ' = —Az a v' = Ay — g. Také
algebraickou omezujici rovnici mtizeme piepsat na 0 = 2 — 22 — y2. Nyni pievedeme
algebraicko-diferencialni rovnice na systém obycejnych diferencidlnich rovnic tak, ze bu-
deme derivovat algebraickou rovnici, dokud nedostaneme vyjadieni pro ). Derivovani
algebraické rovnice dava nejprve

d
0= E(l2 — 2% —y*) = —22u — v (3.2)
zderivovanim (3.2) dostaneme
d2
0= —5(" =2 —¢") = =2(u" + ") + 2A(=" +¢°) + 2yg (3.3)
a teprve derivaci (3.3) dostavame
5 2 o dx 5 o
0= @(Z —x—y ):—Qa(aj +y*) + 6gv.

Nyni t¥ikrat zderivovanou podminku pfidame k diferencidlnim rovnicim a ziskavame sou-
stavu obycejnych diferencialnich rovnic.

/

xr = Uu

y =

v o= =z

Vo= Ay —g
3gv

/

)\ _l_2.

Takze pivodni systém DAE (3.2) m4 diferencialni index 3.

Rovnice (3.2) a (3.3) predstavuji skryta algebraickd omezeni, o kterych jsme uz zminili
v z&véru kapitoly 2.1, viz také [2].
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3. INDEX

Kroneckeruv index

Kroneckertiv index je nejstar$im typem indexu. Byl definovan predev§im pro linearni
DAE s konstantnimi koeficienty. Jak jiz bylo uvedeno tento index je definovan jako fad
nilpotence matice N v (2.6), proto se mu také nékdy k4 index nilpotence. Kroneckertiv
index koresponduje s diferencialnim indexem pro linearni DAE s konstantnimi koeficienty,
jak ukazuje i nésledujici priklad [4, 12].

Priklad 3.2. Mé&jme nasledujici DAE s konstantnimi koeficienty

Y+ ys=n
Yo+ Y1 = g2 (3.4)
Y2 = g3

postupnym derivovanim algebraické podminky dostavame vztah
Y2 = 93-

Dosazenim do druhé rovnice soustavy (3.4) ziskame

Y1 = g2 — G5
a tento vztah opét zderivujeme, ¢imz dostaneme

Yy =95~ g5-
Tento vztah nyni dosadime do prvni rovnice soustavy (3.4) a vyjadiime y3

ys =01 — g+ 95

a teprve treti derivaci ziskavame

n

Ys =gy — g5 + g5 -

Tedy soustava (3.4) méa diferencialni index 3.
Soustavu (3.4) ale miizeme zapsat i ve tvaru

Ay + By =g,
kde
100 00 1
A=1010]a B=|10 0],
000 010
pro
010
P=TaQ=1]0 01
100
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je
010
PAQ=1100 1 |=N,
000
protoze det(AA + B) = 1, 1ze snadno ovéftit kratkym vypoctem, a
PBQ=1.

ProtoZe N2 # 0 a N3 = 0, tak Kroneckertiv index je také 3.

Perturbaéni index

Perturbacni index definoval E. Hairer, C. Lubich a M. Roche a je méfitkem citlivosti feseni
vzhledem k petrubacim daného problému. Perturbace se mohou objevit vlivem zaokrouh-
lovani a numerickych aproximaci. Proto je tento index v numerickém feSeni dulezity a
casto uzivany.

Definice 3.2. DAE (2.1) ma perturbacni index k podél feseni y* € C*(Z,D) na kom-
paktnim intervalu Z = (t,,T), jestlize k je nejmensi ¢islo takové, ze pro vSechny funkce
y € CYHZ, D) pro které

F(,5.1) = 3(1),

kde § € C*"1(Z,R) je defekt, je pro viechna t € Z splnéna nerovnost

k—1
17 =yl < ¢ <Hy(to) AN ||5“’Hoo> ,
j=0

pokud vyrazy na pravé stran€ jsou dostatecné malé, ¢ > 0 je libovolné.

Jeho nedostatkem je, Ze jeho urceni vyzaduje znalost presného reseni. Dfive se pfed-
pokladalo, ze mezi diferencidlnim a perturbac¢nim indexem plati nasledujici vztah:

diferencidlnt index < perturbacni index < diferencidlni index +1
ukazalo se, ze tomu tak byt nemusi, jak je ukdzano na nasledujicim ptikladu

Priklad 3.3. Mame soustavu
ym Ny +y =0 (3.5)

kde N je horni trojihelnikovy Jordantv blok velikosti m x m. Posledni fadek N je nulovy,
takze mame y,,, = 0 a diferencidlni index 1. Na druhou stranu pfidani perturbaci zptsobi,
7€ Ym jiz nebude nulové. A to je dtivod pro¢ perturbaéni index (3.5) je m, viz [3, &, 11].
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3. INDEX

Dalsi typy index

Jako dalsi méné pouzivané indexy lze zminit strangeness inder zavedeny P. Kunkelem a
V. Mehrmannem, ktery je rozsifenim diferencialniho indexu na pfe- a pod-urcené systémy
a zavisi na transformacich na kanonicky tvar.

Geometricky index byl zaveden pfi studiu DAE jako diferencidlnich rovnic na varietach
a vyuziva se v metodach redukce.

Strukturdlni index je kombinatoricky orientovany index, ktery byl nejprve definovan
pro linearni DAE s konstantnimi koeficienty. Je definovan tak, ze nahradime-li v AA + B
nenulové prvky nezavislymi parametry p;, potom jednoznacné urcené celé cislo, které se
rovna Kroneckerové indexu svazku AA(p) + B(p) pro vSechna p se nazyvé strukturalnim
indexem [11, 12].
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4. Numerické reseni pro DAE

V této kapitole se budeme zabyvat numerickym fesenim DAE. Zamérime se na poca-
tecni problém. Numerickym feSenim pocatecni tlohy rozumime vypocet pribliznych hod-
not y, hledaného feseni y(¢) v bodech t,,, n = 1,..., N, které nazgvame uzly. Proto na in-
tervalu (a,b) zavedeme déleni a = tq < t; < ... < ty = b tak, aby dostatecné pokrylo
tento interval. Vzdélenost dvou sousednich uzld h,, = t,,.1 —t,, nazveme délkou kroku. My
budeme uvazovat rovnomérné déleni, tj. h, = h = (b—a)/N, v tom pfipadé t,, = a + nh.

K numerickému feseni DAE existuji obecné dva pristupy. Prvni je pfiméa diskretizace
daného problému. Druhy zahrnuje reformulaci problému, napt. redukci indexu, kombino-
vanou s diskterizaci. My se v této praci budeme vénovat pouze pfimym diskretizacnim
metodam.

Pfi urcéovani jaké numerické metody by byly vhodné pro feseni DAE v semi-explicitnim
tvaru nam pomuze nasledujici tvaha. Mame DAE v semi-explicitnim tvaru (2.17), kde
nahradime rovnici 0 = ¢(y, z,t) nasledujici rovnici

ez =g(y,z,t)
a tim ziskdme ODR
y, = f(% - t)) y(tO) = %Yo (41)
ez = g(y,z,t)

zavislou na parametru 0 < ¢ < 1. Tato soustava je tuhé, proto explicitni metody nejsou
vhodné, protoze jsou nestabilni. Jestlize bychom chtéli pouzit explicitni metody, museli
bychom volit velmi maly krok. Vhodnéjsi jsou proto pro feseni tuhych systémi implicitni
metody. Protoze pro velmi malé ¢ je soustava (4.1) velmi blizkd DAE, tak i k jejich feseni
se také pouzivaji metody urcené pro tuhé ODR, nejcastéji metody zpétného derivovani a
implicitni Runge-Kuttovy metody. Tyto metody byly odvozeny pro feseni ODR, na DAE
se daji pouzit pouze za nékterych predpokladii. Predevsim je nutné, aby byl problém
matematicky dobie formulovan, tj. aby soustava DAE byla feSitelna. Tedy metoda musi
byt zvolena tak, aby vznikly nelinearni systém rovnic byl fesitelny v kazdém kroku.

Jak jsme jiz zminili nejvice se pouzivaji metody zpétného derivovani a implicitni
Runge-Kuttovy metody. Nejjednodussim zastupcem obou skupin metod je implicitni Eu-
lerova metoda. PouZijeme-li ji pro (4.1) s krokem velikosti h, dostavame

Ynt1 = Yn T+ hf(yn+1> Zn+1)7
€Zn41 = €2p T hg(yn—i-la Zn-l—l)a

Pro DAE indexu 1 dostaneme uspokojivy vysledek. Pro obecny systém DAE indexu 2 uz
situace neni natolik jednoduché. V nasledujicim pfikladu ukédzeme, ze DAE indexu 2 lze
uspésné Tesit vyse uvedenymi implicitnimi numerickymi metodami predevsim pokud je
DAE déana v semi-explicitnim tvaru.

Priklad 4.1. Mame nésledujici linearni DAE s nekonstatnimi koeficienty indexu 2, ktera
zavisi na parametru n

0 0 1 nt q(t)
y + y = : (4.2)
1 nt 0 147 0

28



4. NUMERICKE RESENI PRO DAE

Tato soustava ma presné feseni

n(t) = q(t)+ntq'(t)
w(t) = —d(1),
které je definovano pro vsechny hodnoty 7. Problém je stabilni pro stfedni hodnoty 7.

Nyni si transformaci soutadnic rovnici (4.2) prevedeme na ekvivalentni semi-explicitni
tvar tak, Ze polozime y = Q(t)(u,v)?, kde y = (y1,12)" a

1 —nt
Qt) =
0 1
Odtud pak
1 —nt U
y =
0 1 v
a ekvivalentni systém k (4.2) tedy je
u+v = 0 (4.3)
u = q(t).

Implicitni Eulerova metoda nam pro (4.3) dava

Upy1 = CI(thrl)

v _ _Q(tn—i-l) — Un
n+1 h .

Tedy zarucuje, zZe pii konzistentni poc¢ateéni podmince napf. vy = ¢(0) dostaneme
Uit = = (tas1) + O(h)
coz je vse co muzeme Cekat od metod prvniho radu pro ODR.

Kdyz ale pouzijeme implicitni Eulerovu metodu pfimo na (4.2), obdrzime

U Ynt1 — Un L ntnia —q(tnt1)
St it =

L ntpia 0 147 0

Polozime-li nyni

Un+1 L ntns
= Yn+1
Un+1 0 1
ziskavame nasledujici diskterizaci
Upy1 = Q<tn+l)
t —q(t
(I +n)vny = q( nH)h l n)
Vidime, Ze zatimco u,1 je ur¢eno presné, v, neni definovano pron = —1 a pron # 0

mé chybu O(1).
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4.1. IMPLICITNI RUNGE-KUTTOVY METODY

Prevedenim na semi-explicitni tvar se oddéli feSeni ¢asti y na c¢ast diferencialni a al-
gebraickou. Pravé pro takto oddélené problémy pracuje implicitni Eulerova metoda velmi
dobre. Obecné se priméa diskretizace neoddélenych DAE vyssiho indexu nez jedna nedo-
porucuje.

My se dale budeme zabyvat pouze semi-explicitnimi DAE, na které pfimé diskretizac¢ni
metody lze pouzit, a v nasledujicich dvou kapitolach si dvé nejznaméjsi popiseme. Pimé
diskretizac¢ni metody jsou omezeny na problémy indexu 1 a semi-explicitni systémy indexu
2. Nastésti velkd ¢ast DAE formulovanych v praktickych problémech maji bud index
1 a nebo, pokud jde o problémy vyssich indexti, mtzou byt vyjadieny jako kombinace
Hessenbergovych tvart, viz [1].

4.1. Implicitni Runge-Kuttovy metody

vz

Runge-Kuttovy metody patfi mezi nejznameéjsi jednokrokové metody pro feSeni poca-
teCnich tloh ODR. Pro netuhé problémy se vyuzivaji spiSe explicitni Runge-Kuttovy
metody. V pripadé tuhych problémi a DAE sdhneme po implicitnich Runge-Kuttovych
metodach (zkracené IRK), jejichz pfednosti je neomezena oblast absolutni stability. Nej-
prve si uvedme IRK metody pro ODR, odvodime je a ukazeme zakladni vlastnosti. Poté
teprve prejdeme k feseni DAE.

Implicitni Runge-Kuttovu metodu odvodime z diferencialni rovnice

y'(t) = f(ty(t)) (4.4)

s pocatecni podminkou
y(to) = yo (4.5)

tim, Ze (4.4) pfevedeme na integralni rovnici

lpmwzﬂﬂwmw~

a zintegrujeme pravou stranu na intervalu (¢, t)

y@:mm+[fmmmw. (4.6)

Nejprve ve vztahu (4.6) nahradime y(¢,) jeho pfibliznou hodnotou y, a poté nahradime
funkei f(r,y(r)) na intervalu (t,,t,+1) interpola¢nim polynomem stupné < s prochazeji-
cim body {t,;, =tni+1mh:i=1,..,s}, kde 0 <7 < .. <7, <1 jsou zvolené konstanty.
Dostavame tedy

y(t) =y, + /ttp(fr)dr. (4.7)

Pouzijeme-li Lagrangetiv interpolac¢ni polynom, tak

p(r) = Z S gyt )1 (r), (4.8)
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4. NUMERICKE RESENI PRO DAE

kde /;(r) jsou fundamentalni Lagrangeovy polynomy definované predpisem

@Q%ﬂi(éii), j=1,..s (4.9)

i=1
i#£]

Dosazenim (4.8) do (4.7) dostavame
s t
V) o+ 3 s y(tn) [ ()
=1 tn

Nahradime-li v pfedchozim vztahu y(t, ;) jejich pfibliznymi hodnotami y,, ; proj =1, ..., s,
tak dostavame nasledujici soustavu nelinearnich rovnic

S tn,i
Yni = Yn + Zf(tm,ynj)/ L;(r)dr, i=1,..,s. (4.10)
j=1 tn
Pokud 7, = 1, tak y, s = yn41 a tedy
S tn+1
Yot =0+ 3 (s, ) / L (r)dr. (4.11)
j=1 tn

Ze vztaht (4.10) a (4.11) tedy plyne obecny tvar s-stuptiové IRK metody

kn,i = yn+hZai7jf(tn+cjh, kn7j)7 7 = 1,...,8, (412)
j=1

Yn+1 = Un +h Z bjf(tn + th> kn,j)a (413)
j=1

kde koeficienty a; ;, b;, ¢; 1ze zapsat do nasledujici Butcherovy tabulky

Ci | a1 G2 -+ A1s—1 Q1
C1 | Q21 Q22 -+ (A2s-1 QA2
Ci Q31 G32 -+ (3s5-1 Q35 , . C A
zkricendé )
bT
Cs | g1 Qg2 - Ass—1 Qs
bl b2 e b3,1 bs

Integraly ve vztazich (4.10) a (4.11) 1ze jednoduse vy¢islit. Napfiklad pro s = 2, mame
0 <71 <7 <1 ainterpolacni polynom

(T - tn)

(tn—l-l - T)
h(TQ — 7'1)

Mﬁ_ﬁ)+ﬂM%M%w) (4.14)

p(r) = f(tn1,y(tn1))
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4.1. IMPLICITNI RUNGE-KUTTOVY METODY

Vypoétem (4.10) a (4.11) s interpolaénim polynomem (4.14) ziskdvame Butcherovu ta-
bulku

o | 2ot
1 2(To—71) 2(To—71)
- 7-22 (7'2—7'1)2—7'12
2 2(to—71) 2(to—71)
722—(1—72)2 (1—71)2—7'12
2(Te—71) 2(T2—71)

Pokud zvolime 71 =0 a 7, = % tak dostaneme Butcherovu tabulku

coz nam dava lichobéZnikovou metodu.

Pokud zvolime 7, = %— %\/g, Ty = %—l—% 3, coz jsou koeficienty vychazejici z Gaussovy
kvadraturni formule viz [%], tak bude mit tabulka nésledujici tvar.
3—V3 1 3-2v3
6 2 12
3+v3 | 3+2V3 1
6 12 1
1 1
2 2

Tato metoda se nazyva Gaussova dvoustupnova metoda.

Pokud zvolime 7, = % a 75 = 1, coz jsou koeficienty vychazejici z Radauovy pravé

kvadraturni formule viz [8], ziskdme tabulku

—_

_

NI ST
_

NI NI l\3||

a metodu, které fikdime Radau IIA dvoustupnova metoda.

Vyjmenované metody jsou jenom ukazkou téch, které mutzeme nalézt. Vyjdeme-li z
Radauovy levé kvadraturni formule ziskame Radau IA metody, pro Lobattovu kvadraturni
formuli ziskavame Lobattovy metody apod.

Z metod vyssich stupnt uvedeme jen ttistupniovou Radau ITA metodu, jejiz Butcherova
tabulka je nésledujici

4—/6 88—76 296—196v6  —2+3v6
10 360 1800 225
446 | 296+196v6 88476 —2-3v6
10 1800 360 225
1 16—/6 1646 1

36 36 9
16—/6 1646 1
36 36 9
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4. NUMERICKE RESENI PRO DAE

Poznamka: Prava strana rovnice (4.12) obsahuje vSechny hodnoty k,,; pro j =1,...,s a
tedy i hodnotu £, ;. Pro vyjadfeni feSeni tedy potfebujeme vyTesit soustavu nelinearnich
rovnic, ktera obsahuje s rovnic o s neznamych pro kazdy casovy krok metody.

U kazdé numerické metody nas samoziejmeé zajima rad konvergence. Pro vyse odvozené
IRK metody byly J.C. Butcherem odvozeny tzv. zjednodusujici vztahy [5]

: 1
B(p) : Zbicf_lzg, k=1,2,..,p
i=1
S Ck
C(q) : Zaijc?_l = ?’, k=1,2,...,q,1=1,2,....,s

j=1

S b
D(r): > bicf ey = Ej(l —h), k=121 =12 .5
=1

jejichz vliv na rad metody je shrnut v nasledujici véte.

Véta 4.1. [7] Jestlize Runge-Kuttova metoda spliiuje podminky B(p),C(q) a D(r) pro
p<q+r+1ap<2q+2 pak jeji 7dd konvergence je p.

Jak je ukdzéno v [2], tak Gaussova s-stupiiova metoda je fadu p = 2s a Radauova
s-stupnova metoda je fadu p = 2s — 1. Tedy vysSe uvedné 2-stupnova Gaussova metoda
je ¢tvrtého radu, Radauova 2-stupnova metoda je tietiho fadu a Radauova 3-stuptiova
metoda je fadu 5.

Dalsim dtlezitym pojmem u kazdé metody je jeji stabilita. Nebudeme zde odvozovat
stabilitu jednotlivych metod, toto lze nalézt napft. v [2], ale uvedeme jen vysledky.

Definice 4.1. Pro linearni tlohu jsou RK metody A-stabilni pokud |R(n)| < 1 proVn € C
s Re(n) <0, kde R(n) =1+ nb" (I —nA)teae’ =(1,1,..,1) je s-rozmérny vektor.
Vsechny Gaussovy, Radau ITA metody jsou pro linearni tlohy A-stabilni.
Definice 4.2. Numerickou metodu nazveme L-stabilni, jestlize je A-stabilni a navic
splniuje
lim R(z) =0
Z—00
Tvrzeni 4.2. Jestlize IRK metoda s requldrni matici A spliuje jednu z ndsledugicich
podminek
ag; = by, j=12, s (4.15)
a;1 = bl, 1= 1,27 ...S (416)

potom R(co0) =0 a metoda je L-stabilni.
Diikaz. Viz [8]. O

Metody, které spliiuji podminku (4.15) se v anglické literatufe nazyvaji stiffly accurate
a vyuzivaji se pri feSeni DAE. Témi jsou Radau IIA nebo tfeba Lobattovy metody.

Pro nelinearni tlohy je vhodnéjsi jiny typ stability a to B-stabilita. Jeji definici lze
nalézt v [8]. V praxi je obtiZzné uréit B-stabilitu z definice, proto se vyuziva nasledujici
tvrzeni.
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4.1. IMPLICITNI RUNGE-KUTTOVY METODY
Tvrzeni 4.3. Runge-Kuttova metoda je B-stabilni jestlize
bi S 07

pro vsechna 1 =1,...,s a
M = [biaij + bjaji — blb]}

S
ij=1

je pozitivné definitni.
Diikaz. Viz [8]. O

Jestlize je metoda B-stabilni pak je i A-stabilni. Vétsina dulezitych metod jako jsou
Gaussovy, Radau A a Radau ITA metody jsou B-stabilni.

Poznamka Pii feSeni tuhych problému se setkavame s problémem, Ze fad konvergence
pro tuhy problém je nizsi nez pro netuhy problém. Tomuto jevu se fika redukce fadu. Vice
se o tomto lze do¢ist napt. v [1, 2].

IRK pro DAE s indexem 2

Implicitni Runge-Kuttovy metody se vyuzivaji pro feseni DAE a to zejména tzv. stiffly
accurate metody, kterymi jsou napiiklad Radau ITA a Lobattovy metody. Prvni zminované
jsou pouzity v kédu E. Hairera RADAUS5 [3].

P¥i numerickém feSeni systémi s indexem dva uvazujeme Hessenbergiv tvar (2.19).
Piedpokladdme tedy, zZe g, f. je reguldrni matice pro presné reseni.

RK metody pro problém indexu 2 maji tvar

Ui = Yn+h D GifWng ) i=12, .5,

j=1
ng = Zn+hzaijln,jy 1=1,2,...)s,
j=1
Yn+1 = Yn + h Z bjf(yn,]7 Zn,j)7
j=1

Zn+l = Zn + thjan,
j=1
0 = 9g(yni), 1=12,..s.

Vsimnéme si, ze mame navic proménnou /,, ;, ktera je potfeba pro vyfeseni rovnice ¢(y, ;) =
0. Ziskdme systém nelinearnich rovnic, které mtizeme vytesit Newtonovou metodou nebo
nékterou z jejich modifikaci.

Poznamka: Pri feSeni DAE s indexem 2 Runge-Kuttovymi metodami se casto lisi fad
konvergence pro ¥, a z,. Napfiklad pro s-stupnovou Radau ITA metodu je fad pro v,
p = 2s — 1, zatimco pro z, pouze p = s, vice lze nalézt tieba v [8].
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4. NUMERICKE RESENI PRO DAE
4.2. Metody zpétného derivovani

Metody zpétného derivovani (zkracené BDF podle backward differentiation formulas)
patii mezi implicitni linedrni vicekrokové metody pouzivané pro feseni tuhych problémi.
Pro k-krokovou metodu zpétného derivovani pouzijeme zkraceny zapis BDFk. BDF opét
nejprve odvodime pro ODR a ukazeme jejich vlastnosti a poté prejdeme k jejich pouziti
pro DAE indexu 2.

Meéjme obycejnou diferencialni rovncici

y =[f(ty) (4.17)
s pocatecni podminkou
y(to) = o-
K-krokovou BDF metodu ziskdme tak, ze do (4.17) dosadime ¢, za t
y,(tn-i-l) = f(tn-i-lu y(tn-l—l))

a nahradime derivaci y/(¢,,4+1) derivaci P/(¢,1) interpola¢niho polynomu P () stupné k,
ktery prochdzi body [t,11, y(tns1)], [tn, y(En)], ) [tnkrt, Y(tn_kr1)]- Tedy

B = Y olta a0,

kde 1;,(t),j = —1,....,k — 1 jsou fundamentéalni polynomy Lagrangeova interpola¢niho
polynomu, viz (4.9), pro uzly t, 1, ..., ty_g+1. PouZijeme-li

Plé(thrl) ~ y/(thrl) = f(thrla y(tn+1))>

tak spojenim predchozich dvou vztahi dostavame

k
> ay(tn-ji1) = hBf (tnir, y(tnir). (4.18)

Jj=0

Nahradime-li nyni v (4.18) pfesné hodnoty y(t;), jejich aproximacemi y;, i = n — k + 1,
...,n + 1, tak k-krokova BDF metoda je dana pfedpisem

k
Z AYny1—5 = h/Bf(tn-‘rb yn-‘rl)'
=0

Koeficienty «;, 3 1ze pro konstantni délku kroku jednoduSe vypocitat z nésledujicich
vztahi
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4.2. METODY ZPETNEHO DERIVOVANI
Napft. pro k = 3

1 6
b= 13 Tyl
6 1 1 18 9 2
Py = —(Py—1D)+-yly— 1 +=(y—1)¥ =¢®— =2+ —y— —.
s WD+ yly—1) 5y - 1)) =y — v+ 7V~
Pro ptipad k£ = 1 dostavame implicitni Eulerovu metodu, ktera je zaroven i implicitni
1-stuptiovou IRK metodou. Souhrnné jsou koeficienty «;, 5 pro k& = 1,...6 uvedeny v
nasledujici tabulce

k 6 (7)) (03] [6%) Q3 g (071 (673
11 1 -1
2 4 1
2 3 1 3 3
6 18 9 _2
3 11 1 11 11 11
12 _48 36 _16 3
4 25 1 25 25 25 25
5|60 | _300 300 _200 75 _ 12
137 137 137 137 137 137
6|80 1 _360 450 _ 400 225 _ 72 10
147 147 147 147 147 147 147

Samoziejmé i pro BDF metody nas bude zajimat jejich konvergence a stabilita. Pro
k < 6 jsou BDF metody fadu k [0].
Pro linearni vicekrokové metody je typicka D-stabilita.

Definice 4.3. Rekneme, Ze linedrni vicekrokovad metoda je D-stabilni, jestlize vSechny
kotfeny prvniho charakteristického polynomu

p(&) =&+ + L+ + ay

lezi uvniti jednotkového kruhu |z| < 1 komplexni roviny C a pokud néktery kofen lezi
na hranici |z| = 1, pak je jednoduchy.

Vsechny BDFk metody pro k& < 6 jsou D-stabilni, viz [0].

Definice 4.4. Rekneme, Ze metoda je A(a)-stabilni, v € (0, %) jestlize oblast absolutni
stability S obsahuje nekonec¢ny klin

W, ={re®” cC|lr>0,|p — 7| < a}.

Velikosti thli «v 1ze nalézt napt. v [8]. ProtoZze pro BDF6 je thel « uz jen 18°, tak se
tato metoda obvykle moc nepouziva a pro k > 7 se tyto metody nepouzivaji viibec.

BDF pro DAE s indexem 2
BDF metody byly prvni metody pouzité pro vypocet feseni DAE a to C. W. Gearem
v ¢lanku [7].Velmi dobfe pracuji pro DAE s indexem 1, ale 1ze je pouZit i na semi-explicitni

tvar DAE s indexem 2. BDF metody jsou zdkladem napf¥. kédu DASSL, viz [1].
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4. NUMERICKE RESENI PRO DAE

Pri feseni DAE s indexem 2 pouzivame BDF metodu na jeji Hessenberguv tvar in-
dexu 2. Mizeme tedy predpokladat, Ze g, f. je reguldrni, pak k-krokovd BDF metoda ma
pro (2.19) pfedpis:

k
Z%‘?/nﬂ—j = hBf(Yn+1, 2nt1),
3=0

0 = 9(Ynt1)-

Jestlize je f vektor velikosti n a g vektor velikosti m, pak ziskavame soustavu n + m
nelinearnich rovnic pro n +m proménnych. K jejimu vyreseni mtizeme pouzit Newtonovu
metodu nebo nékterou z jejich variant.

Pro linearni vicekrokové metody plati nasledujici véta o existenci feseni.
Véta 4.4. Predpoklidejme, Ze pro teseni y(t), z(t) (2.19) startovaci hodnoty splriuji
i —y(t;) = O(h), 2 —=2(t;) = O(h), g(y;) = O(h?)

proj=0,....k—1at; =ty+jh. Jestlie g, f. je requldrni v okoli tohoto Teseni a jestlize
Br # 0 potom nelinedrni systém

k k
Z%yi = hZﬁif(ymZi)
i=0 i=0
0 = g(yr)
ma 1esent pro h < hg. Toto Tesent je lokdlné jednoznacné a splnuje
ye — y(t) = O(h), 2z — z(tx) = O(h).
Diikaz. Viz [8]. O
Konvergence BDF metod pro DAE je shrnuta v nasledujici vété

Véta 4.5. Uvazujeme problém indezu 2 (2.19), pro ktery plati, Ze g, f. je reguldrni. Potom
BDFk metoda ma rad konvergence p =k, k <6 tj.,

y; —y(t;) = O(W*™Y), 2z, — 2(t,) = O(h?), prot, = nh < konst,
vZdy kdyZ pocdtecni podminky splnugi
yi —y(t;) = O™ proj=0,...k—1.
Dikaz. Viz [8]. O

Vidime tedy, ze i pro BDF je konvergence u algebraické proménné nizsi nez u diferen-
cialni proménné.
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5. Numerické reseni

V této kapitole budou numericky vyreseny dvé soustavy DAE indexu 2 v Hessenber-
gové tvaru. Prvni soustava je z prikladu 2.3, jedna se tedy o linearni soustavu DAE s nekon-
stantnimi koeficienty a druhé soustava je soustava nelinearnich DAE z prikladu 2.4. Obé
soustavy budou feseny pomoci kédu RADAUS5, ktery napsali E. Hairer a G. Wanner. Ori-
ginalni kéd je napsan v jazyce FORTRAN, ale my jsme pouzili jeho pfepis od D. Bichsela
do MATLABu. Tyto kédy lze stdhnout z http://www.unige.ch/~hairer /software.html.

Kéd RADAUS je urcéeny pro feSeni pocatecnich tloh prvniho fadu tuhych diferencial-
nich rovnic a pro DAE ve tvaru

M y/ = f <y7 t)’

kde M je diagonalni konstantni matice, kterou nazyvame matice hmotnosti (z anglic-
kého mass matrix). Pro ODR je diagonala matice M nenulova. Pro DAE jsou na hlavni
diagonéle 1 pro diferencialni proménné a 0 pro algebraické proménné, tedy DAE je v
semi-explicitnim tvaru.

Program RADAUS je zalozen na implicitnich Runge-Kuttovych metodach, konkrétné
vyuziva Radau IIA metody stupiiti 3, 5 a 7. Rad metody, kterou ma byt dany problém
pocitan, si tedy lze zvolit. Navic je v programu implementovana korekce ¢asového kroku,
pro dosazeni predepsané tolerance. V RADAUDb jsou pro tuto ¢asovou korekci naprogra-
movany dva postupy, standardni kontrola kroku a prediktivni kontrola kroku, vice se lze
dodcist v [2].

My jsme v naSem Teseni vyuzili pouze 3 stupniové Radau ITA metody, ktera je uvedena
v kapitole 4.1. Jak jiz bylo fec¢eno, tato metoda mé iad konvergence 5.

Vstupy kédu jsou soustava rovnic (soubory priklad2 3fce.m a priklad2 4fce.m na pfi-
lozeném CD), interval, na kterém chceme soustavu fesit, a pro DAE matice hmotnosti
(soubory priklad2_3Mass.m a priklad2_ 4Mass.m) a index soustavy. Lze zadat i Jakobidn
soustavy (soubory priklad2_3Jac.m a priklad2_4Jac.m). Jestlize zaddn neni, je pocitan
numericky, coz zvysi ¢as potfebny k vypoctu. V nasem pripadé se jednalo o velmi maly
casovy rozdil, témeét nepostiehnutelny. Vypocty lze jednoduse spustit ze skripti priklad2_3
a priklad2_4.

Priklad 1

Maéame soustavu linearni DAE s nekonstatnimi koeficienty z piikladu 2.3:

1 3—1t
o= (Q—Q—_t)yl+(2—t)a2+2_t€t
/ -« t
Yp = t_2y1—y2+(a—1)z+2e (5.1)

0 = (t+2y+ (2 =4y — (2 +1t—2)€

kde « je parametr s pocatecnimi podminkami
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5. NUMERICKE RESENI

Zmame tedy pouze pocatecni hodnoty diferencialnich proménnych y, pro vypocet ovsem
musime zadat i pocatecni hodnotu algebraické proménné z. Tu mizeme vypocitat ze
vztahu

gy (y(0),2(0),0) = 0. (5.2)

Jednoduchym vypoctem ziskdme z(0) = —3.

Vypocitané numerické feseni samoziejmé srovname s presnym fesenim

1 =Y=¢€, 2= —

Soustavu jsme Fesili na intervalu (0, 1) a se zadanym Jakobidnem.

Pro rfizné hodnoty parametru o se feSeni vyrazné nelisi, fadové asi 107%. Rozdil v
riznych hodnotach a se projevil v poctu potiebnych ¢asovych krokd. Pro malé hodnoty
a bylo TeSeni spoc¢itdno pomoci nékolika méalo kroki (napf. pro, « = 2 bylo potfeba 11
krokt), kdezto pro o = 100 uz bylo potieba kroki téméi 500. Reseni soustavy pro o = 1
je znazornéno na obrazku 5.1, kde plné ¢ary znac¢i numericky vypoctené feseni pomoci
kédu RADAUS a symbol * znaci pfesné reseni v uzlech numerického feSeni, a je z nich
patrna promeénliva délka kroku.

z * presnéyl=y2 * presnéz

[ »

y2

3 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrézek 5.1: ReSeni soustavy (2.15) pro a = 1.
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Priklad 2

Mame soustavu nelinearni DAE z prikladu 2.4

Y = niyas’
Yy = Yiys — 3ysz (5.3)

s pocatecnimi podminkami
y1(0) =1, y2(0) = 1.
Pocateéni hodnotu z opét vyjadiime ze vztahu (5.2) a dostaneme z = 1.

I tuto soustavu jsme Fe$ili na intervalu (0,1) a se zadanym Jakobidnem. ResSeni je
znazornéno na obrazku 5.2. Vysledek opét srovname s piresnym fesenim

yl(t) = €t7 Z/z(t) = 672t7 Z<t> = e2t>

které je, stejné jako v predchozim ptikladu, vypocitano v uzlech numerického feseni a
zobrazeno pomoci symbolu *. Plné ¢ary znaci feseni vypoctené numericky pomoci kédu

RADAUS.

yl y2

z % presnéyl presnéy2 % presnéz

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obréazek 5.2: ReSeni soustavy (2.15).

Z obrazkt je vidét, ze pro vypocet nelinearni soustavy 5.3 bylo na stejné dlouhém inter-
valu pouzito vétsiho poctu casovych kroki nez v pripadé linearni soustavy s konstantnimi
koeficienty 5.1, coz je oc¢ekavany vysledek.
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6. ZAVER

6. Zaveéer

Cilem préce bylo rozdéleni algebraicko-diferencidlnich rovnic podle indexu a popsat
jejich numerické feseni pro index 2. Nejprve byly DAE popsany teoreticky, byly ukazany
jejich zakladni vlastnosti a odlisnosti od obycejnych diferencialnich rovnic. Dale pak bylo
a Kroneckertiiv index. Pii numerickém feSeni byla uvazovana pocatecni tloha.

Bylo ukézano, ze DAE maji blizko k tuhym ODR, proto jsme se zamérili na piimé
diskretizac¢ni metody ptivodné urcené pro feseni tuhych problémi. Odvozeny byly impli-
citni Runge-Kuttovy metody a metody zpétného derivovani. Poté bylo ukazano jak tyto
metody pouzit pro Hessenbergovy tvary DAE s indexem 2 a jaké problémy s tim souvisi.

U obou skupin metod je ptfesnost pro algebraickou proménnou mensi nez pro diferen-
ciadlni. Obecné se u IRK vyskytuje redukce fadu, proto se pro tuhé systémy a tedy i pro
DAE pouzivaji stiffly accurate metody, u kterych tento jev neni tolik citelny.

Zavérem byl proveden vypocet dvou soustav DAE pomoci 3-stupniové Radau ITA me-
tody implementované v kédu RADAUbS. Vysledky téchto dvou vypoctt byly srovnany i s
presnym feSenim soustav. Vypoctena feseni miizeme povazovat za velmi dobré aproximace
feseni pfesného.

Prace nabizi spoustu moznosti, jak ji doplnit a rozsifit napiiklad o FeSeni DAE s
indexem 1 nebo naopak DAE vyssich radt. Dale by bylo mozné popsat specializované
metody pro DAE s indexem 2 a metody redukce indexu. V ramci teoretického popisu by
bylo mozné pridat napt. kanonické tvary.
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