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Abstrakt

ROC kiivka (z anglického Receiver Operating Characteristic curve) je zobrazeni dvou
ruznych distribuénich funkei Fy a Fi, kde na osy se vynasi hodnoty 1 — Fy(c) a 1 — Fi(c).
Parametr ¢ je realné c¢islo. Takto sestrojend kiivka se v posledni dobé casto vyuziva k
posouzeni kvality diskriminacniho pravidla pro zafazeni objektu do jedné ze dvou tiid.
Jako kritérium pak slouzi velikost plochy pod ROC kiivkou. V redlnych tlohach se pak
uplatnuji metody bodovych a intervalovych odhadiu ROC kiivek a testovani statistickych
hypotéz o ROC kiivkach.

Summary

The ROC (Receiver Operating Characteristic) curve is a projection of two different
cumulative distribution functions Fj and Fj. On axis are values 1 — Fy(c) and 1 — Fi(c).
The c-parameter is a real number. This curve is useful to check quality of discriminant
rule which classify an object to one of two classes. The criterion is a size of an area under
the curve. To solve real problems we use point and interval estimation of ROC curves and
statistical hypothesis tests about ROC curves.

Klicova slova
ROC krivka, klasifikace objektu, plocha pod ktivkou, bodovy odhad, intervalovy odhad,
test statistické hypotézy.

Keywords
ROC curve, object classification, area under curve, point estimation, interval estimation,
statistical hypothesis test.
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1 Uvod

ROC kiivky (z anglického RECEIVER OPERATING CHARACTERISTIC CURVE )
pouzivame pii rozfazeni objektu do dvou tiid, pricemz vime, ze dany objekt patii prave
do jedné z nich. Plocha pod kiivkou pak udava kvalitu rozhodovaciho kritéria.

Poprvé byly vyuzity k vojenskym ucelum. Béhem II. svétové valky slouzily pti analyze
radarovych signali, kdy bylo tfeba rozlisit vlastni vzdusné sily a nepiitele. Odtud vzniklo
oznaceni ROC. Od padesatych let pak nachézi uplatnéni v mediciné pti vyhodnoceni tes-
tovani novych léku a v diagnostice.

Dnes se optimalizace klasifikace pomoci ROC ktivek pouziva v fadé obort. Znacné
rychle se rozvijeji metody umoznujici provadét statistickou analyzu realnych populaci po-
moci ROC kfivek. V mnohych situacich chybi srovnani jednotlivych metod, popis jejich
statistickych vlastnosti a mnohdy neni k dispozici odpovidajici programétorské zazemi
pro vypocet odhadu a pro provedeni ptislusnych statistickych testu.

Cilem této prace bude popsat statistické metody pro stanoveni bodového a interva-
lového odhadu ROC kiivky v daném bodé, metody pro odhad plochy pod ROC kiivkou a
odhad optimalni diagnostické klasifikacni meze. Dale budou popsany statistické testy pro
testovani hypotéz o vlastnostech dané ROC krivky a testy pro srovnani dvou ROC kiivek.
Vystupem této prace bude také pocitacova implementace jednotlivych metod v prostiedi
MATLAB.



2 Zakladni pojmy

V této kapitole budou uvedeny zékladni pojmy, oznaceni a poznatky z teorie odhadu a
testovani statistickych hypotéz a to v souladu s [1]. Tyto budou déle vyuzity pro popis
vlastnosti ROC ktivek a k jejich vzajemnému srovnani.

Oznac¢me w vysledek nahodného pokusu nebo déje, tento nazyvame elementdarni jev.
Mnozinu vSech elementarnich jevu znac¢ime ) a nazyvame ji prostor elementdrnich jevi.
Méjme systém podmnozin €2 tvotici o-algebru A. Pak tyto podmnoziny nazyvame ndhodné
jevy. Jednotlivym mnozinam patticim do A pak pripisujeme pravdépodobnostni miru P.
Trojice (€2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Definice 2.1. Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni{ prostor. Ddle necht R je mnozina
redlnych ¢isel a B systém jejich borelovskych mnozin. Méfitelnou funkei X : (Q,4) —
(R, B) nazveme ndhodnou veli¢inou.

Definice 2.2. Oznacme Q(B) pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢ina X nalezi do
mnoziny B z B (tedy Q(B) = P{X € B}, B € B). Mira Q se nazyva indukovand mira

nebo také rozdéleni pravdeépodobnosti ndhodné veliciny X.

Zvolime-li konkrétné B = (—o0, z), dostavame
Q(B) = P{X <z} = F(z).

Funkce F(x) se nazyva distribucni funkce.

Existuje-li takové funkce f(z), ze

Fla) = / f(tyat,

pak se jedna o spojité rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou f.

Definice 2.3. Méfitelné zobrazeni X : (2, A) — (R", B,,), kde R" je n-rozmérny eu-
klidovsky prostor a B, systém jeho borelovskych podmnozin, nazyvame ndhodny vektor.
(Jinymi slovy jde o vektor ndhodnych velicin X = (X7,...,X,,) definovanych na témze
pravdépodobnostnim prostoru.)

Definice 2.4. Ndhodné veliciny X1, ..., X, se nazyvaji nezdvislé, plati-li pro libovolné
borelovské mnoziny vztah

P (ﬂ{w  Xp(w) € Bk}> = [[ P{w: Xi(w) € By}

Pozndamka. Volime-li konkrétni borelovské mnoziny By = (—o0,xy), pak Xi,..., X,
jsou nezavislé, pravé tehdy, pokud sdruzend distribu¢ni funkce F' je rovna souc¢inu mar-
ginalnich distribu¢nich funkci F;, i =1,... n.

F(zy,...,2,) = P(Xj <x1,..., X, <x,) =
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Definice 2.5. Usporadand n-tice nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
X1, ..., X, se nazyva ndhodny vybér o rozsahu n. Plati-li X; < X, < ... < X, nazveme
tento nahodny vybér usporddany a znacime jej Xy, ..., Xp).

2.1 Teorie odhadu

Predpokladejme, ze ndhodny vektor X = (X1,..., X,,)" ma hustotu f(x, @) vzhledem k
o-kone¢né mite p. Parametr @ = (0y,...,60,,)" je neznamy. Cilem je ziskat na zdklade
vektoru X co nejlepsi odhad vektoru 6.

Hledame-li méfitelné zobrazeni g : (R, B,) — (R, B,,) takové, ze ndhodny vektor
T = g(X) co mozna nejlépe aproximuje hodnotu 8, pak se jedna o bodovy odhad parame-
tru 6. Jestlize hledame interval nebo jinou vhodnou mnozinu do které s dostatecné velkou
pravdépodobnosti @ nélezi, dostavame intervalovy odhad.

Definice 2.6. Rekneme, ze odhad T parametru 6 je
1. nestranny, plati-li ET = @ pro kazdé 8 € ©.

2. wvychyleny, jestlize ET = 6 + b(0) a funkce b neni identicky rovna nule, b(@) se
nazyva vychyleni odhadu T'.

3. nejlepsi nestrannyj, je-li rozptyl nestranného odhadu T nejmensi z rozptylu vsech
nestrannych odhadu téhoz parametru 6.

Definice 2.7. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Q, zavislého na jedno-
rozmérném parametru 6. Rekneme, ze odhad T, = ¢,(X1, ..., X,,) je konsistentni, jestlize
T,, — 0 podle pravdépodobnosti pii n — oo.

Véta 2.8. Necht stiedni hodnota ET? < oo pro kazdé piirozené n. Jestlize stiedn{
hodnota ET, — 6 a rozptyl varT, — 0, pak T, je konsistentni odhad parametru 6.
Dukaz:

Pro kazdé € > 0 plati

P(|IT, - 6| >¢)=P(|T, — ET, + ET,, — 0| > ¢) <
<P(|T, - ET,| > 5VI|ET, - 0] > %) <
< P(|T, - ET,| > %)+ P (|ET, - 6] > 5).

Jestlize ET,, — 6, pak pro n — co: P (|ET, — 6| > £) — 0.
Podle Cebysevovy nerovnosti

T,
P <|Tn _ET,| > %) <
(5)
Za ptredpokladu varT, — 0 pro n — oo i tato pravdépodobnost konverguje k nule.

Dokéazali jsme tedy, ze
P(|T,, — 0| >¢) — 0.



2.2 Fisherova mira informace
Nyni zavedeme Fisherovu miru informace o parametru 6 obsazenou v nahodném vektoru
X.

Definice 2.9. Necht ndhodny vektor X = (X7, ..., X,,) mé hustotu f(x,0) vzhledem
k néjaké o-konecné mite u. Predpokladejme, ze plati:

e () je neprazdnd, oteviend mnozina.

Mnozina M = {z : f(x,0) > 0} nezavisi na 6.

Pro skoro vsechna € M (vzhledem k p) existuje kone¢nd parcidlni derivace

(a0 = 120

Pro vSechna 6 € §Q plati

Integral

16 = [ [0 raout)

je koneény a kladny.

Pak se systém hustot { f(x, 0),0 € Q} nazyva requldrni a J,(0) se nazyvéa Fisherova mira
mformace.

2.3 Princip maximalni vérohodnosti

Necht ndhodny vektor X = (Xi,...,X,) ma hustotu f(x,0), kde § € w. Pii pevné
hodnoté @ se funkce f(x,0) nazyva vérohodnostni funkce. Budeme uvazovat piipad, kdy
Xq,..., X, je ndhodny vybér.

Hodnotu 6 parametru 6, maximalizujici vérohodnostni funkci f(x,0), pak nazveme
maximdlnée vérohodny odhad parametru 6.

Méjme funkci L(zx,6) = In f(x,0). Tato funkce se pro pevna « nazyva logaritmickd
vérohodnostni funkce.

Kasicky postup hledani maxima L pomoci jeji derivace vede k nalezeni maximalné
vérohodného odhadu, ktery konverguje ke skuteéné hodnoté parametru 6. A to s pravde-
podobnosti blizici se k jedné. Dukaz viz. [1].

Necht 6 je skuteénd hodnota parametru 6. Hleddme tedy kofen 0, = én(X ) vérohod-
nostni rovnice

OL(X,6)
00
takovy, ze |én — bp| < €, pro kazdé e > 0.

=0

Véta 2.10. Necht f(z,0),0 € O je reguldrni systém hustot s Fisherovou mirou infor-
mace J(6). Necht jsou splnény ndsledujici piedpoklady:
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(pl) O je parametricky prostor, ktery obsahuje takovy neprazdny otevieny interval w,
ze Oy € w

(p2) X = (Xq,...,X,), kde X; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny s hus-
totou f(x,0) vzhledem k néjaké o-koneéné mite p.

(pP3) M ={xz: f(x,0) > 0} nezavisi na 0.
(p4) Necht 6,60, € Q. Pak f(z,60,) = f(z,602) skoro viude prave tehdy, kdyz 0; = 6,.
(p5) Pro vsechna 6 € w a skoro vsechna x € M existuje derivace

P f(x,0
f///(x’ 9) — -2(837 )

(p6) Pro vsechna 0 € w plati:

/f”(x,@)du(x) = 0.

(p7) Existuje takovd nezdpornd méfitelnd funkce H(x), ze stfedni hodnota Ey H(X) <
oo a pritom pro skoro v8echna x € M a pro vsechna 6 takové, ze |§ — 6| < € pro
dostatecné malé € > 0 plati:

@%%ﬂgmm

Pak plati néasledujici tvrzeni:

(i) Jestlize n — oo, pak

f%wméwan

(ii) Existuje-li dostatecné velké n a pro kazdou hodnotu X takovy kofen 0,, vérohodnostn{
rovnice, ze 6, je konsistentnim odhadem parametru 6y, pak

V(b — 60) — N [0, ﬁ} |

Na zdkladé poznatkl o maximalné vérohodnych odhadech lze pak provadét asympto-
tické testy statistickych hypotéz.

Véta 2.11. Necht jsou splnény viechny pfedpoklady véty 2.10. Oznaéme

Laua) - AL
Upyy = -0

/nJ(6y)

Pak Uryr méd asymptoticky rozdéleni N(0,1) a LM mé asymptoticky x? rozdéleni pravde-
podobnosti s jednim stupném volnosti.



3 Teoreticka konstrukce ROC krivky

V tomho oddilu budou uvedeny zakladni poznatky z teorie vyuziti ROC ktivek pti klasi-
fikaci objektu, vlastnosti ROC kiivek a piiklady jejich konstrukce pro normalni a néktera
dalsi rozdéleni pravdépodobnosti.

3.1 Senzitivita a specificita

Uvazujme diagnosticky test, ktery ma urcit zda sledovany objekt ma urcitou vlastnost
D. Predpokladejme, ze kazdy objekt nalezi pravé do jedné ze dvou skupin 7y, 7. Jestlize
mé danou vlastnost (D = 1), pak nélezi do skupiny ;. Naopak pokud tuto vlastnost
nemd (D = 0), nélezi do skupiny 7. D je ndhodnd veli¢ina s alternativnim rozdélenim
pravdépodobnosti.

Oznaéme ndhodnou velicinu T, vysledek testu. Klasifikaci objektu (odhad prislusnosti
k dané skupiné) provedeme na zdkladé srovnani vysledku testu 7' s danou mezi c. Je-li
T > c klasifikujeme objekt jako prvek skupiny 7 a fekneme, ze klasifikace je pozitivni.
Je-li T' < ¢ klasifikujeme objekt jako prvek skupiny 7y a fekneme, Ze klasifikace je nega-
tivni. Oznaceni mezni hodnoty ¢ vychézi z anglického vyrazu(cut-off point).

Definice 3.12. Pro danou hodnotu klasifikacni meze ¢ definujeme senzitivitu testu
jako podminénou pravdépodobnost, ze vysledek testu 7' objektu ze skupiny m; je vétsi
nebo roven c.

Se(c)=P(T>¢|D=1)=1—-P(T <c|D=1). (3.1)

Dostavame tedy pravdépodobnost spravné urcené pozitivni klasifikace.

Meéjme nyni ndhodnou velicinu 7T}, vysledek testu ve skupiné 7y, s distribuéni funkci
F} a hustotou f;. Pak ziskavame ekvivalentni vyjadieni senzitivity ve tvaru:

Se(c)=1-P(T<c¢lD=1)=1—-P(T1 <c)=1- Fi(c). (3.2)

Definice 3.13. Pro danou hodnotu klasifika¢ni meze ¢ definujeme specificitu testu
jako podminénou pravdépodobnost, ze vysledek testu T objektu ze skupiny my je mensi
nez c.

Sp(c) = P(T < ¢|D =0). (3.3)
Tedy pravdépodobnost spravné urcené negativni klasifikace.
Nyni oznacme nahodnou veli¢inu Ty, vysledek testu ve skupiné m. Pak ziskavame
ekvivalentni vyjadreni specificity pomoci distribu¢ni funkce Fy ndhodné veliciny Tj:
Sp(c) = P(T < ¢|D =0) = P(Ty < ¢) = Fy(c). (3.4)

Senzitivita a specificita jsou zakladnimi vlastnostmi testu. Jejich dopliiky pak udavaji
pravdépodobnosti chybné klasifikace.

Zvolime-li chybné negativni klasifikaci, dopoustime se chyby prvniho druhu a to
s pravdépodobnosti 1 — Se.

Zvolime-li chybné pozitivni klasifikaci, dopoustime se chyby druhého druhu a to
s pravdépodobnosti 1 — Sp.



3.2 ROC krivka

V nésledujicim textu se dostavame k zavedeni pojmu ROC kfivky. Provedeme teoretickou
konstrukei ktivky jako funkce distribucnich funkci F; a Fy. Na prikladech pak ukazeme
vlastnosti ROC kiivek a geometricky vyznam senzitivity a specificity.

Definice 3.14. ROC krivku definujeme jako mnozinu bodu danych souradnicemi
[1 — Sp(c),Se(c)], ¢ € (—o0,00). (3.5)
Jestlize podle vztahu (2.2) a (2.4)

Fi(c) =1— Se(c),
Fy(c) = Sp(e),

pak za predpokladu existence inverzni distribuéni funkce Fy ' lze ROC kiivku vyjadfit
vzavislosti na parametru t. Polozime

(3.6)

t=1-S8p(c)=1—Fy(c), pak c=F;'(1—t), Se(c)=1- Fi(c).
Dostavame tedy ekvivalentni vztah:
ROC(t) =1— Fy(Fy;*(1—1)), pro te(0,1). (3.7)

Piiklad 3.15. Méjme piipad, kdy ndhodna veli¢ina Ty ma normalni rozdéleni pravdeé-
podobnosti s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem rovnym jedné - N(0,1) a 7} mé
rozdéleni N(2,1.5). Na obrazku 1 je pro hustoty fy a fi zndzornéna senzitivita a specifi-
cita testu pri klasifikaci s mezni hodnotou c.
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Obrazek 1: Senzitivita a specificita pro klasifikacni mez c.



3.3 Vlastnosti a parametry ROC krivek

Z tvaru ziskané ROC ktivky lze odhadnout rozliSovaci schopnost zkoumaného testu.
Jestlize krivka nejprve prudce roste a poté je témér konstantni, pomeér chybné klasifi-
kovanych objektu bude maly. Bude-li se kiivka blizit diagonédle pomér chyb poroste.

Pokud se hustoty fo a f; shoduji, kiivka je totoznda s diagonalou. Pravdépodobnosti
spravné a chybné klasifikace se rovnaji - obrazek 2a.

V idedlnim ptipadé, kdy test je schopen spravné rozradit vSechny objekty, kiivka
prochdzi bodem [1, 1] - obrazek 2b.

Pokud nastane piipad, kdy zadny objekt nebyl zatazen spravné - obrazek 2c, 1ze jej
prevracenim testovaciho kriteria prevést opét na idedlni stav.

1 1 1

09 4 09 4 09

0.8 q 0.8 4 0.8

07 07 4 07

06 4 06 4 08

05 4 05 4 05

0.4 4 04 4 04

03 1 03 9 03

0.2 q 0.2 9 0.2

0.1 q 0.1 9 0.1

L L n L L n n 0
0Cl 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 06 08 1 0 02 0.4 06 0.8 1

a) b) ©)

Obrazek 2: Extrémni pripady ROC kiivek.

Veéta 3.16. ROC kiivka je invariantni vzhledem k monoténni rostouci transformaci
Ty, 1.
Diikaz:
Necht A je monoténni rostouci transformace takova, ze

h:zy— u, tj. u = h(xo),

h:xy — v, tj.v=h(z).

Oznacme

Dale plati

Je treba dokazat
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Pak po dosazeni dostavame
ROC(t) =1 — Fy(F,; (1 —t) =1 — Fi(hH(Fy, (1 — 1)) =

=1-F(h (MF (1 -1)) =1 - F(F (1 -1) = ROC(1).
Timto je dand vlastnost dokazana.

|

Véta 3.17. Je-li ndhodna velicina 77 stochasticky vétsi nez ndhodnd velicina T,
tedy kdyz Fy(c) > Fi(c) pro viechna ¢ € (—o0,00), pak ROC kiivka lezi nad diagonalou
v jednotkovém ctverci.

Diikaz:
Je-li Fy(wo) > Fy(x1), pak za predpokladu existence inverznich funkei Fy, *(z¢) < Fy ' ().
Potom pro t € (0,1)

ROCHt)=1-F(F,'(1—-t)>1-FRF ' (1-t)=1-(1-t) =t
Tedy ROC(t) >t a kiivka lezi nad diagondlou v jednotkovém ¢tverci.

|

Véta 3.18. Kdyz hustoty fy, fi maji monoténni vérohodnostni pomeér (tj. kdyz exis-
tuje statistika S takova, ze podil hustot fy/f1 je neklesajici funkef statistiky .S), pak ROC
ktivka je konkavni.

Dukaz:

V tomto bodé je treba dokazat, ze za danych predpokladu je ROC kiivka konkavni. Tedy
derivace ROC ktivky je klesajici funkci. Predpokladejme existenci inverznich distribuénich
funkci a potiebnych derivaci.

Vypocteme tedy

OROC(t) _0(1—F(Fy (1—t) _ O(F(F (1) 0F; '(1—1t)
ot ot - OFy (1 —1) ot '

Clen
A(F(Fy (1 —1)))
E)Fo_l(l — 1)

Ozna¢me u = (1 —t), pak dostavame

= filFy (1 —1)).

% = —1 tedy Ou = —0t.

Pak plati

ot B ou
Necht w = F; ! (u) = u = Fy(w), pak

_0F0_1(u)__ ow 1 1 N
ou N 8F0(w) N aFE‘)O—SU) n fo(w)

11



—1 o
L ORIt 1

ot fo(Fg (1 =)

Dosazenim ziskdvame vztah

OROC(t) _ fi(F5 (1 1))

ot fo(Fg (1 =)

Pro 0 <t; <ty < 1plati 1 —t; > 1 —t,, protoze F, ' je rostouci funkce
Maji-li fy a F} neklesajici vérohodnostni pomeér, tedy pro x; < s

f1($1) fl(l’z)
fo(z1) = folwa)

dostavame .
SilFy (1 —t))
fo(Fy t(1—ty))

Si(Fy (1 = t))
Jo(FoH (1 —tp))

>

Tim je tvrzeni dokazano.

Véta 3.19. Plocha pod kfivkou je rovna pravdépodobnosti P(7Ty < T7). Tedy

1
0

Dikaz:
substituce
1 1 Foil(l — t) =X
/ROC’(t)dt = /[1 — Fl(FO_l(l —t)|dt = | 1=t = Fy(xo) =
0 0 t =1— Fy(wo)

dt = —f()(l’o)dl‘[)

o0 [e.e]

- / 1 — Fi(w0)] folo)dao = / 7 F1(20) fo(wo)dmodz, = P(Ty < T1).

—0 —00 To

|

Velikost plochy pod ROC kiivkou (zkratka AUC' z anglického area under curve) je
jednim zakladnich méritek kvality diagnostického testu. Protoze kiivka lezi v jednotkovém
¢tverci, muze AUC obecné nabyvat hodnot od 0 do 1. Splauje-li kiivka predpoklad véty

3.17, lezi nad diagondlou a nabyva tedy hodnot od 0,5 do 1.

Detailnimu popisu plochy pod ROC kiivkou bude vénovana kapitola 6. Tento para-

metr je vhodné vyuzit také ke srovnani nékolika testt, vice v kapitole 8.

12



Priklad 3.20. Na obrazku 3 jsou vykresleny piiklady ROC kiivek, kdy nahodné
veliciny Ty a T} maji a) normélni, b) logaritmické normalni, c¢) exponenciélni, d) beta
rozdéleni pravdépodobnosti. (V popisu parametru Ty ~T0 a T} ~T1.)

a) Normalni - normalni rozdéleni b) Lognormalni - lognhormalni rozdé&leni
1t ' ' ' ' 1 ' ' ' '
0g 09t
08 08t
07 o7t
0g 0Bt
05 o5t
04 o4l
03 a3l
bz I 02t .
0 — TO~N(O, 1), T1~N(1,1) | ——TO0~Ln(0,1), T1~Ln(1,1)
——TO0~N(0,1), T1~N(3,1) o ——T0~Ln(0,1), T1~Ln(3,1) ||
"o 02 04 06 0 1 " 03 04 06 08 1
¢} Exponenciélni - exponenciélni rozdéleni d) Beta - beta rozdéleni
oot
08t
07t
0Bt
nst
04t
03t
/) [—ToBp0.5), T1~Bxp( 1) ||| [T T0~Beta(1.3), Ti~Beta(2.2)
ot —— TO~Exp(0 5), TI~Exp(2.5) “'I'| | ——TO~Beta(1.3), T1~Beta(3.1) |
" 0z 04 05 09 i "0 02 s 08 08 i

Obrazek 3: Priklady ROC krivek.

Priklad 3.21. Méjme piiklad diagnostického testu v mediciné. Bylo testovano 200
osob, pricemz 120 z nich bylo nemocnych (D = 1) a 80 zdravych (D = 0). Vysledky byly
zaznamenany do nasledujici tabulky.
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Zdravotni stav

D=1 \ D=0
Vysledek | Nemocny 92 9
testu Zdravy 28 71

Tabulka 1: Tabulka ¢etnosti

Tedy u 92 osob ze 120 test nemoc spravné diagnostikoval, 9 oznacil za nemocné,

prestoze byli zdravi, u 71 zdravych pacienti nemoc vyloucil a u 28 nemoc neodhalil,
ikdyz pacient nemocny byl.

Nyni do téze tabulky zaznamename relativni ¢etnosti.

Zdravotni stav
D=1 \ D=0

Vysledek | Nemocny || 0,767 | 0,113

testu Zdravy 0,233 | 0,887

Tabulka 2: Tabulka relativnich ¢etnosti
Tento test tedy spravné rozeznal nemoc u 76,7% nemocnych pacientu a vyloucil u

88,7% zdravych. Ziskali jsme tedy odhad senzitivity a specificity pouzitého testu ve tvaru
pozorovanych relativnich ¢etnosti.

14



4 Bodové odhady ROC krivky

V nasledujici ¢asti budou popsany statistické metody pro stanoveni hodnoty ROC ktivky
v daném bodé. Pri neparametrickém pristupu pujde o konstrukci empirické ROC ktivky,
po castech linearni kiivky a metodu zalozenou na jadrovych odhadech distribucnich funkei.
Déle pak zavedeme binorméalni model a provedeme odhad jeho parametru.

4.1 Empiricka ROC krivka

Jako prvni neparametricky bodovy odhad ROC kfivky uvedeme metodu zaloZenou na
nestranném odhadu distribuéni funkce vybérovou distribu¢ni funkei.

Definice 4.22. Necht X,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni o dostribuéni funkeci
F(x). Necht I, je indikator jevu A, tj. 4 = 1 jestlize jev A nastane, jinak I, = 0. Pak
definujeme vybérovou distribu¢ni funkci vztahem:

1 n
== Zl Iix,<al- (4.9)

Oznacme Ty, . . ., Ty, ndhodny vybér z rozdélenl; 0 dlstrlbucm funkci Fy aThq, ..., T,
nahodny vybér z rozdéleni o dostribuéni funkei F1, Feo, Fe1 odhady distribucnich func1 Iy,

F) dané vztahem 4.9. Pak parametrické zobrazeni [1 — Feo, 1— Feﬂ nazyvame empirickd
ROC krivka.

4.2 Po castech linearni ROC krivka

Dalsi moznosti zalozenou na neparametrickém odhadu Fy a F} je konstrukce po édstech
linedarni ROC krivky.

Definice 4.23. X(y), ..., X() je uspofddany nahodny vybér z rozdélent o distribucni
funkei F(x).Necht stiedy intervalu (X, X(;11)) jsou

X X
ci:w prot=1,...,m—1,

2

3X() — X 3X(m) = X(m-1)
Co = y Cm =

2 2

Daéle necht
fl<x> = (m<ci+1 - Cl’))717 T e <C’iac’£+1)7 1= 17 s — 17

jinak f(x) = 0. Pak po édstech linedrni odhad distribu¢ni funkce F'(x) je definovén vzta-

hem
x) = /fl(t)dt. (4.10)

Oznacme nyni Ty, . . ., Ty uspoiddany ndhodny vybér z rozdéleni o distribuéni funkci
FO a Ty, ..., Thum) uspofddany nahodny vybér z rozdéleni o dostribucni funkei F1, ]310,
Fll odhady dlstrlbucmch funci Fy, I} dané vztahem 4.10. Pak parametrické zobrazeni
[1— Flo, 1— Fn] nazyvame po cdstech linearni ROC krivka.
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4.3 Jadrovy odhad senzitivity a specificity

Vyhodou této metody proti predchozim je, ze ziskame aproximaci ROC kiivky hladkou
ktivkou. Pro vyjadreni vyuzijeme jadrovy odhad distribu¢ni funkce autoru Zhou, Hall,
Shapiro, popsany v [11].

Definice 4.24. Necht funkce k : R — R spliuje ndsledujici podminky:
1. nosi¢ supp(k) = (—1,1), tedy k(z) =0, Vo ¢ (—1,1),

2. k je lipschitzovsky spojitd na (—1,1),
tj. |k(z) — k(y)| < Llx —y|, L >0,Va,y € (—1,1),
3. integral

o

/ k(z)dz = 1.

—00

Pak k nazveme jadrovou funkci zkracené jadrem.
Vyznamnym faktorem ovliviiujicim chovani jadrovych odhadu je sitka wvyhlazovaciho
okénka h > 0. Transformaci
()
"t \h

pak dojde ke zméné nosice jadra na interval (—h, h).
Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni o hustoté f(z). Jadrovy odhad této
hustoty je pak dan vztahem:

-~ 1 a .ﬁL'—XZ
fk—%;k( . >

s uzitm jadra s dvojnédsobnou vahou

512
h 16 h
kde k£ = 0 jinde a sitkou vyhlazovaciho okna

h=0,9min(SD, IQR/1,34)//n,
kde SD je smérodatna odchylka a IQ)R rozdil 0,75-kvantilu a 0,25-kvantilu.

3 l’G(XZ—h,X,L—i—h),

Odhad distribuéni funkce je pak definovan jako:

t
~ n 1 CL'—XZ
Fk(t):Z/Ek( - )dx.
i=1_"

P1i numerickém vypoctu nabyva integral ve vztahu pro vypocet ﬁk(t) nasledujicich
hodnot:

je-li t > X; + h, pak je integdl roven nule,

je-li ¢ < X; — h, pak je integal roven 1/n,

jeli X; —h <t < X;+h, pak je integdl roven (8 — 150 + 100* — 30°),
kde v =(t— X;)/h.
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Vyslednd podoba kiivky je pak ddna jako [1 — Fyo, 1 — ﬁkﬂ, kde Fyo, Fyy jsou jadrové
odhady distribunich funkci ndhodnych veli¢in Tg, T7.

4.4 Binormalni model

V této casti se budeme zabyvat situaci, kdy obé distribu¢ni funkce maji normalni rozdélent,
takzvanym binorméalnim modelem. Cilem bude nalézt odhad jeho parametru.
Necht Fy(z) a Fy(x) definované vztahy 3.6 jsou distribuéni funkce normdlniho rozdélen{
pravdépodobnosti.
Fo(l’) NN(M07U§>’ Fl(x) NN(:U’hO-%)

Muzeme tedy polozit

ROC(t) =1— F(E\(1—1)=1—a (Ff)l(l —t) - “1> _

01

1—@(“0“’0@1(1_”_“1) :1—<1><@c1>—1(1—t)—”1_“0>.

01 01 01

kde @ je distribu¢ni funkce standadizovaného normalniho rozdéleni.
Oznacme a = “10;1“0 a b= 2. Dostdvdme

ROC(t)=1—®(b ® (1 —t)—a), te(0,1). (4.11)

Nyni je potteba odhad neznamych parametru a a b. Pokud jsou puvodni data skutecné
binormalni je mozné pouzit pro tento ucel vybérovy prumeér a vybérovy rozptyl

o= 1
M:X:E;Xi,

n

1 _
~2 2 Z 2
g n—lizl( )

Odhad parametru je tedy dan vztahy:

X=X 5 S

Sy S1
Pted pouzitim tohoto odhadu je potfeba nejprve otestovat, zda jde o normalni rozdéleni
pravdépodobnosti. Pokud tomu tak neni provedeme vhodnou transformaci dat (za predpo-

kladu ze takova transformace existuje).
Jedna z moznych metod vyuziva Boz-Cox transformaci danou

a=

A
(y . 1) A 7& 0

t(y) =
In(y) A=0

Odhad parametru A Ize nalézt metodou maximalni vérohodnosti nebo naptiklad pfipouzitim
software MATLAB.
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4.5 Nejlepsi nestranny odhad senzitivity a specificity binormalniho
modelu

Tato metoda vyuziva Kolmogorovuv nejlepsi nestranny odhad distribuéni funkce vyjadreny
vztahy:

0 pro Q(z) < -1
foy ) A B (1) o —1<Q@) <0
3+ 3002w (3,53 —1) pro 0<Qx) <1
1 pro Q(z) >1
kde _
T —
Q) =
a funkce

B(p, q)

je normovand neuplnd beta funkce parametru a € (0,1), p>0, ¢ >0.
Diikaz ze jde o nejlepsi nestranny odhad je uveden v [6].

Odhah senzitivity pak opét ziskdme ve tvaru (1 — Fx(c)) a specificitu testu odhad-
neme pomoct F\Ko(c).

1 a
Ba(p.q) = (1 — 1) dt
/

Piiklad 4.25. U pacientu s poranénim hlavy byla 24 hodin po trazu mérena hodnota
isoenzymu CK-BB (creatine kinase-BB). Z 59 pacientu se 19 plné zotavilo a u zbyvajicich
40 osob zanechal uraz trvalé nasledky. Na zakladé tohoto méfeni ma byt sestaven test,
schopny predikovat podle hladiny CK-BB nésledny vyvoj zotaveni.

Oznacéme Ty hodnoty CK-BB u pacientu, ktefi se plné zotavili a T} hladiny isoen-
zymu ve skupiné pacientu s trvalymi nasledky. Ziskané hodnoty jsou uvedeny v tabulce 3.
Odhady ROC kfivky jsou vykresleny na obrazku 4.

Hodnota CK-BB u pacientu

Bez trvalych néasledku S trvalymi nasledky

136 286 140 1087 230 183
281 23 1256 700 16 800
200 146 253 740 126 153
220 96 283 90 303 193
100 60 73 1370 543 913
17 27 230 463 60 509
126 100 576 671 80 490
253 70 156 356 323 1560
40 6 120 216 443 523
46 76 303 353 206

Tabulka 3: Hodnoty CK-BB
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Obréazek 4: Odhady ROC kiivky.
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02H 02

0.1F 01

Obrazek 5: Srovnani jednotlivych metod odhadu ROC krivky.

Na levém grafu obréazku 5 pak vidime porovnani jadrového odhadu (zelend), binormalniho
modelu (modie) a odhadu zalozeného na nejlepsim nestranném odhadu Se a Sp (Cerveneé).
V pravé casti je pak srovnani empirické (modrd) a po édstech linedrni ROC kiivky
(Cervena).

5 Intervalové odhady

V této casti se budeme zabyvat urc¢enim hranic, mezi kterymi se ROC kiivka s danou
pravdépodobnosti nachézi.

5.1 Pointwise confidence

Méme tedy bodovy odhad binorméalnitho mobelu ROC kiivky
ROC(t)=1—®(b d (1 —1t)—a),

déle lze urcit 100(1 — )% interval spolehlivosti pro senzitivitu, ktery je ddn vztahem

1— 3@‘1(1—t)—a:tzl_a/g\/Var(gq)_l(l—t)—?i) : (5.12)

zde z1_q2 = 71 — a/2),

Var( ® 11 —1t) = @) = Var(b)(® (1 — 1))> + Var(@) — 2(2~'(1 — ))Cov(@, b)).

Ziskavame 100(1 — )% asymptoticky interval spolehlivosti.

Rozptyly @ a b a kovarianci @, b odhadneme

T (62 + 2) + 271,0/52

Var(a) = Do,
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(n1 + no)b?

Var(h) =
ClT( ) 2710711 ’
—— . ab
Cov(a,b) = ;—no.

Pozndmka. Alternativni konstrukci lze ziskat takzvané simultdnni intervaly spoleh-
livosti(simultaneous confidence bands) zalozené na Working-Hotelling modelu popsané
v [4].

1= |G—D 7 (1= 1) + o/ Var@—b &-1(1— 1)),

kde k = \/—21In(a).

Priklad 5.26. Odhad binorméalniho modelu pro data z ptrikladu 4.25 doplnime o asympto-
ticky odhad 95% intervalu spolehlivosti senzitivity.

Kostrukce podle podle vztahu 5.12 je vykreslena modfe na obrazku 6 vlevo a je
nésledné srovnana s alternativni konstrukei simultanniho intervalu spolehlivosti (zelené)
v pravém grafu obrazku 6.

Obrézek 6: 95% intervaly spolehlivosti senzitivity testu CK-BB.

5.2 Simultanni sdruzena oblast

V predchozich dvou pripadech byl postup zalozen na vypoctu intervalu spolehlivosti pro
senzitivitu v daném bodé. Nyni uplatnime odlisny piistup. Pro senzitivitu a nezavisle
pro specificitu uréime intervaly spolehlivosti s vyuzitim Kolmogorovova-Smirnovova jed-
novybérového testu. V bobe [1 — Fy, 1 — F}] je obdélnikova oblast spolehlivosti dédna

[1—F0:|:d,1—F1:l:€],

kde d, e jsou piislusné kritické hodnoty K-S testu pro (1 — a) z tabulky 10 v priloze 2.
Dany bod se pak v tomto obdélniku nachdzi s pravdépodobnosti (1 — «)%. Dolni hranici
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oblasti spohlevosti tvoii spojnice pravych dolnich rohu jednotlivych obdélniku. Spojnice
levych hornich rohu vymezuje horni hranici.

Joint Simultanous Regions Joint Simultanous Regions with Bands
08 | e ] 08 f P P ]
2 1 Z 067 f 1
S 3 / /
P ~ ; ;
g 9 ¢ v
E: ] ‘[—- 0.4 ¥ ',.'"' ]
02 r 1 02 f / 1
0 L L L 1 L 0 i 1 L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
False Positive False Positive

Obrazek 7: JSR [4]

Piiklad 5.27. Pouzijeme opét data z ptikladu 4.25 a pro po ¢astech linearni odhad
ROC krivky zkonstruujeme sdruzenou oblast spolehlivosti.

09f B

07r .

0B

05H

0.4H

0.2H

01H

Obrazek 8: Simultanni sdruzend oblast spolehlivosti testu CK-BB.
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6 Plocha pod ROC krivkou - AUC

6.1 Lichobéznikové pravidlo

Plocha pod kfivkou muze byt piimo odhadnuta souctem obsahtu lichobézniku danych
body empirické ROC kiivky.

— 1 X
AUC = W (T iy To, )
kde W je funkci dvou proménnych:
1 Tli > 7-'0‘7
U(Ty, Toj) = & 5 Tui="To;
0 Tli > TOj

6.2 Plocha a parcialni plocha pod kfivkou binormalniho modelu

Nyni se opét zaméiime na binormalni model. Parcialni plochou pod ROC kiivkou se
rozumi plocha pod kfivkou mezi dvémi danymi hodnotami Sp respektive 1 — Sp (dva
body na vodorovné ose). Tedy

C2

AUC(elﬁl—Sp(c)Sez) = /q)<bv - (l)(}ﬁ(U)dU,

C1

kde
C1 = @_1(61>,
Co = (I)_I(GQ),
1 ’U2
P(v) = ez

Je tedy zfejmé, ze maximalni hodnotou bude plocha obdélnika
AUC(elgl—Sp(c)Seg) < AUCmam(q,eg) = (62 - €1> x 1.

Naopak minimélni hodnota je plocha lichobéznika omezeného diagonalou

1
AUC(elgl—Sp(c)Sez) 2 AUCmin(el,eg) - 5(62 - 61>(62 + 61)-

Ozna¢me nahodnou velicinu Y = Ty — T}, kde Ty méa normalni rozdéleni pravdépo-

dobnosti s parametry (i, 05) a 77 ma normélni rozdéleni pravdépodobnosti s parametry
(:ulv O-%) Pak

:To—Tl—(Mo—Ml) N

2 2
V05 + 07

Y =Ty—T ~ N — p1,00 +03) , U

N(0,1).
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Obrazek 9: Maximalni a minimalni parcidlni plocha pod ROC kiivkou [11].

Podle véty 3.19 vyjadiime plochu pod ROC kiivkou

AUC:P(TO_TISO):P<T0—T1_<NO_M1) M1 — o ):(I)( Wi — o )

<
\oi + o T \oi+ o} \oi + o?

Po dosazeni a = #2120 4 h = 20 dostdvame
o1 o1

AUC = @ (h) . (6.13)
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6.3 Testy hypotéz o AUC

Jak bylo jiz uvedeno vyse, pokud je graf ROC ktivky totozny s diagonalou, velikost polchy
pod kiivkou (ptimkou) je rovna jedné poloviné a zkoumany diagnosticky test ma nulovou
klasifika¢ni schopnost.

Polozime tedy nulovou hypotézu

Hy: AUC = %,
proti alternative
H,: AUC # %
Testovaci statistikou bude o
~ AUC =05
Var(AUC)

tato m4a priblizné(approximetely) normované normalni rozdéleni.

Déle je mozné testovat hypotézu, ze parcialni AUC na daném intervalu nabyva svého
maxima

Hy: AUC(¢,<rpR<es) = AUCrin,

proti alternative

Ha . AUC(elgFPRgeg) 7’é AUszn

Zde bude testovaci statistikou

Z _ @(elSFPRgeQ) - AUCmm

\/@“ <A/U\C(61§FPR§e2)>

7 Volba optimalni klasifika¢ni meze

V této sekci se budeme zabyvat problémem urceni optimalni meze pro klasifikaci objektu,
tj. takového ¢, pro které jsou chyby v klasifikaci minimalni.

Jak je vidét na obrazku 10 s rostouci senzitivitou klesa specificita testu a naopak.
Jestlize snizujeme chybu prvniho druhu, roste chyba druhého druhu a pokud snizujeme
chybu druhého druhu roste naopak chyba prvniho druhu.

Méjme optimalizaéni tlohu ve smyslu minimalizace souc¢tu chyby prvniho a druhého
druhu. V nasem piipadé tedy

2(c) =1— Se(c) +1 — Sp(c)

Z — min.

Tuto lze prevést na ekvivalentni tvar
z(c) = Se(c) + Sp(c) — 2

Z — Inax.
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—Sp(©) :
—-—-Se(c)

Obrézek 10: Senzitivita a specificita

Jestlize od fukce z odecteme jednicku, pak maximum této funkce nazyvame Youden index
(/)
J = max {Se(c) + Sp(c) — 1}

Méjme parametrické vyjadieni ROC kiivky ve tvaru [1 — Sp(c), Se(c)], ¢ € (—o0, 00).
Grafem kiivky [1 — Sp(c),1 — Sp(c)], ¢ € (—o0,00) je diagonala v jednotkovém étverci.
Vzdélenost bodu ROC krivky od diagondly pro dané c je pak ddna vztahem

\/(Se(c) — 14 Sp(c))? = Se(c) + Sp(e) + 1

Graficky je tedy mozné Youden index interpretovat jako nejvétsi vertikalni vzdalenost
mezi kiivkou a diagonalou.

0.8+

senzitivita
o
(s>}

o
'S
T

0.2r

0 0.2 04 0.6 0.8 1
1-specificita

Obréazek 11: Youden index, optimélni klasifikacni mez
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Pozndmka. Reseni vyse uvedeného problému je tedy bod kiivky, ve kterém je smérnice
tecny rovna jedné. V praxi se ale setkdvame s ptipady, kdy chyby prvniho a druhého druhu
nemaji stejnou vahu. Pak feSime tlohu

z(c) = ki1 (1 — Se(c)) + ka2 (1 — Sp(c))

z — min,

kde, ki, ks jsou véhy jednotlivych chyb. Resenim tohoto problému je pak bod, ve kterém
je smérnice tecny rovna ks /k;.

Piiklad 7.28. Rozsitime priklad 4.25 o urcéeni optimalni klasifikacni meze. Pro vypocet
odhadu Youden indexu vyuzijeme metody bodovych odhadu senzitivity a specificity z ka-
pitoly 4. Vysledné hodnoty jsou uvedeny v tabulce 4

Metoda odhadu ROC J ¢

Empirickda ROC krivka 0.53 | 286
Po céstech linearni ROC ktivka 0.53 | 286
Jadrovy odhad ROC kiivky 0.486 | 304.3
Odhad binormalniho modelu ROC krivky | 0.514 | 201.3
Nejlepsi nestranny odhad Se a Sp 0.513 | 207.2

Tabulka 4: Optimalni klasifikacni mez CK-BB
Velky rozdil mezi vysledky neparametrickych a parametrickych metod je v tomto

piipadé zavinén Spatnou schopnosti prvnich tii metod aproximovat ROC ktivku v pocatecni
casti, kdy kfivka rychle roste.
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8 Srovnani dvou ROC krivek

Oznacime-li miru ptresnosti daného diagnostického testu ¢, pak tuto miru muzeme pouzit
jako kritérium pti srovnani dvou testu. Tedy testujeme nulovou hypotézu

HO . 191 = 192,
proti
Ha : 7.91 7£ 192.
Opét pouzijeme statistiku
¥ — U

Z = —.
VCLT’(’[% — 192)

8.1 Testy odlisnosti

Pro ptimé srovnani dvou ROC kiivek uvazujeme nésledujici tvrzeni:

1. Dvé kfivky jsou shodné.

Binormalni model je plné popsan parametry a a b. Maji-li se dvé ROC krivky
shodovat, musi se i jejich parametry rovnat. Polozime tedy nulovou hypotézu

H()I a; = a2 a b1:b27

proti alternative
H,: ai # as nebo by # bs.

Pro tento test vyuzijeme statistiku [Metz, Wang, Kronman]
812Var(b12) + b%QVaT(/dm) — 26121312001)(612, blg)

X? = — —
Var(ain)Var(ba) — Cov(ays, bio)?

Y

kde a13 = a1 — as a by = by — by jsou rozdily parametru srovnavanych krivek. Pro
vypocet jednotlivych rozptylu a kovarianci lze vyuzit vztahy uvedené vyse v ¢asti
4.1.

Tato statistika ma asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni pravdépodobnosti s dvéma
stupni volnosti.

2. Dveé ktivky se shoduji v partikularnim bodé.

Opacny pristup je postaven na srovnani kiivek v jednotlivych bodech. Pro tento
ucel zavadime difrenci D(Z,) takto:

D(Z.) = (b1 Z. — a1) — (baZ, — ag) = b1aZe — ara.
Tato odpovidd rozdilu hodnot v bodé, kdy 1 — Sp(c) = e. Jako nulovou hypotézu

pak polozime
Hy,: D(Z.)=0, proti H,: D(Z.) # 0.

Testovaci statistika

D(Z.)

~

Var|D(Z.)]

pak méa normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti.

7 —
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8.2 Test ekvivalence

Narozdil od predeslych testl, nyni posoudime moznost vyskytu statisticky vyznamného
rozdilu mezi dvéma diagnostickymi testy, proti hypotéze, ze tyto testy jsou ekvivalentni.

Pak je tedy testovana nulova hypotéza
Hy: (V1 — 1) < Ap mnebo(t —vs) > Ay,
proti alternativni hypotéze (ekvivalence)
H,: Ap < (¥ — 1) < Ay,

kde Ay je stanovena dolni mez a Ay horni mez.
Realné jde o tlohu sklddajici se ze dvou testu
0y —0y) — A Ay — (0, — 9.
1 2) L og,= 20 (V1 2) .

VCL?”<7/9\1 — 1/9\2) Var(1§1 - 7/9\2)

le(

Nulovou hypotézu zamitame, jestlize obé statistiky Z; i Z5 jsou vétsi nez prislusné
kritické hodnoty na hladiné a.

Pokud je prvni test alespon tak dobry jako druhy (¢, > 1), pak dostdvame nulovou
hypotézu
HO : (191 —792) Z AM

a alternativu

Ha : (191 — 192) < AM,

kde Ay je nejmensi mozny rozdil presnosti, ktery jesté neznamend ekvivalenci.

Testovaci statistika R R
U1+ Ay — s

Var(@l — 1/9\2)

ZNI =

ma asymptoticky normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti.
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9 Ordinalni data

V této casti se budeme zabyvat ptipadem, kdy vysledek zkoumaného dagnostického testu
muze nabyvat pouze koneéného poétu usporadanych hodnot (napiiklad 1 = velmi $patny,
2 = gpatny, 3 = dobry, 4 = velmi dobry). Vysoké hodnoty pak znaci pozitivni klasifikaci,
nizké naopak negativni.

9.1 Empiricka ROC krivka

Necht vysledek testu T' nabyva hodnot 1, ..., K. Pro kazdou ordindlni hodnotu testu 7,
definujeme senzitivitu jako

Se(i) = P(T >i|D =1) :n_lgsj
a hodnotu 1 — Sp(c)
1—5p(i) = P(T 24D =0) = n_o;”’

kde jednotlivé parametry jsou dany tabulkou

Vysledek testu (77)

Redlny stav (D) 1 ... K Celkem
D=1 ST ... Sk ny
D=0 T ... Tk o
Celkem my ... Mg N

Tabulka 5: Test s ordindnimi daty

Tedy s, je pocet jedinct s pozitivhim sledovanym znakem a vysledkem testu 7' = j.
Naopak 7, je pocet jedincu se stejnym vysledkem testu, ale negativnim sledovanym zna-
kem.

Empiricka ROC krivka pro ordinalni data je pak dana vykreslenim paru [1—5’-]\9(1'), g\e(z)],
proi=1...K, spojenych lomenou carou.

9.2 Parametricy model aproximace hladkou krivkou

Empiricka kiivka odhadnuta z 2 x K hodnot je pomérné neptresna a dava pouze hrubou
predstavu o vlastnostech prislusného testu. Proto se snazime najit vhodnou aproximaci.

Predpokladejme ze, data ordinalniho typu vznikla z dat puvodné spojitych. Obecné
je tedy vysledek u pozitivnich jedinci nahodna velicina 77 s distribu¢ni funkei Fj. Ve
skupiné negativnich pak 7f; s distribu¢ni funkei Fj. Je-li ¢ klasifika¢ni mez, ROC kiivku
pak ziskdme v parametrickém tvaru

[1— Fo(c),1 = Fi(c)], —oc0o<c<
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Tr <c¢ — Ti=1
cia<Ty<¢ — Ti=j5, j=23,...,.K-1
Ti* > Cr_1 — 1=K
Pro ordinélni data predpokladame K —1 neznamych klasifikaénich mezi ¢y, és, ..., Cx_1

takovych, ze pro 7 =10,1

Vétsinou predpokladame, ze Fy i F{y jsou distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni.
Tedy ze T jsou nahodné velic¢iny s normalnim rozdélenim pravdépodobnosi nebo existuje
monoténni transformace dat na toto rozdéleni. Pak

Tl>|< NN(/“’U?)’ Tg NN(:anag)'

Dale pak postupujeme jako pii odhadu binormalniho modelu spojitych nahodnych
veli¢in. Vice napiiklad v [8]
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10 Simulaé¢ni studie

V tomto tseku budou na simulovanych datech srovnany jednotlivé vyse popsané metody.

10.1 Bodové odhady ROC krivky

7, dat vygenerovanych v programu MATLAB provedeme konstrukci a nasledné srovnani
empirické ROC kiivky (EM), po ¢astech linearni ROC kiivky (PL), odhadu zalozeného na
jddrovych odhadech distribu¢nich funkei (JO), binormélniho modelu (B) a ROC kiivky
pro nejlepsi nestranny odhad senzitivity a specificity (K).

Pro binormélni model s parametry Fy ~ N(0,1), F; ~ N(1,1), byly vygenerovany
vybéry o celkovém rozsahu (n = ny + n; = 20,40, 100,200,800) a to v poméru ng =
ny, ng = 3n; a ny = 3ng. Pro kazdy stav bylo spusténo 500 simulaci. Pro srovnéani
teoretické kiivky s jejim odhadem byla méfena vzdalenost bodu [1 — Fy(c;), 1 — Fi(¢;)] od
jeho odhadu [1 — E(ci), 1— F(¢)]

v; = \/(E(Q) — Fo())? + (Fi(e;) = Fale))?

pro vSechna generovana c;, © = 1...,n. Z téchto hodnot pro kazdy bodovy odhad ROC
ktivky vypocteme smérodatnou chybu RMSE

Takto pro kazdou jednotlivou metodu bodového odhadu ROC kfivky vznikne sou-
bor 500 hodnot RMSE. V tabulce 6 jsou pak uvedeny vybérové pruméry a smérodatné
odchylky RMSE.

Prubéh simulaci pro n = 20,100,800 E, PL, JO a B proti teoretické ROC kiivce
(Gervené) je vykreslen na obrézcich 12 a 13. Hodnoty B a K byly v tomto pfipadé témér
identické, proto simulacni studie ROC krivek zalozend na nejlepsim nestranném odhadu
senzitivity a specificity neni zobrazena.
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Obrazek 12: Simulace: empirické a pocastech linearni ROC kiivky.
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Obrazek 13: Simulace: jadrové odhady a odhady binormalniho modelu ROC kftivky.
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Na obéazku 14 vidime srovnani metod konstrukce bodového odhadiu ROC kiivky po-
moci prumérné hodnoty RMSE (graf v horni ¢ésti) a smérodatnych odchylek RMSE (doln{
graf).
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Obrazek 14: Simulace: srovnani bodovych odhadi ROC kiivky.

Daéle byly stejnym postupem provedeny simulace pro binorméalni model s parame-
try Fo ~ N(0,1), Fi ~ N(3,1) a model kdy Fy a F; mély exponencidlni rozdéleni
pravdépodobnosti s parametry Fy ~ exp(0.5), F} ~ exp(1l). Vysledky jsou zaznamemany
v tabulkach 11 a 12 v priloze 3.

Ve vsech piipadech z prubéhu simulaci pozorujeme, ze pro malé rozsahy odhady ROC
krivky pokryvaji vétsinu polchy jednotkového ctverce. Nejvyssi presnost vykazuje odhad
binormalniho modelu. Nejlepsi nestranny odhad Se a Sp dava podobné vydledky, ale
vypocetni narocnost této metody je vyssi. Jadrovy odhad v popsaném tvaru nedokaze
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s dostatecnou presnosti aproximovat ROC kiivku v ¢ésti ivodniho rychlého rustu. To
muze zpusobovat problém v nasledném hodnoceni ROC kiivky nebo pti odhadu optimalni
klasifika¢ni meze. Empirickd a po ¢astech linearni ROC kiivka, hlavné pro mala n, dava
pouze hrubou predstavu o tvaru kiivky a je vhodné ji doplnit nékterym dalsim odhadem.

10.2 Intervalové odhady

V této casti bude provedena simulacni studie metod intervalovych odhadu ROC kiivek po-
sanych v kapitole 5. Pro binormdlni model s parametry Fy ~ N(0,1), F; ~ N(1,1), byly
vygenerovany vybéry o rozsahu n = ng = n; = 10,20, 50, 100, 400. Pro kazdy stav bylo
spusténo 100 simulaci. U jednotlivych metod pak byl sledovan pocet piipadu, ve kterych
teoreticka kiivka zasahovala mimo odhadnuté hranice. Do tabulky 7 byly zaznamendny
pozorované spolehlivosti (Al - asymptotické intervaly spolehlivosti, SI - simultanni inter-
valy spolehlivosti, JSR - simultdnn{ sdruzené oblasti spolehlivosti).

n
| Metoda || 10 [ 20 | 50 [ 100 | 400
Al 81% | 76% | 82% | 90% | 88%
SI 86% | 81% | 86% | 94% | 93%
JSR 100% [ 100% | 100% [ 100% | 100%

Tabulka 7: Pozorovana spolehivost intervalovych odhadu

Obrazek 15: Prubéh simulaci Al pro n=20 vlevo a n=100 vpravo.

P1i pouziti prvnich dvou metod, nebyla ani v jednom pripadé dosazena spolehlivost
95%. Naopak u tieti metody teoretickd kiivka lezela vzdy v odhadnuté oblasti viz. obrazek
17. V tomto pripadé jsou ale hranice nejsirsi.

10.3 Youden index a optimalni c

V této casti bude pomoci metod bodovych odhadu senzitivity a specificity odhadnut
youden index a piislusna hodnota optimalni klasifikacni meze. Prubéh simulaci je shodny
jako pti simulacich bodovych odhadi ROC kfivek pro binormélni model s parametry
Fy ~ N(0,1), Fy ~ N(1,1). Teoretickd hodnota youden indexu J = 0,383 a optim&lni
klasifikacni meze ¢ = 0, 5.
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Obrazek 17: Prubéh simulaci JSR pro n=20 vlevo a n=100 vpravo.

n =20 n =40 n =100 n = 200 n = 800
Metoda J |RMSE| J |RMSE| J |RMSE| J |RMSE | J | RMSE
EM 0,54 | 0,230 | 0,49 | 0,169 | 045 | 0,105 | 0,43 | 0,074 | 0,40 | 0,0353
PL 0,48 | 0,196 | 0,45 | 0,140 | 0,43 | 0,0958 | 0,42 | 0,069 | 0,40 | 0,034
JO 0,46 | 0,184 | 0,43 | 0,131 | 0,40 | 0,087 | 0,40 | 0,060 | 0,39 | 0,031
B 0,41 | 0,171 | 0,39 | 0,1192 | 0,39 | 0,077 | 0,39 | 0,054 | 0,38 | 0,027
K 0,41 | 0,170 | 0,39 | 0,119 | 0,39 | 0,0769 | 0,39 | 0,054 | 0,38 | 0,026

Tabulka 8: Youden index pro Fy ~ N(0,1) a F} ~ N(1,1)

n = 20 n = 40 n = 100 n = 200 n = 800
Metoda ¢ |RMSE| ¢ |[RMSE| ¢ |RMSE| ¢ |RMSE | ¢ | RMSE
EM 0,29 | 0,600 | 0,38 | 0,489 | 0,44 | 0,377 | 0,46 | 0,296 | 0,49 | 0,172
PL 0,7 | 0,705 | 0,57 | 0,524 | 0,52 | 0,359 | 0,51 | 0,2916 | 0,51 | 0,178
JO 0,53 | 0,545 | 0,49 | 0,469 | 0,48 | 0,347 | 0,50 | 0,276 | 0,51 | 0,160
B 0,51 | 0,395 | 0,50 | 0,259 | 0,49 | 0,153 | 0,49 | 0,100 | 0,50 | 0,054
K 0,50 | 0,439 | 0,50 | 0,273 | 0,49 | 0,157 | 0,49 | 0,102 | 0,50 | 0,054

Tabulka 9: Optimélni ¢ a RMSE
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I v piipadé hledani odhadu youden indexu se ukazuje jako nejvhodnéjsi metoda odhad
senzitivity a specificity jako distribuc¢ni funkce normaélniho rozdéleni pravdépodobnosti.
Vsechny odhady s rostoucim rozsahem vybéru klesaji k teoretické hodnoté 0,383. Bereme-
li hodnotu J jako méritko kvality testu, pak je tento odhad nadhodnoceny.
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Obréazek 19: Odhad optimalni klasifika¢ni meze a RMSE

Odhad optiméalni klasifikacni meze na zakladé maximalizace youden indexu se u metod
JO, B a K ukazal jako presny i u malych rozsahu.
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11 Zaveér

V 1vodnich ¢éstech byly uvedeny zékladni poznatky z teorie odhadu a testovani sta-
titickych hypotéz. Dale byla zavedena ROC kiivka jako funkce senzitivity a specificity
zkoumaného testu a na teoretickych piikladech byly demonstrovany jeji zakladni vlast-
nosti a parametry. Zde vidime prvni moznost posouzeni kvality testu z tvaru ROC krivky.

V ¢asti 4 byly popsany metody bodovych odhadi ROC kfivky. Z neparametrickych me-
tod to byl odhad empirické a po ¢astech linedrni ROC kiivky. Ze simula¢nich studii v kapi-
tole 10 vyplyva, ze tyto metody poskytuji pouze hruby odhad, ¢asto pomérné vzdaleny od
teoretické ktivky. Dalsim neparametrickym odhadem ROC kiivky byla metoda zalozena
na jadrovych odhadech distribuénich funkei. Vyhodou této metody je schopnost aproxi-
movat ROC krivku hladkou kfivkou, nevyhodou je pak neptiznivy vliv hrani¢niho efektu.

Parametricka metoda odhadu binormélniho modelu a metoda nejlepsiho nestranného
odhadu senzitivity a specificity binorméalniho modelu pak na zakladé srovnani simula¢nich
studii vychéazeji jako nejpresnéjsi. Nevyhodou metody nejlepsiho nestranné odhadu Se a Sp
je jeji vypocetni naroc¢nost.

Dale pak byly popsany metody intervalovych odhadi ROC krivek. Také tyto byly
srovnany pomoci simulovanych dat. Pozorovana spolehlivost byla nejvyssi u sdrzené si-
multanni oblasti, ale hranice této oblasti jsou podstatné Sirsi nez u ostatnich metod.

V nasledujicich kapitolach je pak popsana problematika vypoctu plochy pod ROC
krivkou, kterd udava kvalitu testovaciho kritéria, volba optimalni klasifika¢ni meze. Ka-
pitola 8 se zabyva testy statistickych hypotéz o ROC krivkach, slouzicich k vzajemnému
srovnani testu.

Téma statistické analyzy ROC kiivek je pomérné rozsahlé. Tato prace prinasi po-
pis zakladnich pouzivanych metod a jejich srovnani. Dale je mozné se zabyvat hledanim
a upravou jednotlivych metod pro konkrétni praktické tulohy, nebo naopak pokracovat
v popisu novych metod na teoretické irovni.
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12 Seznam pouzitych zkratek a symboli

Al asymptoticky interval spolehlivosti

AUC  area under curve

B odhad binormalniho modelu ROC ktivky
EM empirickd ROC krivka

J Youden index

JO jadrovy odhad ROC krivky

JSR simultanni sdruzena oblast spolehlivosti

K nejlepsi nestranny odhad senzitivity a specificity binorméalniho modelu

podle Kolmogorova
PL po castech linearni ROC kiivka

ROC  receiver operating characteristic

Se senzitivita
SI simultanni interval spolehlivosti
Sp specificita
a sloupcovy vektor realnych ¢isel

transponovany vektor

A transponované matice

Al inverzni matice

|A| determinant matice

B systém borelovskych mnozin

EX stfedni hodnota nahodné veliciny X

varX  rozptyl nahodné veliciny X

F1 inverzni distribu¢ni funkce

R™ redlny m-rozmérny prostor

P(alb) podminénd pravdépodobnost jevu a za podminky b
S parametricky prostor

Q prostor elementarnich jevu
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13 Seznam priiloh

1. CD s implementaci jednotlivych algoritmu v jazyce MATLAB.
2. Tabulka kritickych hodnot pro jednovybérovy K-S test.

3. Tabulky vysledku simula¢mich studii.
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14 prilohy

« o
n 0.2 0.1 0.05  0.02 0.01 n 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01
1 10900 0.950 0.975 0.990 0.995 31 0.187 0.214 0.238 0.266 0.285
2 10684 0.776 0.842 0.900 0.929 32 0.184 0.211 0.234 0.262 0.281
3 10565 0.636 0.708 0.785  0.829 33 0.182 0.208 0.231 0.258 0.277
4 10493 0.565 0.624 0.689 0.734 34 0.179 0.205 0.227 0.254 0.273
5 10447 0.509 0.563 0.627  0.669 35 0.177 0.202 0.224 0.251 0.269
6 | 0.410 0.468 0.519 0.577 0.617 36 0.174 0.199 0.221 0.247 0.265
7 10381 0436 0483 0.538 0.576 37 0.172 0.196 0.218 0.244 0.262
8 | 0.358 0.410 0.454 0.507 0.542 38 0.170 0.194 0.215 0.241 0.258
9 10339 0387 0.430 0.480 0.513 39 0.168 0.191 0.213 0.238 0.255
10 | 0.323 0.369 0.409 0.457 0.4899 40 0.165 0.189 0.210 0.235 0.252
11 | 0.308 0.352 0.391 0.438 0.468 41 0.163 0.187 0.208 0.232 0.249
121 0.296 0.338 0.375 0.419  0.449 42 0.162 0.185 0.205 0.229 0.246
13 ] 0.285 0.325 0.361 0.404 0.432 43 0.160 0.183 0.203 0.227 0.243
14| 0.275 0.314 0.349 0.390 0.418 44 0.158 0.181 0.201 0.224 0.241
151 0.266 0.304 0.338 0377 0.404 45 0.156 0.179 0.198 0.222 0.238
16 | 0.258 0.295 0.327 0.366  0.392 46 0.155 0.177 0.196 0.219 0.235
17 | 0.250 0.286 0.318 0.355 0.381 47 0.153 0.175 0.194 0.217 0.233
18] 0.244 0.279 0.309 0.346 0.371 48 0.151 0.173 0.192 0.214 0.231
191 0.237 0.271 0.301 0.337 0.361 49 0.150 0.171 0.190 0.213 0.228
20 | 0.232 0.265 0.294 0.329 0.352 50 0.148 0.170 0.188 0.211 0.226
211 0.226 0.259 0.287 0.321 0.344 51 0.147 0.168 0.187 0.209 0.224
22 10.221 0.253 0.281 0.314 0.337 52 0.146 0.166 0.185 0.207 0.222
23 10.216 0.247 0.275 0.307  0.330 53 0.144 0.165 0.183 0.205 0.220
241 0.212 0.242 0.269 0.301 0.323 54 0.143 0.163 0.181 0.203 0.218
25 10.208 0.238 0.264 0.295 0.317 95 0.142 0.162 0.180 0.201 0.216
26 | 0.204 0.233 0.259 0.290 0.311 56 0.140 0.160 0.178 0.199 0.214
27 10.200 0.229 0.254 0.284 0.305 57 0.139 0.159 0.177 0.198 0.212
28 | 0.197 0.225 0.250 0.279  0.300 58 0.138 0.158 0.175 0.196 0.210
29 1 0.193 0.221 0.246 0.275  0.295 59 0.137 0.156 0.174 0.194 0.208
/ 1.07298  1.22387  1.35810 1.51743  1.62762
30 | 0.190 0.218 0.242 0.270  0.290 || n > 60 i - i i s

Tabulka 10: Kritické hodnoty pro jednovybérovy Kolmogoroviv-Smirnovuv test
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