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Abstrakt

ROC křivka (z anglického Receiver Operating Characteristic curve) je zobrazeńı dvou
r̊uzných distribučńıch funkćı F0 a F1, kde na osy se vynáš́ı hodnoty 1−F0(c) a 1−F1(c).
Parametr c je reálné č́ıslo. Takto sestrojená křivka se v posledńı době často využ́ıvá k
posouzeńı kvality diskriminačńıho pravidla pro zařazeńı objektu do jedné ze dvou tř́ıd.
Jako kritérium pak slouž́ı velikost plochy pod ROC křivkou. V reálných úlohách se pak
uplatňuj́ı metody bodových a intervalových odhad̊u ROC křivek a testováńı statistických
hypotéz o ROC křivkách.

Summary

The ROC (Receiver Operating Characteristic) curve is a projection of two different
cumulative distribution functions F0 and F1. On axis are values 1− F0(c) and 1− F1(c).
The c-parameter is a real number. This curve is useful to check quality of discriminant
rule which classify an object to one of two classes. The criterion is a size of an area under
the curve. To solve real problems we use point and interval estimation of ROC curves and
statistical hypothesis tests about ROC curves.
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test statistické hypotézy.
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David Kutálek
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4.2 Po částech lineárńı ROC křivka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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1 Úvod

ROC křivky (z anglického RECEIVER OPERATING CHARACTERISTIC CURVE )
použ́ıváme při rozřazeńı objekt̊u do dvou tř́ıd, přičemž v́ıme, že daný objekt patř́ı právě
do jedné z nich. Plocha pod křivkou pak udává kvalitu rozhodovaćıho kritéria.

Poprvé byly využity k vojenským účel̊um. Během II. světové války sloužily při analýze
radarových signál̊u, kdy bylo třeba rozlǐsit vlastńı vzdušné śıly a nepř́ıtele. Odtud vzniklo
označeńı ROC. Od padesátých let pak nacháźı uplatněńı v medićıně při vyhodnoceńı tes-
továńı nových lék̊u a v diagnostice.

Dnes se optimalizace klasifikace pomoćı ROC křivek použ́ıvá v řadě obor̊u. Značně
rychle se rozv́ıjej́ı metody umožňuj́ıćı provádět statistickou analýzu reálných populaćı po-
moćı ROC křivek. V mnohých situaćıch chyb́ı srovnáńı jednotlivých metod, popis jejich
statistických vlastnost́ı a mnohdy neńı k dispozici odpov́ıdaj́ıćı programátorské zázemı́
pro výpočet odhad̊u a pro provedeńı př́ıslušných statistických test̊u.

Ćılem této práce bude popsat statistické metody pro stanoveńı bodového a interva-
lového odhadu ROC křivky v daném bodě, metody pro odhad plochy pod ROC křivkou a
odhad optimálńı diagnostické klasifikačńı meze. Dále budou popsány statistické testy pro
testováńı hypotéz o vlastnostech dané ROC křivky a testy pro srovnáńı dvou ROC křivek.
Výstupem této práce bude také poč́ıtačová implementace jednotlivých metod v prostřed́ı
MATLAB.
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2 Základńı pojmy

V této kapitole budou uvedeny základńı pojmy, označeńı a poznatky z teorie odhadu a
testováńı statistických hypotéz a to v souladu s [1]. Tyto budou dále využity pro popis
vlastnost́ı ROC křivek a k jejich vzájemnému srovnáńı.

Označme ω výsledek náhodného pokusu nebo děje, tento nazýváme elementárńı jev.
Množinu všech elementárńıch jev̊u znač́ıme Ω a nazýváme ji prostor elementárńıch jev̊u.
Mějme systém podmnožin Ω tvoř́ıćı σ-algebruA. Pak tyto podmnožiny nazýváme náhodné
jevy. Jednotlivým množinám patř́ıćım do A pak připisujeme pravděpodobnostńı mı́ru P .
Trojice (Ω,A, P ) se nazývá pravděpodobnostńı prostor.

Definice 2.1. Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor. Dále necht’ R je množina
reálných č́ısel a B systém jej́ıch borelovských množin. Měřitelnou funkci X : (Ω,A) →
(R,B) nazveme náhodnou veličinou.

Definice 2.2. Označme Q(B) pravděpodobnost, že náhodná veličina X nálež́ı do
množiny B z B (tedy Q(B) = P{X ∈ B}, B ∈ B). Mı́ra Q se nazývá indukovaná mı́ra
nebo také rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X.

Zvoĺıme-li konkrétně B = (−∞, x), dostáváme

Q(B) = P{X < x} = F (x).

Funkce F (x) se nazývá distribučńı funkce.

Existuje-li taková funkce f(x), že

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt,

pak se jedná o spojité rozděleńı pravděpodobnosti s hustotou f .

Definice 2.3. Měřitelné zobrazeńı X : (Ω,A)→ (Rn,Bn), kde Rn je n-rozměrný eu-
klidovský prostor a Bn systém jeho borelovských podmnožin, nazýváme náhodný vektor.
(Jinými slovy jde o vektor náhodných veličin X = (X1, . . . , Xn)′ definovaných na témže
pravděpodobnostńım prostoru.)

Definice 2.4. Náhodné veličiny X1, . . . , Xn se nazývaj́ı nezávislé, plat́ı-li pro libovolné
borelovské množiny vztah

P

(
n⋂
k=1

{ω : Xk(ω) ∈ Bk}

)
=

n∏
k=1

P{ω : Xk(ω) ∈ Bk}.

Poznámka. Voĺıme-li konkrétńı borelovské množiny Bk = (−∞, xk), pak X1, . . . , Xn

jsou nezávislé, právě tehdy, pokud sdružená distribučńı funkce F je rovna součinu mar-
ginálńıch distribučńıch funkćı Fi, i = 1, . . . , n.

F (x1, . . . , xn) = P (X1 < x1, . . . , Xn < xn) =
= P (X1 < x1) · · ·P (Xn < xn) = F1(x1) · · ·Fn(xn).
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Definice 2.5. Uspořádaná n-tice nezávislých, stejně rozdělených náhodných veličin
X1, . . . , Xn se nazývá náhodný výběr o rozsahu n. Plat́ı-li X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ Xn nazveme
tento náhodný výběr uspořádaný a znač́ıme jej X(1), . . . , X(n).

2.1 Teorie odhadu

Předpokládejme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má hustotu f(x,θ) vzhledem k
σ-konečné mı́̌re µ. Parametr θ = (θ1, . . . , θm)′ je neznámý. Ćılem je źıskat na základě
vektoru X co nejlepš́ı odhad vektoru θ.

Hledáme-li měřitelné zobrazeńı g : (Rn,Bn) → (Rm,Bm) takové, že náhodný vektor
T = g(X) co možná nejlépe aproximuje hodnotu θ, pak se jedná o bodový odhad parame-
tru θ. Jestliže hledáme interval nebo jinou vhodnou množinu do které s dostatečně velkou
pravděpodobnost́ı θ nálež́ı, dostáváme intervalový odhad.

Definice 2.6. Řekneme, že odhad T parametru θ je

1. nestranný, plat́ı-li ET = θ pro každé θ ∈ Θ.

2. vychýlený, jestliže ET = θ + b(θ) a funkce b neńı identicky rovna nule, b(θ) se
nazývá vychýleńı odhadu T .

3. nejlepš́ı nestranný, je-li rozptyl nestranného odhadu T nejmenš́ı z rozptyl̊u všech
nestranných odhad̊u téhož parametru θ.

Definice 2.7. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı Q, závislého na jedno-
rozměrném parametru θ. Řekneme, že odhad Tn = gn(X1, . . . , Xn) je konsistentńı, jestliže
Tn → θ podle pravděpodobnosti při n→∞.

Věta 2.8. Necht’ středńı hodnota ET 2
n < ∞ pro každé přirozené n. Jestliže středńı

hodnota ETn → θ a rozptyl varTn → 0, pak Tn je konsistentńı odhad parametru θ.
D̊ukaz:

Pro každé ε > 0 plat́ı

P (|Tn − θ| > ε) = P (|Tn − ETn + ETn − θ| > ε) ≤
≤ P

(
|Tn − ETn| > ε

2
∨ |ETn − θ| > ε

2

)
≤

≤ P
(
|Tn − ETn| > ε

2

)
+ P

(
|ETn − θ| > ε

2

)
.

Jestliže ETn → θ, pak pro n→∞: P
(
|ETn − θ| > ε

2

)
→ 0.

Podle Čebysevovy nerovnosti

P
(
|Tn − ETn| >

ε

2

)
≤ varTn(

ε
2

)2 .
Za předpokladu varTn → 0 pro n → ∞ i tato pravděpodobnost konverguje k nule.
Dokázali jsme tedy, že

P (|Tn − θ| > ε)→ 0.

2
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2.2 Fisherova mı́ra informace

Nyńı zavedeme Fisherovu mı́ru informace o parametru θ obsaženou v náhodném vektoru
X.

Definice 2.9. Necht’ náhodný vektorX = (X1, . . . , Xn)′ má hustotu f(x, θ) vzhledem
k nějaké σ-konečné mı́̌re µ. Předpokládejme, že plat́ı:

• Ω je neprázdná, otevřená množina.

• Množina M = {x : f(x, θ) > 0} nezáviśı na θ.

• Pro skoro všechna x ∈M (vzhledem k µ) existuje konečná parciálńı derivace

f ′i(x, θ) =
∂f(x, θ)

∂θ
.

• Pro všechna θ ∈ Ω plat́ı ∫
M

f ′(x, θ)dµ(x) = 0

.

• Integrál

Jn(θ) =

∫
M

[
f ′(x, θ)

f(x, θ)

]
f(x, θ)dµ(x)

je konečný a kladný.

Pak se systém hustot {f(x, θ), θ ∈ Ω} nazývá regulárńı a Jn(θ) se nazývá Fisherova mı́ra
informace.

2.3 Princip maximálńı věrohodnosti

Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má hustotu f(x, θ), kde θ ∈ ω. Při pevné
hodnotě x se funkce f(x, θ) nazývá věrohodnostńı funkce. Budeme uvažovat př́ıpad, kdy
X1, . . . , Xn je náhodný výběr.

Hodnotu θ̂ parametru θ, maximalizuj́ıćı věrohodnostńı funkci f(x, θ), pak nazveme
maximálně věrohodný odhad parametru θ.

Mějme funkci L(x, θ) = ln f(x, θ). Tato funkce se pro pevná x nazývá logaritmická
věrohodnostńı funkce.

Kasický postup hledáńı maxima L pomoćı jej́ı derivace vede k nalezeńı maximálně
věrohodného odhadu, který konverguje ke skutečné hodnotě parametru θ. A to s pravdě-
podobnost́ı bĺıž́ıćı se k jedné. Důkaz viz. [1].

Necht’ θ0 je skutečná hodnota parametru θ. Hledáme tedy kořen θ̂n = θ̂n(X) věrohod-
nostńı rovnice

∂L(X, θ)

∂θ
= 0

takový, že |θ̂n − θ0| < ε, pro každé ε > 0.

Věta 2.10. Necht’ f(x, θ), θ ∈ Θ je regulárńı systém hustot s Fisherovou mı́rou infor-
mace J(θ). Necht’ jsou splněny následuj́ıćı předpoklady:
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(p1) Θ je parametrický prostor, který obsahuje takový neprázdný otevřený interval ω,
že θ0 ∈ ω

(p2) X = (X1, . . . , Xn)′, kde Xi jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s hus-
totou f(x, θ) vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re µ.

(p3) M = {x : f(x, θ) > 0} nezáviśı na θ.

(p4) Necht’ θ1, θ2 ∈ Ω. Pak f(x, θ1) = f(x, θ2) skoro všude právě tehdy, když θ1 = θ2.

(p5) Pro všechna θ ∈ ω a skoro všechna x ∈M existuje derivace

f ′′′(x, θ) =
∂3f(x, θ)

∂θ3

.

(p6) Pro všechna θ ∈ ω plat́ı: ∫
M

f ′′(x, θ)dµ(x) = 0.

(p7) Existuje taková nezáporná měřitelná funkce H(x), že středńı hodnota Eθ0H(X) <
∞ a přitom pro skoro všechna x ∈ M a pro všechna θ taková, že |θ − θ0| < ε pro
dostatečně malé ε > 0 plat́ı: ∣∣∣∣∂3 ln f(x, θ)

∂θ3

∣∣∣∣ ≤ H(x).

Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Jestliže n→∞, pak
1√
n
L′(θ0) ⇀ N [0, J(θ)]

(ii) Existuje-li dostatečně velké n a pro každou hodnotuX takový kořen θ̂n věrohodnostńı
rovnice, že θ̂n je konsistentńım odhadem parametru θ0, pak

√
n(θ̂n − θ0) ⇀ N

[
0,

1

J(θ)

]
.

Na základě poznatk̊u o maximálně věrohodných odhadech lze pak provádět asympto-
tické testy statistických hypotéz.

Věta 2.11. Necht’ jsou splněny všechny předpoklady věty 2.10. Označme

LM(θ0) =
[L′(θ0)]

2

nJ(θ0)
,

ULM =
L′(θ0)√
nJ(θ0)

.

Pak ULM má asymptoticky rozděleńı N(0,1) a LM má asymptoticky χ2 rozděleńı pravdě-
podobnosti s jedńım stupněm volnosti.
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3 Teoretická konstrukce ROC křivky

V tomho odd́ılu budou uvedeny základńı poznatky z teorie využit́ı ROC křivek při klasi-
fikaci objekt̊u, vlastnosti ROC křivek a př́ıklady jejich konstrukce pro normálńı a některá
daľśı rozděleńı pravděpodobnosti.

3.1 Senzitivita a specificita

Uvažujme diagnostický test, který má určit zda sledovaný objekt má určitou vlastnost
D. Předpokládejme, že každý objekt nálež́ı právě do jedné ze dvou skupin π1, π0. Jestliže
má danou vlastnost (D = 1), pak nálež́ı do skupiny π1. Naopak pokud tuto vlastnost
nemá (D = 0), nálež́ı do skupiny π0. D je náhodná veličina s alternativńım rozděleńım
pravděpodobnosti.

Označme náhodnou veličinu T , výsledek testu. Klasifikaci objektu (odhad př́ıslušnosti
k dané skupině) provedeme na základě srovnáńı výsledku testu T s danou meźı c. Je-li
T ≥ c klasifikujeme objekt jako prvek skupiny π1 a řekneme, že klasifikace je pozitivńı.
Je-li T < c klasifikujeme objekt jako prvek skupiny π0 a řekneme, že klasifikace je nega-
tivńı. Označeńı mezńı hodnoty c vycháźı z anglického výrazu(cut-off point).

Definice 3.12. Pro danou hodnotu klasifikačńı meze c definujeme senzitivitu testu
jako podmı́něnou pravděpodobnost, že výsledek testu T objektu ze skupiny π1 je větš́ı
nebo roven c.

Se(c) = P (T ≥ c|D = 1) = 1− P (T < c|D = 1). (3.1)

Dostáváme tedy pravděpodobnost správně určené pozitivńı klasifikace.

Mějme nyńı náhodnou veličinu T1, výsledek testu ve skupině π1, s distribučńı funkćı
F1 a hustotou f1. Pak źıskáváme ekvivalentńı vyjádřeńı senzitivity ve tvaru:

Se(c) = 1− P (T < c|D = 1) = 1− P (T1 < c) = 1− F1(c). (3.2)

Definice 3.13. Pro danou hodnotu klasifikačńı meze c definujeme specificitu testu
jako podmı́něnou pravděpodobnost, že výsledek testu T objektu ze skupiny π0 je menš́ı
než c.

Sp(c) = P (T < c|D = 0). (3.3)

Tedy pravděpodobnost správně určené negativńı klasifikace.

Nyńı označme náhodnou veličinu T0, výsledek testu ve skupině π0. Pak źıskáváme
ekvivalentńı vyjádřeńı specificity pomoćı distribučńı funkce F0 náhodné veličiny T0:

Sp(c) = P (T < c|D = 0) = P (T0 < c) = F0(c). (3.4)

Senzitivita a specificita jsou základńımi vlastnostmi testu. Jejich doplňky pak udávaj́ı
pravděpodobnosti chybné klasifikace.

Zvoĺıme-li chybně negativńı klasifikaci, dopoušt́ıme se chyby prvńıho druhu a to
s pravděpodobnost́ı 1− Se.

Zvoĺıme-li chybně pozitivńı klasifikaci, dopoušt́ıme se chyby druhého druhu a to
s pravděpodobnost́ı 1− Sp.
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3.2 ROC křivka

V následuj́ıćım textu se dostáváme k zavedeńı pojmu ROC křivky. Provedeme teoretickou
konstrukci křivky jako funkce distribučńıch funkćı F1 a F0. Na př́ıkladech pak ukážeme
vlastnosti ROC křivek a geometrický význam senzitivity a specificity.

Definice 3.14. ROC křivku definujeme jako množinu bod̊u daných souřadnicemi

[1− Sp(c), Se(c)], c ∈ (−∞,∞). (3.5)

Jestliže podle vztah̊u (2.2) a (2.4)

F1(c) = 1− Se(c),
F0(c) = Sp(c),

(3.6)

pak za předpokladu existence inverzńı distribučńı funkce F−1
0 lze ROC křivku vyjádřit

vzávislosti na parametru t. Polož́ıme

t = 1− Sp(c) = 1− F0(c), pak c = F−1
0 (1− t), Se(c) = 1− F1(c).

Dostáváme tedy ekvivalentńı vztah:

ROC(t) = 1− F1(F
−1
0 (1− t)), pro t ∈ (0, 1). (3.7)

Př́ıklad 3.15. Mějme př́ıpad, kdy náhodná veličina T0 má normálńı rozděleńı pravdě-
podobnosti s nulovou středńı hodnotou a rozptylem rovným jedné - N(0, 1) a T1 má
rozděleńı N(2, 1.5). Na obrázku 1 je pro hustoty f0 a f1 znázorněna senzitivita a specifi-
cita testu při klasifikaci s mezńı hodnotou c.

Obrázek 1: Senzitivita a specificita pro klasifikačńı mez c.

9



3.3 Vlastnosti a parametry ROC křivek

Z tvaru źıskané ROC křivky lze odhadnout rozlǐsovaćı schopnost zkoumaného testu.
Jestliže křivka nejprve prudce roste a poté je téměř konstantńı, poměr chybně klasifi-
kovaných objekt̊u bude malý. Bude-li se křivka bĺıžit diagonále poměr chyb poroste.

Pokud se hustoty f0 a f1 shoduj́ı, křivka je totožná s diagonálou. Pravděpodobnosti
správné a chybné klasifikace se rovnaj́ı - obrázek 2a.

V ideálńım př́ıpadě, kdy test je schopen správně rozřadit všechny objekty, křivka
procháźı bodem [1, 1] - obrázek 2b.

Pokud nastane př́ıpad, kdy žádný objekt nebyl zařazen správně - obrázek 2c, lze jej
převráceńım testovaćıho kriteria převést opět na ideálńı stav.

Obrázek 2: Extrémńı př́ıpady ROC křivek.

Věta 3.16. ROC křivka je invariantńı vzhledem k monotónńı rostoućı transformaci
T0,T1.
D̊ukaz:
Necht’ h je monotónńı rostoućı transformace taková, že

h : x0 → u, tj. u = h(x0),

h : x1 → v, tj. v = h(x1).

Označme
F0h(x0) = F0(h

−1(x0)) = P (T0 ≤ h−1(x0)),

F1h(x1) = F1(h
−1(x1)) = P (T1 ≤ h−1(x1)),

ROCh(t) = 1− 1− F1h(F
−1
0h (1− t)).

Dále plat́ı
F−1

0h (x0) = h(F−1
0 (x0)),

F−1
1h (x1) = h(F−1

1 (x1)).

Je třeba dokázat
ROC(t) = ROCh(t).

10



Pak po dosazeńı dostáváme

ROCh(t) = 1− F1h(F
−1
0h (1− t)) = 1− F1(h

−1(F−1
0h (1− t))) =

= 1− F1(h
−1(h(F−1

0 (1− t)))) = 1− F1(F
−1
0 (1− t)) = ROC(t).

T́ımto je daná vlastnost dokázána.

2

Věta 3.17. Je-li náhodná veličina T1 stochasticky větš́ı než náhodná veličina T0,
tedy když F0(c) ≥ F1(c) pro všechna c ∈ (−∞,∞), pak ROC křivka lež́ı nad diagonálou
v jednotkovém čtverci.
D̊ukaz:
Je-li F0(x0) ≥ F1(x1), pak za předpokladu existence inverzńıch funkćı F−1

0 (x0) ≤ F−1
1 (x1).

Potom pro t ∈ (0, 1)

ROC(t) = 1− F1(F
−1
0 (1− t)) ≥ 1− F1(F

−1
1 (1− t)) = 1− (1− t) = t.

Tedy ROC(t) ≥ t a křivka lež́ı nad diagonálou v jednotkovém čtverci.

2

Věta 3.18. Když hustoty f0, f1 maj́ı monotónńı věrohodnostńı poměr (tj. když exis-
tuje statistika S taková, že pod́ıl hustot f0/f1 je neklesaj́ıćı funkćı statistiky S), pak ROC
křivka je konkávńı.
D̊ukaz:
V tomto bodě je třeba dokázat, že za daných předpoklad̊u je ROC křivka konkávńı. Tedy
derivace ROC křivky je klesaj́ıćı funkćı. Předpokládejme existenci inverzńıch distribučńıch
funkćı a potřebných derivaćı.
Vypočteme tedy

∂ROC(t)

∂t
=
∂(1− F1(F

−1
0 (1− t)))
∂t

= −∂(F1(F
−1
0 (1− t)))

∂F−1
0 (1− t)

∂F−1
0 (1− t)
∂t

.

Člen
∂(F1(F

−1
0 (1− t)))

∂F−1
0 (1− t)

= f1(F
−1
0 (1− t)).

Označme u = (1− t), pak dostáváme

∂u

∂t
= −1 tedy ∂u = −∂t.

Pak plat́ı
∂F−1

0 (1− t)
∂t

= −∂F
−1
0 (u)

∂u
.

Necht’ w = F−1
0 (u)⇒ u = F0(w), pak

−∂F
−1
0 (u)

∂u
= − ∂w

∂F0(w)
= − 1

∂F0(w)
∂w

= − 1

f0(w)
⇒
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⇒ −∂F
−1
0 (1− t)
∂t

=
1

f0(F
−1
0 (1− t))

.

Dosazeńım źıskáváme vztah

∂ROC(t)

∂t
=
f1(F

−1
0 (1− t))

f0(F
−1
0 (1− t))

.

Pro 0 < t1 < t2 < 1 plat́ı 1− t1 > 1− t2, protože F−1
0 je rostoućı funkce

F−1
0 (1− t1) > F−1

0 (1− t2).

Maj́ı-li f0 a F1 neklesaj́ıćı věrohodnostńı poměr, tedy pro x1 < x2

f1(x1)

f0(x1)
≤ f1(x2)

f0(x2)
,

dostáváme
f1(F

−1
0 (1− t1))

f0(F
−1
0 (1− t1))

≥ f1(F
−1
0 (1− t2))

f0(F
−1
0 (1− t2))

.

T́ım je tvrzeńı dokázáno.

2

Věta 3.19. Plocha pod křivkou je rovna pravděpodobnosti P (T0 < T1). Tedy

AUC =

1∫
0

ROC(t)dt = P (T0 < T1). (3.8)

D̊ukaz:

1∫
0

ROC(t)dt =

1∫
0

[1− F1(F
−1
0 (1− t))]dt =


substituce
F−1

0 (1− t) = x0

1− t = F0(x0)
t = 1− F0(x0)
dt = −f0(x0)dx0

 =

=

∞∫
−∞

[1− F1(x0)]f0(x0)dx0 =

∞∫
−∞

∞∫
x0

f1(x1)f0(x0)dx0dx1 = P (T0 < T1).

2

Velikost plochy pod ROC křivkou (zkratka AUC z anglického area under curve) je
jedńım základńıch měř́ıtek kvality diagnostického testu. Protože křivka lež́ı v jednotkovém
čtverci, může AUC obecně nabývat hodnot od 0 do 1. Splňuje-li křivka předpoklad věty
3.17, lež́ı nad diagonálou a nabývá tedy hodnot od 0, 5 do 1.

Detailńımu popisu plochy pod ROC křivkou bude věnována kapitola 6. Tento para-
metr je vhodné využ́ıt také ke srovnáńı několika test̊u, v́ıce v kapitole 8.
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Př́ıklad 3.20. Na obrázku 3 jsou vykresleny př́ıklady ROC křivek, kdy náhodné
veličiny T0 a T1 maj́ı a) normálńı, b) logaritmické normálńı, c) exponenciálńı, d) beta
rozděleńı pravděpodobnosti. (V popisu parametr̊u T0 ≈T0 a T1 ≈T1.)

Obrázek 3: Př́ıklady ROC křivek.

Př́ıklad 3.21. Mějme př́ıklad diagnostického testu v medićıně. Bylo testováno 200
osob, přičemž 120 z nich bylo nemocných (D = 1) a 80 zdravých (D = 0). Výsledky byly
zaznamenány do následuj́ıćı tabulky.
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Zdravotńı stav
D = 1 D = 0

Výsledek Nemocný 92 9

testu Zdravý 28 71

Tabulka 1: Tabulka četnost́ı

Tedy u 92 osob ze 120 test nemoc správně diagnostikoval, 9 označil za nemocné,
přestože byli zdrav́ı, u 71 zdravých pacient̊u nemoc vyloučil a u 28 nemoc neodhalil,
ikdyž pacient nemocný byl.

Nyńı do téže tabulky zaznamenáme relativńı četnosti.

Zdravotńı stav
D = 1 D = 0

Výsledek Nemocný 0, 767 0, 113

testu Zdravý 0, 233 0, 887

Tabulka 2: Tabulka relativńıch četnost́ı

Tento test tedy správně rozeznal nemoc u 76,7% nemocných pacient̊u a vyloučil u
88,7% zdravých. Źıskali jsme tedy odhad senzitivity a specificity použitého testu ve tvaru
pozorovaných relativńıch četnost́ı.
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4 Bodové odhady ROC křivky

V následuj́ıćı části budou popsány statistické metody pro stanoveńı hodnoty ROC křivky
v daném bodě. Při neparametrickém př́ıstupu p̊ujde o konstrukci empirické ROC křivky,
po částech lineárńı křivky a metodu založenou na jádrových odhadech distribučńıch funkćı.
Dále pak zavedeme binormálńı model a provedeme odhad jeho parametr̊u.

4.1 Empirická ROC křivka

Jako prvńı neparametrický bodový odhad ROC křivky uvedeme metodu založenou na
nestranném odhadu distribučńı funkce výběrovou distribučńı funkćı.

Definice 4.22. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı o dostribučńı funkci
F (x). Necht’ IA je indikátor jevu A, tj. IA = 1 jestliže jev A nastane, jinak IA = 0. Pak
definujeme výběrovou distribučńı funkci vztahem:

F̂e(x) =
1

n

n∑
i=1

I[Xi≤x]. (4.9)

Označme T01, . . . , T0n náhodný výběr z rozděleńı o distribučńı funkci F0 a T11, . . . , T1m

náhodný výběr z rozděleńı o dostribučńı funkci F1, F̂e0, F̂e1 odhady distribučńıch funćı F0,
F1 dané vztahem 4.9. Pak parametrické zobrazeńı [1− F̂e0, 1− F̂e1] nazýváme empirická
ROC křivka.

4.2 Po částech lineárńı ROC křivka

Daľśı možnost́ı založenou na neparametrickém odhadu F0 a F1 je konstrukce po částech
lineárńı ROC křivky.

Definice 4.23. X(1), . . . , X(m) je uspořádaný náhodný výběr z rozděleńı o distribučńı
funkci F(x).Necht’ středy interval̊u (X(i), X(i+1)) jsou

ci =
X(i+1) +X(i)

2
pro i = 1, . . . ,m− 1,

c0 =
3X(1) −X(2)

2
, cm =

3X(m) −X(m−1)

2
.

Dále necht’

fl(x) = (m(ci+1 − ci))−1, x ∈ 〈ci, ci+1), i = 1, . . . ,m− 1,

jinak f(x) = 0. Pak po částech lineárńı odhad distribučńı funkce F (x) je definován vzta-
hem

F̂l(x) =

x∫
−∞

fl(t)dt. (4.10)

Označme nyńı T0(1), . . . , T0(n) uspořádáný náhodný výběr z rozděleńı o distribučńı funkci

F0 a T1(1), . . . , T1(m) uspořádaný náhodný výběr z rozděleńı o dostribučńı funkci F1, F̂l0,

F̂l1 odhady distribučńıch funćı F0, F1 dané vztahem 4.10. Pak parametrické zobrazeńı
[1− F̂l0, 1− F̂l1] nazýváme po částech lineárńı ROC křivka.
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4.3 Jádrový odhad senzitivity a specificity

Výhodou této metody proti předchoźım je, že źıskáme aproximaci ROC křivky hladkou
křivkou. Pro vyjádřeńı využijeme jádrový odhad distribučńı funkce autor̊u Zhou, Hall,
Shapiro, popsáný v [11].

Definice 4.24. Necht’ funkce k : R→ R splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. nosič supp(k) = 〈−1, 1〉, tedy k(x) = 0, ∀x /∈ 〈−1, 1〉 ,

2. k je lipschitzovsky spojitá na 〈−1, 1〉 ,
tj. |k(x)− k(y)| ≤ L|x− y|, L > 0,∀x, y ∈ 〈−1, 1〉 ,

3. integrál
∞∫

−∞

k(x)dx = 1.

Pak k nazveme jádrovou funkćı zkráceně jádrem.
Významným faktorem ovlivňuj́ıćım chováńı jádrových odhad̊u je š́ı̌rka vyhlazovaćıho

okénka h > 0. Transformaćı

kh =
1

h
k
(x
h

)
pak dojde ke změně nosiče jádra na interval 〈−h, h〉.

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı o hustotě f(x). Jádrový odhad této
hustoty je pak dán vztahem:

f̂k =
1

nh

n∑
i=1

k

(
x−Xi

h

)
s už́ıtm jádra s dvojnásobnou váhou

k

(
x−Xi

h

)
=

15

16

[
1−

(
x−Xi

h

)2
]2

, x ∈ (Xi − h,Xi + h),

kde k = 0 jinde a š́ı̌rkou vyhlazovaćıho okna

h = 0, 9 min(SD, IQR/1, 34)/ 5
√
n,

kde SD je směrodatná odchylka a IQR rozd́ıl 0,75-kvantilu a 0,25-kvantilu.

Odhad distribučńı funkce je pak definován jako:

F̂k(t) =
n∑
i=1

t∫
−∞

1

nh
k

(
x−Xi

h

)
dx.

Při numerickém výpočtu nabývá integrál ve vztahu pro výpočet F̂k(t) následuj́ıćıch
hodnot:

je-li t > Xi + h, pak je integál roven nule,
je-li c < Xi − h, pak je integál roven 1/n,
je-li Xi − h < t < Xi + h, pak je integál roven 1

16n
(8− 15v + 10v3 − 3v5),

kde v = (t−Xi)/h.
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Výsledná podoba křivky je pak dána jako [1− F̂k0, 1− F̂k1], kde F̂k0, F̂k1 jsou jádrové
odhady distribuńıch funkćı náhodných veličin T0, T1.

4.4 Binormálńı model

V této části se budeme zabývat situaćı, kdy obě distribučńı funkce maj́ı normálńı rozděleńı,
takzvaným binormálńım modelem. Ćılem bude nalézt odhad jeho parametr̊u.

Necht’ F0(x) a F1(x) definované vztahy 3.6 jsou distribučńı funkce normálńıho rozděleńı
pravděpodobnosti.

F0(x) ∼ N(µ0, σ
2
0), F1(x) ∼ N(µ1, σ

2
1)

Můžeme tedy položit

ROC(t) = 1− F1(F
−1
0 (1− t)) = 1− Φ

(
F−1

0 (1− t)− µ1

σ1

)
=

1− Φ

(
µ0 + σ0Φ

−1(1− t)− µ1

σ1

)
= 1− Φ

(
σ0

σ1

Φ−1(1− t)− µ1 − µ0

σ1

)
.

kde Φ je distribučńı funkce standadizovaného normálńıho rozděleńı.
Označme a = µ1−µ0

σ1
a b = σ0

σ1
. Dostáváme

ROC(t) = 1− Φ(b Φ−1(1− t)− a), t ∈ 〈0, 1〉 . (4.11)

Nyńı je potřeba odhad neznámých parametr̊u a a b. Pokud jsou p̊uvodńı data skutečně
binormálńı je možné použ́ıt pro tento účel výběrový pr̊uměr a výběrový rozptyl

µ̂ = X =
1

n

n∑
i=1

Xi,

σ̂2 = S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Odhad parametr̊u je tedy dán vztahy:

â =
X1 −X0

S1

, b̂ =
S0

S1

.

Před použit́ım tohoto odhadu je potřeba nejprve otestovat, zda jde o normálńı rozděleńı
pravděpodobnosti. Pokud tomu tak neńı provedeme vhodnou transformaci dat (za předpo-
kladu že taková transformace existuje).

Jedna z možných metod využ́ıvá Box-Cox transformaci danou

t(y) =


(yλ−1)
λ

λ 6= 0

ln(y) λ = 0

.

Odhad parametru λ lze nalézt metodou maximálńı věrohodnosti nebo např́ıklad připoužit́ım
software Matlab.
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4.5 Nejlepš́ı nestranný odhad senzitivity a specificity binormálńıho
modelu

Tato metoda využ́ıvá Kolmogorov̊uv nejlepš́ı nestranný odhad distribučńı funkce vyjádřený
vztahy:

F̂K(x) =


0 pro Q(x) ≤ −1
1
2
− 1

2
βQ2(x)

(
1
2
, m

2
− 1
)

pro − 1 < Q(x) ≤ 0
1
2

+ 1
2
βQ2(x)

(
1
2
, m

2
− 1
)

pro 0 < Q(x) ≤ 1

1 pro Q(x) > 1

,

kde

Q(x) =
x−X

(m− 1)S

√
m

a funkce

βa(p, q) =
1

β(p, q)

a∫
0

tp−1(1− t)q−1dt

je normovaná neúplná beta funkce parametr̊u a ∈ 〈0, 1〉 , p ≥ 0, q ≥ 0.
Důkaz že jde o nejlepš́ı nestranný odhad je uveden v [6].

Odhah senzitivity pak opět źıskáme ve tvaru (1 − F̂K1(c)) a specificitu testu odhad-

neme pomoćı F̂K0(c).

Př́ıklad 4.25. U pacient̊u s poraněńım hlavy byla 24 hodin po úrazu měřena hodnota
isoenzymu CK-BB (creatine kinase-BB). Z 59 pacient̊u se 19 plně zotavilo a u zbývaj́ıćıch
40 osob zanechal úraz trvalé následky. Na základě tohoto měřeńı má být sestaven test,
schopný predikovat podle hladiny CK-BB následný vývoj zotaveńı.

Označme T0 hodnoty CK-BB u pacient̊u, kteř́ı se plně zotavili a T1 hladiny isoen-
zymu ve skupině pacient̊u s trvalými následky. Źıskané hodnoty jsou uvedeny v tabulce 3.
Odhady ROC křivky jsou vykresleny na obrázku 4.

Hodnota CK-BB u pacient̊u
Bez trvalých následk̊u S trvalými následky
136 286 140 1087 230 183
281 23 1256 700 16 800
200 146 253 740 126 153
220 96 283 90 303 193
100 60 73 1370 543 913
17 27 230 463 60 509
126 100 576 671 80 490
253 70 156 356 323 1560
40 6 120 216 443 523
46 76 303 353 206

Tabulka 3: Hodnoty CK-BB
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Obrázek 4: Odhady ROC křivky.
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Obrázek 5: Srovnáńı jednotlivých metod odhadu ROC křivky.

Na levém grafu obrázku 5 pak vid́ıme porovnáńı jádrového odhadu (zelená), binormálńıho
modelu (modře) a odhadu založeného na nejlepš́ım nestranném odhadu Se a Sp (červeně).
V pravé části je pak srovnáńı empirické (modrá) a po částech lineárńı ROC křivky
(červená).

5 Intervalové odhady

V této části se budeme zabývat určeńım hranic, mezi kterými se ROC křivka s danou
pravděpodobnost́ı nacháźı.

5.1 Pointwise confidence

Máme tedy bodový odhad binormálńıho mobelu ROC křivky

ROC(t) = 1− Φ(̂b Φ−1(1− t)− â),

dále lze určit 100(1− α)% interval spolehlivosti pro senzitivitu, který je dán vztahem

1− Φ

[
b̂ Φ−1(1− t)− â± z1−α/2

√
V ar(̂b Φ−1(1− t)− â)

]
, (5.12)

zde z1−α/2 = Φ−1(1− α/2),

V ar(̂b Φ−1(1− t)− â) = V ar(̂b)(Φ−1(1− t))2 + V ar(â)− 2(Φ−1(1− t))Cov(â, b̂)).

Źıskáváme 100(1− α)% asymptotický interval spolehlivosti.

Rozptyly â a b̂ a kovarianci â, b̂ odhadneme

V̂ ar(â) =
n1(â

2 + 2) + 2n0b̂
2

2n0n1

,
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V̂ ar(̂b) =
(n1 + n0)̂b

2

2n0n1

,

Ĉov(â, b̂) =
âb̂

2n0

.

Poznámka. Alternativńı konstrukćı lze źıskat takzvané simultánńı intervaly spoleh-
livosti(simultaneous confidence bands) založené na Working-Hotelling modelu popsané
v [4].

1− Φ

[
â− b̂ Φ−1(1− t)± kα

√
V ar(â− b̂ Φ−1(1− t))

]
,

kde k =
√
−2 ln(α).

Př́ıklad 5.26. Odhad binormálńıho modelu pro data z př́ıkladu 4.25 doplńıme o asympto-
tický odhad 95% intervalu spolehlivosti senzitivity.

Kostrukce podle podle vztahu 5.12 je vykreslena modře na obrázku 6 vlevo a je
následně srovnána s alternativńı konstrukćı simultánńıho intervalu spolehlivosti (zeleně)
v pravém grafu obrázku 6.

Obrázek 6: 95% intervaly spolehlivosti senzitivity testu CK-BB.

5.2 Simultánńı sdružená oblast

V předchoźıch dvou př́ıpadech byl postup založen na výpočtu intervalu spolehlivosti pro
senzitivitu v daném bodě. Nyńı uplatńıme odlǐsný př́ıstup. Pro senzitivitu a nezávisle
pro specificitu urč́ıme intervaly spolehlivosti s využit́ım Kolmogorovova-Smirnovova jed-
novýběrového testu. V bobě [1− F0, 1− F1] je obdélńıková oblast spolehlivosti dána

[1− F0 ± d, 1− F1 ± e],

kde d, e jsou př́ıslušné kritické hodnoty K-S testu pro (1 − α) z tabulky 10 v př́ıloze 2.
Daný bod se pak v tomto obdélńıku nacháźı s pravděpodobnost́ı (1 − α)2. Dolńı hranici
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oblasti spohlevosti tvoř́ı spojnice pravých dolńıch roh̊u jednotlivých obdélńık̊u. Spojnice
levých horńıch roh̊u vymezuje horńı hranici.

Obrázek 7: JSR [4]

Př́ıklad 5.27. Použijeme opět data z př́ıkladu 4.25 a pro po částech lineárńı odhad
ROC křivky zkonstruujeme sdruženou oblast spolehlivosti.

Obrázek 8: Simultánńı sdružená oblast spolehlivosti testu CK-BB.
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6 Plocha pod ROC křivkou - AUC

6.1 Lichoběžńıkové pravidlo

Plocha pod křivkou může být př́ımo odhadnuta součtem obsah̊u lichoběžńık̊u daných
body empirické ROC křivky.

ÂUC =
1

n0n1

n0∑
i=1

n1∑
j=1

Ψ(T1i, T0j),

kde Ψ je funkćı dvou proměnných:

Ψ(T1i, T0j) =


1 T1i > T0j
1
2

T1i = T0j

0 T1i > T0j

6.2 Plocha a parciálńı plocha pod křivkou binormálńıho modelu

Nyńı se opět zaměř́ıme na binormálńı model. Parciálńı plochou pod ROC křivkou se
rozumı́ plocha pod křivkou mezi dvěmi danými hodnotami Sp respektive 1 − Sp (dva
body na vodorovné ose). Tedy

AUC(e1≤1−Sp(c)≤e2) =

c2∫
c1

Φ(bv − a)φ(v)dv,

kde
c1 = Φ−1(e1),

c2 = Φ−1(e2),

φ(v) =
1√
2π
e−

v2

2 .

Je tedy zřejmé, že maximálńı hodnotou bude plocha obdélńıka

AUC(e1≤1−Sp(c)≤e2) ≤ AUCmax(e1,e2) = (e2 − e1)× 1.

Naopak minimálńı hodnota je plocha lichoběžńıka omezeného diagonálou

AUC(e1≤1−Sp(c)≤e2) ≥ AUCmin(e1,e2) =
1

2
(e2 − e1)(e2 + e1).

Označme náhodnou veličinu Y = T0 − T1, kde T0 má normálńı rozděleńı pravděpo-
dobnosti s parametry (µ0, σ

2
0) a T1 má normálńı rozděleńı pravděpodobnosti s parametry

(µ1, σ
2
1). Pak

Y = T0 − T1 ∼ N(µ0 − µ1, σ
2
0 + σ2

1) , U =
T0 − T1 − (µ0 − µ1)√

σ2
0 + σ2

1

∼ N(0, 1).
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Obrázek 9: Maximálńı a minimálńı parciálńı plocha pod ROC křivkou [11].

Podle věty 3.19 vyjádř́ıme plochu pod ROC křivkou

AUC = P (T0 − T1 ≤ 0) = P

(
T0 − T1 − (µ0 − µ1)√

σ2
0 + σ2

1

≤ µ1 − µ0√
σ2

0 + σ2
1

)
= Φ

(
µ1 − µ0√
σ2

0 + σ2
1

)
.

Po dosazeńı a = µ1−µ0

σ1
a b = σ0

σ1
dostáváme

AUC = Φ

(
a√

1 + b2

)
. (6.13)
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6.3 Testy hypotéz o AUC

Jak bylo již uvedeno výše, pokud je graf ROC křivky totožný s diagonálou, velikost polchy
pod křivkou (př́ımkou) je rovna jedné polovině a zkoumaný diagnostický test má nulovou
klasifikačńı schopnost.

Polož́ıme tedy nulovou hypotézu

H0 : AUC =
1

2
,

proti alternativě

Ha : AUC 6= 1

2
.

Testovaćı statistikou bude

Z =
ÂUC − 0.5√
V̂ ar(ÂUC)

,

tato má přibližně(approximetely) normované normálńı rozděleńı.

Dále je možné testovat hypotézu, že parciálńı AUC na daném intervalu nabývá svého
maxima

H0 : AUC(e1≤FPR≤e2) = AUCmin,

proti alternativě
Ha : AUC(e1≤FPR≤e2) 6= AUCmin.

Zde bude testovaćı statistikou

Z =
ÂUC(e1≤FPR≤e2) − AUCmin√

V̂ ar
(
ÂUC(e1≤FPR≤e2)

) .

7 Volba optimálńı klasifikačńı meze

V této sekci se budeme zabývat problémem určeńı optimálńı meze pro klasifikaci objektu,
tj. takového c, pro které jsou chyby v klasifikaci minimálńı.

Jak je vidět na obrázku 10 s rostoućı senzitivitou klesá specificita testu a naopak.
Jestliže snižujeme chybu prvńıho druhu, roste chyba druhého druhu a pokud snižujeme
chybu druhého druhu roste naopak chyba prvńıho druhu.

Mějme optimalizačńı úlohu ve smyslu minimalizace součtu chyby prvńıho a druhého
druhu. V našem př́ıpadě tedy

z(c) = 1− Se(c) + 1− Sp(c)

z → min .

Tuto lze převést na ekvivalentńı tvar

z(c) = Se(c) + Sp(c)− 2

z → max .
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Obrázek 10: Senzitivita a specificita

Jestliže od fukce z odečteme jedničku, pak maximum této funkce nazýváme Youden index
(J),

J = max
c
{Se(c) + Sp(c)− 1}

Mějme parametrické vyjádřeńı ROC křivky ve tvaru [1−Sp(c), Se(c)], c ∈ (−∞,∞).
Grafem křivky [1 − Sp(c), 1 − Sp(c)], c ∈ (−∞,∞) je diagonála v jednotkovém čtverci.
Vzdálenost bodu ROC křivky od diagonály pro dané c je pak dána vztahem√

(Se(c)− 1 + Sp(c))2 = Se(c) + Sp(c) + 1

Graficky je tedy možné Youden index interpretovat jako největš́ı vertikálńı vzdálenost
mezi křivkou a diagonálou.

Obrázek 11: Youden index, optimálńı klasifikačńı mez
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Poznámka. Řešeńı výše uvedeného problému je tedy bod křivky, ve kterém je směrnice
tečny rovna jedné. V praxi se ale setkáváme s př́ıpady, kdy chyby prvńıho a druhého druhu
nemaj́ı stejnou váhu. Pak řeš́ıme úlohu

z(c) = k1(1− Se(c)) + k2(1− Sp(c))

z → min,

kde, k1, k2 jsou váhy jednotlivých chyb. Řešeńım tohoto problému je pak bod, ve kterém
je směrnice tečny rovna k2/k1.

Př́ıklad 7.28. Rozš́ı̌ŕıme př́ıklad 4.25 o určeńı optimálńı klasifikačńı meze. Pro výpočet
odhadu Youden indexu využijeme metody bodových odhad̊u senzitivity a specificity z ka-
pitoly 4. Výsledné hodnoty jsou uvedeny v tabulce 4

Metoda odhadu ROC J c
Empirická ROC křivka 0.53 286
Po částech lineárńı ROC křivka 0.53 286
Jádrový odhad ROC křivky 0.486 304.3
Odhad binormálńıho modelu ROC křivky 0.514 201.3
Nejlepš́ı nestranný odhad Se a Sp 0.513 207.2

Tabulka 4: Optimálńı klasifikačńı mez CK-BB

Velký rozd́ıl mezi výsledky neparametrických a parametrických metod je v tomto
př́ıpadě zaviněn špatnou schopnost́ı prvńıch tř́ı metod aproximovat ROC křivku v počátečńı
části, kdy křivka rychle roste.
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8 Srovnáńı dvou ROC křivek

Označ́ıme-li mı́ru přesnosti daného diagnostického testu ϑ, pak tuto mı́ru můžeme použ́ıt
jako kritérium při srovnáńı dvou test̊u. Tedy testujeme nulovou hypotézu

H0 : ϑ1 = ϑ2,

proti
Ha : ϑ1 6= ϑ2.

Opět použijeme statistiku

Z =
ϑ̂1 − ϑ̂2√

V ar(ϑ̂1 − ϑ̂2)
.

8.1 Testy odlǐsnosti

Pro př́ımé srovnáńı dvou ROC křivek uvažujeme následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Dvě křivky jsou shodné.

Binormálńı model je plně popsán parametry a a b. Maj́ı-li se dvě ROC křivky
shodovat, muśı se i jejich parametry rovnat. Polož́ıme tedy nulovou hypotézu

H0 : a1 = a2 a b1 = b2,

proti alternativě
Ha : a1 6= a2 nebo b1 6= b2.

Pro tento test využijeme statistiku [Metz, Wang, Kronman]

X2 =
â12V ar(̂b12) + b̂212V ar(â12)− 2â12b̂12Cov(â12, b̂12)

V ar(â12)V ar(̂b12)− Cov(â12, b̂12)2
,

kde a12 = a1 − a2 a b12 = b1 − b2 jsou rozd́ıly parametr̊u srovnávaných křivek. Pro
výpočet jednotlivých rozptyl̊u a kovarianćı lze využ́ıt vztahy uvedené výše v části
4.1.
Tato statistika má asymptoticky chi-kvadrát rozděleńı pravděpodobnosti s dvěma
stupni volnosti.

2. Dvě křivky se shoduj́ı v partikulárńım bodě.

Opačný př́ıstup je postaven na srovnáńı křivek v jednotlivých bodech. Pro tento
účel zavád́ıme difrenci D(Ze) takto:

D(Ze) = (b1Ze − a1)− (b2Ze − a2) = b12Ze − a12.

Tato odpov́ıdá rozd́ılu hodnot v bodě, kdy 1 − Sp(c) = e. Jako nulovou hypotézu
pak polož́ıme

H0 : D(Ze) = 0, proti Ha : D(Ze) 6= 0.

Testovaćı statistika

Z =
D̂(Ze)√

V ar[D̂(Ze)]

pak má normované normálńı rozděleńı pravděpodobnosti.
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8.2 Test ekvivalence

Narozd́ıl od předešlých test̊u, nyńı posoud́ıme možnost výskytu statisticky významného
rozd́ılu mezi dvěma diagnostickými testy, proti hypotéze, že tyto testy jsou ekvivalentńı.

Pak je tedy testována nulová hypotéza

H0 : (ϑ1 − ϑ2) ≤ ∆L nebo(ϑ1 − ϑ2) ≥ ∆U ,

proti alternativńı hypotéze (ekvivalence)

Ha : ∆L < (ϑ1 − ϑ2) < ∆U ,

kde ∆L je stanovená dolńı mez a ∆U horńı mez.
Reálně jde o úlohu skládaj́ıćı se ze dvou test̊u

Z1 =
(ϑ̂1 − ϑ̂2)−∆L√
V ar(ϑ̂1 − ϑ̂2)

a Z2 =
∆U − (ϑ̂1 − ϑ̂2)√
V ar(ϑ̂1 − ϑ̂2)

.

Nulovou hypotézu zamı́táme, jestliže obě statistiky Z1 i Z2 jsou větš́ı než př́ıslušné
kritické hodnoty na hladině α.

Pokud je prvńı test alespoň tak dobrý jako druhý (ϑ1 ≥ ϑ2), pak dostáváme nulovou
hypotézu

H0 : (ϑ1 − ϑ2) ≥ ∆M

a alternativu
Ha : (ϑ1 − ϑ2) < ∆M ,

kde ∆M je nejmenš́ı možný rozd́ıl přesnost́ı, který ještě neznamená ekvivalenci.
Testovaćı statistika

ZNI =
ϑ̂1 + ∆M − ϑ̂2√
V ar(ϑ̂1 − ϑ̂2)

má asymptoticky normované normálńı rozděleńı pravděpodobnosti.
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9 Ordinálńı data

V této části se budeme zabývat př́ıpadem, kdy výsledek zkoumaného dagnostického testu
může nabývat pouze konečného počtu uspořádaných hodnot (např́ıklad 1 = velmi špatný,
2 = špatný, 3 = dobrý, 4 = velmi dobrý). Vysoké hodnoty pak znač́ı pozitivńı klasifikaci,
ńızké naopak negativńı.

9.1 Empirická ROC křivka

Necht’ výsledek testu T nabývá hodnot 1, . . . , K. Pro každou ordinálńı hodnotu testu T ,
definujeme senzitivitu jako

Ŝe(i) = P (T ≥ i|D = 1) =
1

n1

K∑
j=i

sj

a hodnotu 1− Sp(c)

1− Ŝp(i) = P (T ≥ i|D = 0) =
1

n0

K∑
j=i

rj,

kde jednotlivé parametry jsou dány tabulkou

Výsledek testu (T )
Reálný stav (D) 1 . . . K Celkem

D = 1 s1 . . . sK n1

D = 0 r1 . . . rK n0

Celkem m1 . . . mK N

Tabulka 5: Test s ordináńımi daty

Tedy sj je počet jedinc̊u s pozitivńım sledovaným znakem a výsledkem testu T = j.
Naopak rj je počet jedinc̊u se stejným výsledkem testu, ale negativńım sledovaným zna-
kem.

Empirická ROC křivka pro ordinálńı data je pak dána vykresleńım pár̊u [1−Ŝp(i), Ŝe(i)],
pro i = 1 . . . K, spojených lomenou čarou.

9.2 Parametricý model aproximace hladkou křivkou

Empirická křivka odhadnutá z 2×K hodnot je poměrně nepřesná a dává pouze hrubou
představu o vlastnostech př́ıslušného testu. Proto se snaž́ıme naj́ıt vhodnou aproximaci.

Předpokládejme že, data ordinálńıho typu vznikla z dat p̊uvodně spojitých. Obecně
je tedy výsledek u pozitivńıch jedincú náhodná veličina T ∗1 s distribučńı funkćı F1. Ve
skupině negativńıch pak T ∗0 s distribučńı funkćı F0. Je-li c klasifikačńı mez, ROC křivku
pak źıskáme v parametrickém tvaru

[1− F0(c), 1− F1(c)], −∞ < c <∞
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T ∗i ≤ c̃1 → Ti = 1
c̃j−1 < T ∗i ≤ c̃j → Ti = j, j = 2, 3, . . . , K − 1
T ∗i > c̃K−1 → Ti = K

Pro ordinálńı data předpokládáme K−1 neznámých klasifikačńıch meźı c̃1, c̃2, . . . , c̃K−1

takových, že pro i = 0, 1
Většinou předpokládáme, že F1 i F0 jsou distribučńı funkce normálńıho rozděleńı.

Tedy že T ∗i jsou náhodné veličiny s normálńım rozděleńım pravděpodobnosi nebo existuje
monotónńı transformace dat na toto rozděleńı. Pak

T ∗1 ∼ N(µ1, σ
0
1), T ∗0 ∼ N(µ0, σ

2
0).

Dále pak postupujeme jako při odhadu binormálńıho modelu spojitých náhodných
veličin. Vı́ce např́ıklad v [8]
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10 Simulačńı studie

V tomto úseku budou na simulovaných datech srovnány jednotlivé výše popsané metody.

10.1 Bodové odhady ROC křivky

Z dat vygenerovaných v programu Matlab provedeme konstrukci a následné srovnáńı
empirické ROC křivky (EM), po částech lineárńı ROC křivky (PL), odhadu založeného na
jádrových odhadech distribučńıch funkćı (JO), binormálńıho modelu (B) a ROC křivky
pro nejlepš́ı nestranný odhad senzitivity a specificity (K).

Pro binormálńı model s parametry F0 ∼ N(0, 1), F1 ∼ N(1, 1), byly vygenerovány
výběry o celkovém rozsahu (n = n0 + n1 = 20, 40, 100, 200, 800) a to v poměru n0 =
n1, n0 = 3n1 a n1 = 3n0. Pro každý stav bylo spuštěno 500 simulaćı. Pro srovnáńı
teoretické křivky s jej́ım odhadem byla měřena vzdálenost bodu [1−F0(ci), 1−F1(ci)] od

jeho odhadu [1− F̂0(ci), 1− F̂ (ci)]

vi =

√
(F̂0(ci)− F0(ci))2 + (F̂1(ci)− F1(ci))2

pro všechna generovaná ci, i = 1 . . . , n. Z těchto hodnot pro každý bodový odhad ROC
křivky vypočteme směrodatnou chybu RMSE

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

v2
i .

Takto pro každou jednotlivou metodu bodového odhadu ROC křivky vznikne sou-
bor 500 hodnot RMSE. V tabulce 6 jsou pak uvedeny výběrové pr̊uměry a směrodatné
odchylky RMSE.

Pr̊uběh simulaćı pro n = 20, 100, 800 E, PL, JO a B proti teoretické ROC křivce
(červeně) je vykreslen na obrázćıch 12 a 13. Hodnoty B a K byly v tomto př́ıpadě téměř
identické, proto simulačńı studie ROC křivek založená na nejlepš́ım nestranném odhadu
senzitivity a specificity neńı zobrazena.
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ři

v
ka

3n
0

=
n

1
0.

18
93

0.
05

55
0.

13
25

0.
03

90
0.

08
09

0.
02

55
0.

05
92

0.
02

00
0.

02
91

0.
00

91
n

0
=

3n
1

0.
19

36
0.

05
57

0.
13

27
0.

04
02

0.
08

43
0.

02
61

0.
05

93
0.

01
77

0.
02

92
0.

00
87

P
o

čá
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Obrázek 12: Simulace: empirické a pocástech lineárńı ROC křivky.
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Obrázek 13: Simulace: jádrové odhady a odhady binormálńıho modelu ROC křivky.
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Na obázku 14 vid́ıme srovnáńı metod konstrukce bodového odhad̊u ROC křivky po-
moćı pr̊uměrné hodnoty RMSE (graf v horńı části) a směrodatných odchylek RMSE (dolńı
graf).

Obrázek 14: Simulace: srovnáńı bodových odhad̊u ROC křivky.

Dále byly stejným postupem provedeny simulace pro binormálńı model s parame-
try F0 ∼ N(0, 1), F1 ∼ N(3, 1) a model kdy F0 a F1 měly exponenciálńı rozděleńı
pravděpodobnosti s parametry F0 ∼ exp(0.5), F1 ∼ exp(1). Výsledky jsou zaznamemány
v tabulkách 11 a 12 v př́ıloze 3.

Ve všech př́ıpadech z pr̊uběh̊u simulaćı pozorujeme, že pro malé rozsahy odhady ROC
křivky pokrývaj́ı většinu polchy jednotkového čtverce. Nejvyšš́ı přesnost vykazuje odhad
binormálńıho modelu. Nejlepš́ı nestranný odhad Se a Sp dává podobné výdledky, ale
výpočetńı náročnost této metody je vyšš́ı. Jádrový odhad v popsaném tvaru nedokáže
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s dostatečnou přesnost́ı aproximovat ROC křivku v části úvodńıho rychlého r̊ustu. To
může zp̊usobovat problém v následném hodnoceńı ROC křivky nebo při odhadu optimálńı
klasifikačńı meze. Empirická a po částech lineárńı ROC křivka, hlavně pro malá n, dává
pouze hrubou představu o tvaru křivky a je vhodné ji doplnit některým daľśım odhadem.

10.2 Intervalové odhady

V této části bude provedena simulačńı studie metod intervalových odhad̊u ROC křivek po-
saných v kapitole 5. Pro binormálńı model s parametry F0 ∼ N(0, 1), F1 ∼ N(1, 1), byly
vygenerovány výběry o rozsahu n = n0 = n1 = 10, 20, 50, 100, 400. Pro každý stav bylo
spuštěno 100 simulaćı. U jednotlivých metod pak byl sledován počet př́ıpad̊u, ve kterých
teoretická křivka zasahovala mimo odhadnuté hranice. Do tabulky 7 byly zaznamenány
pozorované spolehlivosti (AI - asymptotické intervaly spolehlivosti, SI - simultánńı inter-
valy spolehlivosti, JSR - simultánńı sdružené oblasti spolehlivosti).

n
Metoda 10 20 50 100 400

AI 81% 76% 82% 90% 88%
SI 86% 81% 86% 94% 93%
JSR 100% 100% 100% 100% 100%

Tabulka 7: Pozorovaná spolehivost intervalových odhad̊u

Obrázek 15: Pr̊uběh simulaćı AI pro n=20 vlevo a n=100 vpravo.

Při použit́ı prvńıch dvou metod, nebyla ani v jednom př́ıpadě dosažena spolehlivost
95%. Naopak u třet́ı metody teoretická křivka ležela vždy v odhadnuté oblasti viz. obrázek
17. V tomto př́ıpadě jsou ale hranice neǰsirš́ı.

10.3 Youden index a optimálńı c

V této části bude pomoćı metod bodových odhad̊u senzitivity a specificity odhadnut
youden index a př́ıslušná hodnota optimálńı klasifikačńı meze. Pr̊uběh simulaćı je shodný
jako při simulaćıch bodových odhad̊u ROC křivek pro binormálńı model s parametry
F0 ∼ N(0, 1), F1 ∼ N(1, 1). Teoretická hodnota youden indexu J = 0, 383 a optimálńı
klasifikačńı meze c = 0, 5.
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Obrázek 16: Pr̊uběh simulaćı SI pro n=20 vlevo a n=100 vpravo.

Obrázek 17: Pr̊uběh simulaćı JSR pro n=20 vlevo a n=100 vpravo.

n = 20 n = 40 n = 100 n = 200 n = 800
Metoda J RMSE J RMSE J RMSE J RMSE J RMSE
EM 0,54 0,230 0,49 0,169 0,45 0,105 0,43 0,074 0,40 0,0353
PL 0,48 0,196 0,45 0,140 0,43 0,0958 0,42 0,069 0,40 0,034
JO 0,46 0,184 0,43 0,131 0,40 0,087 0,40 0,060 0,39 0,031
B 0,41 0,171 0,39 0,1192 0,39 0,077 0,39 0,054 0,38 0,027
K 0,41 0,170 0,39 0,119 0,39 0,0769 0,39 0,054 0,38 0,026

Tabulka 8: Youden index pro F0 ∼ N(0, 1) a F1 ∼ N(1, 1)

n = 20 n = 40 n = 100 n = 200 n = 800
Metoda c RMSE c RMSE c RMSE c RMSE c RMSE
EM 0,29 0,600 0,38 0,489 0,44 0,377 0,46 0,296 0,49 0,172
PL 0,7 0,705 0,57 0,524 0,52 0,359 0,51 0,2916 0,51 0,178
JO 0,53 0,545 0,49 0,469 0,48 0,347 0,50 0,276 0,51 0,160
B 0,51 0,395 0,50 0,259 0,49 0,153 0,49 0,100 0,50 0,054
K 0,50 0,439 0,50 0,273 0,49 0,157 0,49 0,102 0,50 0,054

Tabulka 9: Optimálńı c a RMSE
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Obrázek 18: Odhad Youden indexu a jeho RMSE
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I v př́ıpadě hledáńı odhadu youden indexu se ukazuje jako nejvhodněǰśı metoda odhad
senzitivity a specificity jako distribučńı funkce normálńıho rozděleńı pravděpodobnosti.
Všechny odhady s rostoućım rozsahem výběru klesaj́ı k teoretické hodnotě 0,383. Bereme-
li hodnotu J jako měř́ıtko kvality testu, pak je tento odhad nadhodnocený.

Obrázek 19: Odhad optimálńı klasifikačńı meze a RMSE

Odhad optimálńı klasifikačńı meze na základě maximalizace youden indexu se u metod
JO, B a K ukázal jako přesný i u malých rozsah̊u.
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11 Závěr

V úvodńıch částech byly uvedeny základńı poznatky z teorie odhadu a testováńı sta-
titických hypotéz. Dále byla zavedena ROC křivka jako funkce senzitivity a specificity
zkoumaného testu a na teoretických př́ıkladech byly demonstrovány jej́ı základńı vlast-
nosti a parametry. Zde vid́ıme prvńı možnost posouzeńı kvality testu z tvaru ROC křivky.

V části 4 byly popsány metody bodových odhad̊u ROC křivky. Z neparametrických me-
tod to byl odhad empirické a po částech lineárńı ROC křivky. Ze simulačńıch studíı v kapi-
tole 10 vyplývá, že tyto metody poskytuj́ı pouze hrubý odhad, často poměrně vzdálený od
teoretické křivky. Daľśım neparametrickým odhadem ROC křivky byla metoda založená
na jádrových odhadech distribučńıch funkćı. Výhodou této metody je schopnost aproxi-
movat ROC křivku hladkou křivkou, nevýhodou je pak nepř́ıznivý vliv hraničńıho efektu.

Parametrická metoda odhadu binormálńıho modelu a metoda nejlepš́ıho nestranného
odhadu senzitivity a specificity binormálńıho modelu pak na základě srovnáńı simulačńıch
studíı vycházej́ı jako nejpřesněǰśı. Nevýhodou metody nejlepš́ıho nestranné odhadu Se a Sp
je jej́ı výpočetńı náročnost.

Dále pak byly popsány metody intervalových odhad̊u ROC křivek. Také tyto byly
srovnány pomoćı simulovaných dat. Pozorovaná spolehlivost byla nejvyšš́ı u sdržené si-
multánńı oblasti, ale hranice této oblasti jsou podstatně širš́ı než u ostatńıch metod.

V následuj́ıćıch kapitolách je pak popsána problematika výpočtu plochy pod ROC
křivkou, která udává kvalitu testovaćıho kritéria, volba optimálńı klasifikačńı meze. Ka-
pitola 8 se zabývá testy statistických hypotéz o ROC křivkách, slouž́ıćıch k vzájemnému
srovnáńı test̊u.

Téma statistické analýzy ROC křivek je poměrně rozsáhlé. Tato práce přináš́ı po-
pis základńıch použ́ıvaných metod a jejich srovnáńı. Dále je možné se zabývat hledáńım
a úpravou jednotlivých metod pro konkrétńı praktické úlohy, nebo naopak pokračovat
v popisu nových metod na teoretické úrovni.
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[1] ANDĚL, J. Matematická statistika. SNTL/ALFA Praha, 1978.

[2] GREINER, M. - PFEIFFER, D. - SMITH, R.D.: Principles and practical application
of the receiver-operating characteristic analysis for diagnostic tests. In Preventive
Veterinary Medicine 45. p. 23-41, 2000
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12 Seznam použitých zkratek a symbol̊u

AI asymptotický interval spolehlivosti

AUC area under curve

B odhad binormálńıho modelu ROC křivky

EM empirická ROC křivka

J Youden index

JO jádrový odhad ROC křivky

JSR simultánńı sdružena oblast spolehlivosti

K nejlepš́ı nestranný odhad senzitivity a specificity binormálńıho modelu
podle Kolmogorova

PL po částech lineárńı ROC křivka

ROC receiver operating characteristic

Se senzitivita

SI simultánńı interval spolehlivosti

Sp specificita

a sloupcový vektor reálných č́ısel

a′ transponovaný vektor

A′ transponovaná matice

A−1 inverzńı matice

|A| determinant matice

B systém borelovských množin

EX středńı hodnota náhodné veličiny X

varX rozptyl náhodné veličiny X

F−1 inverzńı distribučńı funkce

Rm reálný m-rozměrný prostor

P (a|b) podmı́něná pravděpodobnost jevu a za podmı́nky b

Θ parametrický prostor

Ω prostor elementárńıch jev̊u

45



46



13 Seznam př́ıloh

1. CD s implementaćı jednotlivých algoritmů v jazyce MATLAB.

2. Tabulka kritických hodnot pro jednovýběrový K-S test.

3. Tabulky výsledk̊u simulačmı́ch studíı.
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14 př́ılohy

Tabulka 10: Kritické hodnoty pro jednovýběrový Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test

49



50



n
=

20
n

=
40

n
=

10
0

n
=

20
0

n
=

80
0

M
et

o
d
a

R
M

S
E

st
d

R
M

S
E

st
d

R
M

S
E

st
d

R
M

S
E

st
d

R
M

S
E

st
d

n
0

=
n

1
0.

13
46

0.
04

19
0.

09
35

0.
02

79
0.

05
81

0.
01

72
0.

04
11

0.
01

15
0.

02
04

0.
00

59
E

m
p
ir

ic
k
á
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eá

rń
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ń

ıh
o

m
o
d
el

u
3n

0
=
n

1
0.

10
37

0.
04

25
0.

07
20

0.
03

01
0.

04
53

0.
01

94
0.

03
30

0.
01

38
0.

01
57

0.
00

68
R

O
C

k
ři
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š́ı

n
es

tr
an

n
ý
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