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ABSTRAKT

Predklddanad bakalatska prace se zabyva problematikou komplexnich potencidld v
izotropni rovinné pruznosti. Hlavnim cilem prace je ziskat slozky tenzoru napéti a vektoru
posuvu, které popisuji pruzné chovani télesa. Tento problém je primdrné ¥eSen v matem-
atické rovinné pomoci Airyho funkce napéti a Muschelidviliho komplexnich potencidli.
Prace je doplnéna o potfebnou teorii pruznosti a na zavér je ukazano konkretni feseni
tlohy hranové dislokace v nekoneéném prostfedi a porovnani jejich vysledkii s vysledky
ziskanymi pomoci MKP (metody kone¢nych prvki).

KLICOVA SLOVA

Muschelidviliho komplexni potencial, Airyho funkce, dislokace, osaméld sila, biharmonicka
rovnice

ABSTRACT

The presented Bachelor Thesis investigates the problem of the complex potentials in
the isotropic elasticity. The objective of the work is acquiring the components of the
stress tensor and the displacement vector which describe the elasticity of continum.
This problem is primarily solved on the mathematical level by means of the Airy stress
function and the Muschelishvili “s complex potentials. The thesis is supplemented with the
necessary theory of the elasticity and finally the concrete solution of the edge dislocation
in the infinite domain is demonstrated and compared with the results acquired by FEM
method.

KEYWORDS

Muschelishvili ‘s complex potential, Airy function, dislocation, force alone, biharmonic
equation
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Uvod

Teorie komplexnich potenciali je jedna z metod matematické teorie rovinné pruznosti
vyuzivajici funkci komplexni proménné a jejich specifickych vlastnosti, které popis
danych problému znacné zjednodusuji. Prestoze se v dnesni dobé vyuziva k reseni
uloh pruznosti prevazné numerickych metod, jako napt. MKP (metoda koneénych
prvku), tak teorie komplexnich potencidli ma své nezastupitelné misto v proble-
matice rovinnych tloh pruznosti a vypliuje mezeru mezi klasickym a numerickym
pristupem a to zejména pii feseni uloh, ve kterych se vyskytuje singularita v zatizeni
(napr. osaméld sila) nebo geometricka singularita (napft. dislokace).

Ideu uziti funkei komplexni proménné pti feSeni biharmonického problému poprvé
popsal francouzsky matematik E. Goursatem v roce 1896. Komplexni proménou do
matematické teorie rovinné pruznosti zavedli i mnozi daldi, uvedme napt. Leviho,
Kolosova a zejména N. I. Muschelisviliho.

Predkladana bakalarska prace se zabyva popisem problematiky komplexnich po-
tencidli a aplikaci na nékteré tlohy rovinné pruznosti. Cilem pruznosti je popis
chovani télesa pti vnéjsim zatizeni a k tomu potiebujeme znat slozky tenzoru napéti,
pripadné vektoru posuvu, které toto chovani popisuji. Najit slozky tenzoru napéti a
posuvy je tedy i cilem teorie komplexnich potencialu.

Struktura préace je nasledujici. Prvni kapitola popisuje problém feSeni rovnic
rovnovahy a kompatibility pfi danych okrajovych podminkach. Tato tloha je za-
kladnim problémem pruznosti a je zde ukazan jeji prevod na biharmonickou funkci
a nasledné vyjadreni této funkce pomoci komplexnich potencialu. Na konci kapi-
toly je odvozeno vyjadreni slozek tenzoru napéti a posuvu pomoci komplexnich po-
tencialt. V druhé kapitole je ukazan jeden ze zpusobu jakym lze nalézt komplexni
potencialy. Tato tloha je obecné velmi narocnd. Tvar komplexnich potencialu je dan
charakterem tulohy a zde bude uvedeno odvozeni pro ptripad izolované sily a hranové
dislokace. Posledni kapitola je vénovana aplikaci teorie komplexnich potencidlu na
konkretni tilohu a porovnani vysledku s vysledky ziskanymi pomoci MKP. Prace ob-
sahuje i dva dodatky. V dodatku A jsou pripomenuty potifebné matematické pojmy

a dodatek B obsahuje nutné minimum teorie pruznosti.



Kapitola 1

Aplikace funkci komplexni
promeénné na teorii rovinné

pruznosti

V této kapitole vyjadiime vztah mezi biharmonickou funkei (tzv. Airyho funkei) U
a slozkami tenzoru napéti o, 04y, 0yy, piipadné slozkami vektoru posunuti u,, u,.
Dale vyjadiime Airyho funkci U pomoci vhodnych funkci komplexné proménné ¢
a 1, tzv. Muschelisviliho komplexnich potencidli. Vyznamem jednotlivych pojmt
rovinné pruznosti se v této kapitole nebudeme zabyvat, struc¢ny popis, jejich fyzikalni
vyznam a souvisejici matematické vztahy jsou uvedeny v dodatku A a B. Veskeré

definice, véty a jejich dukazy lze nalézt napt. v [1,[2],[3].

1.1 Airyho funkce jako reSeni rovnic rovnovahy a
kompatibility

Definice 1.1 Télesem T nazyvdime otevrenou souvislou mmnozinu, jejiz hranice je
tvorena konecnym poctem po castech hladkijch, jednoduchyjch krivek konecnich, u-

zavrengch, nebo jednoduchich krivek nekonecénych.

Jako téleso T' budeme dale uvazovat téleso jednoduse souvislé, coz je téleso, jehoz
hranice je tvorena pravé jednou kiivkou vyhovujici podminkam definice [1.1]
Meéjme v télese T slozky tenzoru napéti 04y, 05y = 0ye, 0yy a nulové objemové

sily, pak rovnice rovnovdhy a kompatibility muzeme psat ve tvaru



004, 00gy

=0
Ox oy ’
0oy Ooy,
= 1.1

A(ozy + 0yy) = 0.

Pusobi-li na hranici télesa vnéjsi sily, tak slozky tenzoru napéti musi navic
spliiovat néjaké podminky na hranici télesa, tzv. okrajové podminksy.

Resen{ soustavy rovnic spliujici dané okrajové podminky je obecné znaény
problém a to i u jednoduchych tloh, proto feseni hledame pomoci tzv. btharmonické
funkce U(x,y), kterd spliuje rovnici

4 4 4
NV P »
jejiz prvni derivace vyhovuji pfedepsanym okrajovym podminkdm. Funkeci U nazy-
vame Airyho funkci.

Vztah mezi rovnicemi rovnovahy a kompatibility a Airyho funkci

popisuje nasledujici véta.

Véta 1.1 Necht T je jednoduse souvislé téleso. Pak nutnd a postacujici podminka,

aby v T existovaly funkce 044, 04y, 0y, se spojitymi druhymi derivacemi a vyhovugici
rovnicim

004, 00gy

=0
Ox oy ’
00y | 0oy 0
Ox oy

A0y +0yy) =0

je, aby v télese T existovala Airyho funkce U(z,y), pro kterou plati

U U U

Oxx A o Opy = — (2 s o - 5 9
Oy? v 0xdy W Ox?

Véta tedy tvrdi, ze pokud je v télese T' néjakd napjatost (slozky tenzoru napéti
Oz, Oy, Oyy), tak ji odpovidd ur¢itd Airyho funkce a naopak.

(1.3)

1.2 Vyjadreni Airyho funkce pomoci holomorfnich

funkci

Definice 1.2 Komplexni funkce f(z) = u(x,y) + iv(x,y), kterd je definovand na
néjaké oblastt G C C, se nazyvd holomorfni funkci, pokud existuji parcidalni derivace



Ou Ou v 0 s Ty ., o
o B_Z’ o 8—;, které jsou spojité a vyhovuji vztahum

Ju _dv v _ du (1.4)
or 0Oy Ox dy
Vztahy ((1.4) jsou tzv. Cauchy-Riemannovy podminky. Pokud jsou vSechny podminky
definice splnény, tak derivace f’(z) muze byt vyjadiena v libovolném z téchto

ctyt tvaru

_8u Ov Ov Ou Ou Ou Ov _Ov

Fe) = 5o +ige = g —igt = S =iz

ox 18x dy 0dy Or 0Jdy 0Oy + 18x (15)

Holomorfni funkce f(z) mé vlastnosti:
1. soucet, soucin a podil dvou holomorfnich funkei je opét funkce holomorfni,
2. derivace holomorfni funkce je holomorfni funkce,
3. integrace holomorfni funkce je holomorfni funkce,
4. holomorfni funkci v oblasti C tvaru mezikruzi se stredem v zy lze rozvinout v

tzv. Laurentovu Tadu

kde
1 f(2)

* 7 omi oc (2 — 20)F*!

kde OC je libovolna kruznice se stiedem v zg lezici v C,

a dz,

5. Redlna cast u(z,y) a imaginarni ¢ast v(z,y) holomorfni funkce f(z) jsou har-

monické funkce,

Definice 1.3 Redlnou funkci u(x,y) nazveme harmonickou funkci v néjaké oblasti
G C R?, md-li u(z,y) v G spojité parcidlni derivace proniho a druhého Fddu a

vyhovuje tzv. Laplaceové rovnici

’u  0*u

@ + a—y2 =0, (1.6)

pro kazdy bod [z,y] € G.
Rovnici ([1.6)) ¢asto zapisujeme pomoci tzv. Laplaceova operdtoru A
Au(z,y) = 0.

Harmonicka funkce mé tuto dulezitou vlastnost: Mame-1li harmonickou funkei u(x, y),
pak k ni muzeme snadno nalézt funkci harmonicky sdruzenou v(x,y) vyhovujici
Cauchy-Riemannovym podminkam ([1.4)) tak, ze plati

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

10



kde f(z) je funkce holomorfni. Tedy plati

u(r,y) = Re[f(2)], (1.7)

kde u(z,y) je funkce harmonickéd a f(z) funkce holomorfni.

Problém feseni soustavy rovnic jsme pomoci véty |1.1| pfevedli na jednodussi
problém najit Airyho funkci U. Obecné je i tento problém velmi slozity a proto se
jej opét snazime prevést na problém jednodussi a to zavedenim komplexnich funkei
©(z) a x(z), které musi splnovat dané okrajové podminky.

Poznamka: Funkce ¢(z) a x(z) se nazyvaji téz komplexnimi potencidly nebo tzv.
Muschelisviliho komplexnimi potencialy.
Vztah mezi Airyho funkci U a komplexnimi potencidly ¢(z) a x(z) vyjadiuje

nasledujici véta.

Véta 1.2 Necht U(z,y) je biharmonickd funkce (Airyho funkce) definovand na
jednoduse souvislém télese T. Pak existuji holomorfni funkce p(z), x(z) vT takové,
ze

U(z,y) = Re[zp(2) + x(2)]. (1.8)
Dikaz: Polozme P(x,y) = AU(z,y). Pak funkce P(x,y) je harmonickd, protoze
plati AP = AAU = 0. Podle vztahu existuje funkce k(z) holomorfni v 7'

takova, ze

P(x,y) = Re[k(2)].
Funkce £(2) je tedy ve tvaru
k(2) = P(z,y) +iQ(z,y).

Polozme

olz) = i/ w(2) da, (1.9)

kde zg a z jsou body télesa T'. Funkce ¢(z) je holomorfni v T (T je jednoduse souvislé

téleso) a plati pro ni ¢/(z) = 1x(z). Déle necht

©(2) = p(x,y) +iq(z,y)

a tedy derivaci funkce ¢'(z) muzeme vyjadrit podle ([1.5)) ve tvaru

;o Op  .0q
O'(z) = aqulax. (1.10)
Zaroven vsak dle ((1.9) plati
, 1 1 _
¢(2) = 15(2) = 1(P(e.y) +1Q(.)). (111)

11



Funkce ¢(z) je holomorfni, takze splnuje Cauchy-Riemannovy podminky ((1.4) a

porovnanim ((1.10)) a ((1.11)) dostdvame

dp 0q 1 dp dq 1

Z-g-iP m--g--7@ (1.12)

Déle budeme hledat funkci U(x,y) ve tvaru
Ulz,y) = ap(z,y) +yq(z, y) +r(z,9),

kde r(z,y) je harmonicka funkce. Z vlastnosti holomorfni funkce ¢(z) plyne har-

moni¢nost funkci p(x,y) a ¢(x,y) v T a ukdzeme, ze plati

AlU(z,y) — zp(z,y) — yq(z, y)] = 0. (1.13)

Podle predpokladu je P(z,y) = AU(x,y), takze vyraz na levé strané rovnice ({1.13)

op Oq Pp  0*p 0%¢ 0%
P2 /A IR (e T ) I e
(8:& + ay) (8:1:'2 + y? N\oe ™ oy? )’
coz podle ([1.12)) a podle ([1.6)) je identicky rovno nule. Rovnice (|1.13)) je tedy splnéna
tehdy a jen tehdy, kdyz

je roven

U(z,y) = ap(z,y) +ya(z,y) +r(z,y), (1.14)

kde r(x,y) je harmonicka funkce. Funkce U(x,y) je dle pfedpokladu biharmonickd
(Airyho). Toho jsme vyuzili pii konstrukei funkce x(z - je primo vidét,
ze AAU = 0. Protoze r(z,y) je harmonickéd funkce, tak pro ni plati Ar = 0 a i
AAr = 0. Dale p i ¢ jsou harmonické, takze

8p dq
A =2
(zp + yq) { pe ay]
a zaroven plati
op 0 dg 0
Ap) = A— Aq) =
or 8:6( p) =0, oy (9y( a) =0

Protoze funkce r(z,y) je harmonickd, tak podle (L.7)) existuje v 7" holomorfn{ funkce
x(z) takova, ze
r(z,y) = Re[x(2)].
Dale
zp + yq = Re[zp(2)],
nebot plati
zp(2) = (x —iy)(p +iq) = (zp + yq) +1(zq — yp).
Nasli jsme tedy holomorfni funkce ¢(z) a x(z) takové, ze

U(x,y) = Re[zp(2) + x(2)],

coz jsme chtéli dokazat.

12



1.3 Vyjadreni ruznych vyrazi pomoci funkci na-
pjatosti

Definice 1.4 Funkcemi napjatosti se rozumi funkce U(z,y), p(2), x(2) a jejich de-

rivace.

Déle pro komplexni potencidly (Muscheligviliho komplexni potencidly) zavedeme

znaceni
D(2) = ¢'(2), P(2)=x'(2), ¥=9(2). (1.15)
Nyni vyjadiime vztahy pro vypocet slozek tenzoru napéti o, 04y, 04y, POSUVL
Uz, Uy & slozek vysledné sily F,, F, pusobici podél kiivky s koncovymi body a a b

piimo pomoci funkei napjatosti (bez nutnosti uziti funkce U).

Véta 1.3 Méjme v télese T definoviany funkce napjatosti U(z,y), ¢(z), x(z). Pak

plati nasledugici vztahy

T tin = )+ + 9, (1.16)
Fo+iFy, = —i([p() + 20 () + 0L (1.17)

2u(us +1uy) = Kp(z) = 2¢'(2) — (2), (1.18)

Ope + 0y = AU =2(¢'(2) + ¢'(2)) = 4Re[®(2)], (1.19)

Oyy — Ope + 2104y, = 2(Z¢"(2) + ¢'(2)) = 2(ZP'(2) + V(z)), (1.20)

kde x spliuje vztah

k=3—4o
pro rovinnou deformaci nebo
3—o
R =
1+o

pro rovinnou napjatost. Konstanta o je materidlova konstanta a jeji fyzikalni vyznam
je stru¢né uveden v dodatku B.
Dtukaz: Necht U je Airyho funkce, pak podle (1.8)) plati

U(z,y) = Re[zp(2) + x(2)].

Protoze

2Relx(2)] = x(2) + x(2), 2Re[zp(2)] = Zp(2) + 200(2),

tak muzeme funkci U vyjadiit takto

2U =zp(2) + 2¢(2) + x(2) + x(2). (1.21)

13



Derivujeme-li ((1.21)) podle x a y dostaneme

oU _ _

25 = o+z¢ +o+ 20 + X + X, (1.22)
aU . — — - / N

28_y = i(—p+z+7—2¢ + X — X), (1.23)

kde jsme vyuzili vztahu pro derivaci

or 7 é?y_sp’ Ox Oy

1) Sec¢tenim rovnic ([1.22)) a (1.23)) ndsobenou vyrazem i a vyuzitim vztahu ((1.15))
dostaneme snadno rovnici (1.16]).

2) Rovnici dostaneme dosazenim do véty 2.7.1[ uvedenou v [1].

3) Rovnice plyne az na linearni ¢len ze vztahu a poznamky 3 k véte
2.6.1F uvedenou v [1].

4) Derivujeme-li ((1.22)) podle z

0*U _ - _
253 =20+ 2 20 2" X (1.24)
poté derivujeme ([1.23)) podle y
02U _ - _
i A (1.25)
a nasledné tyto dvé rovnice (|1.24)) a (1.25]) secteme, dostaneme vztah (1.19)), tedy
0?U  0*U — . :
a7 o 200 +¢) =200 +iq +p' —iq') = 4p" = 4Re¢] = 4Re[?],

5) Posledni rovnici ((1.20]) dostaneme derivaci rovnice (1.23) podle x

5 o’U
dydxr

i3~ 7+ X = X0,
poté od této rovnice odec¢teme rovnici (|1.24) nasobenou vyrazem i, tedy
—(Oy +i0yy) = —i(¢ + @ + 20" + X"). (1.26)

Podobné derivaci ([1.22)) podle y dostaneme

0*U — —
2 — (= /! _ 17 " _ 1/ .
920y i(Z" — 2" + X" = X")

b
P, +iF, = —i [g% —|—i%—ﬂa

22p(uy + iuy) = — (g—g + i%)

14



Tuto rovnici vyndsobime vyrazem —i a pficteme rovnici ((1.25)), ¢imz dostaneme

0z +iozy = (¢ + ¢ — 29" = X"). (1.27)
Vynésobenim rovnice (|1.26]) vyrazem i a rovnice ({1.27]) vyrazem (—1) a jejich sectenim
dostaneme vztah

Oyy — Oy — 2104, = 2(2? + 7)

Piechodem ke komplexné sdruzenym hodnotdm a vyuzitim vztahu (1.15]) dostaneme

ihned tvar .

Poznamka: V bodeé 3) predchoziho dikazu jsme tekli, Ze se v rovnici ((1.18)) neuvazuje
linedrni ¢len, ktery ma tvar 2u(iez +a+if). Funkce napjatosti lze volit tak, ze tento
clen je jiz zahrnut ve vyrazu ro(z) — 2¢'(2) — ¥(2) a vatah (1.18) tedy plati piesné.
Daéle budeme uvazovat, ze funkce napjatosti jsou vzdy takové, ze rovnice plati.
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Kapitola 2

Izolovana sila a hranova dislokace

V této kapitole nejprve ukazeme, jak se zméni tvar Mushelisvilo komplexnich po-
tencialu pii posunuti souradného systému a poté odvodime konkrétni tvar Muscheli-
sviliho komplexnich potencidlu pro dva ptipady, pro izolovanou silu a pro hranovou

dislokaci. Veskeré definice, véty a jejich dukazy lze nalézt napt. v [2],[3],[6].

2.1 Pravidlo pro posunuti Muschelisviliho kom-

plexnich potenciala

Méjme néjaky souradny systém s pocatkem O. Necht je tento pocatek presunut do
bodu 2y = x¢ + iy a necht bod z = x +iy a bod z; = 1 +iy; je oznaceni jednoho a
téhoz bodu ve starém souradném systému a v novém souradném systému, pak pro

bod z = x + iy starého souradného systému plati vztah
z2 =21+ 2.

Tvar Muscheligviliho komplexnich potencidlu (|1.15) bude pfi posunu pocdtku sou-
fadnic O do bodu zy = x¢ + iy vypadat takto, viz [0]

O(2) = Di(2— 20), ¥(2)=U(z—20) — 2oV (2 — 20), (2.1)

kde Muscheligviliho komplexni potencidly ®4(z;), U1 (z1) maji stejnou funkei v novém

soutradném systému jako ®(z), U(z) ve starém souradném systému.

2.2 Muschelisviliho komplexni potencialy pro pri-

pad izolované sily

Nyni odvodime tvar Muschelisviliho komplexnich potencialu ¢ a 1 pro piipad izolo-

vané sily pusobici na téleso.
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Necht v pocatku souradného systému pusobi izolovand sila Fy = Fy, + iFp, a
necht jsou predepsany nasledujici okrajové podminky v pocatku soufadnic O a v
nekoneénu (z = 00), tedy:

1. v okoli pocdtku soufadnic O musi byt pole napéti v rovnovéze s Fy, a Fp,,

2. v okoli pocatku soufadnic O musi slozky posunuti u,, u, spliovat podminku

spojitosti,

3. pro bod z jdouci k nekonecnu (z = oo) musi pole napéti konvergovat k nule.

Nyni zavedeme symbol [ | takto

()] = /L af = [fI2 = f(5) — f(a).

kde L je libovolné mald smycka obklopujici pocatek souradnic O.
S vyuzitim symbolu [ | pak muzeme bod 1 predepsanych okrajovych podminek
vyjadrit takto
/dF / d(F, +iF,) = [F, +iF,)’ =
+ IF ) lF ( ) Foz + iFoy, (22)
kde
[F] = [F, +1iF)
je vysledna sila pusobici podél smycky L. Bod 2 predepsanych okrajovych podminek,
posunuti u = u, + iu, musi splinovat podminku spojitosti, nebo-li
20wy + iuy,] = 0. (2.3)

Bod 3, okrajovou podminku v nekoneénu (z = c0), muzeme psat ve tvaru

lim o, = lim o, = lim o, =0, (2.4)
|z|—00 |z| =00 |2| =00

kde
2] = Va? + 92
Muscheligviliho komplexni potencidly ¢(z) a 1(z) se hledaji pomoci (1.17]), (1.18]),

[2.2) a (2.4) ve tvaru

p(z) = Alnz, Y(z) = Blng, (2.5)
kde A, B jsou obecné komplexni konstanty

A=A +iA;, B = B;+1iB,.
Poznamka: Pritomnost osamélé sily zpusobi skokovou zménu v prubéhu napéti v

misté jejtho pusobeni (jako piiklad muzeme uvést piimy prut zatizeny osamélou
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silou). Toto nespojité chovani se dd popsat pravé funkei logaritmus z duvodu svych

vlastnosti v komplexnim oboru.

Konstanty A, B ziskdme uzitim rovnic (1.17), (1.18), (2.2)), (2.3) a (2.5)), kde

navic vyuzijeme vlastnosti logaritmu a symbolu [ ], tedy

nz] = [Inr+iglg" = 2mi,
[m} = [Int —ip]d™ = —27i.

Dosazenim predchozich vztaht do rovnic ((1.17)), (1.18)) ziskdme

2pfuy +iu,| = [/@gp(z) — 2¢/(2) — W} =rAllnz] — A E} — B[Inz]
= kA27mi+ B27i =0,
F+iF] = [-i(p()+ 20 + 9 )|
= —i(A@n7 + 4 E] + Bl
= —i(A27i — B2mi) = A2w — B2r = Fy, +iFy,,

kde

_ . ip 2 . A i
AlZ] =7 [::i@] =4 [€%]27 = [cos 2 + i sin 26]27 = 0.

Odtud pak soustava 4 rovnic o 4 neznamych

Re [kA2rmi + B2ni] =0, Im [kA27i+ B27i] =0
Re [A2mi + B2rn| = Fy, +iFy,, Im [A27i+ B2r| = Fy, +iF,,

jejimz feseni je

E E
P L W TR
2n(1+ k) 2n(1+ k)
B, = rFo, I{Foy

e g, Mo
or(1+k) 2 2n(l+k)

Konstanty A a B dosadime do predpokladaného feseni (2.5)) a ziskdme hledané
Muschelisviliho komplexni potencidly ¢ a 1 pro izolovanou silu pusobici v pocatku

souradnic O

F, kFy

(2 Fy,0) = man, Y(z; Fp,0) = T2t R

Inz. (2.6)
Zapis ¢(z; Fy,0) a ¥(z; Fy,0) znaci, ze izolovana sila F' mé pusobisté v pocatku

soutadnic O. Pomoci (1.15) a (2.6) dostaneme

F, kFy

D(z: F = — U(z: F =
(2 F0,0) 21(1+ k)2’ (23 Fo, 0) 2(1+ k)2

(2.7)
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Pokud bude izolovana sila pusobit v bodé zy = xg + iyy, tak musime vztahy diky

(2.7) transformovat pomoci (2.1))
Foy 1
D(z; Fi = 2.8
(ZJ 0720) 271_(1_'_%)2_207 ( )
kEFy 1 KkFy Zo
2n(1+k)z—20 27(1+kK) (2 —20)%

U(z; Fo, 20) (2.9)

Nyni mame hledané Muschelisviliho komplexni potencidly pro ptipad izolované

sily pusobici v bodé zy = x¢ + iyy. Pro ziskdni slozek tenzoru napéti o,,, 04y, oyy a

posuvi u, a u, staci dosadit vztahy (2.8) a (2.9) do rovnic (1.18)-(1.20]), které po

upravé muzeme psat ve tvaru

o~ e |mee) =226 (@]
X i 2//6 | Y
W | P2 =200 ()|
Y i 2[u ] ’

e = Re[20(z2) —zd'(2) — ¥(z)],

2.3 Muschelisviliho komplexni potencialy pro hra-

novou dislokaci

Nyni odvodime tvar Muschelisviliho komplexnich potencidli ¢ a 1) pro nespojitost
vektoru posunuti u = u, + iu, (hranovou dislokaci), ktery je z hlediska modelovani
trhlin casto vyhodnéjsi.

Necht u je vektor posunuti pro jehoz nespojitost podél ur¢ité polopifmky (pro

tzv. rovinnou hranovou dislokaci) plati
[u] = [uy +iuy| = b= b, +1b,,

kde b = b, + ib, je tzv. Burgersiv vektor, ktery urcuje velikost a smér posunuti u
na urcité poloptimce, kterou budeme dale nazyvat dislokacni poloprimkou. Symbol
[ | zde m4 stejny vyznam jako v piipadé izolované sily (¢ast 2.2) s tim rozdilem, ze
smycka L obklopuje nyni krajni bod polopiimky.

Okrajové podminky pro hranovou dislokaci muzeme formulovat nasledovneé:

1. vyslednice pole napéti podél uzaviené krivky obklopujici koncovy bod dis-

lokacni poloptimky musi byt nulova,
2. vysledné posunuti u podél uzaviené kiivky obklopujici koncovy bod dislokacni

polopfimky musi byt rovno Burgersovu vektoru dislokace b = b, + ib,,

19



b=b,+ib,

O Re z

Obrézek 2.3.1: Dislokace s Burgersovym vektorem b = b, + ib,, na dis-

lokacni poloptimce s koncovym bodem v pocatku souradnic.

3. pro bod z jdouci k nekonecnu (z = oo) musi pole napéti konvergovat k nule.
Necht koncovy bod dislokacni polopifmky je umistén v pocdtku soutradnic O,
pak bod 1 predepsanych okrajovych podminek lze vyjadiit s vyuzitim symbolu | |
takto
[F] = [F; +1F,] = 0.

Obdobné vyjadiime i druhou okrajovou podminku
[u] = [ug +iuy] = b = b, +1b,,.

Bod 3 okrajovych podminek je stejny jako v piipadé izolované sily (¢ast 2.2) a tedy
pro néj plati podminky ([2.4).

Nyni zavedeme symbol A takto

E
A= ST (2.10)

kde E a o jsou materidlové konstanty, jejichz fyzikalni vyznam je strucné podan v
dodatku B.

Formalné je tiloha pro hranovou dislokaci totozna s tilohou izolované sily. Budeme-
li tedy sledovat stejny postup jako v pripadé tlohy pro izolovanou silu (Cast 2.2),
tak komplexni potencialy ¢ a 1) budeme hledat ve tvaru

©(2;b,0) = —iXbInz, (z;b,0) =i\bInz, (2.11)

Zapis ¢(z;b,0) a1)(z;b,0) oznacuje, ze Burgersuv vektor b nalezi dislokaéni polopiimce,
jejiz koncovy bod lezi v poc¢atku soutadnic O. Pomoci ([1.15)) a (2.11]) ziskame

1 -1
O(2:5,0) = —i)\b;, U(z;0,0) = i)\b;. (2.12)
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Pokud presuneme koncovy bod dislokaéni polofimky z pocatku souradnic O do
bodu zy = x¢ + iy tak pomoci transformaéniho pravidla (2.1) a (2.12)) dostaneme
nasledujici tvar Muschelisviliho komplexnich potencidlu ¢ a 1 pro dislokaci v bodé
2, s Burgersovym vektorem b = b, +ib,

b b Z0

. . T 20
d(z:b = —iA U(z: b =i\ Ab—-——. 2.1
(27 )ZO) 1 P ZO, (Za 7ZO> 1 z — 20 +1 (Z _ Zo)z ( 3)

Nyni mame hledané Muschelisviliho komplexni potencidly pro ptfipad hranové
dislokace s koncovym bodem disloka¢ni poloptimky v bodé zg = z¢+iyg. Pro ziskani
slozek tenzoru napéti 0,4, 04y, 0yy a posuvl u, a u, staci jako v predchdzejici uloze

(¢ast 2.2) dosadit (2.13)) do téchto rovnic

L pe| ) = 22E) 96|
xX i 2/,[/ _7

L | me2) = 28 - 96|
Y 2 | )
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Kapitola 3

Diskuse - hranova dislokace v

nekoneé¢ném prostredi

V této kapitole aplikujeme dosazené vysledky z predchozich kapitol na konkretni
ulohu. Konkrétné tedy Muschelisviliho komplexni potencidly pro hranovou dislokaci
(¢ast 2.3) na tlohu hranové dislokace. Uvedeme formulaci dlohy, jeji analytické fesent

a srovnani s vysledky dosazenych pomoci MKP (Metody koneénych prvku).

Formulace problému

Uvazujme hranovou dislokaci v komplexni roviné zadanou dle obrazku 3.1. Velikost
hranové dislokace popisuje Burgesuv vektor b = b, + ib, (viz ¢ést 2.3), ktery v
tomto ptipadé ma velikost b = 0, 2i. Déle uvazujme nekonecné téleso,které je tvoreno

homogennim, isotropnim, linearné elastickym materidlem s témito charakteristikami:
E =200 GPa, o =0,3,

kde F je tzv. Younguv model pruznosti a ¢ je Poissonovo ¢islo.

Nasim cilem je nalézt prubéhy pro slozky tenzoru napéti podél kladné osy x a y
(042 a 0yy) pomoci Muscheligviliho komplexnich potencidltu a nésledné je porovnat
s hodnotami napéti ziskanych pomoci MKP. Hodnoty slozek tenzoru napéti budeme

hledat v tezu, ktery je veden ve sméru kladné osy = (viz obr. 3.1).

Reseni
Hodnoty F a o dosadime do vztahu pro A (2.10) a tu nasledné dosadime do vztahtu
pro komplexni potencidly (2.12]). Takto ziskané tvary Muscheligviliho komplexnich

potencialu jiz jen dosadime do rovnic pro o, a oy,.
Owe = Re[20(z) —z®'(z) — U(2)],
oy = Re[20(z) +29'(z) + ¥(2)].
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Obrazek 3.1: Hranova dislokace v nekoneéném prostiedi s korenem dis-

lokace v pocatku soutadnic.

Hodnoty z téchto vyrazu vyneseme do grafu spoletné s ptislusnymi hodnotami
ziskanych pomoci MKP. Pro o,, je prubéh napéti zaznamendn v grafu 3.2 a pro
0. v grafu 3.3.
Srovnani vysledku: Z grafu 3.2 popisujici prubéh napéti o,, podél osy y je pa-
trné, ze v oblasti blizké korenu dislokace (pocatek souradnic) se numerické Feseni
zaCina znacné lisit od FeSeni analytického a to z duvodu singularity v kofenu dis-
lokace, kterd nejde pomoci MKP namodelovat (v tomto bodé by hodnota napéti
méla byt v nekonecnu). Naopak ve vzdédlenosti 8 — 25 mm od pocédtku souradnic
jsou vysledky ziskané analyticky i numericky témér shodné. Ve vzdalenosti vétsi
nez 25 mm zacinaji byt hodnoty ziskané numericky znacné nepiesné, dokonce v
dostatecné vzdalenosti od pocatku souradnic (cca 50 mm) dostdvame zaporné hod-
noty napéti. Tato chyba je zpusobena modelem, ktery na hranici télesa musi mit
predepsanou okrajovou podminku oproti nasemu predpokladu nekoneéného télesa.
Pro prubéh napéti o,, podél osy x (graf 3.3) plati stejné zavéry s tim rozdilem, ze
zde oblast ve které se hodnoty ziskané analyticky a numericky pftilis nelisi je vétsi
(cca 8 — 55 mm).
Poznamka: Analyticky ziskané hodnoty napéti byly vypocitany za pomoci pro-
gramu MAPLE a pro srovnani byly pouzity hodnoty ziskané numericky pomoci
MKP. Tyto hodnoty byly prevzaty z opor volitelného predmétu Viypoctové mode-
lovani metodou konecnijch prvku v programovém systému ANSYS, ktery je vyucovan
na fakulté strojniho inzenyrstvi VUT Brno. Popis modelu:

e model geometrie: dvourozmeérnd tloha (rovinnd napjatost), téleso o poloméru

r = 200 mm,

e model materidlu: isotropni, homogenni, linearné elastické kontinuum s ma-
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teridlovymi charakteristikami £ = 200 GPa, ¢ =0, 3,

e okrajové podminky: na hranici télesa byl omezen kolmy posuv,

e dislokace byla simulovana rozevienim télesa o 0,2 mm,

e hustota konecnoprvkové sité v okoli singularity byla 0,1 mm.

Grafy pribéhu napéti
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Graf 3.2: Prubéh napéti oy, podél osy y.
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Graf 3.3: Prubéh napéti o,, podél osy x.
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Zaver

Bakalaiska préce si kladla za cil seznameni se s teoretickymi zaklady funkei kom-
plexni proménné a tzv. Muscheli§viliho popisem problému rovinné pruznosti po-
moci komplexnich potencidlu a nasledné aplikovat teorii komplexnich potencialu na
nékteré tlohy rovinné pruznosti - hranova dislokace, osaméla sila.

Téchto cilu bylo dosazeno nasledovné. V prvni kapitole bylo popsano feseni
rovnic rovnovahy a kompatibility ptfi danych okrajovych podminkéach a to pomoci
tzv. Airyho funkce, kterou jsme nasledné vyjadrili pomoci komplexnich potencidlu
a na konci kapitoly bylo odvozeno vyjadreni ruznych vyrazu pomoci komplexnich
potencialu. Druhé kapitola se zabyvala konkretnim hledanim tvaru komplexnich po-
tencidlu pro piipad izolované sily a hranové dislokace. Ve treti, posledni kapitole
byla pak na konkretni 1loze hranové dislokace ukazana aplikace komplexnich po-
tencidli. Vysledné hodnoty slozek tenzoru napéti o, a oy, ziskané analytickym
vypoctem byly spoleéné s vysledky ziskanymi pomoci metody MKP zaneseny do
grafu a srovnany. Srovnani ukazalo, ze metoda kone¢nych prvku byla dle ocekavani
nepresnd v blizkém okoli singularity v poc¢atku souradnic, kde byl umistén koten
dislokace a dale dochazelo k nepresnostem pokud jsme se blizili k okraji télesa a to z
duvodu predepsanych okrajovych podminek ve vypoctovém modelu (pro analyticky

vypocet jsme uvazovali nekonecné téleso).
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Priloha A
Vybrané matematické pojmy

V této priloze je struéné podan dopliujici vyklad matematickych pojmu, které byly
pouzity v predchozich kapitoldch. Uvedené definice 1ze nalézt napt. v [1],[2],[4],[7].

Oteviena mnozina: Mnozina M obsahujici pouze vnitini body M = intM. To
znamena, ze nalezi-li néjaky bod A mnoziné M, pak do ni spada i celé okoli bodu
A neboli

M je oteviend, pokud pro VA € M, JO(A,r) takové,ze O(A,r) C M.

Souvisla mnozina: Mnozinu nazveme souvislou, kdyz kazdé dva jeji body muzeme

spojit lomenou ¢arou lezici v této mnoziné.

Hranice mnoziny: Mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny M, coz jsou body
pro které plati, ze kazdé jejich okoli obsahuje alespon jeden bod patiici do M a

alespon jeden bod nepatiici do M nebo-li

A je hrani¢éni bod, pokud A € M : VO(A,r) plati, ze 3 bod a € O(A,r) takovy, ze
a € M a soucasné 3 bod b € O(A,r) takovy, ze b ¢ M.

Laplacetiv operator A: Je diferencialni operator pro ktery plati
A= —,
; ox?

pro n-rozmérny prostor, specialné pak pro dvojrozmérny prostor

0? 0?
A=— 4 —.
0x? * 0y?
Jednoduchd, kone¢na, po castech hladka, uzaviena kiivka : Je souhrn bodu

o soutadnicich z,y vyjadfenych rovnicemi v parametrickém tvaru

r=u(t), y=uy),
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kde t € (a, f) a soucasné —oo < a < f§ < oo. Navic pro funkce z(t) a y(t) plati:
1. Funkce z(t), y(t) jsou v («, ) spojité a maji zde po ¢astech spojitou derivaci,
2. Derivace 2/(t),y'(t) nejsou nikde soucasné rovny nule (plati i pro body, kde
existuje jen derivace zprava ¢i zleva),
3. z(a) =z(8), yla)=y(pB),

4. Pokud soucasné plati

w(ty) = x(t2), y(t) = y(ta),

pak t,t5 jsou krajni body intervalu (a, 3).
Vlastnost 1 a 2 vyjadiuje po c¢astech hladkost kiivky, vlastnost 3 poukazuje na

uzavienost a posledni vlastnost 4 vyjadiuje jednoduchost (kiivka se neprotind).

Nekonecna kiivka: Je to souhrn bodu o soutadnicich z,y vyjadienych rovnicemi

ve tvaru
r=ux(t), y=uyt),

kde t € (—o0, 00), pficemz funkce z(t) a y(t) maji nésledujici vlastnost:

lim [22(t) + y*(t)] = oo.

t—+o00

Pokud budeme navic pozadovat jednoduchost a po castech hladkost, tak plati vla-

stnosti 1, 2 a 4 stejné jako u kiivky konecné.

Podtéleso: Podtélesem télesa T nazyvame otevienou podmnozinu télesa T, ktera
vyhovuje podminkdm definice télesa (¢ast 1.1, definice [1.1)).

Smycka: Smycka je jednoducha, konecna, po ¢astech hladka, uzaviena kiivka, ktera

obklopuje néjaky bod.

Tenzor: K zavedeni pojmu tenzor budeme potiebovat nésledujici transformaci: Uva-

zujme n-dimenzionalni euklidovsky prostor R™ a ortogonalni transformaci R” — R,

x =X, x=(r1,...,2,), X = (2,...,2]). Pak plati
x;:aija:j—i-cg (7;:1,...,77,), (Al)
kde matice (a;;) je ortogondlni a n-tice ¢’ = (cq, ..., ¢,) udava souradnice pocatku

necarkovane soustavy soutradnic v ¢arkované soustavé soutadnic.
Tenzorem N-tého tddu (N = 1,2,3,...) rozumime zobrazeni z mnoziny vsech

kartézskych soustav souradnic do mnoziny N-dimenziondlnich matic T

T=(T; iy) (k=12,....n Vk=1,2,...,N),
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které pti transformaci (A.1) vyhovuje vztahum

T! T

i = iggy - Qingn T i
Tenzor 2. fadu ma pak v n-dimenzionalnim prostoru R” tvar
T=(T,,.,) ((xr=12...,n)
a s vyhodou lze k jeho vyjadieni vyuzit maticovy zapis
Ty ... T,
T=]: :
T .. T

Tenzor T pii transformaci (A.1)) vyhovuje vztahum

T! T

injia = Qingi Gizjatj1,ja-
Tenzor 2. tadu T = (T; ;) nazveme symetrickym, pokud plati T} ; = Tj,;. Pokud plati

T; ; = =T}, tak ho oznacujeme jako tenzor antisymetricky.

Totalni diferencidl: Necht ma funkce f(xy,...,z,) v okoli bodu A = [ay, ..., a,]
spojité parcidlni derivace, pak totalnim (iplnym) diferencidlem funkce f v bodé A

oznacujeme vyraz

9f(A) 9f(A) 9f(A)
df(A) = d d d
f(4) o, At gt 5 —da,
kde diferencidl dz; = z; —a; (i = 1,...,n). Totalni diferencidl funkce v bodé
A = lay,...,a,| predstavuje rozdil mezi hodnotou funkce a jeji te¢nou rovinou v

bodé A, pokud prejdeme do bodu A = [ay + dxy, ..., a, + dz,).
Diferencidly vyssich fadu ziskame jako diferencidly z diferencialu tedy plati
) 0 ) d
df™(A) = =—d —d coo+ —dz, | (A),
f( ) (axl .’E1+ax2 To + +axnl’) ( )

kde m je rad diferencialu.

Taylorav rozvoj (fce vice proménnych): Ma-li funkce f(xy,...,z,) v bodé
A = [aq,...,a,] derivace az do tadu n, pak lze Tayloruv rozvoj fadu n funkce f v

okoli bodu A zapsat pomoci totalnich diferencidlu df takto

LA APE)

kde R,41 je Tayloruv zbytek. Pokud nas zajima pouze linearni c¢ast Taylorova

rozvoje, pak ma tvar

flx1,...,zn) = f(A) + ——.
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Priloha B
Vybrané pojmy z pruznosti

Pruznost se zabyva télesy a jejich chovanim pfi jejich vnéjsim zatezovani. K tomu,
abychom mohli predpovidat chovani télesa (napt. zda dojde k poruseni télesa)
potifebujeme zndt tzv. pole napéti a deformace v tomto télese (témétr ve vSech
piipadech). Fyzikélni vyznam téchto pojmu a pojmu s nimi souvisejicich struéné
popiseme v nésledujicim dodatku. Veskeré definice, véty a jejich dukazy lze nalézt
napi. v [1],[4],[5].

Obecné napéti: Obecné napéti fa je silové pusobeni (na zékladé principu akce
a reakce) v bodé A tezu w télesa T, které je néjakym zpusobem zatizené vnéjsimi
silami a ve statické rovnovéaze (nepohybuje se). Obecné napéti fo ma tyto vlastnosti:
1. fao zavisi na:
e tvaru télesa T', fezu w a poloze bodu A v télese,
e vlastnostech soustavy vnéjsich sil IT (vnéjsiho zatizeni),
e vlastnostech materidlu télesa,
2. pokud maji fezy w;, které prochazeji bodem A stejnou normaélu, tak obecna
napéti fo jsou stejna,

3. obecné napéti fa je linedrni kombinaci jednotkovych vektoru e, v bodé A, tj.
fA = T(rel’h

kde T, je tenzor napéti (tenzor 2. radu),
4. nahradime-li silovou soustavu II jinou silovou soustavou staticky ekvivalentni
Iz, potom je obecné napéti (tim i napjatost) pro oba piipady obecné ruzné.
7 vlastnosti 3 plyne, ze pokud zname tenzor napéti T, v bodé télesa, tak zname
obecné napéti pro vSechny tezy, které lze danym bodem vést.
Vlastnost 4 by prakticky znemoznila feSeni napjatosti (i deformace) u vétsiny
uloh. Ukazuje se vSak, ze nahrazeni silové soustavy Il silovou soustavou staticky

ekvivalentni Il je mozné, protoze napjatost je porusena jen v urcité oblasti okolo
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mista statické ndhrady. Tuto skutecnost vyjadiuje tzv. Saint-Venantuv princip (viz

nize).

Napjatost v bodé téleseﬂ: Mnozina obecnych napéti ve vSech fezech w, které 1ze

timto bodem vést. Napjatost v bodé télesa je urcena tenzorem napéti T, v tomto

bodé.

Napjatost télesa: Mnozina napjatosti ve vSech bodech télesa. Je urcena ten-

zorovym polem napéti (tj. mnozina tenzoru napéti pro viechny body télesa).

Homogenni napjatost télesa: Nastava tehdy, pokud napjatost ve vSech bodech

télesa je shodna, nebo-li tenzory napéti ve vSsech bodech jsou shodné.

Tenzor napéti: Je symetricky tenzor 2. fadu (viz pfiloha A, tenzor), ktery je
vztazen na téleso po deformaci. Lze ho zapisovat jako matici symetrickou vzhle-

dem k hlavni diagondle, tedy plati 0,y = 0ys, 00 = 0.0, 0y, = 02y

Ozz Ozy Ogzz
T, =|0y 0y 0y |

Ozx Ozy Oz

Slozky 044, 0yy, 0., nazyvame normalové slozky napéti a 0, 0., 0, nazyvame tecné
slozky napéti. Uvedeny tenzor je pro piipad obecné napjatosti, v pripadé rovinné
napjatosti ma tenzor tvar

Ogx  Ogxy

T, =

U

Oyz  Oyy

kde ostatni slozky tenzoru jsou nulové.

Saint-Venantiv princip: Nahradime-li silovou soustavu II soustavou staticky ek-
vivalentni I1g v okoli bodu A télesa, pak napjatost télesa bude prakticky stejnd pro
obé zatézovaci soustavy s vyjimkou jisté oblasti Ts obsahujici bod A (viz obr. B.1).

To znamend, ze pokud pro posouzeni chovani télesa neni rozhodujici oblast T,
kde je napjatost porusena, pak muzeme pouzit staticky ekvivalentni silovou sousatvu
[1g namisto puvodni silove soustavy II. Saint-Venanttuv princip tedy umoznuje:

1. zavedeni tzv. osamélé sily,

2. zavadét vypoctové modely styku téles,

3. Tesit napjatost a deformaci vazaného télesa ve dvou krocich a to fesenim

rovnovahy télesa jako celku a pak fesenim napjatosti a deformace uvolnéného

télesa.

'Napjatost= stav vnitinich sil v bodé télesa
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Obrazek B.1: Saint-Venantuv princip. Mimo oblast T je rozdil v napéti
o od puvodniho zatizeni IT a jeho staticky ekvivalentni nahrady 11z mensi

nez stanovend presnost 9.

Deformace télesa: Deformace v télese T' je (obdobné jako u napjatosti télesa)
urcena tenzorovym polem deformaci (tj. mnozinou tenzoru deformaci pro vsechny
body télesa). Deformace v bodé A télesa T' (obdobné jako obecné napéti) zavisi na:

e tvaru télesa T', fezu w a poloze bodu A v télese,

e vlastnostech soustavy vnejsich sil IT (vnéjstho zatizeni),

e vlastnostech materidlu télesa.

K popisu se pouziva tzv. tenzor deformace.

Homogenni deformace télesa: Nastava tehdy, pokud deformace ve vsech bodech

télesa je shodnd, nebo-li tenzory deformaci jsou ve vsech bodech shodné.

Tenzor deformace: Je dvojiho typu podle toho o jakou deformaci se jedna. Pokud
zkoumame nelinearni deformaci télesa T', tak ji popiSeme pomoci tzv. tenzoru konecné
deformace a pokud se jedna o linedarni deformaci, tak ji popiseme pomoci tzv. ten-
zoru ryzi (malé) deformace. Protoze se tato prace zabyva pouze ryzi deformaci, tak
tenzor konecné deformace uvedeme bez odvozeni.

Tenzor koneéné deformace je symetricky tenzor 2. fadu( viz priloha A, tenzor),
ktery je vztazen na téleso pred deformaci. Lze ho zapisovat jako matici symetrickou

vzhledem k hlavni diagondle, tedy plati o, = 0y, 02 = 00, 0y = 02y
Exx 5&:3/ Exz
Te=|eyn €yy €yz |
Erx Ezy Ezz
Pro jednotlivé slozky plati vztah
1 Pu 1 [ Ou; N du,j

Ei]’

) (k‘,i,j:x,j,z), (Bl)
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kde u = (u,, u,,u,) je vektor posunuti.
Tenzor ryzi deformace dostaneme jako linearni cast Taylorova rozvoje tenzoru

konecné deformace T. daného vztahem ([B.1))
€ij = 6ij(8u$/8x, 8uw/8y, e ,8uz/82)
Oznacime ho jako tenzor ryzi deformace Te, tedy

Crz Cay Cyz

Te=|e e

yr  Cyy  Cyz |

€z €zy CEzz
kde pro jednotlivé slozky plati

€ij = 5 (8]' + E) (1,7 =x,y,2), (B.2)

kde u = (ug, uy, u,) je opét vektor posunuti. V piipadé rovinné deformace ma tenzor
ryzi deformace tvar

eIZE el‘
T, = /

Y

Cyz  Cyy
kde zbyvajici slozky jsou nulové.

Uvazujme jesté deformaci usecky dle obrazku (B.2)

X+Ax+u(x+AX)

Obréazek B.2: Deformace usecky.
Definujme prirustek vektoru Ax néasledovné
IAX = Ax + u(x + Ax) — [u(x) + Ax| = u(x + Ax) — u(x).

Vezmeme linearni c¢ast Taylorova rozvoje piirustku dAx a dostaneme

aui
dj

(5AX)1 =~ (X)A] (Z,j = xvju Z).

Rozdélime du;/0j na symetrickou a antisymetrickou ¢ast
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kde e;; jsou slozky tenzoru ryzi deformace (B.2)) a vektor w;;Aj predstavuje malé

natoceni vektoru Ax a plati pro néj

1 /0u; Ou; o
Wij = 5 ( - _J> (27] :x,y,z).

dj o1
Objemova sila: Je to sila, kterd pusobi v bodech télesa T a je v malém piimo
umérna objemu télesa. Piikladem je tihova sila nebo odstiediva sila pfi rotaci. Ve-

likost této sily je pro pripad rovinného télesa dana vztahem

F, = // 9. dady, F, = // gy dady,

T T
kde T} je podtéleso s hranici a dvojice (g, gy) je vektor objemové sily pro kazdy bod
podtélesa.

Rovnovdha télesa: Rovinné téleso je v rovnovaze (statické) jestlize plati, ze soucet
vsech z-ovych sil F}, i y-novych sil F,, je roven nule a soucet vSech momentu My,

k néjakému bodu A je nulovy, nebo-li
> F, =0, Y F,=0 Y My=0.

V definici obecného napéti se predpoklada, ze rovinné téleso T' je v rovnovaze.
Tuto rovnovahu musi splitovat i slozky tenzoru napéti o,,, 04y, 0yy. Tedy plati tzv.

rovnice rovnovahy.

Rovnice rovnovahy: Méjme rovinné téleso T, které je v rovnovaze a na které
pusobi vnéjsi zatizeni a objemova sila q. Potom slozky tenzoru napéti o,,, 04y, 04y
vyhovuji nasledujicim rovnicim (rovnicim rovnovahy)

004,  Oogy

Tz = 07
ox oy tg
0oy Ooy,
= 0.
ox + oy iz

Rovnice kompatibility: Méjme jednoduse souvislé rovinné téleso T' a tii funkce
€z Cay,s Cyy S€ SPOjitymi parcidlnimi derivacemi do druhého rfddu. Potom nutna a
postacujici podminka, aby byly slozkami ryzi deformace télesa T je, aby vyhovovaly
nasledujici rovnici (rovnici kompatibility deformaci)

%€y B 282ewy N D?eyy o
0y? oxdy 0z

Pomoci Hookova zdkona a rovnic rovnovahy muzeme rovnici kompatibility vyjadrit

pomoci slozek tenzoru napéti takto

2(A 0q, O
A(Uxx+gyy) — M( q _I_&)’

_)\+2u dr | Oy
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kde A, i jsou materidlové konstanty a A je Laplaceuv operator. Pro piipad nulovych

objemovych sil nabyva tvaru
A0y + 0yy) = 0.

Hookeuv zdkon: Popisuje vztah mezi napétim a deformaci (tzv. konstitutivni vzta-
hy) v télese T'. V obecné formé pro piipad rovinné deformace/napjatosti v homoge-

nnim télese ma tvar

Oz = C11€gz T C12€yy + C13Cxy,
Oyy = C21€zx + C22€yy + C23€zy,

Ogzy = C31€4¢ + C32€yy + C33€1y,

kde egz, €4y, €2y jsou slozky ryzi deformace, 0,4, 04y, 0yy jsou slozky tenzoru napéti
a konstanty c¢;; (i, j = 1,2,3) jsou materidlové konstanty pro které plati ¢;; = ¢j;.
Obecné, pro pripad trojosé napjatosti, obsahuje Hookeuv zakon 21 nezavislych
materialovych konstant ¢;;, které popisuji homogenni material télesa. V piipadé izo-
tropniho materidlu se tyto konstanty redukuji pouze na dveé tzv. elastické Laméovy

konstanty A, u a Hookeuv zakon pak nabyvé tvaru

Ope = AO+2ue,,,
Oyy = AO+2pey,,

Opy = 2U€yy,

kde symbol © znamena

200+ p)

Konstanty A, p vyjadiuji urcité vlastnosti daného materialu (nemuzou byt libovolné)

O =gy + €y =

a plati pro né A\, u > 0. V pruznosti se casto misto Lamélovych konstant pouziva

modul pruznosti E a Poissonova konstanta o, pricemz

E:pL(B)\—i-Q,u)7 > A ‘
A p 2(A + )
Pokud chceme vyjadiit Hooketv zédkon pro slozky tenzoru deformace €4, €4y, €yy,
dostaneme
1 A
Crx — T |:O-:w: - (sz +O—yy):| ;
21 2N+ p)
o — 1 o A(0ae + Oyy)
Yoo 204 )
1
6$y = ﬂgivy.
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Obrazek B.3: Hranova dislokace.

Hranova dislokace: Je typ carové poruchy miizky, kdy chybi urcita souvisla ¢ast
atomu a tim dojde k deformaci mrizky v jejim okoli. Pro predstavu si muzeme
predstavit napf. ¢tverec atomu 8x8, kde uprostied chybi napf. 5 atomu v radé.
Vlivem toho dojde k posunu okolnich atomu do mezery (viz obr. B.3). V pruznosti
vsak fyzikalni podstata hranové dislokace nemé takovy vyznam jako jeji matema-
ticky popis. Jedna se totiz o tzv. Greenovu funkci tloh typu modelovani trhlin v
néjakém kontinuu. Pak jiz nehovotrime o jedné hranové dislokaci, ale o spojitém poli
dislokaci, které vsak ma opodstatnéni pouze v teoretické rovinné nemajici zadny

realny ekvivalent.

Izolovana (osaméld) sila: je sila pusobici pouze v jednom daném bodé télesa.
Podobné jako v ptipadé hranové dislokace nemad fyzikdlni vyznam osamélé sily v
pruznosti takovy vyznam jako jeji matematicky popisﬂ kde se jedna o tzv. Green-

ovu funkci pro jisty typ tloh.

20saméld sila ve skuteénosti nemda redlny ekvivalent, jde pouze o teoretickou idealizaci

skutecného zatizeni na zdkladé Saint-Venantova principu.
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