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ABSTRAKT
Předkládaná bakalá̌rská práce se zabývá problematikou komplexńıch potenciál̊u v
izotropńı rovinné pružnosti. Hlavńım ćılem práce je źıskat složky tenzoru napět́ı a vektoru
posuvu, které popisuj́ı pružné chováńı tělesa. Tento problém je primárně řešen v matem-
atické rovinně pomoćı Airyho funkce napět́ı a Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u.
Práce je doplněna o poťrebnou teorii pružnosti a na závěr je ukázáno konkretńı řešeńı
úlohy hranové dislokace v nekonečném prosťred́ı a porovnáńı jejich výsledk̊u s výsledky
źıskanými pomoćı MKP (metody konečných prvk̊u).

KĹIČOVÁ SLOVA
Muschelǐsviliho komplexńı potenciál, Airyho funkce, dislokace, osamělá śıla, biharmonická
rovnice

ABSTRACT
The presented Bachelor Thesis investigates the problem of the complex potentials in
the isotropic elasticity. The objective of the work is acquiring the components of the
stress tensor and the displacement vector which describe the elasticity of continum.
This problem is primarily solved on the mathematical level by means of the Airy stress
function and the Muschelishvili´s complex potentials. The thesis is supplemented with the
necessary theory of the elasticity and finally the concrete solution of the edge dislocation
in the infinite domain is demonstrated and compared with the results acquired by FEM
method.

KEYWORDS
Muschelishvili´s complex potential, Airy function, dislocation, force alone, biharmonic
equation
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”
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Úvod

Teorie komplexńıch potenciál̊u je jedna z metod matematické teorie rovinné pružnosti

využ́ıvaj́ıćı funkćı komplexńı proměnné a jejich specifických vlastnost́ı, které popis

daných problémů značně zjednodušuj́ı. Přestože se v dnešńı době využ́ıvá k řešeńı

úloh pružnosti převážně numerických metod, jako např. MKP (metoda konečných

prvk̊u), tak teorie komplexńıch potenciál̊u má své nezastupitelné mı́sto v proble-

matice rovinných úloh pružnosti a vyplňuje mezeru mezi klasickým a numerickým

př́ıstupem a to zejména při řešeńı úloh, ve kterých se vyskytuje singularita v zat́ıžeńı

(např. osamělá śıla) nebo geometrická singularita (např. dislokace).

Ideu užit́ı funkćı komplexńı proměnné při řešeńı biharmonického problému poprvé

popsal francouzský matematik E. Goursatem v roce 1896. Komplexńı proměnou do

matematické teorie rovinné pružnosti zavedli i mnoźı daľśı, uved’me např. Leviho,

Kolosova a zejména N. I. Muschelǐsviliho.

Předkládaná bakalářská práce se zabývá popisem problematiky komplexńıch po-

tenciál̊u a aplikaćı na některé úlohy rovinné pružnosti. Ćılem pružnosti je popis

chováńı tělesa při vněǰśım zat́ıžeńı a k tomu potřebujeme znát složky tenzoru napět́ı,

př́ıpadně vektoru posuvu, které toto chováńı popisuj́ı. Naj́ıt složky tenzoru napět́ı a

posuvy je tedy i ćılem teorie komplexńıch potenciál̊u.

Struktura práce je následuj́ıćı. Prvńı kapitola popisuje problém řešeńı rovnic

rovnováhy a kompatibility při daných okrajových podmı́nkách. Tato úloha je zá-

kladńım problémem pružnosti a je zde ukázan jej́ı převod na biharmonickou funkci

a následné vyjádřeńı této funkce pomoćı komplexńıch potenciál̊u. Na konci kapi-

toly je odvozeno vyjádřeńı složek tenzoru napět́ı a posuv̊u pomoćı komplexńıch po-

tenciál̊u. V druhé kapitole je ukázán jeden ze zp̊usob̊u jakým lze nalézt komplexńı

potenciály. Tato úloha je obecně velmi náročná. Tvar komplexńıch potenciál̊u je dán

charakterem úlohy a zde bude uvedeno odvozeńı pro př́ıpad izolované śıly a hranové

dislokace. Posledńı kapitola je věnována aplikaci teorie komplexńıch potenciál̊u na

konkretńı úlohu a porovnáńı výsledk̊u s výsledky źıskanými pomoćı MKP. Práce ob-

sahuje i dva dodatky. V dodatku A jsou připomenuty potřebné matematické pojmy

a dodatek B obsahuje nutné minimum teorie pružnosti.
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Kapitola 1

Aplikace funkćı komplexńı

proměnné na teorii rovinné

pružnosti

V této kapitole vyjádř́ıme vztah mezi biharmonickou funkćı (tzv. Airyho funkćı) U

a složkami tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy, př́ıpadně složkami vektoru posunut́ı ux, uy.

Dále vyjádř́ıme Airyho funkci U pomoćı vhodných funkćı komplexně proměnné ϕ

a ψ, tzv. Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u. Významem jednotlivých pojmů

rovinné pružnosti se v této kapitole nebudeme zabývat, stručný popis, jejich fyzikálńı

význam a souvisej́ıćı matematické vztahy jsou uvedeny v dodatku A a B. Veškeré

definice, věty a jejich d̊ukazy lze nalézt např. v [1],[2],[3].

1.1 Airyho funkce jako řešeńı rovnic rovnováhy a

kompatibility

Definice 1.1 Tělesem T nazýváme otevřenou souvislou množinu, jej́ı̌z hranice je

tvořena konečným počtem po částech hladkých, jednoduchých křivek konečných, u-

zavřených, nebo jednoduchých křivek nekonečných.

Jako těleso T budeme dále uvažovat těleso jednoduše souvislé, což je těleso, jehož

hranice je tvořena právě jednou křivkou vyhovuj́ıćı podmı́nkám definice 1.1.

Mějme v tělese T složky tenzoru napět́ı σxx, σxy = σyx, σyy a nulové objemové

śıly, pak rovnice rovnováhy a kompatibility můžeme psát ve tvaru

8



∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0, (1.1)

∆(σxx + σyy) = 0.

Působ́ı-li na hranici tělesa vněǰśı śıly, tak složky tenzoru napět́ı muśı nav́ıc

splňovat nějaké podmı́nky na hranici tělesa, tzv. okrajové podmı́nky.

Řešeńı soustavy rovnic (1.1) splňuj́ıćı dané okrajové podmı́nky je obecně značný

problém a to i u jednoduchých úloh, proto řešeńı hledáme pomoćı tzv. biharmonické

funkce U(x, y), která splňuje rovnici

∆∆U ≡ ∂4U

∂x4
+ 2

∂4U

∂x2∂y2
+
∂4U

∂y4
= 0, (1.2)

jej́ıž prvńı derivace vyhovuj́ı předepsaným okrajovým podmı́nkám. Funkci U nazý-

váme Airyho funkćı.

Vztah mezi rovnicemi rovnováhy a kompatibility (1.1) a Airyho funkćı (1.2)

popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.1 Necht’ T je jednoduše souvislé těleso. Pak nutná a postačuj́ıćı podmı́nka,

aby v T existovaly funkce σxx, σxy, σyy se spojitými druhými derivacemi a vyhovuj́ıćı

rovnićım

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0,

∆(σxx + σyy) = 0

je, aby v tělese T existovala Airyho funkce U(x, y), pro kterou plat́ı

σxx =
∂2U

∂y2
, σxy = − ∂2U

∂x∂y
, σyy =

∂2U

∂x2
. (1.3)

Věta 1.1 tedy tvrd́ı, že pokud je v tělese T nějaká napjatost (složky tenzoru napět́ı

σxx, σxy, σyy), tak j́ı odpov́ıdá určitá Airyho funkce a naopak.

1.2 Vyjádřeńı Airyho funkce pomoćı holomorfńıch

funkćı

Definice 1.2 Komplexńı funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y), která je definovaná na

nějaké oblasti G ⊂ C, se nazývá holomorfńı funkćı, pokud existuj́ı parciálńı derivace
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∂u
∂x
, ∂u
∂y
, ∂v
∂x
, ∂v
∂y
, které jsou spojité a vyhovuj́ı vztah̊um

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
. (1.4)

Vztahy (1.4) jsou tzv. Cauchy-Riemannovy podmı́nky. Pokud jsou všechny podmı́nky

definice 1.2 splněny, tak derivace f ′(z) může být vyjádřena v libovolném z těchto

čtyř tvar̊u

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
. (1.5)

Holomorfńı funkce f(z) má vlastnosti:

1. součet, součin a pod́ıl dvou holomorfńıch funkćı je opět funkce holomorfńı,

2. derivace holomorfńı funkce je holomorfńı funkce,

3. integrace holomorfńı funkce je holomorfńı funkce,

4. holomorfńı funkci v oblasti C tvaru mezikruž́ı se středem v z0 lze rozvinout v

tzv. Laurentovu řadu

f(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k,

kde

ak =
1

2πi

∫
∂C

f(z)

(z − z0)k+1
dx,

kde ∂C je libovolná kružnice se středem v z0 lež́ıćı v C,

5. Reálná část u(x, y) a imaginárńı část v(x, y) holomorfńı funkce f(z) jsou har-

monické funkce,

Definice 1.3 Reálnou funkci u(x, y) nazveme harmonickou funkćı v nějaké oblasti

G ⊂ R2, má-li u(x, y) v G spojité parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu a

vyhovuje tzv. Laplaceově rovnici

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (1.6)

pro každý bod [x, y] ∈ G.

Rovnici (1.6) často zapisujeme pomoćı tzv. Laplaceova operátoru ∆

∆u(x, y) = 0.

Harmonická funkce má tuto d̊uležitou vlastnost: Máme-li harmonickou funkci u(x, y),

pak k ńı můžeme snadno nalézt funkci harmonicky sdruženou v(x, y) vyhovuj́ıćı

Cauchy-Riemannovým podmı́nkám (1.4) tak, že plat́ı

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),
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kde f(z) je funkce holomorfńı. Tedy plat́ı

u(x, y) = Re[f(z)], (1.7)

kde u(x, y) je funkce harmonická a f(z) funkce holomorfńı.

Problém řešeńı soustavy rovnic (1.1) jsme pomoćı věty 1.1 převedli na jednodušš́ı

problém naj́ıt Airyho funkci U . Obecně je i tento problém velmi složitý a proto se

jej opět snaž́ıme převést na problém jednodušš́ı a to zavedeńım komplexńıch funkćı

ϕ(z) a χ(z), které muśı splňovat dané okrajové podmı́nky.

Poznámka: Funkce ϕ(z) a χ(z) se nazývaj́ı též komplexńımi potenciály nebo tzv.

Muschelǐsviliho komplexńımi potenciály.

Vztah mezi Airyho funkćı U a komplexńımi potenciály ϕ(z) a χ(z) vyjadřuje

následuj́ıćı věta.

Věta 1.2 Necht’ U(x, y) je biharmonická funkce (Airyho funkce) definovaná na

jednoduše souvislém tělese T . Pak existuj́ı holomorfńı funkce ϕ(z), χ(z) v T takové,

že

U(x, y) = Re[z̄ϕ(z) + χ(z)]. (1.8)

Důkaz: Položme P (x, y) = ∆U(x, y). Pak funkce P (x, y) je harmonická, protože

plat́ı ∆P = ∆∆U = 0. Podle vztahu (1.7) existuje funkce κ(z) holomorfńı v T

taková, že

P (x, y) = Re[κ(z)].

Funkce κ(z) je tedy ve tvaru

κ(z) = P (x, y) + iQ(x, y).

Položme

ϕ(z) =
1

4

∫ z

z0

κ(z) dx, (1.9)

kde z0 a z jsou body tělesa T . Funkce ϕ(z) je holomorfńı v T (T je jednoduše souvislé

těleso) a plat́ı pro ni ϕ′(z) = 1
4
κ(z). Dále necht’

ϕ(z) = p(x, y) + iq(x, y)

a tedy derivaci funkce ϕ′(z) můžeme vyjádřit podle (1.5) ve tvaru

ϕ′(z) =
∂p

∂x
+ i

∂q

∂x
. (1.10)

Zároveň však dle (1.9) plat́ı

ϕ′(z) =
1

4
κ(z) =

1

4
(P (x, y) + iQ(x, y)). (1.11)
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Funkce ϕ(z) je holomorfńı, takže splňuje Cauchy-Riemannovy podmı́nky (1.4) a

porovnáńım (1.10) a (1.11) dostáváme

∂p

∂x
=
∂q

∂y
=

1

4
P,

∂p

∂y
= −∂q

∂x
= −1

4
Q. (1.12)

Dále budeme hledat funkci U(x, y) ve tvaru

U(x, y) = xp(x, y) + yq(x, y) + r(x, y),

kde r(x, y) je harmonická funkce. Z vlastnost́ı holomorfńı funkce ϕ(z) plyne har-

moničnost funkćı p(x, y) a q(x, y) v T a ukážeme, že plat́ı

∆[U(x, y)− xp(x, y)− yq(x, y)] = 0. (1.13)

Podle předpokladu je P (x, y) = ∆U(x, y), takže výraz na levé straně rovnice (1.13)

je roven

P − 2

(
∂p

∂x
+
∂q

∂y

)
− x

(
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2

)
− y

(
∂2q

∂x2
+
∂2q

∂y2

)
,

což podle (1.12) a podle (1.6) je identicky rovno nule. Rovnice (1.13) je tedy splněna

tehdy a jen tehdy, když

U(x, y) = xp(x, y) + yq(x, y) + r(x, y), (1.14)

kde r(x, y) je harmonická funkce. Funkce U(x, y) je dle předpokladu biharmonická

(Airyho). Toho jsme využili při konstrukci funkce κ(z). Z (1.14) je př́ımo vidět,

že ∆∆U = 0. Protože r(x, y) je harmonická funkce, tak pro ni plat́ı ∆r = 0 a i

∆∆r = 0. Dále p i q jsou harmonické, takže

∆(xp+ yq) = 2

[
∂p

∂x
+
∂q

∂y

]
a zároveň plat́ı

∆
∂p

∂x
=

∂

∂x
(∆p) = 0, ∆

∂q

∂y
=

∂

∂y
(∆q) = 0.

Protože funkce r(x, y) je harmonická, tak podle (1.7) existuje v T holomorfńı funkce

χ(z) taková, že

r(x, y) = Re[χ(z)].

Dále

xp+ yq = Re[z̄ϕ(z)],

nebot’ plat́ı

z̄ϕ(z) = (x− iy)(p+ iq) = (xp+ yq) + i(xq − yp).

Našli jsme tedy holomorfńı funkce ϕ(z) a χ(z) takové, že

U(x, y) = Re[z̄ϕ(z) + χ(z)],

což jsme chtěli dokázat.
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1.3 Vyjádřeńı r̊uzných výraz̊u pomoćı funkćı na-

pjatosti

Definice 1.4 Funkcemi napjatosti se rozumı́ funkce U(x, y), ϕ(z), χ(z) a jejich de-

rivace.

Dále pro komplexńı potenciály (Muschelǐsviliho komplexńı potenciály) zavedeme

značeńı

Φ(z) = ϕ′(z), ψ(z) = χ′(z), Ψ = ψ′(z). (1.15)

Nyńı vyjádř́ıme vztahy pro výpočet složek tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy, posuv̊u

ux, uy a složek výsledné śıly Fx, Fy p̊usob́ıćı podél křivky s koncovými body a a b

př́ımo pomoćı funkćı napjatosti (bez nutnosti užit́ı funkce U).

Věta 1.3 Mějme v tělese T definovány funkce napjatosti U(x, y), ϕ(z), χ(z). Pak

plat́ı následuj́ıćı vztahy

∂U

∂x
+ i

∂U

∂y
= ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z), (1.16)

Fx + iFy = −i
(

[ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z)]ba

)
, (1.17)

2µ(ux + iuy) = κϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z), (1.18)

σxx + σyy = ∆U = 2(ϕ′(z) + ϕ′(z)) = 4Re[Φ(z)], (1.19)

σyy − σxx + 2iσxy = 2(zϕ′′(z) + ψ′(z)) = 2(zΦ′(z) + Ψ(z)), (1.20)

kde κ splňuje vztah

κ = 3− 4σ

pro rovinnou deformaci nebo

κ =
3− σ
1 + σ

pro rovinnou napjatost. Konstanta σ je materiálová konstanta a jej́ı fyzikálńı význam

je stručně uveden v dodatku B.

Důkaz: Necht’ U je Airyho funkce, pak podle (1.8) plat́ı

U(x, y) = Re[z̄ϕ(z) + χ(z)].

Protože

2Re[χ(z)] = χ(z) + χ(z), 2Re[zϕ(z)] = zϕ(z) + zϕ(z),

tak můžeme funkci U vyjádřit takto

2U = zϕ(z) + zϕ(z) + χ(z) + χ(z). (1.21)
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Derivujeme-li (1.21) podle x a y dostaneme

2
∂U

∂x
= ϕ+ zϕ′ + ϕ+ zϕ′ + χ′ + χ′, (1.22)

2
∂U

∂y
= i(−ϕ+ zϕ′ + ϕ− zϕ′ + χ′ − χ′), (1.23)

kde jsme využili vztah̊u pro derivaci

∂ϕ

∂x
= ϕ′,

∂ϕ

∂y
= iϕ′,

∂ϕ

∂x
= ϕ′,

∂ϕ

∂y
= −iϕ′.

1) Sečteńım rovnic (1.22) a (1.23) násobenou výrazem i a využit́ım vztah̊u (1.15)

dostaneme snadno rovnici (1.16).

2) Rovnici (1.17) dostaneme dosazeńım (1.16) do věty 2.7.11 uvedenou v [1].

3) Rovnice (1.18) plyne až na linearńı člen ze vztahu 1.16) a poznámky 3 k věte

2.6.12 uvedenou v [1].

4) Derivujeme-li (1.22) podle x

2
∂2U

∂x2
= 2ϕ′ + zϕ′′ + 2ϕ′ + zϕ′′ + χ′′ + χ′′, (1.24)

poté derivujeme (1.23) podle y

2
∂2U

∂y2
= 2ϕ′ − zϕ′′ + 2ϕ′ − zϕ′′ − χ′′ − χ′′ (1.25)

a následně tyto dvě rovnice (1.24) a (1.25) sečteme, dostaneme vztah (1.19), tedy

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
= 2(ϕ′ + ϕ′) = 2(p′ + iq′ + p′ − iq′) = 4p′ = 4Re[ϕ′] = 4Re[Φ],

5) Posledni rovnici (1.20) dostaneme derivaćı rovnice (1.23) podle x

2
∂2U

∂y∂x
= i(zϕ′′ − zϕ′′ + χ′′ − χ′′),

poté od této rovnice odečteme rovnici (1.24) násobenou výrazem i, tedy

−(σxy + iσyy) = −i(ϕ′ + ϕ′ + zϕ′′ + χ′′). (1.26)

Podobně derivaćı (1.22) podle y dostaneme

2
∂2U

∂x∂y
= i(zϕ′′ − zϕ′′ + χ′′ − χ′′).

1Fx + iFy = −i
[
∂U
∂x + i∂U∂y

]b
a

22µ(ux + iuy) = −
(

∂U
∂x + i∂U∂y

)
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Tuto rovnici vynásob́ıme výrazem −i a přičteme rovnici (1.25), č́ımž dostaneme

σxx + iσxy = (ϕ′ + ϕ′ − zϕ′′ − χ′′). (1.27)

Vynásobeńım rovnice (1.26) výrazem i a rovnice (1.27) výrazem (−1) a jejich sečteńım

dostaneme vztah

σyy − σxx − 2iσxy = 2(zϕ′′ + χ′′).

Přechodem ke komplexně sdruženým hodnotám a využit́ım vztah̊u (1.15) dostaneme

ihned tvar (1.20).

Poznámka: V bodě 3) předchoźıho d̊ukazu jsme řekli, že se v rovnici (1.18) neuvažuje

lineárńı člen, který má tvar 2µ(iεz+α+iβ). Funkce napjatosti lze volit tak, že tento

člen je již zahrnut ve výrazu κϕ(z)− zϕ′(z)−ψ(z) a vztah (1.18) tedy plat́ı přesně.

Dále budeme uvažovat, že funkce napjatosti jsou vždy takové, že rovnice (1.18) plat́ı.
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Kapitola 2

Izolovaná śıla a hranová dislokace

V této kapitole nejprve ukážeme, jak se změńı tvar Mushelǐsvilo komplexńıch po-

tenciál̊u při posunut́ı souřadného systému a poté odvod́ıme konkrétńı tvar Muscheli-

šviliho komplexńıch potenciál̊u pro dva př́ıpady, pro izolovanou śılu a pro hranovou

dislokaci. Veškeré definice, věty a jejich d̊ukazy lze nalézt např. v [2],[3],[6].

2.1 Pravidlo pro posunut́ı Muschelǐsviliho kom-

plexńıch potenciál̊u

Mějme nějaký souřadný systém s počátkem O. Necht’ je tento počátek přesunut do

bodu z0 = x0 + iy0 a necht’ bod z = x+ iy a bod z1 = x1 + iy1 je označeńı jednoho a

téhož bodu ve starém souřadném systému a v novém souřadném systému, pak pro

bod z = x+ iy starého souřadného systému plat́ı vztah

z = z1 + z0.

Tvar Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u (1.15) bude při posunu počátku sou-

řadnic O do bodu z0 = x0 + iy0 vypadat takto, viz [6]

Φ(z) = Φ1(z − z0), Ψ(z) = Ψ1(z − z0)− z0Ψ′1(z − z0), (2.1)

kde Muschelǐsviliho komplexńı potenciály Φ1(z1),Ψ1(z1) maj́ı stejnou funkci v novém

souřadném systému jako Φ(z),Ψ(z) ve starém souřadném systému.

2.2 Muschelǐsviliho komplexńı potenciály pro př́ı-

pad izolované śıly

Nyńı odvod́ıme tvar Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u ϕ a ψ pro př́ıpad izolo-

vané śıly p̊usob́ıćı na těleso.
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Necht’ v počátku souřadného systému p̊usob́ı izolovaná śıla F0 = F0x + iF0y a

necht’ jsou předepsány následuj́ıćı okrajové podmı́nky v počátku souřadnic O a v

nekonečnu (z =∞), tedy:

1. v okoĺı počátku souřadnic O muśı být pole napět́ı v rovnováze s F0x a F0y ,

2. v okoĺı počátku souřadnic O muśı složky posunut́ı ux, uy splňovat podmı́nku

spojitosti,

3. pro bod z jdoućı k nekonečnu (z =∞) muśı pole napět́ı konvergovat k nule.

Nyńı zavedeme symbol [ ] takto

[f(z)] =

∫
L

df = [f ]ba = f(b)− f(a),

kde L je libovolně malá smyčka obklopuj́ıćı počátek souřadnic O.

S využit́ım symbolu [ ] pak můžeme bod 1 předepsaných okrajových podmı́nek

vyjádřit takto

[F ] =

∫
L

dF =

∫
L

d(Fx + iFy) = [Fx + iFy]
b
a =

= Fx(b) + iFy(b)− Fx(a)− iFy(a) = F0x + iF0y , (2.2)

kde

[F ] = [Fx + iFy]

je výsledná śıla p̊usob́ıćı podél smyčky L. Bod 2 předepsaných okrajových podmı́nek,

posunut́ı u = ux + iuy muśı splňovat podmı́nku spojitosti, nebo-li

2µ[ux + iuy] = 0. (2.3)

Bod 3, okrajovou podmı́nku v nekonečnu (z =∞), můžeme psát ve tvaru

lim
|z|→∞

σxx = lim
|z|→∞

σxy = lim
|z|→∞

σyy = 0, (2.4)

kde

|z| =
√
x2 + y2.

Muschelǐsviliho komplexńı potenciály ϕ(z) a ψ(z) se hledaj́ı pomoćı (1.17), (1.18),

(2.2) a (2.4) ve tvaru

ϕ(z) = A ln z, ψ(z) = B ln z, (2.5)

kde A,B jsou obecně komplexńı konstanty

A = A1 + iA2, B = B1 + iB2.

Poznámka: Př́ıtomnost osamělé śıly zp̊usob́ı skokovou změnu v pr̊uběhu napět́ı v

mı́stě jej́ıho p̊usobeńı (jako př́ıklad můžeme uvést př́ımý prut zat́ıžený osamělou
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silou). Toto nespojité chováńı se dá popsat právě funkćı logaritmus z d̊uvodu svých

vlastnost́ı v komplexńım oboru.

Konstanty A,B źıskáme užit́ım rovnic (1.17), (1.18), (2.2), (2.3) a (2.5), kde

nav́ıc využijeme vlastnost́ı logaritmu a symbolu [ ], tedy

[ln z] = [ln r + iϕ]2π0 = 2πi,[
ln z
]

= [ln r− iϕ]2π0 = −2πi.

Dosazeńım předchoźıch vztah̊u do rovnic (1.17), (1.18) źıskáme

2µ[ux + iuy] =
[
κϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z)

]
= κA[ln z]− A

[z
z

]
−B[ln z]

= κA2πi +B2πi = 0,

[Fx + iFy] =
[
−i
(
ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z)

)]
= −i

(
A[ln z] + A

[z
z

]
+B[ln z]

)
= −i

(
A2πi−B2πi

)
= A2π −B2π = F0x + iF0y ,

kde

A
[z
z

]
= A

[
reiϕ

re−iϕ

]2π
0

= A
[
e2iϕ
]2π
0

= [cos 2ϕ+ i sin 2ϕ]2π0 = 0.

Odtud pak soustava 4 rovnic o 4 neznámých

Re
[
κA2πi +B2πi

]
= 0, Im

[
κA2πi +B2πi

]
= 0

Re
[
A2πi +B2π

]
= F0x + iF0y , Im

[
A2πi +B2π

]
= F0x + iF0y ,

jej́ımž řešeńı je

A1 =
F0x

2π(1 + κ)
, A2 =

F0y

2π(1 + κ)
,

B1 = − κF0x

2π(1 + κ)
, B2 =

κF0y

2π(1 + κ)
.

Konstanty A a B dosad́ıme do předpokládaného řešeńı (2.5) a źıskáme hledané

Muschelǐsviliho komplexńı potenciály ϕ a ψ pro izolovanou śılu p̊usob́ıćı v počátku

souřadnic O

ϕ(z;F0, 0) =
F0

2π(1 + κ)
ln z, ψ(z;F0, 0) = − κF0

2π(1 + κ)
ln z. (2.6)

Zápis ϕ(z;F0, 0) a ψ(z;F0, 0) znač́ı, že izolovaná śıla F má p̊usobǐstě v počátku

souřadnic O. Pomoćı (1.15) a (2.6) dostaneme

Φ(z;F0, 0) =
F0

2π(1 + κ)z
, Ψ(z;F0, 0) = − κF0

2π(1 + κ)z
. (2.7)
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Pokud bude izolovaná śıla p̊usobit v bodě z0 = x0 + iy0, tak muśıme vztahy d́ıky

(2.7) transformovat pomoćı (2.1)

Φ(z;F0, z0) =
F0

2π(1 + κ)

1

z − z0
, (2.8)

Ψ(z;F0, z0) = − κF0

2π(1 + κ)

1

z − z0
− κF0

2π(1 + κ)

z0
(z − z0)2

. (2.9)

Nyńı máme hledané Muschelǐsviliho komplexńı potenciály pro př́ıpad izolované

śıly p̊usob́ıćı v bodě z0 = x0 + iy0. Pro źıskáńı složek tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy a

posuv̊u ux a uy stač́ı dosadit vztahy (2.8) a (2.9) do rovnic (1.18)-(1.20), které po

úpravě můžeme psát ve tvaru

ux = Re

[
κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z)

2µ

]
,

uy = Im

[
κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z)

2µ

]
,

σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)],

σyy = Re[2Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z)],

σxy = Im[zΦ′(z) + Ψ(z)].

2.3 Muschelǐsviliho komplexńı potenciály pro hra-

novou dislokaci

Nyńı odvod́ıme tvar Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u ϕ a ψ pro nespojitost

vektoru posunut́ı u = ux + iuy (hranovou dislokaci), který je z hlediska modelováńı

trhlin často výhodněǰśı.

Necht’ u je vektor posunut́ı pro jehož nespojitost podél určité polopř́ımky (pro

tzv. rovinnou hranovou dislokaci) plat́ı

[u] = [ux + iuy] = b = bx + iby,

kde b = bx + iby je tzv. Burgers̊uv vektor, který určuje velikost a směr posunut́ı u

na určité polopř́ımce, kterou budeme dále nazývat dislokačńı polopř́ımkou. Symbol

[ ] zde má stejný význam jako v př́ıpadě izolované śıly (část 2.2) s t́ım rozd́ılem, že

smyčka L obklopuje nyńı krajńı bod polopř́ımky.

Okrajové podmı́nky pro hranovou dislokaci můžeme formulovat následovně:

1. výslednice pole napět́ı podél uzavřené křivky obklopuj́ıćı koncový bod dis-

lokačńı polopř́ımky muśı být nulová,

2. výsledné posunut́ı u podél uzavřené křivky obklopuj́ıćı koncový bod dislokačńı

polopř́ımky muśı být rovno Burgersovu vektoru dislokace b = bx + iby,
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Obrázek 2.3.1: Dislokace s Burgersovým vektorem b = bx + iby, na dis-

lokačńı polopř́ımce s koncovým bodem v počátku souřadnic.

3. pro bod z jdoućı k nekonečnu (z =∞) muśı pole napět́ı konvergovat k nule.

Necht’ koncový bod dislokačńı polopř́ımky je umı́stěn v počátku souřadnic O,

pak bod 1 předepsaných okrajových podmı́nek lze vyjádřit s využit́ım symbolu [ ]

takto

[F ] = [Fx + iFy] = 0.

Obdobně vyjádř́ıme i druhou okrajovou podmı́nku

[u] = [ux + iuy] = b = bx + iby.

Bod 3 okrajových podmı́nek je stejný jako v př́ıpadě izolované śıly (část 2.2) a tedy

pro něj plat́ı podmı́nky (2.4).

Nyńı zavedeme symbol λ takto

λ =
E

8(1− σ2)π
, (2.10)

kde E a σ jsou materiálové konstanty, jejichž fyzikálńı význam je stručně podán v

dodatku B.

Formálně je úloha pro hranovou dislokaci totožná s úlohou izolované śıly. Budeme-

li tedy sledovat stejný postup jako v př́ıpadě úlohy pro izolovanou śılu (část 2.2),

tak komplexńı potenciály ϕ a ψ budeme hledat ve tvaru

ϕ(z; b, 0) = −iλb ln z, ψ(z; b, 0) = iλb ln z, (2.11)

Zápis ϕ(z; b, 0) a ψ(z; b, 0) označuje, že Burgers̊uv vektor b nálež́ı dislokačńı polopř́ımce,

jej́ıž koncový bod lež́ı v počátku souřadnic O. Pomoćı (1.15) a (2.11) źıskáme

Φ(z; b, 0) = −iλb
1

z
, Ψ(z; b, 0) = iλb

1

z
. (2.12)
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Pokud přesuneme koncový bod dislokačńı poloř́ımky z počátku souřadnic O do

bodu z0 = x0 + iy0 tak pomoćı transformačńıho pravidla (2.1) a (2.12) dostaneme

následuj́ıćı tvar Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u ϕ a ψ pro dislokaci v bodě

zo s Burgersovým vektorem b = bx + iby

Φ(z; b, z0) = −iλ
b

z − z0
, Ψ(z; b, z0) = iλ

b

z − z0
+ iλb

z0
(z − z0)2

. (2.13)

Nyńı máme hledané Muschelǐsviliho komplexńı potenciály pro př́ıpad hranové

dislokace s koncovým bodem dislokačńı polopř́ımky v bodě z0 = x0+iy0. Pro źıskáńı

složek tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy a posuv̊u ux a uy stač́ı jako v předcházej́ıćı úloze

(část 2.2) dosadit (2.13) do těchto rovnic

ux = Re

[
κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z)

2µ

]
,

uy = Im

[
κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z)

2µ

]
,

σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)],

σyy = Re[2Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z)],

σxy = Im[zΦ′(z) + Ψ(z)].
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Kapitola 3

Diskuse - hranová dislokace v

nekonečném prostřed́ı

V této kapitole aplikujeme dosažené výsledky z předchoźıch kapitol na konkretńı

úlohu. Konkrétně tedy Muschelǐsviliho komplexńı potenciály pro hranovou dislokaci

(část 2.3) na úlohu hranové dislokace. Uvedeme formulaci úlohy, jej́ı analytické řešeńı

a srovnáńı s výsledky dosažených pomoćı MKP (Metody konečných prvk̊u).

Formulace problému

Uvažujme hranovou dislokaci v komplexńı rovině zadanou dle obrázku 3.1. Velikost

hranové dislokace popisuje Burges̊uv vektor b = bx + iby (viz část 2.3), který v

tomto př́ıpadě má velikost b = 0, 2i. Dále uvažujme nekonečné těleso,které je tvořeno

homogenńım, isotropńım, lineárně elastickým materiálem s těmito charakteristikami:

E = 200 GPa, σ = 0, 3,

kde E je tzv. Young̊uv model pružnosti a σ je Poissonovo č́ıslo.

Naš́ım ćılem je nalézt pr̊uběhy pro složky tenzoru napět́ı podél kladné osy x a y

(σxx a σyy) pomoćı Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u a následně je porovnat

s hodnotami napět́ı źıskaných pomoćı MKP. Hodnoty složek tenzoru napět́ı budeme

hledat v řezu, který je veden ve směru kladné osy x (viz obr. 3.1).

Řešeńı

Hodnoty E a σ dosad́ıme do vztahu pro λ (2.10) a tu následně dosad́ıme do vztah̊u

pro komplexńı potenciály (2.12). Takto źıskané tvary Muschelǐsviliho komplexńıch

potenciál̊u již jen dosad́ıme do rovnic pro σxx a σyy.

σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)],

σyy = Re[2Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z)].
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Obrázek 3.1: Hranová dislokace v nekonečném prostřed́ı s kořenem dis-

lokace v počátku souřadnic.

Hodnoty z těchto výraz̊u vyneseme do graf̊u společně s př́ıslušnými hodnotami

źıskaných pomoćı MKP. Pro σyy je pr̊uběh napět́ı zaznamenán v grafu 3.2 a pro

σxx v grafu 3.3.

Srovnáńı výsledk̊u: Z grafu 3.2 popisuj́ıćı pr̊uběh napět́ı σyy podél osy y je pa-

trné, že v oblasti bĺızké kořenu dislokace (počátek souřadnic) se numerické řešeńı

zač́ıná značně lǐsit od řešeńı analytického a to z d̊uvodu singularity v kořenu dis-

lokace, která nejde pomoćı MKP namodelovat (v tomto bodě by hodnota napět́ı

měla být v nekonečnu). Naopak ve vzdálenosti 8 − 25 mm od počátku souřadnic

jsou výsledky źıskané analyticky i numericky téměř shodné. Ve vzdálenosti větš́ı

než 25 mm zač́ınaj́ı být hodnoty źıskané numericky značně nepřesné, dokonce v

dostatečné vzdálenosti od počátku souřadnic (cca 50 mm) dostáváme zaporné hod-

noty napět́ı. Tato chyba je zp̊usobena modelem, který na hranici tělesa muśı mı́t

předepsanou okrajovou podmı́nku oproti našemu předpokladu nekonečného tělesa.

Pro pr̊uběh napět́ı σxx podél osy x (graf 3.3) plat́ı stejné závěry s t́ım rozd́ılem, že

zde oblast ve které se hodnoty źıskané analyticky a numericky př́ılǐs nelǐśı je větš́ı

(cca 8− 55 mm).

Poznámka: Analyticky źıskané hodnoty napět́ı byly vypoč́ıtány za pomoci pro-

gramu MAPLE a pro srovnáńı byly použity hodnoty źıskané numericky pomoćı

MKP. Tyto hodnoty byly převzaty z opor volitelného předmětu Výpočtové mode-

lováńı metodou konečných prvk̊u v programovém systému ANSYS, který je vyučován

na fakultě strojńıho inženýrstv́ı VUT Brno. Popis modelu:

� model geometrie: dvourozměrná úloha (rovinná napjatost), těleso o poloměru

r = 200 mm,

� model materiálu: isotropńı, homogenńı, lineárně elastické kontinuum s ma-
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teriálovými charakteristikami E = 200 GPa, σ = 0, 3,

� okrajové podmı́nky: na hranici tělesa byl omezen kolmý posuv,

� dislokace byla simulována rozevřeńım tělesa o 0, 2 mm,

� hustota konečnoprvkové śıtě v okoĺı singularity byla 0, 1 mm.

Grafy pr̊uběhu napět́ı

Graf 3.2: Pr̊uběh napět́ı σyy podél osy y.
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Graf 3.3: Pr̊uběh napět́ı σxx podél osy x.

25



Závěr

Bakalářská práce si kladla za ćıl seznámeńı se s teoretickými základy funkćı kom-

plexńı proměnné a tzv. Muschelǐsviliho popisem problémů rovinné pružnosti po-

moćı komplexńıch potenciál̊u a následně aplikovat teorii komplexńıch potenciál̊u na

některé úlohy rovinné pružnosti - hranová dislokace, osamělá śıla.

Těchto ćıl̊u bylo dosaženo následovně. V prvńı kapitole bylo popsáno řešeńı

rovnic rovnováhy a kompatibility při daných okrajových podmı́nkách a to pomoćı

tzv. Airyho funkce, kterou jsme následně vyjádřili pomoćı komplexńıch potenciál̊u

a na konci kapitoly bylo odvozeno vyjádřeńı r̊uzných výraz̊u pomoćı komplexńıch

potenciál̊u. Druhá kapitola se zabývala konkretńım hledáńım tvar̊u komplexńıch po-

tenciál̊u pro př́ıpad izolované śıly a hranové dislokace. Ve třet́ı, posledńı kapitole

byla pak na konkretńı úloze hranové dislokace ukázána aplikace komplexńıch po-

tenciál̊u. Výsledné hodnoty složek tenzoru napět́ı σxx a σyy źıskané analytickým

výpočtem byly společně s výsledky źıskanými pomoćı metody MKP zaneseny do

graf̊u a srovnány. Srovnáńı ukázalo, že metoda konečných prvk̊u byla dle očekáváńı

nepřesná v bĺızkém okoĺı singularity v počátku souřadnic, kde byl umı́stěn kořen

dislokace a dále docházelo k nepřesnostem pokud jsme se bĺıžili k okraji tělesa a to z

d̊uvodu předepsaných okrajových podmı́nek ve výpočtovém modelu (pro analytický

výpočet jsme uvažovali nekonečné těleso).
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Př́ıloha A

Vybrané matematické pojmy

V této př́ıloze je stručně podán doplňuj́ıćı výklad matematických pojmů, které byly

použity v předchoźıch kapitolách. Uvedené definice lze nalézt např. v [1],[2],[4],[7].

Otevřená množina: Množina M obsahuj́ıćı pouze vnitřńı body M = intM . To

znamená, že nálež́ı-li nějaký bod A množině M , pak do ńı spadá i celé okoĺı bodu

A neboli

M je otevřená, pokud pro ∀A ∈M, ∃O(A, r) takové,že O(A, r) ⊆M.

Souvislá množina: Množinu nazveme souvislou, když každé dva jej́ı body můžeme

spojit lomenou čárou lež́ıci v této množině.

Hranice množiny: Množina všech hraničńıch bod̊u množiny M , což jsou body

pro které plat́ı, že každé jejich okoĺı obsahuje alespoň jeden bod patř́ıćı do M a

alespoň jeden bod nepatř́ıćı do M nebo-li

A je hraničńı bod, pokud A ∈ M : ∀O(A, r) plat́ı, že ∃ bod a ∈ O(A, r) takový, že

a ∈M a současně ∃ bod b ∈ O(A, r) takový, že b /∈M.

Laplace̊uv operátor ∆: Je diferenciálńı operátor pro který plat́ı

∆ =
n∑
k=1

∂2

∂x2i
,

pro n-rozměrný prostor, speciálně pak pro dvojrozměrný prostor

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

Jednoduchá, konečná, po částech hladká, uzavřená křivka : Je souhrn bod̊u

o souřadnićıch x, y vyjádřených rovnicemi v parametrickém tvaru

x = x(t), y = y(t),
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kde t ∈ 〈α, β〉 a současně −∞ < α < β <∞. Nav́ıc pro funkce x(t) a y(t) plat́ı:

1. Funkce x(t), y(t) jsou v 〈α, β〉 spojité a maj́ı zde po částech spojitou derivaci,

2. Derivace x′(t), y′(t) nejsou nikde současně rovny nule (plat́ı i pro body, kde

existuje jen derivace zprava či zleva),

3. x(α) = x(β), y(α) = y(β),

4. Pokud současně plat́ı

x(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2),

pak t1, t2 jsou krajńı body intervalu 〈α, β〉.
Vlastnost 1 a 2 vyjadřuje po částech hladkost křivky, vlastnost 3 poukazuje na

uzavřenost a posledńı vlastnost 4 vyjadřuje jednoduchost (křivka se neprot́ıná).

Nekonečná křivka: Je to souhrn bod̊u o souřadnićıch x, y vyjádřených rovnicemi

ve tvaru

x = x(t), y = y(t),

kde t ∈ (−∞,∞), přičemž funkce x(t) a y(t) maj́ı následuj́ıćı vlastnost:

lim
t→±∞

[x2(t) + y2(t)] =∞.

Pokud budeme nav́ıc požadovat jednoduchost a po částech hladkost, tak plat́ı vla-

stnosti 1, 2 a 4 stejně jako u křivky konečné.

Podtěleso: Podtělesem tělesa T nazýváme otevřenou podmnožinu tělesa T , která

vyhovuje podmı́nkám definice tělesa (část 1.1, definice 1.1).

Smyčka: Smyčka je jednoduchá, konečná, po částech hladká, uzavřená křivka, která

obklopuje nějaký bod.

Tenzor: K zavedeńı pojmu tenzor budeme potřebovat následuj́ıćı transformaci: Uva-

žujme n-dimenzionálńı euklidovský prostor Rn a ortogonálńı transformaci Rn → Rn,

x 7→ x′, x = (x1, . . . , xn), x′ = (x′1, . . . , x
′
n). Pak plat́ı

x′i = aijxj + c′i (i = 1, . . . , n), (A.1)

kde matice (aij) je ortogonálńı a n-tice c′ = (c1, . . . , cn) udává souřadnice počátku

nečárkovane soustavy souřadnic v čárkované soustavě souřadnic.

Tenzorem N-tého řádu (N = 1, 2, 3, . . . ) rozumı́me zobrazeńı z množiny všech

kartézských soustav souřadnic do množiny N-dimenzionálńıch matic T

T = (Ti1,...,iN ) (ik = 1, 2, . . . , n; ∀k = 1, 2, . . . , N),

29



které při transformaci (A.1) vyhovuje vztah̊um

T ′i1,...,iN = ai1j1 . . . aiN jNTj1,...,jN .

Tenzor 2. řádu má pak v n-dimenzionálńım prostoru Rn tvar

T = (Ti1,i2) (ik = 1, 2 . . . , n)

a s výhodou lze k jeho vyjádřeńı využ́ıt maticový zápis

T =

T11 . . . T1n
...

...

Tn1 . . . Tnn

.

Tenzor T při transformaci (A.1) vyhovuje vztah̊um

T ′i1,i2 = ai1j1ai2j2Tj1,j2 .

Tenzor 2. řádu T = (Ti,j) nazveme symetrickým, pokud plat́ı Ti,j = Tj,i. Pokud plat́ı

Ti,j = −Tj,i tak ho označujeme jako tenzor antisymetrický.

Totálńı diferenciál: Necht’ má funkce f(x1, . . . , xn) v okoĺı bodu A = [a1, . . . , an]

spojité parciálńı derivace, pak totálńım (úplným) diferenciálem funkce f v bodě A

označujeme výraz

df(A) =
∂f(A)

∂x1
dx1 +

∂f(A)

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f(A)

∂xn
dxn,

kde diferenciál dxi = xi − ai (i = 1, . . . , n). Totálńı diferenciál funkce v bodě

A = [a1, . . . , an] představuje rozd́ıl mezi hodnotou funkce a jej́ı tečnou rovinou v

bodě A, pokud přejdeme do bodu A = [a1 + dx1, . . . , an + dxn].

Diferenciály vyšš́ıch řád̊u źıskáme jako diferenciály z diferenciál̊u tedy plat́ı

dfm(A) =

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂

∂xn
dxn

)f
(A),

kde m je řád diferenciálu.

Taylor̊uv rozvoj (fce v́ıce proměnných): Má-li funkce f(x1, . . . , xn) v bodě

A = [a1, . . . , an] derivace až do řádu n, pak lze Taylor̊uv rozvoj řádu n funkce f v

okoĺı bodu A zapsat pomoćı totálńıch diferenciál̊u df takto

f(x1, ..., xn) = f(A) +
df(A)

1!
+

df 2(A)

2!
+ · · ·+ dfn(A)

n!
+ Rn+1,

kde Rn+1 je Taylor̊uv zbytek. Pokud nás zaj́ımá pouze lineárńı část Taylorova

rozvoje, pak má tvar

f(x1, ..., xn) = f(A) +
df(A)

1!
.
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Př́ıloha B

Vybrané pojmy z pružnosti

Pružnost se zabývá tělesy a jejich chováńım při jejich vněǰśım zatežováńı. K tomu,

abychom mohli předpov́ıdat chováńı tělesa (např. zda dojde k porušeńı tělesa)

potřebujeme znát tzv. pole napět́ı a deformace v tomto tělese (téměř ve všech

př́ıpadech). Fyzikálńı význam těchto pojmů a pojmů s nimi souvisej́ıćıch stručně

poṕı̌seme v následuj́ıćım dodatku. Veškeré definice, věty a jejich d̊ukazy lze nalézt

např. v [1],[4],[5].

Obecné napět́ı: Obecné napět́ı fA je silové p̊usobeńı (na základě principu akce

a reakce) v bodě A řezu ω tělesa T , které je nějakým zp̊usobem zat́ıžené vněǰśımi

silami a ve statické rovnováze (nepohybuje se). Obecné napět́ı fA má tyto vlastnosti:

1. fA záviśı na:

� tvaru tělesa T , řezu ω a poloze bodu A v tělese,

� vlastnostech soustavy vněǰśıch sil Π (vněǰśıho zat́ıžeńı),

� vlastnostech materiálu tělesa,

2. pokud maj́ı řezy ωi, které procházej́ı bodem A stejnou normálu, tak obecná

napět́ı fA jsou stejná,

3. obecné napět́ı fA je lineárńı kombinaćı jednotkových vektor̊u en v bodě A, tj.

fA = Tσen,

kde Tσ je tenzor napět́ı (tenzor 2. řádu),

4. nahrad́ıme-li silovou soustavu Π jinou silovou soustavou staticky ekvivalentńı

ΠE, potom je obecné napět́ı (t́ım i napjatost) pro oba př́ıpady obecně r̊uzné.

Z vlastnosti 3 plyne, že pokud známe tenzor napět́ı Tσ v bodě tělesa, tak známe

obecné napět́ı pro všechny řezy, které lze daným bodem vést.

Vlastnost 4 by prakticky znemožnila řešeńı napjatosti (i deformace) u většiny

úloh. Ukazuje se však, že nahrazeńı silové soustavy Π silovou soustavou staticky

ekvivalentńı ΠE je možné, protože napjatost je porušena jen v určité oblasti okolo
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mı́sta statické náhrady. Tuto skutečnost vyjadřuje tzv. Saint-Venant̊uv princip (viz

ńıže).

Napjatost v bodě tělesa1: Množina obecných napět́ı ve všech řezech ω, které lze

t́ımto bodem vést. Napjatost v bodě tělesa je určena tenzorem napět́ı Tσ v tomto

bodě.

Napjatost tělesa: Množina napjatost́ı ve všech bodech tělesa. Je určena ten-

zorovým polem napět́ı (tj. množina tenzor̊u napět́ı pro všechny body tělesa).

Homogenńı napjatost tělesa: Nastává tehdy, pokud napjatost ve všech bodech

tělesa je shodná, nebo-li tenzory napět́ı ve všech bodech jsou shodné.

Tenzor napět́ı: Je symetrický tenzor 2. řádu (viz př́ıloha A, tenzor), který je

vztažen na těleso po deformaci. Lze ho zapisovat jako matici symetrickou vzhle-

dem k hlavńı diagonále, tedy plat́ı σxy = σyx, σxz = σzx, σyz = σzy

Tσ =

σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

.

Složky σxx, σyy, σzz nazýváme normálové složky napět́ı a σxy, σxz, σyz nazýváme tečné

složky napět́ı. Uvedený tenzor je pro př́ıpad obecné napjatosti, v př́ıpadě rovinné

napjatosti má tenzor tvar

Tσ =
σxx σxy

σyx σyy
,

kde ostatńı složky tenzoru jsou nulové.

Saint-Venant̊uv princip: Nahrad́ıme-li silovou soustavu Π soustavou staticky ek-

vivalentńı ΠE v okoĺı bodu A tělesa, pak napjatost tělesa bude prakticky stejná pro

obě zatěžovaćı soustavy s vyj́ımkou jisté oblasti TS obsahuj́ıćı bod A (viz obr. B.1).

To znamená, že pokud pro posouzeńı chováńı tělesa neńı rozhoduj́ıćı oblast TS,

kde je napjatost porušena, pak můžeme použ́ıt staticky ekvivalentńı silovou sousatvu

ΠE namı́sto p̊uvodńı silove soustavy Π. Saint-Venant̊uv princip tedy umožňuje:

1. zavedeńı tzv. osamělé śıly,

2. zavádět výpočtové modely styku těles,

3. řešit napjatost a deformaci vázaného tělesa ve dvou kroćıch a to řešeńım

rovnováhy tělesa jako celku a pak řešeńım napjatosti a deformace uvolněného

tělesa.
1Napjatost= stav vnitřńıch sil v bodě tělesa
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Obrázek B.1: Saint-Venant̊uv princip. Mimo oblast TS je rozd́ıl v napět́ı

σ od p̊uvodńıho zat́ıžeńı Π a jeho staticky ekvivalentńı náhrady ΠE menš́ı

než stanovená přesnost δ.

Deformace tělesa: Deformace v tělese T je (obdobně jako u napjatosti tělesa)

určena tenzorovým polem deformaćı (tj. množinou tenzor̊u deformaćı pro všechny

body tělesa). Deformace v bodě A tělesa T (obdobně jako obecné napět́ı) záviśı na:

� tvaru tělesa T , řezu ω a poloze bodu A v tělese,

� vlastnostech soustavy vněǰśıch sil Π (vněǰśıho zat́ıžeńı),

� vlastnostech materiálu tělesa.

K popisu se použ́ıvá tzv. tenzor deformace.

Homogenńı deformace tělesa: Nastává tehdy, pokud deformace ve všech bodech

tělesa je shodná, nebo-li tenzory deformaćı jsou ve všech bodech shodné.

Tenzor deformace: Je dvoj́ıho typu podle toho o jakou deformaci se jedná. Pokud

zkoumáme nelineárńı deformaci tělesa T , tak ji poṕı̌seme pomoćı tzv. tenzoru konečné

deformace a pokud se jedná o lineárńı deformaci, tak ji poṕı̌seme pomoćı tzv. ten-

zoru ryźı (malé) deformace. Protože se tato práce zabývá pouze ryźı deformaćı, tak

tenzor konečné deformace uvedeme bez odvozeńı.

Tenzor konečné deformace je symetrický tenzor 2. řádu( viz př́ıloha A, tenzor),

který je vztažen na těleso před deformaćı. Lze ho zapisovat jako matici symetrickou

vzhledem k hlavńı diagonále, tedy plat́ı σxy = σyx, σxz = σzx, σyz = σzy

Tε =

εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

.

Pro jednotlivé složky plat́ı vztah

εij =
1

2

∂2uk
∂xi∂xj

+
1

2

(
∂ui
∂j

+
∂uj
∂i

)
(k, i, j = x, j, z), (B.1)

33



kde u = (ux, uz, uz) je vektor posunut́ı.

Tenzor ryźı deformace dostaneme jako lineárńı část Taylorova rozvoje tenzoru

konečné deformace Tε daného vztahem (B.1)

εij = εij(∂ux/∂x, ∂ux/∂y, . . . , ∂uz/∂z).

Označ́ıme ho jako tenzor ryźı deformace Te, tedy

Te =

exx exy eyz

eyx eyy eyz

ezx ezy ezz

,

kde pro jednotlivé složky plat́ı

eij =
1

2

(
∂ui
∂j

+
∂uj
∂i

)
(i, j = x, y, z), (B.2)

kde u = (ux, uy, uz) je opět vektor posunut́ı. V př́ıpadě rovinné deformace má tenzor

ryźı deformace tvar

Te =
exx exy

eyx eyy
,

kde zbývaj́ıćı složky jsou nulové.

Uvažujme ještě deformaci úsečky dle obrázku (B.2)

Obrázek B.2: Deformace úsečky.

Definujme př́ır̊ustek vektoru ∆x následovně

δ∆x = ∆x + u(x + ∆x)− [u(x) + ∆x] = u(x + ∆x)− u(x).

Vezmeme lineárńı část Taylorova rozvoje př́ır̊ustku δ∆x a dostaneme

(δ∆x)i ≈
∂ui
∂j

(x)∆j (i, j = x, j, z).

Rozděĺıme ∂ui/∂j na symetrickou a antisymetrickou část

(δ∆x)i ≈ eij∆j + ωij∆j,
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kde eij jsou složky tenzoru ryźı deformace (B.2) a vektor ωij∆j představuje malé

natočeńı vektoru ∆x a plat́ı pro něj

ωij =
1

2

(
∂ui
∂j
− ∂uj

∂i

)
(i, j = x, y, z).

Objemová śıla: Je to śıla, která p̊usob́ı v bodech tělesa T a je v málém př́ımo

úměrná objemu tělesa. Př́ıkladem je t́ıhová śıla nebo odstředivá śıla při rotaci. Ve-

likost této śıly je pro př́ıpad rovinného tělesa dána vztahem

Fx =

∫∫
T1

gx dxdy, Fy =

∫∫
T1

gy dxdy,

kde T1 je podtěleso s hranićı a dvojice (gx, gy) je vektor objemové śıly pro každý bod

podtělesa.

Rovnováha tělesa: Rovinné těleso je v rovnováze (statické) jestliže plat́ı, že součet

všech x-ových sil Fxi i y-nových sil Fyi je roven nule a součet všech moment̊u MAi

k nějakému bodu A je nulový, nebo-li∑
i

Fxi = 0,
∑
i

Fyi = 0,
∑
i

MAi
= 0.

V definici obecného napět́ı se předpokládá, že rovinné těleso T je v rovnováze.

Tuto rovnováhu muśı splňovat i složky tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy. Tedy plat́ı tzv.

rovnice rovnováhy.

Rovnice rovnováhy: Mějme rovinné těleso T , které je v rovnováze a na které

p̊usob́ı vněǰśı zat́ıžeńı a objemová śıla q. Potom složky tenzoru napět́ı σxx, σxy, σyy

vyhovuj́ı následuj́ıćım rovnićım (rovnićım rovnováhy)

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+ gx = 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+ gy = 0.

Rovnice kompatibility: Mějme jednoduše souvislé rovinné těleso T a tři funkce

exx, exy, eyy se spojitými parciálńımi derivacemi do druhého řádu. Potom nutná a

postačuj́ıćı podmı́nka, aby byly složkami ryźı deformace tělesa T je, aby vyhovovaly

následuj́ıćı rovnici (rovnici kompatibility deformaćı)

∂2exx
∂y2

− 2
∂2exy
∂x∂y

+
∂2eyy
∂x2

= 0.

Pomoćı Hookova zákona a rovnic rovnováhy můžeme rovnici kompatibility vyjádřit

pomoćı složek tenzoru napět́ı takto

∆(σxx + σyy) = −2(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

)
,
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kde λ, µ jsou materiálové konstanty a ∆ je Laplace̊uv operátor. Pro př́ıpad nulových

objemových sil nabývá tvaru

∆(σxx + σyy) = 0.

Hooke̊uv zákon: Popisuje vztah mezi napět́ım a deformaćı (tzv. konstitutivńı vzta-

hy) v tělese T . V obecné formě pro př́ıpad rovinné deformace/napjatosti v homoge-

nńım tělese má tvar

σxx = c11exx + c12eyy + c13exy,

σyy = c21exx + c22eyy + c23exy,

σxy = c31exx + c32eyy + c33exy,

kde exx, eyy, exy jsou složky ryźı deformace, σxx, σxy, σyy jsou složky tenzoru napět́ı

a konstanty cij (i, j = 1, 2, 3) jsou materiálové konstanty pro které plat́ı cij = cji.

Obecně, pro př́ıpad trojosé napjatosti, obsahuje Hooke̊uv zákon 21 nezávislých

materiálových konstant cij, které popisuj́ı homogenńı materiál tělesa. V př́ıpadě izo-

tropńıho materiálu se tyto konstanty redukuj́ı pouze na dvě tzv. elastické Laméovy

konstanty λ, µ a Hooke̊uv zákon pak nabývá tvaru

σxx = λΘ + 2µexx,

σyy = λΘ + 2µeyy,

σxy = 2µexy,

kde symbol Θ znamená

Θ = exx + eyy =
σxx + σyy
2(λ+ µ)

.

Konstanty λ, µ vyjadřuj́ı určité vlastnosti daného materiálu (nemůžou být libovolné)

a plat́ı pro ně λ, µ > 0. V pružnosti se často mı́sto Lamélových konstant použ́ıvá

modul pružnosti E a Poissonova konstanta σ, přičemž

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, σ =

λ

2(λ+ µ)
.

Pokud chceme vyjádřit Hooke̊uv zákon pro složky tenzoru deformace exx, exy, eyy,

dostaneme

exx =
1

2µ

[
σxx −

λ(σxx + σyy)

2(λ+ µ)

]
,

eyy =
1

2µ

[
σyy −

λ(σxx + σyy)

2(λ+ µ)

]
,

exy =
1

2µ
σxy.
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Obrázek B.3: Hranová dislokace.

Hranová dislokace: Je typ čárové poruchy mř́ıžky, kdy chyb́ı určitá souvislá část

atomů a t́ım dojde k deformaci mř́ıžky v jej́ım okoĺı. Pro představu si můžeme

představit např. čtverec atomů 8x8, kde uprostřed chyb́ı např. 5 atomů v řadě.

Vlivem toho dojde k posunu okolńıch atomů do mezery (viz obr. B.3). V pružnosti

však fyzikálńı podstata hranové dislokace nemá takový význam jako jej́ı matema-

tický popis. Jedná se totiž o tzv. Greenovu funkci úloh typu modelováńı trhlin v

nějakém kontinuu. Pak již nehovoř́ıme o jedné hranové dislokaci, ale o spojitém poli

dislokaćı, které však má opodstatněńı pouze v teoretické rovinně nemaj́ıćı žádný

reálný ekvivalent.

Izolovaná (osamělá) śıla: je śıla p̊usob́ıćı pouze v jednom daném bodě tělesa.

Podobně jako v př́ıpadě hranové dislokace nemá fyzikálńı význam osamělé śıly v

pružnosti takový význam jako jej́ı matematický popis2, kde se jedná o tzv. Green-

ovu funkci pro jistý typ úloh.

2Osamělá śıla ve skutečnosti nemá reálný ekvivalent, jde pouze o teoretickou idealizaci

skutečného zat́ıžeńı na základě Saint-Venantova principu.
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