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Abstrakt

Diplomova préce se zabyva rozdélenim extrémnich hodnot a cenzorovanymi vybéry. V
teoretické ¢asti je popsana metoda maximalni vérohodnosti, typy cenzorovanych vybéri
a je definovano rozdéleni extrémnich hodnot. V praci jsou odvozeny vérohodnostni rov-
nice pro cenzorované vybéry z exponencialniho, Weibullova, logaritmicko—normalniho,
Gumbelova a zobecnéného extrémniho rozdéleni. Pro tato rozdéleni jsou téz odvozeny
asymptotické intervalové odhady a je provedena simula¢ni studie sledujici zavislost od-
hadu parametru na procentu cenzorovani.

Summary

The thesis deals with extreme value distributions and censored samples. Theoretical
part describes a maximum likelihood method, types of censored samples and introduce
a extreme value distributions. In the thesis are derived likelihood equations for censored
samples from exponential, Weibull, lognormal, Gumbel and generalized extreme value
distribution. For these distributions are also derived asymptotic interval estimates and is
made simulation studies on the dependence of the parameter estimate on the percentage
of censoring.
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1 Uvod

Teorie extrémnich hodnot se zabyva rozdélenim maxim respektive minim posloupnosti
nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in. Tato teorie se vyuziva pro posuzovani
rizik vyplyvajicich z vyskytu vysoce nepravdépodobnych udalosti, jako jsou naptiklad
stoleté povodné, vyskyt extrémniho pocasi, vyskyt mimoradnych pojistnych udalosti ¢i v
teorii spolehlivosti pri vyskytu poruch. V praxi se ndm vsak ne vzdy podaii zaznamenat
vSechna nastoupeni sledovanych jevil. Ziskavame tak cenzorované vybéry, ze kterych je v
praxi potreba provadét odhady.

Tato prace si klade za cil popsat jednotlivé typy cenzorovani a nasledné odvodit vztahy
pro odhady parametri rozdéleni pravdépodobnosti z cenzorovanych vybérii.

Po prvni kapitole Uvod nésleduje druha kapitola vénovana teorii maximalné vérohod-
nych odhadt. V ni jsou uvedeny zakladni véty a definice z této teorie a je popsan princip
této metody.

Treti kapitola si klade za cil popsat typy cenzorovanych vybért a odvodit ¢i uvést
tvary vérohodnostnich funkci. Do této kapitoly je téz zahrnuto odvozeni vérohodnostnich
rovnic a asymptotickych intervalovych odhadt parametri v cenzorovanych vybérech pro
exponencialni, Weibullovo a logaritmicko—normaélni rozdéleni.

Ctvrta kapitola obsahuje zavedeni rozdéleni extrémnich hodnot. V kapitole jsou déle od-
vozeny tvary vérohodnostnich rovnic a asymptotickych intervalovych odhadt parametri
pro extrémni rozdéleni typu I (Gumbelovo) a pro zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot.

Pata kapitola je vénovana simulacim, ve kterych je studovana zavislost odhadu para-
metru na procentu cenzorovani v cenzorovanych vybérech z exponencialniho, Weibullova,
logaritmicko-norméalniho, Gumbelova a zobecnéného extrémniho rozdéleni. Jsou zde uve-
deny vystupy z téchto simulaci ve formé obrazki a z nich vyvozené zavery. V této kapitole
jsou téz popsany programy vytvorené v matlabu, které vyuzivaji nékteré odvozené vztahy
z predchozich dvou kapitol. Programy pak byly vyuzity pti simulacich.

Posledni kapitola Zavér shrnuje vysledky této prace.



2 Metoda maximalni vérohodnosti

Tato kapitola byla zpracovéna dle [1]. V celé praci budeme nadéle pracovat se spojitymi
nahodnymi veli¢inami.

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a na ném je definovana nd-
hodnd wveli¢ina X. Funkci F(z) = P(X < z) definovanou pro vSecna x € R budeme
nazyvat distribucni funkci nahodné veliciny X.

Definice 2.2 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a na ném je definovina nd-
hodnd veli¢ina X. Pak Funkci f(x) > 0 spliiugici pro vSechna x € R vztah [ f(t)dt =
F(z) budeme nazyvat hustotou pravdépodobnosti nahodné veliciny X.

Definice 2.3 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a na ném je definovana nd-
hodnd veli¢ina X. Funkci R(x) = P(X > x) = 1 — F(x) definovanou pro vSechna x € R
budeme nazyvat funkce spolehlivosti.

Definice 2.4 Stredni hodnota ndhodné veliciny X se znaci symbolem EX a je ddna vzta-
hem

EX = /_oo zf(z)de.

Symbolem EgX budeme znacit stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X o hustoté f(x,0), kde
0 je vektor parametri daného rozdélent.

Definice 2.5 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a na ném je definovdna po-
sloupnost nahodnyjch velicin X1, Xs, ... a nahodnd velicina X. Necht posloupnost X,,, n =
1,2,... ma distribucnd funkci F,, a necht X md distribucni funkci F. Jestlize F,,(x) — F(z)
v kaZdém takovém bodé x, ve kterém je funkce F spojitd, pak Tikdme, Ze posloupnost
F,, konverguje slabé k F. V tomto pripadé pak tikdme, Ze veliciny X,, konverguji k na-
hodné velicine X v distribuci a rozdéleni nahodnych velicin X,, nazyvame asymptotické
rozdeleni. Konvergenci v distribuci budeme znacit X, NS¢ V pripadé, Ze rozdéleni nd-
hodné veliciny X md konkrétni oznacent, treba N(u,c?), pak budeme misto X, 4 X psat

X, % N(p, o?).

Definice 2.6 Necht X1,..., X, je posloupnost nezdvislych stejné rozdéleniyjch ndahodnijch
veli¢in s rozdélenim o distribucni funkci F(x). Pak tikame, Ze Xi,...,X, je ndhodny
viybeér z rozdéleni o distribucéni funkei F(x). Cislo n se nazgvd rozsah vibéru.

Definice 2.7 Méjme nahodny vyber X, ..., X, z rozdeéleni, které md distribucni funkci
F(x). Tyto veliciny uspordddme vzestupné podle velikosti. Nejmenst z nich oznacime X1y,
druhou nejmensi X (g, az nejvétsi X,). Plati tedy Xy < Xy < -+ < X(p). Velicinam
X1y, X@2), -+, X(n) se Tikd usporddany ndhodny vybér. Jestlize nahodnd velicina X; je v
usporadaném nahodném vybéru j—td, tj. kdyz X; = X(;), pak potadi R; této veliciny je
rovno cislu 7.



2.2 METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI

2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

2.2.1 Pomocna tvrzeni

Dtive nez bude popsan samotny princip metody maximalni vérohodnosti, bude uve-
deno par dilezitych pojmi a vét z teorie odhadu. Predpoklddejme, ze nahodny vektor
X = (Xy,...,X,) ma hustotu f(x,8), pficemz @ = (0y,...,6,,)" je nezndmy parametr.
Na zakladé vektoru X je tieba ziskat co nejlepsi odhad parametru @, ktery patii do para-
metrického prostoru 2 C R™. Bodovym odhadem parametru 8 rozumime nalezeni néjaké
vektorové méfitelné funkce g takové, aby ndhodny vektor T = g(X) v néjakém smyslu co
nejlépe aproximoval hodnotu parametru 6.

Definice 2.8 Rekneme, Ze systém hustot {f(x,0),0 € Q} je requldrni, jsou-li splnény
tyto podminky:

1. MnozZina ) je neprazdnd oteviend.
2. Mnozina M = {x : f(x,0) > 0} nezdvisi na 0.

3. Pro skoro vSechna x € M ezistuje konecnd parcidlni derivace f'(x,0) = 8fg;’9).

4. Pro vSechna 6 € Q plati [,, f'(x,0)dx = 0.

5. Integral

je konecny a kladny.

Integral J,,(0) se nazyva Fisherova mira informace o parametru 6 obsazena v ndhodném
vektoru X. Tento integral se da téz zapasat zapomoci stfedni hodnoty a to

g ey

Fisherova mira informace ma v teorii odhadu velky vyznam a proto zde budou uvedeny
nékteré jeji dilezité vlastnosti.

() = E[

Véta 2.1 Necht systém hustot {f(x,0),0 € Q} je requldrni. Jestlize pro skoro vSechna

x € M existuje
" 9*f(x,0)
J(x.6) = 02

a jestlize pro vsechna 0 € ) plati

/ £7(x,0)dx = 0,
M

pak
0%In f(x,0
5,0) =~ [ TEIED) i gy

Dikaz. Viz [1].



2.2 METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI

Zobecnéni Fisherovy miry informace na pripad vicerozmérného parametru vede k Fishe-
rove informac¢ni matici. Ta bude definovana v nasledujici definici.

Definice 2.9 Necht ndhodny vektor X = (Xi,...,X,) md spojitou hustotu f(x,80).
Predpokladejme, Ze plati:

1. 8 € () je neprdzdna otevrend mnozina v R™.

2. Mnozina M = {x: f(x,0) > 0} nezdvisi na 6.

3. Pro skoro vSechna x € M a pro vSechna © = 1,...,m existuji parcidlni derivace
Ji(x,8) = “52.

4. Pro kazdéi=1,...,m a pro vsechna 0 € Q plati [,, f/(x,0)dx = 0.

5. Pro kaZdou dvojici (i,j), i, = 1,...,m, existuje konecny integrdl
fi(x,0)fi(x,0)
/ (x.0) f(x,0)dx.

6. Matice J,(0) = (J;;(0))"=, je pozitivné definitni pro kazdé 8 € Q.

Pak se systém hustot {f(x,0),0 € Q} nazgvd requldrni a J,(0) se nazyvd Fisherova
imformacni matice.

Véta 2.2 Necht systém hustot { f(x,0),0 € Q} je requldrni. Predpokladejme, Ze pro skoro
vsechna x € M existuji derivace

0?f(x,0)

L, =1,...
89189] ) 2W) ) y T,

fii(x,0) =
a, ze pro vSechna @ € Q plati
/ f1(x,0)du(0) =0,  ij=1,....m.

Pak plati

B 0?1n f(x,0) S
Jij(e) = _/M Wf(x, 0)du(x), 1,5=1,...,m.

Dikaz. Viz [1].

2.2.2 Princip metody

Necht ndhodny vektor X = (X7,...,X,) ma hustotu f(x,8), kde 8 € Q. Pfi pevné
hodnoté x je funkce f(x, @) jakozto funkce 8 nazyvana vérohodnostni funkce. Déle v textu
se bude vérohodnostni funkce znacit L(0) = L(x, 8). Statistika 8 = (X) parametru 6,
kterd maximalizuje vérohodnostni funkci L(x, 6) pro dané X = x, se nazyva maximalné
vérohodny odhad parametru 6.

Necht ndhodny vektor X ma hustotu f(x, @), piicemz € € Q C R™. Necht u : Q — Q*
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je funkce, ktera zobrazuje 2 na Q* C R*. Ke kazdému 0 € Q je tedy piifazeno 8* € Q*
predpisem 6 = u(0). Necht G(0") = {0 : 6 € Q,u(0) = 6"}. Oznacme

Q(x,0") = sup f(x,0).
0cG(0")

Pak se () Jakozto funkce 8™ nazyva vérohodnostni funkce indukované parametrickou funkci
u. Hodnota 0 kterd maximalizuje Q(X,0"), se nazyva maximalné vérohodny odhad
parametrické funkce u.

Véta 2.3 Je-li O mazimdiné verohodny odhad parametru 6, pak u(é) je mazximalné véro-
hodny odhad parametrické funkce u(@).

Dikaz. Viz [1].

Jednorozmérny pripad

Necht 0 je jednorozmérny parametr. Funkce [(x,0) = In L(x,0) se jakoZzto funkce pro-
ménné f pii pevném X nazyva logaritmicka vérohodnostni funkce.

Véta 2.4 Necht jsou splnény predpoklady

Py: Necht Q je parametricky prostor, ktery obsahuje takovy neprdzdny otevreny interval
w, Ze skutecnd hodnota parametru 6y patri do w.

Py: Necht X = (Xy,...,X,), kde X; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s
hustotou f(x,0).

Ps: Necht M = {z : f(x,0) > 0} nezdvisi na 0.

Py: Necht 0,0, € Q. Pak f(x,0,) = f(x,02) skoro vSude plati prdvé tehdy, je-li 6, = 0.

A necht na intervalu w ezistuje f'(x,0) = af(x 6) pro skoro vsechna x. Pak pro kaZdé e > 0
prin — oo plati, Ze s pravdepodobnosti k:onverguyzcz k jedné ma verohodnostni rovnice
ol(x,0)
o0

takovy koven 0, = 0,(x), Ze |0, — 0| < ¢.
Diikaz. Viz [1].

Véta 2.5 Necht{f(x,0),0 € Q} je requldarni systém hustot s Fisherovou mirou informace
J(0) a necht plati predpoklady Py aZ Py z pfedchozi véty. Necht 6y € w je skutecnd hodnota
parametru a necht jsou splnény ndsledujici predpoklady.

9 f(z.0)
963

1. Pro vsechna 6 € w a skoro vsechna x € M existuje derivace f"(x,0) =

2. Pro vSechna 6 € w plati

/. £, O)dux) =
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3. Ezistuje takovd nezdpornd méritelnd funkce H(x), Ze EpyH(X) < oo a pFitom pro
skoro vSechna x € M a pro vSechna 0 takovd, Ze |0 — Oy| < € pro néjaké dostatecné
malé € > 0 , plati

031n f(x,0)

——— 2\ < H(x).

003 ‘_ (z)

Pak plati ndsledujici tvrzend.

1. Jestlize n — oo, pak

\}ﬁmo) 2 N(0, J(6)).

. Erzistuje-li pro kaZdé dostatecné velké n a pro kaZdou hodnotu X takovy koten 6.,
vérohodnostni rovnice, Ze 0,, je konsistentnim odhadem parametru 0y, pak

V(6 — 05) & N(0,

J(6o) )
Dikaz. Viz [1].

Vektorovy parametr

Pro odhad vektorového parametru plati podobna tvrzeni jako pro odhad jednorozmeér-
ného parametru. Dale uvedené véty jsou jen zobecnénim vét platicich pro jednorozmeérny
ptipad. Sdruzena hustota je L(x,0) = [, f(x;,0), kde 0 je m—rozmérny vektor pa-
rametri. Funkce [(0) = In L(x, 0) se nazyva logaritmickd vérohodnostni funkce. Systém
vérohodnostnich rovnic je tvaru:

01(0)
a0,

=0, j=1...,m.
Véta 2.6 Necht systém hustot {f(z,0),0 € Q} je requldrni a md Fisherovu informacni
matici J(0). Necht plati ndsledujici predpoklady:

1. Necht Q C R™ je parametricky prostor, ktery obsahuje takovy meprdzdny otevieny
terval w, Ze skutecnd hodnota parametru 0y patri do w.

2. Necht X = (X1,...,X,), kde X; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s
hustotou f(x,8).

3. Necht M = {z : f(x,0) > 0} nezdvisi na 6.

4. Necht 01,0, € Q. Pak f(x,0,) = f(x,05) plati pravé tehdy, je—li 61 = 0.

5. Deriwace - g( :6) existuje pro skoro vsechna x, pro vsechna @ € w a pro vsechna
i,5,k=1,.

6. Pro vsechna 0 € w plati

/ i, 0)du(x) =0, ij=1,...,m.
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7. Pro vsechna i,j,k =1,...,m existuji funkce M;;p(x) > 0 tak, Ze Eg,M;ji(X) < 00,
kde X je ndhodnd velicina s hustotou f(x,0) a

9 In f(x,0)
00,00;00,

< M;j(z) pro vSechna 0 € w a skoro vSechna x € M.

Pak plati ndsledujici tvrzend.

(i) Jestlize n — 00, pak ke kaZdému € > 0 existuje s pravdépodobnosti blizici se jedné
takové Fesent @, systému vérohodnostnich rovnic, Ze ||0, — 6|| < «.
(ii) PoloZme

a1()
96,

Pak pro n — oo platt

1 d
—U(6y) — N(0,J(6y)).
\/ﬁ ( 0) ( ( 0))
(i1) Eristuje—li pro kazdé dostatecné velké n a pro kaZdou hodnotu X takovy koren 6.,
systému vérohodnostnich rovnic, Ze 6,, je konsistentnim odhadem parametru 6y, pak

Vn(8, — 8y) 5 N(0,3(6,)7").
Diikaz. Viz [1].

S vyuzitim pfedchézejici teorie lze snadno zkonstruovat intervalové odhady parametrii
0;, kde 1 = 1,...,m. Asymptotické oboustranné intervaly spolehlivosti pro parametry 6;,
i =1,...,m s koeficientem spolehlivosti 1 — «/2 jsou

(éi - uka/z\/%,i, éi + ulfa/g\/wT,i) 1=1,...,m,

kde u1_q/2 je 1 — /2 kvantil standartizovaného normalniho rozdéleni a 1;; je hodnota
matice ¢(0) v i-tém fadku a i-tém sloupci. Matice ¢ () je inverzni matice k asymtotické
Fisherové informac¢ni matici a je ur¢ena vztahem

-1

In L|91 =0=0

802 InLlg_g

60180
»(8) =

80m861 1nL|¢9 -0 002 1nL|9 0



3 Cenzorované vybéry

V této kapitole budou popsany jednotlivé typy cenzorovanych vybért, uvedeny tvary
vérohodnostnich funkci a dale pak budou pro exponencialni, Weibullovo a logaritmicko—
—normalni rozdéleni odvozeny konkrétni tvary vérohodnostnich rovnic a stanoveny inter-
valové odhady parametr téchto rozdéleni. Odvozeni vérohodnostnich rovnic a naslednych
intervalovych odhadi bylo provedeno autorem této prace. Nékteré ziskané vztahy byly pre-
kontrolovany podle [2]. Pro zkréaceni zépisu vSak nebyly uvedeny vSechny kroky vypocti.

3.1 Cenzorované vybéry

Necht Xi,..., Xy jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim o distribu¢ni funkci
F(z,0) a hustoté f(x,0). Necht X; znaci dobu ¢ekéni u i—té statistické jednotky na rizi-
kovy jev. V teorii spolehlivosti se jedna tfeba o sledovani doby do poruchy soucastky. V
lékarstvi muze znacit dobu do amrti sledovaného pacienta pri zavazné chorobé. V praxi se
nam vsSak ne vzdy podafi ziskat uplny ndhodny vybér X, ..., Xy. Jeden z dtivodti, proc
necekame, az rizikovy jev nastane u vsech sledovanych statistickych jednotek, je tieba
financéni narocnost sledovani vSech statistickych jednotek. Pti zkouskéach zivotnosti nelze
z financ¢nich ¢i c¢asovych divodu cekat, nez se nam pokazi vSechny testované stroje. Dalsi
divod vzniku cenzorovanych vybéru se vyskytuje v mediciné, kdy sledovany pacient tr-
pici smrtelnou nemoci prestane dochézet na pravidelné kontroly af uz z divodu zmény
bydlisté ¢i timrti z jinych dtvodi, nez je sledovana nemoc.

K cenzorovani dochéazi, jestlize sledujeme N statistickych jednotek a vysledek experi-
mentu jsou dvé skupiny statistickych jednotek. V prvni jsou ty, u nichz doslo v pribéhu
sledovani k poruse. Ve druhé jsou ty, u kterych nedoslo pti sledovani k poruse.

Dle typu usporadani experimentu lze cenzorované vybéry rozdélit na cenzorované ca-
sem, poruchou ¢i ndhodné. Cenzorovani casem se téz oznacuje jako cenzorovani typu I a
cenzorovani poruchou jako cenzorovani typu II.

Dalsi typ déleni je: cenzorovani zleva, zprava, dvojité, progresivni a intervalové.

V Nasledujicim vyc¢tu typl cenzorovani jsou vztahy pro vérohodnostni funkce prevzaty
z [2] a [6] a odvozeni ndhodného cenzorovani je provedeno dle [10].

3.1.1 Vybéry cenzorované zprava typu I

S cenzorovanim typu I u zprava cenzorovanych vybéri se v experimentu setkame, jestlize
vSech N statistickych jednotek sledujeme od pocatku experimentu, tedy od casu t = 0.
Jejich sledovani ukonc¢ime v néjakém predem urceném pevném case ¢ = Tp bez ohledu na
to, u kolika jednotek doslo k poruse.

Nésledujici odvozeni je provedeno dle [6]. Vysledkem experimentu je n—tice prvnich
pofadovych statistik X(i),..., X(,) a informace, Ze u ¢ = N — n statistickych jednotek
doslo k poruse po ¢ase Tp, tedy Xgy1) > Tp, ..., X(n) > Tp. Necht (Xy),..., X@p) =X
jsou pozorované usporddané doby do poruchy a necht 0 < x(1) < -+ < x(,). Oznacéme
X = (z@y, ..., Zw)). Necht A > 0 je takové, Ze z; + A < 211y, 1 = 0,...,n — 1, kde
2@0) = 0azmm)+A < Tp. Necht A oznacuje n—rozmérny vektor, ktery ma vSechny slozky
rovny A. Pravdépodobnost nastoupeni jevu, Ze zadné pozorovani neni mensi nez x(y,

10



3.1 CENZOROVANE VYBERY

pravé jedno pozorovani padne do intervalu (z(1), z(1) + A), zadné pozorovani nepadne do
intervalu (z(1) + A, x(2)), pravé jedno padne do intervalu (x(z), 22y + 4A), ..., pravé jedno
pozorovani padne do 1ntervalu (T(my, T(n) + A) a c pozorovani je vétsich nez Tp, je

N! n
ol 1I(N —n)! [1(F(x

=1

P(X§X<X+A,X(n+1) >Tp,...,X(N) >Tp) =

kde R(z) znadi funkei spolehlivosti. Sdruzené rozdéleni vysledku experimentu ma hus-
totu (vzhledem k sou¢inu n—rozmérné Lebesgueovy a ¢itaci miry)

N! n
[y 2@y, n) = ) 1:[ f(x@)R(Tp),

kde 0 <z <...,34) <Tpan=0,1,...,N. Vérohodnostni funkce je

N! L .
L(xay, - s Ty, n, 0) = miznlf(m(i),e)}% (Tp, ),
kde 0 <zy<...,20) <Tp,n=0,1,...,N a0 c.

3.1.2 Vybéry cenzorované zprava typu II

V case t = 0 zacneme sledovat N statistickych jednotek. Sledovani ukonc¢ime presné
v okamziku, kdy zaznamename poruchu u n jednotek, kde n je predem dané pevné
¢islo n € {1,...,N}. Vysledkem experimentu je n uspofddanych nédhodnych veli¢in
X(1), -+, X(n) udavajicich prvnich n dob do poruchy. Doba sledovani jednotek je dana
okamZikem nastoupeni n—té poruchy, tedy Tp = X(;,). Porucha nebyla v pribéhu pozoro-
vani zaznamenana u zbyvajicich ¢ jednotek, kde ¢ = N —n. O téchto ¢ jednotkach lze fici
pouze to, Ze doba do poruchy je u nich vétsi nez okamzik nastoupeni n—té poruchy X,).

Nésledujici odvozeni je provedeno dle [6]. Necht (X( -, X@m)) = X jsou pozorované
uspofadané doby do poruchy a necht 0 < z(;) < --- < x(n Oznacme x = (z(1), ..., T())-
Necht A > 0 je takové, Ze () + A < 241y, @ = 0,. — 1, kde z() = 0. Necht A

oznacuje n—rozmérny vektor, ktery méa vsechny sloéky rovny A, a necht
Z={x<X<x+ A}

Nahodny jev Z nastane, pravé kdyZz Zadné pozorovani neni mensi neZ x(;), pravé jedno
pozorovani padne do intervalu (z(y,z) + A), Zzadné pozorovani nepadne do intervalu
(x1)+ A, 2(2)), prave jedno padne do intervalu (z(9), £(2)+24), ..., pravé jedno pozorovani
padne do intervalu (z(,y, ) + ) a ¢ pozorovani je vétsich nebo rovnych z(,) + A. Proto
je

N!

P(2) = 011l 11(N —

Sdruzend hustota X potom je

S T + 2) = Flao) R + 2),

=1

f(x(l), s ,x(n)) = ilin)oﬂf P(Z) =

11
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3.1 CENZOROVANE VYBERY

N! L

= m l:llf(x(i))Rc(x(n)), 0< Ty < .oy T(p) < 00,

Vérohodnostni funkce je

L ey X, 0) = ——
(x(1)7 » L(n) ) (N—TL) 1.
kde 0 <@y <...,7p) <00af €l
Odvozeni u ostatnich typt cenzorovani nebudou dale uvadény. Jejich provedeni je po-
dobné jako dvé zde uvedenad odvozeni.

3.1.3 Vybéry cenzorované zleva typu I

Experiment zapo¢neme v ¢ase t = 0. Sledovani a zaznamenavani poruch vsak neza¢neme
v okamziku zacatku experimentu, ale az v néjakém predem daném pevném case t = T7.
Od tohoto ¢asu zaznamenavame vsechny poruchy az do okamziku zakonceni experimentu,
pricemz experiment je ukoncen v okamziku, kdy doslo k poruse u vSech N = c+n jednotek.
Vysledkem experimentu je tedy n zaznamenanych dob do poruchy X .11y, X(ct2), ..., X(w)
a informace o tom, Ze u ¢ jednotek doslo k poruse pred okamzikem zapoceti sledovani
Xy < X < ... < X <T. Vérohodnostni funkce je tvaru

n

L({E(C+1)7 B ,lL'(N),TL,O) =K- F(Tlne)c H f(x(i'i‘c)?e)?

=1

kde K je bliZze nespecifikovand konstanta a z(ct1),...,7(v) jsou zaznamenané doby na-
stoupeni poruch.

3.1.4 Vybéry cenzorované zleva typu II

Experiment je zapocat v case t = (0 a ucastni se ho N zafizeni. Prvni doba poruchy,
ktera je zaznamenana je az ¢ + 1 porucha. O pfedchozich poruchach u ¢ zarizeni vime
jen to, ze probéhly pfed ¢asem prvni zaznamenané poruchy. Pozorovani ukonc¢ime, kdyz
je vSech N zarizeni porouchano. Vysledkem experimentu jsou doby nastoupeni n poruch:
X(et1)s X(e42)s - - - » X(v). Pro doby poruch pied okamZikem cenzorovani T, = X .1y plati
Xy <... < X <Tp = X(c41). Vérohodnostni funkce pro tento ptipad je

n

L('x(c—l-l)a cee 7x(N)79) =K- F(x(c—l-l)ag)c H f(x(i—l-c)ae)a

=1

kde K je blize nespecifikovand konstanta a (c11),...,7(v) jsou zaznamenané doby na-
stoupeni poruch.

3.1.5 Vybéry dvojité cenzorované

Dvojité cenzorovani je kombinaci cenzorovani zleva a zprava. Muze byt jak typu I tak
typu II. Experiment zapoctneme na N zafizenich v ¢ase t = 0. Pro typ I zapoc¢neme
sledovat zarizeni v ¢ase t = T;,. Do tohoto ¢asu porucha probéhla u ¢; zafizeni. Doby
poruch téchto c; zarizeni vSak nezname. Jediné co o nich vime je, ze X,..., X, < 1.
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3.1 CENZOROVANE VYBERY

Zbyvajicich N — ¢y zafizeni sledujeme po pevny predem urceny cas, tedy do ¢asu Tp. V
tomto case prestaneme sledovat zafizeni. Do tohoto okamziku jsme zaznamenali n poruch,
které probéhly mezi c¢asy Ty, a Tp. O zbylych ¢ = N — ¢; — n zafizenich vime jen to, zZe
doba do poruchy je u nich vétsi nez Tp.

U typu II prvni zaznamenand porucha je az c¢; + 1 porucha, ktera probéhla v case
X(c+1)- Po zaznamenani n poruch je sledovani ukonceno. Pro zbyvajicich c; = N —c; —n
zafizeni plati, Ze jejich doba do poruchy je vétsi nez doba do poruchy X ., ) porouchaného
zafizeni. Vérohodnostni funkce je tvaru

n

L(x(61+1)7 s ax(01+n)7 0) = K[F(Tla 0)]61 [1 - F(T27 9)]02 H f(l'(iJrq)v 0>a
i=1
kde pro cenzorovani typul je T} = 17, T, = Tp a pro cenzorovani typu I Ty = x (., 41y, 1> =
T(c14n) & T(et1), - - -, T(N) jsou zaznamenané doby nastoupeni porucha a K je bliZze nespe-
cifikovana konstanta.

3.1.6 Vybéry progresivné cenzorované

Experimentu se ucastni N zafizeni. V ¢asech 17 <1y < --- < Tj--- < T}, dochazi k cen-
zorovani z prava. V case X = Tj je c¢; zafizeni vylouceno ze sledovani. O téchto c; zafizeni
je pouze znamo, ze doba do poruchy je u nich vétsi nez doba, ve které byly cenzorované
tj. X > Tj. Celkem je béhem experimentu cenzorovano c = Z§:1 c¢; pozorovani. Celkovy
pocet zaznamenanych poruch je n = N — c. Pro typ I jsou ¢asy cenzorovani pevné dané
konstanty. Pro typ II jsou urceny predem danymi poc¢ty poruch, které museji nastat.

Vérohodnostni funkce pro progresivné cenzorované vybéry typu I v bodech cenzorovani
T;, 7 =1,...,k je tvaru

k
L(:L‘(l), c X)), N 1:[ T 9 ]CJ H f(:L‘(i), 9),

kde K je blize nespecifikovand konstanta a z(;, ¢ = 1,...,n jsou zaznamenané doby
nastoupeni poruch.

3.1.7 Vybéry intervalové cenzorované

K intervalovému cenzorovani dochéazi, jestlize sledujeme N prvkia. V jistém okamziku
Ty, prerusime sledovani. Opét se vSak v Case Tk vratime ke sledovani. Béhem této doby,
co jsme je nesledovali, vsak doslo k porucham u ¢ prvkia. O téchto ¢ prveich vime jen
to, Ze jejich doba do poruchy lezi uvnitt intervalu (77, Tg). Téchto intervalt vSak béhem
sledovani miize byt vice. Dostdvdme intervaly (1,,Tr,),j = 1,...,k ve kterych doslo
k cenzorovani. Déle vime, ze v intervalu (17;,Tg,) doslo k ¢; poruchdm. Celkovy pocet
cenzorovanych pozorovani je ¢ = Ele ¢;. Zbyva n = N — c jednotek, u nichz jsme piesné
zjistili dobu do poruchy. Vérohodnostni funkce pro cenzorovani typu I je tvaru

n

L(x(l)a"w'x(n KH TR ) F(TLJ,G)]CJHf(.T(Z)70),

i=1

kde doby T7,,Tg, jsou pro cenzorovani typu I dany pifedem a u cenzorovani typu II
zavisi na predem urcenych poctech zaznamenanych poruch a K je blize nespecifikovana
konstanta.

13



3.1 CENZOROVANE VYBERY

3.1.8 Vybéry nahodné cenzorované

Pti ndhodném cenzorovani se predpoklada, ze doba do poruchy X a doba T', po kte-
rou sledujeme danou statistickou jednotku, jsou nezavislé nahodné veli¢iny. Rozdéleni
nahodné veli¢iny X je popsano hustotou f(x) ¢i distribuéni funkei F(z). Rozdéleni na-
hodné veli¢iny T je popséno hustotou g(t) a distribu¢ni funkci G(¢). Obé rozdéleni mohou
zéviset na neznamych parametrech. Tedy F(x) = F(z,0,) a G(t) = G(t, 02). Vektorem
0 = (01,05) rozumime vektor vSech neznamych parametri. Pro zjednoduSeni budeme
predpokladat, ze vektory @, a 85 neobsahuji stejné neznamé parametry.

Vysledkem experimentu je n nezavislych dvojic (W}, I;), kde j = 1,2,...,n. Ndhodna
velicina W; nabyva bud hodnoty X; ¢i T;. W, = Xj, kdyz u j—té sledované jednotky doslo
k poruse v case X;. W; = T}, pokud statistickd jednotka prestala byt sledovéna v case
T; a to dffve, nez u ni doslo k poruse. Z toho vyplyva, ze W; = min(Xj,7}). Veli¢ina
I; € {0,1} vyjadiuje, zda doslo (I; = 0), ¢i nedoslo (I; = 1) k cenzorovani u j-té jed-
notky. Symbolem fx7(x,t) budeme znacit sdruzenou hustotu ndhodnych veli¢in X a 7.
V piipadé nezavislosti X a T plati fxr(x,t) = f(z)g(t).

Dale nasleduje odvozeni vérohodnostni funkce pro ndhodné cenzorovani. Zde pro zjed-
noduseni zapisu zavedeme funkci H(w, 7).

H(w,i) = PW <w, I =1),
kde w > 0 a i € {0,1}. Pro funkci H(w, ) plati:

Hw,0)=P(W <w, I =0)=Pmin(7,X) <w,T<X)=PT <w,X>T)=

= [" [ fxrtesdude = [* [ papgte)dnde = /Owg(t)</toof(m)dx>dt:

:/0 gt)(1 — F(t))dt = G(w) — /Ow g(t) F(t)dt

H(w,1)=P(W <w,I =1)=Pmin(7,X) <w,T > X)=P(X <w,T>X) =

—// Fxr(a, t)dadt = // 1) dadt =
—/ f(x (/ )dt)dx— (w)—/o F(2)G(z)da

Sdruzena hustota ndhodnych veli¢in W a I je h(w,i) vzhledem k sou¢inové Lebesgueové
a Citaci mite.

h(w,0) = PO _ gy — gy Py = g(w)(1 — F(w))
w1y = D ) — p)Gw) = )1 - Gw)

Vérohodnostni funkce je:
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

kde w; je realizaci ndhodné veliciny W; a i; je realizaci ndhodné veliciny /;. Odhad
parametru 6 se ziskd maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce:

1(0) =InL(0) = > Inh(wj,i;) = > Inh(w;,0) + > Inh(w;, 1),
j=1 j€Jo Jjeh

kde Jy je mnozina statistickych jednotek j, pro které je I; = 0 tedy Jo = {j : [; =0} a
J1 ={j : I; = 1}. Dalsi upravou (dosazenim za h(w, 1) a h(w,0)) se dostane

1(6) = > Ifg(w;)(1 = F(w)))] + >_ In[f(w;)(1 — G(w;))] =

J€Jo Jje€I
= > Ing(t;) + > In(l—Ft;)+ Y. Inf(z;) + Y In(l — G(zy)).
j€Jo Jj€Jo jeJ1 JjeS1
Uzitim predpokladu, ze f a F zévisi pouze na 6; = (011,...,01,,) a g a G zavisi na
05 = (01, ... ,0.,) se dostane logaritmickd vérohodnostni funkce ve tvaru

1(0) =11(61) + 15(62),

kde
0(61) = > In(1—F(t;))+ > Inf(z),
j€Jo JEL
Lb(02) = 3 Ing(t) + Y In(1 - Glay)).
Jj€Jo Jjed1
Vérohodnostni rovnice pro odhad parametri jsou:
ol
89;:0’ 1=1,...,7m
ol
89; = 07 = ]-a y T2

Resenim téchto rovnic se dostanou maximalné vérohodné odhady parametrt 8; a 6.

3.2 Odhady metodou maximalni vérohodnosti

V této sekci jsou odvozeny vérohodnostni rovnice pro maximélné vérohodné odhady
parametri a asymptotické intervalové odhady pro rozdéleni exponencialni, Weibullovo a
logaritmicko—normalni. V textu nejsou pro zjednoduseni uvedeny veskeré kroky, které
jsem pfi vlastnim vypoctu provedl. Pii odvozovani se vychazi z teorie, ktera byla uvedena
v kapitole 2 Metoda maximalni vérohodnosti.

3.2.1 Exponencialni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni ma hustotu

T

e =gep(-3), 20

a distribu¢ni funkei

F(z,\)=1—exp (—%)

Pro jednotlivé typy cenzorovani bude vérohodnostni funkce a odhad parametru A na-
sledujici.
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

Cenzorovani zprava typu I a II
Pro typ I je vérohodnostni funkce:

n T)
L(x,A) = (1= F(Tp))* TT f(zi, A) = (exp (=) o exp (=1 > 1),
i=1 i
Logaritmicka vérohodnostni funkce:
T) 1
InL(x,\) = —c=2 —nln A — ~ > ;.
A et
Vérohodnostni rovnice:

Oln L Tp n 12
o T Tyttt

Jeji tpravou se dostane maximalné vérohodny odhad A parametru \.

(N=n)Tp—nA+> z;=0,
i=1
CTp

“ 1Z& 1 L
)\—‘i‘nzzll‘l—n(CTp‘i‘ZI‘Z),

n i—1

Pro typ II bod cenzorovani neni 7p, ale ¢as nastoupeni n-tého rizikového jevu. Od-
had se dostane nahrazenim Tp za x(y).

1 n

5\ = <cx(n) + sz>

n i=1
Cenzorovani zleva typu I a 11
Vérohodnostni funkce pro typ I:
T Tr ... 1 1 &
L(x,\) = F(Ty)* T] f(zi, A) = (1 — exp (—7)) N &P (_X BEDE
i=1 i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce:
T 1
In L(x,\) = cln (1 — exp (_TL)) —nln\ — X > .
i=1
Vérohodnostni rovnice:
OlnL T o 1 &
nt 20 L exp ( ,\TZ —ﬁ+723fi =0.
(2 N(1—exp(—5)) A A

Pokud ji dale upravime dostaneme

T exp (—j;\L) + nA(1 —exp (—j;\L)) — (1 —exp (—j;f)) sz = 0.

Tato rovnice se neda analyticky tesSit. Pro ziskani odhadu A je tireba tuto rovnici
fesit za pouziti numerickych metod. Pro cenzorovani typu II se nahradi T7, za x(c41).
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

e Progresivni cenzorovani
Logaritmicka vérohodnostni funkce:

In L(x, \) ch——nln)\— le
A

Vérohodnostni rovnice:

Oln L n

1 n k
) >\+/\2<;I to ”) !

Po zjednoduseni prejde na tvar:

Odhad parametru A:

e Interval spolehlivosti pro odhad A
Pro urceni intervalu spolehlivosti nejprve vypocteme:

0%In L i n 2 2

kde K je pro
. Tp
cenzorovani zprava K = _2CF’
T L 2¢T _Iy
cenzorovani zleva K = Tiexp (-~ A> + Ty exp é\")
N1 —exp (=55)  X(1—exp (—5))
cT? exp (—21z)

_ BN
N1 —exp (— 5

progresivi cenzorovani K = 3 Z c;T;

Asymptotick}'f oboustranny interval spolehlivosti pro A s koeficientem spolehlivosti

1—3je
(A — u1_a/2ﬂ, A+ Ul—a/Q\/lz)a

kde u1_q/2 je 1 — /2 kvantil normovaného normélniho rozdéleni a ¢ je

9’In L -1
¢_(_ ON2 ,\5\> .
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

3.2.2 Weibullovo rozdéleni

Hustota dvouparametrického Weibullova rozdéleni W (z, A\,b),b > 0,A >0a0 <z < o0
je
b b1 z\?
FlaAb) = e (<(5) )

Distribuc¢ni funkce je

F(z,\b)=1-— exp(—(f\)b).

e Cenzorovani zprava typu I a Il
Vérohodnostni funkce pro cenzorovani typu I:

. n TP b\cn b - 7 b
L(X7 >\7b> = (1—F(TP)) H f(iUi,A,b) = (exp (—(/\> )) H ﬁ% exp (—()\) )
i=1 i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce:
T b n n A\ Db
InL(x, \,b) = nlnb — c</\P> —blnA+ (b—1)3 Ina; - Z(i) ,
i=1 i=1

Vérohodnostni rovnice:

Oln L(x, A, b) n (Tp)b Tp\® " ln)\ "
— - = — —c|—= lnTp—i-c() InA\—nlnA+ ) Inz;, + x;
ob b A A ; Z
1 n
——be;’lﬂxi:O, (1)
Oln L(x, A, b) Tb nb L.
oy = pn oy Taman=0 2)

Déle z rovnice (2) vyjadiime A

)\b o CTlg—i_Zz 1 i)
n 9
N (cT£+Z?1x?)i
- .

Dosadime vyjadieni pro A\’ do rovnice (1) a dostaneme

chJrzy.z zb cTh +Z7.1 ab
Tb n InT Tb n In P =17 ) _ nln P i=1"1
— Ay i de +c e n n n

+3% Inz; + n In cT}’,—i—ZZlef n {L‘b—iz x; blnz, = 0.
i=1 ? CT£+Z:;1 x’l’ n =14 T +ZZ T b i=1 7

. ( . , oy T4y " xb , . .
Tuto rovnice dale upravime vynasobenim ¢lenem % a naslednymi ipravami

az na tvar , )
n
ApInTp =370 jx/Inz; 1

-y Inz, = .
nZ:Z1 ne cTIZ;—I—Z?:le b

Ziskana rovnice se neda analyticky fesit. K jejimu vyfeSeni je potieba pouzit nume-
rickych metod. Pro cenzorovani typu II se v této rovnici zaméni T za z(,).
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

e Cenzorovani zleva typu I a II
Vérohodnostni funkce pro cenzorovani typu I:

c - TL b c b b—1 xZ; b
=1 i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce:

lnL(x,/\,b):nlnb+cln<1—exp( ( > ) nbln A+ (b—1 Zlnl’z Z(a;:)

=1 =1

Vérohodnostni rovnice:

—(Zr)? (InTp, —In ) n
dIn L(x, \, b) n o cexp(=(3) (A) .
OlnL(x,Ab) _ n — A+ Ing
o b = exp (—(2)7) P P
_Z(xl)(lnxl InA) =0
=1
omLxAb) _ ,  Thesp(=(%)") _”j Lf:
O\ A1 — exp (—(5)?)) T -1

Po upraveni dostaneme soustavu rovnic, kterou lze fesit jen numericky.

b%u e e B T (In Ty — InA) — nAPIn A+ AP ; Inz; +In A ;mb

n
—folnxi =0,
b

The ()
Li—nb/\bijZx = 0.
1—€(T i=1

A

—bc

Pro cenzorovani typu II se v této soustavé rovnic zaméni Ty, za x(.41).

e Progresivni cenzorovani
Vérohodnostni funkce pro cenzorovani typu I:

k n b : b
L(x, A\ 0) =Y (1-F(T;))% Hf Ty A, b) (exp ( ) ) H}\— “Lexp —(i) ].
=1 i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce:
k T b n n T b
In L(x, \,b) = nlnb — zcj(Q — bl A+ (b— 1) Inz; — Z(Q .
j=1 i=1 i=1
Vérohodnostni rovnice:
OIn L(x, \, b) n InA & In\ &
— - g——chTblnT%— v Zc]Tb—nln)\—{—z;ln% be
——be;’lnxi:O, (1)
it
Oln L(x, \, b) b F ,  nb b X,
= cT? — — + x; = 0. (2)
oA )\b“jz_:ljj A )\b“;
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

Z rovnice (2) vyjadfime A

)\b o Z CJTb+ZZ 1 z

— - ’
. (zﬁzlchf+E?:1:c’;>i
- .

Rovnici (1) vynasobime A\’ a pak dosadime vyjadfeni pro A’ a dostaneme

Zf C]Tb + Zz 1 z

b

k b n b
Ry AT .

)+

)fo—folnxi =0.
i=1

i=1

n

k b n b
j=1 CjTj + 201 2
n

k b n b
j=1 GG+ 200

k n
~(Xem+yat) m(
j=1 i=1

+In (Zf

Tuto rovnici dale upravime na tvar

n

CJTb+ZZ 1 z
n

1

%

Z? C]T InT; — >0, @

k b
21 6T + 0 x;

2l In z;

leizllnxi =

Rovnice se dale fesi numericky.

e Intervaly spolehlivosti pro odhady parametri

k
) Yo oTy
j=1

n

! ) Z In T+
=1

Nejprve se napocitaji potiebné derivace pro sestaveni asymptotické Fisherovy

informacni matice.

9*InL no 1<, 9
= K|+ {—bz — ﬁ;xl(lnxl —In)\) },
kde K; je pro
Ty 2
cenzorovani zprava  K; = —C(T) (ln Tp — lnA)
. _ o cexp(=(3)")(5)"(In Ty, — In M)
cenzorovani zleva, K, = B - (TL)b)) 5
— exp |
17, 17,
@=Ly e (2,
k T. 2
progresivi cenzorovani Ky = — ) cj()f)b<lnTJ — lnA) .
j=1
9*InL n 1l-=blnAx& , b &,
obox TN A ;I b1 ;x s
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

kde K je pro
To(bInTp +1—bln\)

Ao+ ’
cexp (—(5)) sk (b(In Ty, — In ()" — 1) — 1)

1- exp (= (%))
cexp (_2<%)b) )\2b+1 b(ln TL —In >‘)
(1 —exp (- ( ©)’))? ’

- i Ko — b & 3 —blnA &,
progresivi cenzorovani Ky = o Zlchj nTj + /\b =l ZC]T
]:

cenzorovani zprava Ky =

cenzorovani zleva Ky =

9?In L nb  bb+1) &

) R VR Z“‘”

kde K3 je pro

cenzorovani zprava K3 = —W7

) (TEA20D — (b4 1)A-02)
1 — exp (—(T)b)

exp (—Z(T*L)b)Tbb/\J(bH)
(1 —exp( (56)%))? )

b(b+ 1)
s (. _ b
progresivi cenzorovani K3 = = Z s

(s b (€XP (— (TL
cenzorovani zleva Kz = —bcI}

Asymptoticky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr A s koeficientem spo-

lehlivosti 1 — a/2 je
(5\ — U1—a/2\/ Y11, A+ Ur—a/2\/V1,1)

([; — U_q/2\/ V22, b+ Ul—a/?\/@)v

kde u1_q/2 je 1 — /2 kvantil normovaného normélniho rozdéleni a v, ; je hodnota
matice (A, b) v prvnim fadku a prvnim sloupci a 15 5 je v druhém Fadku a druhém
sloupci. Matice ¥ (A, b) je uréena vztahem

a pro parametr b je

1
(A, b) = < axz I Ljy_s 0= 8)\8blnL|>\ Ab=b )

lnL\/\ Ab=b lnL\/\ Ab=b

8()8)\ 8b2

3.2.3 Logaritmicko—normalni rozdéleni

Hustota a distribu¢ni funkce logaritmicko—normaéalniho rozdéleni o parametrech pu, v €
R, o > 0 jsou

_ v (@) —p)?
f($’”’0’7)_a\/%(g;—7) p( 952 >

T > .
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

F(w,u>aav)=®<W),

kde ® je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Z divodu zjednoduseni
uvedu jen odvozeni pro progresivni cenzorovani.

e Progresivni cenzorovani
Logaritmicka vérohodnostni funkce:

n 1
IDL(X,H,,U,’)/) = —nlna—Zln(:z:i 272 _M]z

+§k:0j1n(1 - F(T3)),

=1

kde F(Tj]) _ (I)(éj) _ @(ln(Tj;V)_N) a 5] — ln(Tj;’Y)—H‘

Vérohodnostni rovnice:

3;7 _ ;g[(ln (i =) —u + 1]2;%@] =0
L LS e - S0, =0
ag;L B 2:(55 I, 012 Z:; In <x;_—7')y — i ijz: 7:;]52]7 =0,
kde o(&;)
Q; = ﬁij@)

a ¢ je hustota normovaného normalniho rozdéleni.
VyteSenim této sostavy tii rovnic se dostanou maximalné vérohodné odhady para-
metra u, o,7.

e Intervaly spolehlivosti pro odhady parametri
P#i vypoctu parcidlnich derivaci logaritmické vérohodnostni funcke byly vyuzity
nasledujici derivace:

dQ);
d¢;

00, —gy, Ko 10§ 0 1
= Qi@ = &), o o do o Oy ol —7)
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3.2 ODHADY METODOU MAXIMALNI VEROHODNOSTI

0*In L n 1 &
oz T —02+02;Cj62j(§j—@j),
0?In L 2 &

1 k
ouds o3 D (n(z; —v) —p) — o2 > Qi(§Q; — & + 1),
; =

0?In L n 3 & 1 &

902 T g2 i ;(m (@i =) = p)* = o) ZCijfj(ijj —&+2),
9*In L 2 &1 ¢Q;(&Q; — & +1)

e _— 1 R J

dody 03;%_7(11(951 Z T, — v ’
’InL ¢ 2, 1 ¢ 111(131'—7)—#—1 Q& + 0 —Q;)

o E(“‘” 7% i e
PInL Z _iichj(Qj—fj)

oo —x;—7 o2 T,—y

Asymptoticky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr p s koeficientem spo-

lehlivosti 1 — «/2 je
(/o — ur—ao\/t11, b+ Ui—ay20/V11).

(0 = Ur_ayo\/122,0 + Ui_aj21/V22).
(Y = U1—aj2\/ V33,7 + Ui—aj21/V33).

Opét u1_q/2 znaci 1 — /2 kvantil normovaného normélniho rozdéleni a v ; je hod-
nota matice ¢(u, o,y) v prvnim fadku a prvnim sloupci, 22 je hodnota v druhém
fadku a druhém sloupci a 133 je ve tfetim fadku a tfetim sloupci.

Pro parametr o je

Pro parametr v je

8 2lnL|u fro=6.74=4 ~2 aalnLlu po=t=t  ~ugy lnL\# =i,0=6,7=5
n na
Y(po)= 808u In Lly—po=y=4 a 2lnL‘u =jL,o0=6,7=4 8087 In Lf;—p,0—6-4
82
~ 3o In Lf,—p,0=5=4 8780’ In Lfj—po—5=4 lnL\# =f,0=6,7=%
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4 Rozdéleni extrémnich hodnot

Teorie extrémnich hodnot se zabyva rozdélenim maxim respektive minim posloup-
nosti nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Uvazujme posloupnost nezavis-
Iych ndhodnych veli¢in X7, ..., X, s distribu¢ni funkci /' a hustotou f. Necht M, =
max{ Xy, ..., X,}. Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny M,, se da odvodit nasledovné:

PM, <2)= P(Xy < 2., Xy <2) = P(X) < 2)---P(X,, < 2) = (F(Z))n.

V praxi vsak casto neni rozdéleni ndhodnych veli¢in znamo. Voli se proto pristup na po-
dobném principu, jako kdyz se pomoci centralni limitni véty aproximuje rozdéleni vybéro-
vého priméru normalnim rozdélenim. V pfipadé, ze uvazujeme Fy; = F", kde n — oo
vyskytne se problém, ze distribu¢ni funkce Fj;, ndhodné veliciny M,, konverguje k distri-
buéni funkci degenerovaného rozdéleni nebo k nulové funkci.

lim Fy, (2) = lim F"(z) =
n—o0 M"( ) n—oo ( ) 1 pro z> 24 .

{ 0 pro =z<zi, zy =inf(z: F(z)=1)
To lze obejit pouzitim vhodné transformace ndhodné velic¢iny M,,.

M, — b,
M=

Qn

kde a, > 0 a b, € R jsou vhodné posloupnosti konstant.

Véta 4.1 Jestlize existuje posloupnost konstant a, > 0 a b,, pro kterou

M. —
P<nbn §z> — G(2) pro n — oo,
Qn

kde G je nedegenorovand distribucni funkce , potom G naleZi do jedné z ndsledujicich trid

I:G(z) = exp(—exp(—Z;b

0, z2< p
I1:G(2) = oxc (_(Z>—a>
p a ; zZ >

II1:G(z) = { exp (‘(‘Zb)a)’ FSH

1 z22> U

)), —00 < 2 <00

pro parametry a > 0,0 € R a v pripade II o IIT o > 0.

Diikaz. Viz [4] (str. 7).

Rozdéleni s distribuc¢ni funkci typu I, I'1 a I 11 nazyvame rozdéleni Gumbelova, Fréchetova
a Weibullova typu.
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4.1 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY

Véta 4.2 JestliZe existuje posloupnost konstant a, > 0 a b, pro kterou

Mn - bn

P( §z> — G(2), pro n — oo,
Qp

kde G je nedegenorovand distribucni funkce, potom G ndlezi do tridy zobecnéného extrém-

niho rozdéleni (Ddle v textu bude pouzZivana zkratka GEV z anglického nazvu Generalized

Eztreme Value (GEV) distribution. ).
G(z) = exp <—(1 +§Z — M)E),
o

definovaného pro {z : 1 +&§*# > 0}, kde —oco < 1 < 00, 0 >0, —00 < { < c0.

Diikaz: Dikaz této véty plyne z dikazu véty 3.1, jelikoZ se da ukdzat, Ze pro & = 0 se
dostane typ I, pro & > 0 typ II a pro & < 0 typ I

pro & =0 o
o1 = ({1 7)) =on(-on(-532).
pro & >0
z2—p+ I\t z—b\"
o = (- e ((5Y))
pro £ <0 ) 1
o = e (-(EE ) (1))

O

4.1 Maximalné vérohodné odhady

Jelikoz problém odhadu parametrii extrémniho rozdéleni typu II a III se d& prevést na
odhad parametri GEV rozdéleni, proto budou uvedeny mnou odvozené vérohodnostni
rovnice jen pro extrémni rozdéleni typu I a dale pro GEV rozdéleni.

4.1.1 Extrémni rozdéleni typu I

Méjme ndhodny vybér 7y, ..., Z, z extrémniho rozdéleni typu I o hustoté
dG —b —b\1

g(z,a,b) = (2) = exp <— exp (—Z )> exp (—Z ) =
dz a a Ja

1 ( z—0b ( z—b))
= —exp|— —exp | — )
a a a

Logaritmicka Vérohodnostni funkce pro typ I je tvaru

ol i_b Z'—b
InL(z,...,2,,a,0) = Haexp(_za —exp<—z )):




4.1 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY

Odhady parametri a,b se ziskaji bud maximalizaci logaritmické vérohodnosti funkce a

nebo je ziskame vyfesenim soustavy rovnic 8(19“L =0, alnL = 0 pro neznamé a, b.
Oln L n 1 1 & zi—b
e —_— — T b - 5 T b (_ . ) = 07 4 1
= AAFOICEUREICERUE I (11)
OlnL n 1 zi—b
- - _Z — = 4.2
0b a a ; P < a ) (4.2)

Z rovnice 4.1 se jednoduchou upravou ziské rovnice

i(zz —b) (1 — exp (— S b>> = na. (4.3)

i—1 a

Upravou rovnice 4.2 dostaneme
> exp (—Z ) = n. (4.4)
i=1 a
Zlogaritmovanim rovnice 4.4 se obdrzi
= —aln( Zexp (—)) (4.5)

Dosazenim tohoto vztahu do rovnice 4.3 se ziska

w0 = (a2 S e (-2))) (1- e (- Zl*“m(i%“p(‘?)))),

i=1

1 Yoy % eXp (—3)
E T e ()

Odhad parametru a se tedy ziska vyresenim rovnice

1. Yo % exp( 2’)
n:4 Yo, exp <—ZZ>

Odhad parametru b se pak ziska dosazenim hodnoty a do vztahu 4.5
1& Z;
B L 1 < <_Z) ) ’
aln{ -~ ;exp p

4.1.2 Zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot

Q>
I

S
I

Dale odvozené vztahy budou platné jen pro & # 0. Odhad pro £ = 0 se da provést
pomoci odhadu parametri extrémniho rozdéleni typu I. Hustota zobecnéného rozdéleni
extrémnich hodnot je
z— u) —e1
. :

o(z) = e {-[1+ €L

26



4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

Predpokladejme nezavislé ndhodné veliciny Z4, ..., Z, ze zobecnéného rozdéleni extrém-
nich hodnot, kde £ # 0. Logaritmicka vérohodnostni funkce je

n

== (1t Il ANIR 2z — €
In L(z,p,0,§) = —nlno (1+§);1n<1+§ ) ;<1+§ . ) |

g

kde 1+£*-# > 0, proi = 1,...,n. Odhady parametrt u, o, ¢ se ziskaji bud maximalizaci
logaritmické vérohodnostni funkce za pouziti optimalizac¢nich technik a nebo vyfesenim

. 0lnL OlnL __ OlnL __
soustavy rovnic o = 0, 5= =0, o = 0.

Tk = dneoB(eetnt) I ety o
ag;L _ _Z_|_012@_1_1);:;(%_“)(1_1_5%—”)—1
- ;w —w(iee ) 2o
T = S piom(1r ) g (1) -
Bt NI R R O DR

Tato soustava jde upravit na tvar

0= B ) oo ()

i=1

o = (i) (g - (1)

i=1

0 — Zﬁ;m(ug%_“)(u<1+§Zi;“)_

o

)|

4.2 Maximalné vérohodné odhady pro cenzorované vy-
béry

i

)

) _ii(zi—ﬂ)<1+52i;u)_l

i=1

o=

Ta céast bude vyuzivat znaceni a postupt uvedenych v kapitolach 2 a 3.
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4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

4.2.1 Extrémni rozdéleni typu I
Zprava cenzorované

Uvazujme cenzorovani typu I, kde hodnoty z1, ..., 2, jsou zméfeny. K cenzorovani dojde
v case T, a cenzorovano je c hodnot. Logaritmické vérohodnostni funkce je

Tp—b n b n

InL(z,a,b) = In (1 _ G(Tp)>c n zn:hlg(zi) ol <1 _ 6_5_a> -y 2 —

=1 =1

—Y e

i=1

a

—nlna.

Odhady parametri a, b se ziskaji bud pfimo maximalizaci logaritmické vérohodnostni

funkce nebo vyresenim soustavy rovnic 8}},‘1L 0, 2L — () pro neznamé a, b.

b _Tp-b

Tp
OlnL Tp—be ~a e © ° 1 & b N
oa S 1 — e—e" et * a? ; Z a
OlnL 1 e_Tp_be*efTP“_b n 1Z b
- . 2 _Z T =0
ob “a 1— e,e—TPa_b * a a Z.:Zle

Po tpravé dostaneme nasledujici soustavu rovnic.

(Tp —b)e 5" & n
C - € a z;—b
Pprfb +Z(Zz —b) — Z(Zl —ble~ e —na = 0.
e¢c * -1 i=1 i=1
b
ce " a n 2;—b
B o e— —ZG_ « +n = 0.
667 a _ 1 i=1

Pro cenzorovani typu II se dostanou rovnice pro a,b nahrazenim 7T), za z(,) v uvedené
soustaveé rovnic.
Zleva cenzorované

Opét odvodime rovnice pro cenzorovani typu I a pak jen jejich tpravou se ziskaji rovnice
pro cenzorovani typu II.

lnL(z,a,b)zln( Tl> —I—Zlng 2i) = _y_z%_b_ze_ = ol
-1 @ '

Rovnice pro odhad neznamych parametri a, b jsou

Oln L _ T—-b 1> 1> b

= T, —be — — ——=0
o0 = 2l tasEh -Gl 2=
alnL C Tr—b n 1 n z;—b

= ——e a - —— ~——a =0.
0b ae +a aZe



4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

Upravou prvni rovnice a vyjadienim b z druhé rovnnice se dostane saoustava

21—5

T —b) = Y (s —b)e T —na,
b = —aln(ce?—l—lzn:eai).

n n

0 = —c(TL —b)e”

Dosazenim rovnice pro b do prvi rovnice ziskame rovnici pro odhad neznamého parametru
a. Ziskanou hodnotu a pak dosadime do vztahu pro b a ziskdme tak odhad b.

_T n _Z
Ty, +aln %e a +% Zi:le a
7

C Ty 1 z
0 = —c(T +&ln<ed+ e @ |)e” g
L n n; )
( Tp n  _Z
z;+aln e a 4= a
n T 1 n 2 z n i=1 R
= Z(zﬁ—aln(;e &L—i-nZe_&))e_ a —na +
i=1 1=1
n C Tr, 1 n _Z
R

Pro cenzorovani typu II se dostanou rovnice pro a,b uvazovanim usporadaného vybéru
Z(e41)s - - - » 2(v) naméfenych hodnot a nahrazenim 77 za 2(c41).
Progresivné cenzorované

Logaritmicka vérohodnostni funkce pro typ cenzorovani I je

Tp—b n

InL(z,a,b) = Zk: ( j)>+zn:lng(zi) =cln <1 —e ¢ )—; &l _b—ge_ = —nlna.

7=1 =1

Soustava rovnic pro odhad parametri a a b je

T, — Tj—b
dln L o Ti—be Taet T 1 & 1 & R
— ; —_— i b _— 4 b a ——:07
OlnL Zk: 16_$6_6_$ N n 12": _uzt
= C;— _— — (& a e .
ob = a 1_6_6—Tijb a ai=

Po tpravé se dostane

k n n ~

0 = Z b) —i—Z(zz—b)—Z(zi—b)e Zab—na,
= e T i=1 i=1
k _Tjib n z;—b

0 = Z —Ze‘ “ +n
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4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

Intervaly spolehlivosti pro odhady parametra

Nejprve se napocitaji potiebné derivace pro sestaveni asymptotické Fisherovy informa-
¢ni matice.

” zi—b. n
Z Zexp (— - )+—

kde K, je pro

cenzgorovani zprava:
2¢(T,, — b)e~Tr=v/a (T, — b)2e~Tr=b/a (T, — b)2e2Tr=b)/a

K, = ad(1 — ee_(Tp—b)/a) - al(1 - ee—(Tp—b)/a) a1 — ee—(Tp—Wa)
C(Tp — b)2e_2(Tp_b)/a
_&4626_(Tp_b)/a (e—e—(Tp—b)/a . 1)27
cenzorovani zleva:
K 2¢(Ty, — b)e~Te/a Ty, — b)2e(Te-D)/a
b asd al ,
progresivi cenzorovani:
K, - i(zcj (L = b)e e ey (Ty e DIy (T; = by T
1 i a3(1 _ ee—(Tj—b)/a) a4(1 _ 65_(Tj_b)/a) a4(1 _ ee — (T} b)/a>
__afoirerne
a462e*(ijb)/a (e_ef(ijm/a _ 1)2
9?InL n 1> 2 — b 1 o —b
=Ky — — ) —= - — P — b =z ,
0aob 2 a? - a2 ;exp( ) a3 ;(z )exp( a )
kde K je pro
cenzorovani zprava:
K — Ce_(Tp—b)/a C(Tp _ b)e—(Tp—b)/a C(Tp . b)e_Q(Tp_b)/a
2= a2(1 — ee_(Tp—b)/a) o a3(1 — ee—(Tp—b)/a) a3 (1 — ee—(Tp—b)/a)
C(Tp — b)e_Q(Tp_b)/a
B &3626_(Tp_b)/a (676—(Tp—b)/a . 1)27
cenzorovani zleva:
W — Ce*(TL*b)/“ o(Ty, — b)e™ (Tr—b)/a
2= a a3 )
progresivi cenzorovani:
K, — i( e TW/e (T —b)eTD/a o(T; — h)e=2B-D/a
= a2(1 _ 65_(Tj—b)/a) a3(1 . ee—(Tj—b)/a) a3(1 e —(T b)/a)
(T _b) —2(T;—b)/a
ade2e i >/a( —(T;=b)/a _ 1)2)
0% 1In L S
abg Ky — — Z exp )
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4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

kde K3 je pro

cenzorovani zprava
Ce_z(TP_b))/a Ce_(TP_b)/a Ce_Z(TP_b))/a

K3 = — _
—(Tp—b —(Tp—b —(Tp—b —(Tp—b )
a2<1 — et (Tp )/a) a2(1 — g€ (Tp—b)/a 0/2626 (Tp )/a(eie (Tp—b)/a _ 1)2
cenzorovani zleva
C TL —-b
K3: _?exp( )7

progresivi cenzorovani
k cje”ATi=b)/a cje”Ti=b)/a cje”ATi=b)/a )
1)?

K= >

j=1 CL2(1 —e°

—(Tj=b)/ay —(Tj=b)/a —(Tj=b)/a —(Tj=b)/a
! ) a?(l—e a?e? (e=e -

Asymptoticky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr a s koeficientem spolehli-

vosti 1 — a/2 je
(@ — ur—ajo\/P11, 0 + Ui—a/21/ Y1)
(6 - ul—a/2\/w2,2> B + Ur—a/24/ 1/12,2)7

kde u1_q/2 je 1 — /2 kvantil normovaného normalniho rozdéleni a 11 ; je hodnota matice
Y(a,b) v prvnim fadku a prvnim sloupci a 19 je v druhém fadku a druhém sloupci.
Matice ©(a, b) je urcena vztahem

Y(a,b) = ( 8a2 lnL‘a ab= BaablnL’a —a,b=b )
abaa InLj,_ a,b=b ab2 InL|,_ a,b=b

a pro parametr b je

-1

4.2.2 Zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot

Vérohodnostni funkce pro cenzorovani typu I je

L(Zﬂuaaa 6) = AHg(’Zl)a

=1
kde
<1 - G(T, p)) pro cenzorovani zprava,
A = (G (TL)> pro cenzorovani zleva,

¢
H;?:l (1 -G (T])> pro progresivni cenzorovani.

Logaritmicka vérohodnostni funkce pro cenzorovani typu I je

1 7 . — n 1
nL = A—nlna—(l—i—)Zln<1+§Z ”) Z( “) °
5 i=1 9 =1
kde 1 +&§*# >0,proi=1,...,na
cln (1 — e Pu)g) pro cenzorovani zprava,
_1
A = —c(l +¢ Tﬂ:“) ‘ pro cenzorovani zleva,
Z§:1 ¢;In (1 — (e “)5> pro progresivni cenzorovani.
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4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

Odhady parametri p, o, se dostanou maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce

nebo vyfeSenim soustavy rovnic 2L =, 2L — g 9l _
M do ¢

OlnL o 1 n 2 — [ -1 1 Zi— [ _%_1_
o 01+0_(1+£);(1 - ) —U;(Hg - ) =0,
zz_/l -1 ]_ n ZI_/JL —%—1
o > 722 ( e o ) =0,
OlnL 1 & 2 — | 1. & 2i — )\t
= s+ — 1n(1+ >—1+ ( ) _
o ’ 52; § o f; +<
1y 2~ ) u) S (
52;( o ) (ln( o a
Po mensich upravach se dostane soustava rovnic
Ju! _1( _( zz—u)—é>
) (a+9 1),
-1 N |
M) ((1+f)—< & ,u) 5)—710;
o
)1 (a2 )
o o
_ N -1 N !
1) (0= (4452) )
o o

Oln L n n
S = G- (e )Y (i (

=1

0 = C’1+ﬁ:<
0 = @+§: =
0::@+Zm<

- 2l

kde C, (5, (s jsou pro jednotlivé typy cenzorovani nasledujici:

cenzorovani zprava
T —e!
4 ip—H

c, = —
p(HETE)TE

)

—1

51y — ) (14 €222

1
eI+ "E

o) o) s o))
i

_1
p(HETE)TE

Y

9
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4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

cenzorovani zleva

C, = _C<1+€TL—M)—§—1’
o o 1
& = (1S
cr = ) () 1 Ty

progresivni cenzorovani

]
k (1+§Tj_“> :
Ci = )¢

" 1
j=1 (1+£J')5_1

Y

k T H o
Cy = > ¢ — ,
j N —1

Cy = icj (1 +fT]UM1>£ <ln (1+§Tjg_“) —f;(Tj—u)(Hij;“)l).

Intervaly spolehlivosti pro odhady parametri
Opét napocitame potiebné derivace.

0*InL 1+£ " 2 — " 2i— b1 o
:K d -2 ¢ £ )
5 (exare ey are ),

kde K; je pro

c ((14+8(1+ g—TP*“)_%_Q = (1+ ng7u>—2(§+1)
cenzorovani zprava K; = 2( o _ o )7
o

€(1+£TP;#)7% -1 (€(1+§$)7% _ 1)2

1+¢ Ty, —p 1
_C( o2 )(1+£L0M> 2

cenzorovani zleva K; =

- 1
» . ko /(14 €)(1+ €50ty E2 e T8 (g T2
progresivi cenzorovani K; = Z( 1 — — .
,U JU‘)E_l ( JU“)E_l)z
0?In L 1+&2 2 — Zi— 19\ 1 & — fh_1_
- K _ ( : -2_ : € ) g1
Oudo 2t o3 ;(z o )7 o ) +0 ;( )
1+E& Hy—1
- o2 Z( ) )
i=1
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kde K je pro

C<_“+fn3”§1+i0%—uxr+@u+fﬂ;w%2

cenzorovani zprava K, = — 1
o P+
1 Ti”éu+f”yw2@”u}—u5
(e P—M)*% 1) )

Tp — 1 Tp — 1
cenzorovani zleva K, = %(1 +¢& P M)_E_l — i(1 + &) (T, — pw)(1+¢ P M)_E_Q7
o o o

v - e (€ - )+ €y
progresivi cenzorovanl K2 = Z 2( g : o
=17 1+ TE
(el Tj—p\—2(3+1)
e (A ) (Tj—u)>
_1 .
(e )t )2
82 InL n n L n Y
Tl 40 Ll -, =
do? o2 pt 2
2y Fy-¢- - i T M —1_
Tt e (R =

kde K3 je pro

» C(‘”Tﬁ—ux1+fﬁ:%§1
cenzorovarnl zprava K3 Y
g

e TE)TE
L(Tp — (1 + (1 + g%ty c
JNCEr =0 S
., 1
U e ) () E)
(€(1+5?)_% —1)2 7

+

2 T — . 1
cenzorovani zleva Kz = C(TL— p)(1+ ¢ L /~L) ! 1_%<1+£)<TL—M)2
o
Ty — 1
(1+¢ L H’) =3
o
k T — 14+ Ti—p —%—1
progresivi cenzorovani Kj = ZJ< M)f_ § —)
j=1 o3 e(1+577“)*§ 1

LTy — p)2(1 + €)(1 4 eZpy=e2

6(1"’_5]7) é — 1

L(1 4 Ty =240 (7 — el i”%>
(dlﬁ@y% 1) )

0%In L
Goge Bt

Qw‘ —

(21 — m)(

3
1 g g i—1

<.
[

INgE



4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

o

1 & P _1_ 1 Zi —
e e T e

kde K, je pro

cenzorovani zprava

1n<7§ (Zp=) +1>

&y

(L +1)(z — )

(%—1—1) (Tp—p)

g e

T
- (5 (TIZ—,L) +1) g T2

(Tp

— 1)

(1+¢

o2 (E(Ti—u) +

cenzorovani zleva

c T —
Ki= (T - +&+—F

gty

progresivi cenzorovani

1n<§ (Tf:u) +1)

)_1

(3+1) (T5-n)
¢(1;-n) = §§(T-7 ) £+ (T] —H
N ED D
Ki= 3
j=1

. 2
e(Tj—n 3
o2 (E(Tg N)+1)5+1 e< <U +1> -1
821nL_ - P — M 2 & ) U] 1+% -
oer = Ko LI e O g Y (T ) Tt Y
+§23i(1+621 )7§ [ln(1+fZZ ﬂ) é(zia_ M)(1+§Zl_u)—1}
i=1
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4.2 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY PRO CENZOROVANE VYBERY

kde K je pro

K5:

_|_

2 — M f(z_u) Zp — K _ 2
{ (1+¢ ) — . (1+¢ - )L
(RS 2 AT )
. o L
S
cenzorovani zprava
ln(g(Tpiu) +1)
C<1n(1+§(TPaM)) (TE)TP#)H) > T~ e
i)\~ oy

¢ <e<l+€Ti“>§ - 1>

20(1n(1 4 glemy _ €em () +§(TPU—M>)—1>
53( (TP W oy 1)1 ( (1+5Tpgw)‘% B 1)
c(Tp — p)°

o2 ¢ (Elem g 1)* (ElTemm +1)% <e<

P*H)7% )
|

oL+ TE=E)” £<ln(l+§ (Tp— u) (g(Tp,i))>>

1+€(TPTH

&(Tp—n)

€2 (E(Ti—#) + 1)% (e(
cenzorovam zleva
2c 1 Tp — U

53(1+€ Byt (1+¢ )
- . T 1 T T —
_g[(lﬂLf LU M)E(glnﬂ%-i = M)—§(1+g LU Hy-1 L(7 )
Tp —p 2c T, —p 1 T —p
In(1+4¢ )—§(1+5 . ) e -
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progresivi cenzorovani

o (1n(1 + £ 254) — — ST B ) ;
(1+£ : ) &2 (E(Tj_“)ﬂ)& ot <§(Tj_”)+1>5
e
2¢; <1n(1 + S(Tj;u)) _ £(Tz:u) (1 + §(Tj0“))_1)
1 R
g (S0 4 )¢ (e“*fT%”) ‘ —1)
¢ (T — p)*
1 -1
=Lo2g (ST +1) (S 4 1) ( (e Tt _1>

<
Il
—

&
|
-
e
|
—_
N——

<
Il
-

|

_l’_
M-

% 111(1+§ T; M) f(Tijli) 7 - o
i ( a(1+§(](,”)>) éQ(E(TZ,_“)H)E U£<5<Ti‘”)+1>é
_ ]Zl 52 (E(TJ—M) _i_l)é(e(l-i-g ]g“)i% _ 1)2
821 T 1 ; 1+l n
Tl 6_@;(1%2 7 2 a
_5210—2( HE I (14 0 SCE S S
=1
~ 7 (. —z— 1 _
T S ) S ORI -2
i=1 =1

kde Kg je pro

cenzorovani zprava
_ Ip—r -3-1
. <ln(5(T§_“) n 1) _ Tpom (4T ))(E(Tp—p) n 1) :

el o

Kg = T _1
o &? (e(1+§ i 1)
¢ (Tr —p)
_1
o2 (£ 4 1)? (€2 1>% (e(ugTi“) T _ 1)

2oty <ln<5 Tewd) 4 1) — SOEoRCEE TPJ”)

[

- 1 Thp 1 29
o ¢ (L= +1) (e )¢ (e<1+f el —1)
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cenzorovani zleva
c

52

T —,u) c(1+)(To — p) Tj—,u)—l—Q

Ko= —p(+ ety timap gty et é

)

progresivi cenzorovani
1

(=) ET-WHE) (eTm-w) | "
kcj(ln( J”—l—l) —= )( ff”—f-l)
Ke =
‘ z—:1 ik 7%
5 ey
Ti—w 7%
) _1)

k
(T-—u)
. j
j=1 (
( &(Ty—p) +1) (Tru)(a T{,‘“))
1
3

02 (£ 4 g ) €m g)¢ (e<
1y e2 (sm u)+1> i (E( j u)+1> (éu&f“)é _1)2'

k Cj

J

Asymptoticky oboustranny interval spolehlivosti pro parametr p s koeficientem spo-

lehlivosti 1 — «/2 je
(ft = ur—ao\/t11, L+ Ui—ay20/ Y1)
(6 — U1—a/2\/ V22,0 + Ut—a/21/V2,2).
(é — Ui_q/2\/ V33, é + U1—a/2\/P33).

Opét uj_q/2 znaci 1 — a/2 kvantil normovaného normalniho rozdéleni a 1 je hodnota
matice ¥ (u,0,§) v prvnim fadku a prvnim sloupci, ¥ 2 je hodnota v druhém fadku a
druhém sloupci a 3 3 je ve tfetim Ffadku a tietim sloupci.

Pro parametr o je

Pro parametr £ je

ln L‘,u =f,0=6,¢=¢ 6u80 In L|,u fi,o=6 =€ 8u3§ p=fu,0=6,5=¢
D 0,8) = | — aaau L] oses 602 L oses 8085 L]\ opes
~ e 0 Llypomsee  —oeos M Lllucposee  —o@ M Llgomse
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5 Simulac¢ni studie
5.1 Uvod

Nasledujici kapitola popisuje konstrukei simulaci, jejichz vystupy jsou ve formé obrazki,
které znazornuji zavislost odhadu parametru na poctu cenzorovanych hodnot. Z téchto
obrazkil jsou vyvovozeny patficné zavéry o chovani odhadd. V simulac¢ni studii budou
studovany odhady parametrii exponencialniho, Weibullova, logaritmicko—normalniho roz-
déleni a rozdéleni extrémnich hodnot.

Odhady jsou provedeny pomoci metody maximalni vérohodnosti a to za pouziti pro-
gramu MATLAB 7.11.0. V matlabu je vyuzito funkce mle.m, ktera slouzi k vypoctim
odhadi pomoci metody maximéalni vérohodnosti. Jelikoz tato funkce neumoznuje vypocet
odhadt pro jiné typy cenzorovani nez zprava a téz neumi pocitat odhady pro cenzorované
zobecnéné extrémni rozdéleni, je pro ucel této prace setrojena funkce mmv.m, ktera tyto
odhady pocita. Tato funkce vyuziva optimalizac¢nich funkci v matlabu.

5.2 Simulace pomoci funkce mle

Pti simulacich za pomoci matlabovské funkce mle.m bude sledovana zavislost odhadu
parametri rozdéleni na cenzorovani zprava pro rozdéleni exponencialni, Weibullovo, lo-
garitmicko—normalni a extrémni typu I. K vytvoreni simulaci byla vytvofena funkce
simcenzodhadu.m:

simcenzodhadu(typrozdeleni,parametr,M,N,alpha).

Vstupy této funkce jsou:

e typrozdeleni: Volba rozdéleni pravdépodobnosti. Moznosti jsou: ’exponencialni’,
’weibullovo’,’normalni’,’lognormalni’,’gamma’,’ev’.

e parametri: Vektor parametrii zvoleného rozdéleni.

e M: Pocet opakovani simulace. Projevi se tim, ze vykresleny bodovy odhad je primérem
M odhadt ziskanych z cenzorovaného vybéru o ptivodnim rozsahu N.

e N: Rozsah necenzorovaného vybéru.
e alpha: alpha € (0,1). Hodnota 1 — alpha je koeficient spolehlivosti.

Vzorové volani této funkce mize vypadat nasledovné:

simcenzodhadu(’weibullovo’,[1 10],1000,100,0.05).

Pro nasledujici obrazky a jejich popis bude platit nasledujici: V ptipadé M = 1 jsou
modrymi ktizky vykresleny bodové odhady parametrti z rozdéleni o ptivodnim rozsahu N
pii daném procentu cenzorovani. Zelené je vyznacena skutecna hodnota parametru da-
ného rozdéleni. Cervené jsou vyznaceny intervalové odhady daného parametru, pficemz
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5.2 SIMULACE POMOCI FUNKCE MLE

jednotlivé hodnoty jsou popofadé pospojovany piimkou. V piipadé M # 1 jsou mod-
rymi kiizky vykresleny priméry M bodovych odhadd parametri z rozdéleni o ptivodnim
rozsahu N pfi daném procentu cenzorovani. Zelené je opét vyznacena skutec¢na hodnota
parametru daného rozdéleni. Cervené jsou vyznaceny asymptotické intervalové odhady

dané vztahem:
)
VM VM
kde X =Y M 6,8 = (]\/[11 f\il(éi—X)Q) " atogrs(M—1) je kvantil studentova rozdélent
o M —1 stupnich volnosti. Vodorovna osa na obrazcich udava procento cenzorovani a svisla
hodnotu parametru.

_ S
(X —toors(M —1)——, X + toors(M — 1)

5.2.1 Exponencialni rozdéleni

Necenzorovany vybér je o rozsahu N = 100 z exponencidlniho rozd€leni o parametru A =
1. Na obrazku 5.1 je M = 1. Z obréazku je patrné, Ze s rostoucim poctem cenzorovanych
hodnot se zvétsuje interval spolehlivosti pro odhad parametru. Obrazky 5.2 a 5.3 jsou
vykresleny pro M = 1000 a M = 10000. Z téchto obrazkl je vidét, ze odhad se prii
zvétsujicim procentu cenzorovani zac¢ina vychylovat k niz§im hodnotam. Skute¢na hodnota
parametru je vzdy zahrnuta v patficném intervalu spolehlivosti.

typ rozdeleni: exponencialni N=100 M= 1 typ rozdeleni: exponenciaini N=100 M=1000
T T T

procento zprava cenzorovanych hadnat

Obrazek 5.1: Ex(1), M=1 Obrazek 5.2: Ex(1), M=1000
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typ rozdelent: exponenciaini N=100 M=10000
T T T T

Obrazek 5.3: Ex(1), M=10000
5.2.2 Weibullovo rozdéleni

Necenzorovany vybér je o rozsahu N = 100 z Weibullova rozdéleni o parametrech A = 10
ab=>.

Na obrazcich 5.4, 5.6, 5.8 je vykreslen odhad parametru A pii M = 1,1000, 10000. Je
zde opét patrné, Ze interval spolehlivosti se s rostoucim procentem cenzorovani zvétsuje.
Odhad se s rostoucim procentem cenzorovani vychyluje k mensim hodnotam. Z obrazku
5.6 se da usuzovat, ze skutecna hodnota parametru prestava byt zahrnuta v intervalu
spolehlivosti pro odhad od ¢tyfticeti procent cenzorvanych hodnot.

Na obrazcich 5.5, 5.7, 5.9 je vykreslen odhad parametru b pti M = 1,1000, 10000. Je
zde opét patrné, ze interval spolehlivosti se s rostoucim procentem cenzorovani zvétsuje.
Odhad se s rostoucim procentem cenzorovani vychyluje k vétsim hodnotam. Z obrazka je
patrné, ze skutecna hodnota az na obrazek 5.5 neni zahrnuta v intervalu spolehlivosti. To
vsak muze byt zptsobeno pfilis tzkym intervalem spolehlivosti z divodu velkého poctu
hodnot.

typ rozdeleni: weibull N=100 =1 typ rozdeleni: weibul N=100 M=1
T T T T T T

procento zprava cenzorovanych hadnat

Obrézek 5.4: W(10,5), M=1 Obrazek 5.5: W(10,5), M=1
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typ rozdeleni: weibull N=100 M=1000 typ rozdeleni: welbuil N=100 M=1000
T T T T T T T

pracento zprava cenzorovanych hodnot procento zprava cenzorovanych hadnot

Obrazek 5.6: W(10,5), M=1000 Obrazek 5.7: W(10,5), M=1000

typ rozdeleni: weibuil N=100 M=10000 typ rozdeleni; weibull N=100 1=10000
T T T T T T T

rametry 1

pracento zprava cenzoravanych hodnat

Obrazek 5.8: W(10,5), M=10000 Obrazek 5.9: W(10,5), M=10000

5.2.3 Logaritmicko—normalni rozdéleni

Necenzorovany vybér je o rozsahu N = 100 z logaritmicko—norméalniho rozdéleni o pa-
rametrech p =0,5a 0 = 1.

Na obrazcich 5.10, 5.12, 5.14 je vykreslen odhad parametru p a na obrazcich 5.11, 5.13,
5.15 odhad parametru o, pti M = 1, 1000, 10000. Intervaly spolehlivosti se opét s rostou-
cim procentem cenzorovani zvétsuji. Oba odhady se s rostoucim procentem cenzorovani
vychyluji k mensim hodnotdm. Z obrazkt 5.12 a 5.14 se da Tict, ze skuteénd hodnota
parametru p prestava byt zahrnuta v intervalu spolehlivosti od tiiceti az ¢tyficeti procent
cenzorvanych hodnot. Skutecna hodnota parametru o na obrazcich 5.13 a 5.15 je jiz pfi
malém procentu cenzorovani nezahrnuta v intervalu spolehlivosti.
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typ rozdelen: lognormaini N=100 M=1
T
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Obréazek 5.10: LN(0,5;1), M

typ rozdelen: lognormaini N=100 M=1000
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Obrazek 5.12: LN(0,5;1), M=1000

typ rozdelen: lognormalni N=100  M=10000
T T T T T

Skatacna hadnota paran
badovy oshad paranetry

et

ntervalovy oohad

£ oasf
B oal
s \\
AR
W
ol \n
\
4l
ool H
\
\ \ , \ , , , \

procento zprava cenzorovanych hognot

Obrazek 5.14: LN(0,5;1), M=10000
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typ rozdeleni: lognormalni N=100 M=1
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Obréazek 5.11: LN(0,5;1), M=1
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Obrézek 5.13: LN(0,5;1), M=1000

typ rozdeleni: lognormaini N=100  M=10000
T T T
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procento zprava cenzorovanych hadnot

Obréazek 5.15: LN(0,5;1), M=10000
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5.2.4 Extrémni rozdéleni typu I

Necenzorovany vybér je o rozsahu N = 100 a je z extrémniho rozdéleni typu I (Gum-
belova rozdéleni) o parametrech a =1 a b = 5.

Na obrazcich 5.16, 5.18, 5.20 je vykreslen odhad parametru a a na obrazcich 5.17, 5.19,
5.21 odhad parametru b, pii M = 1,1000,10000. Z obrazkt vyplyvaji podobné zavéry
jako pro logarimicko—normalni rozdéleni. Intervaly spolehlivosti se s rostoucim procen-
tem cenzorovani zvétsuji. Oba odhady se s rostoucim procentem cenzorovani vychyluji k
mensim hodnotdm. Na obrazku 5.18 skuteénd hodnota parametru a prestava byt zahr-
nuta v intervalu spolehlivosti od tficeti procent cenzorvanych hodnot. Skute¢na hodnota
parametru b jiz pfi malém procentu cenzorovani neni zahrnuta v intervalu spolehlivosti.

typ rozdelent: ev N=100 M=1 typ rozdelenicev N=100 M=
T T T T

Obrazek 5.16: Ev(1,5), M=1 Obrazek 5.17: Ev(1,5), M=1

typ rozdeleni: ey N=100 M=1000 typ rozdeleni: ev N=100 M=1000
T T T T T T

Obrazek 5.18: Ev(1,5), M=1000 Obrazek 5.19: Ev(1,5), M=1000
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typ rozdeleni: ev N=100 M=10000
T

typ rozdeleni:ev N=100 M=10000
M T T T T T T T T T T T
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Obrazek 5.20: Ev(1,5), M=10000 Obrazek 5.21: Ev(1,5), M=10000
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5.3 Simulace pomoci funkce mmyv

K vytvofeni nasledujicich obrazki je pouzita mnou vytvorena funkce cenzorovani.m,
ktera provadi podobné kroky, jako v pfedchozim pripadé funkce simcenzodhadu.m. Roz-
dil je v tom, ze funkce cenzorovani.m vytvari vybéry cenzorované zprava typu I, II a
zleva typu I, II. K vypoctu odhadu tato funkce vola funkci mmv.m, kterou jsem opét zpro-
gramoval. Funkce mmv.m vyuziva k vypoc¢tu bodovych a intervalovych odhadt nékteré
mnou v této praci odvozené vztahy a matlabovské optimaliza¢ni funkce. Jelikoz funkce
mmv .m vyuziva pri vypoctu bodovych odhadt optimalizacni funkce, které nemuseji vzdy
dostatecné rychle konvergovat k feseni, je pouzivani této funkce mnohdy ¢asové narocné
a ziskané odhady nemuseji byt dostatecné presné. Pii vypoctu intervalovych odhadi se
pocita inverzni matice. K vypoctu inverzni matice je vSak tfeba, aby matice byla regularni
a to nemusi byt vzdy splnéno.

Funkce

cenzorovani (typrozdeleni,parametr,typcenzorovani,N,M,alpha)
ma jako vstupni parametry:

e typrozdeleni: Volba rozdéleni pravdépodobnosti. Moznosti jsou: ’exponencialni’,
’weibullovo’,’lognormalni’,’evl’,’gev’.

e typcenzorovani: Volba typu cenzorovani. Moznosti jsou: ’zpraval’,’zpravall’,’zleval’,
’zlevall’.

e N,M,alpha: Tyto parametry maji stejny vyznam jako u funkce simcenzodhadu.m.
Funkce mmv
[odhadparametru,dolintspol,horintspol] = mmv(vektorhodnot,rozdeleni,typcenzorovani,
T,C,alpha)
ma vstupni parametry :

e vektorhodnot: Vektor naméfenych hodnot.

e rozdeleni: Rozdéleni pravdépodobnosti, ze kterého pochézi cenzorovany vybér.
Moznosti jsou: ’exponencialni’, ’weibullovo’, ’lognormalni’, ’evl’, 'gev’.

e typcenzorovani: Typ cenzorovani. Moznosti jsou: ’zpraval’, ’zpravall’, ’zleval’,
’zlevall’.

e T znaci hodnotu ve které doslo k cenzorovani.
e C je pocet cenzorovanych hodnot v hodnoté T.

e alpha: alpha € (0,1) a hodnota 1 — alpha je koeficient spolehlivosti.
Vystupni parametry jsou:

e odhadparametru: vektor bodovych odhadi parametri daného rozdeéleni.
e dolintspol: vektor dolnich mezi intervalovych odhadi danych parametri.
e horintspol: vektor hornich mezi intervalovych odhadt danych parametri.

Popis nasledujicich obrazk je identicky jako v 5.2.
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5.3.1 Zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot

Na obrazcich 5.22 az 5.33 jsou znazornény zavislosti odhadi parametrii zobecnéného ex-
trémniho rozdéleni na procentu cenzorovani. Parametry rozdéleni jsou p = 0,5, 0 =1
a & = 0,8. Tyto parametry jsou zvoleny libovolné s prihlédnutim, zZe je nutno dodrzet
—0,5 < & a& #0 (Viz [3] str. 55). Z diivodu vysoké ¢asové naroc¢nosti vypoctt simulaci je
voleno pouze M = 1. Z obrazki je patrné, ze funkce mmv.m pocita odhady celkem piesné.
Dale je ukazano, ze s rostoucim procentem cenzorovanych hodnot se zvétsuji intervalové
odhady. Na obrazcich 5.28 az 5.30 nejsou pfi vysSSim procentu cenzorovani vykresleny

spravné intervalové odhady. To mtze byt zptisobeno nepfesnosti pii vypoctu ¢i tim,

matice, za pomoci které se pocitaji intervalové odhady, nemusi byt regularni.

typ rozdeleni gev N=100 M= 1
T T

04 L L L

I
o 0 E] ] a 50 e
pracerta zprava cenzoravanych hodnat

Obrazek 5.22: Odhad p pfi cenzoro-
vani zprava typu I.

Obrazek 5.24: Odhad & pii cenzoro-
vani zprava typu I.
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Obrazek 5.23: Odhad o pfi cenzoro-

vani zprava typu I

typ rozdeleri: gev N=100 M=1
T T

othad paranetry |

T

Obrazek 5.25: Odhad p pii cenzoro-

vani zprava typu II.
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typ rozdeleni: gev N=100 M<1
T T
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Obrazek 5.26: Odhad o pfi cenzoro-
vani zprava typu II.
typ rozdeleni: gev  N=100 M=1
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Obrazek 5.28: Odhad p pfi cenzoro-
vani zleva typu 1.
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Obrazek 5.30: Odhad & pri

vani zleva typu L.

cenzoro-

48

typ rozdeleri: gev N=100 M=1
T T

- I — — TT—
Obrazek 5.27: Odhad & pfi cenzoro-
vani zprava typu II.
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Obrazek 5.29: Odhad ¢ pfi cenzoro-
vani zleva typu 1.
typ rozdeleni: gev N=100 M=1
§ AN <//,// |
e \\7

Obrazek 5.31: Odhad p pii cenzoro-

vani zleva typu II.
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Obrazek 5.32: Odhad o pfi cenzoro-
vani zleva typu II.
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T T

g
e -
osp——un

Obrazek 5.33: Odhad & pfi cenzoro-
vani zleva typu II.



v
6 Zaver
Tato prace se zabyvala odhady parametrt z cenzorovanych vybeéri. V teoretické ¢asti je
popsana metoda maximalni vérohodnosti, uvedeny jednotlivé typy cenzorovanych vybérta
a odvozeny ¢i uvedeny tvary vérohodnostnich funkci. V préci jsou téz popsany zakladni
typy extrémalnich rozdéleni.

Prinosem této prace je odvozeni vérohodnostnich rovnic a asymptotickych intervalovych
odhad®i parametri pro cenzorované vybéry z exponencialniho, logaritmicko—normalniho,
Weibullova, Gumbelova a zobecnéného extrémniho rozdéleni. Odvozeni téchto vztahi,
které se bézné v literatuie nevyskytuji, je vénovana znac¢na cast této prace.

Dalsi prinos je v podobé simulaci, kde je studovana zavislost odhad@i parametri na
procentu cenzorovani pro exponencialni, logaritmicko—normélni, Weibullovo, Gumbelovo
a zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot. V praci jsou pak v podobé obrazkt uvedeny vy-
stupy téchto simulaci a z nich plynouci zavéry. Tyto simulace byly provadény pomoci pro-
gramu matlab. Matlabovska funkce mle.m, ktera slouzi pro odhady parametrt rozdéleni
pomoci metody maximalni vérohodnosti, poc¢ita odhady pouze pro cenzorovani zprava
a nedovede ur¢it odhady parametrii pro cenzorované vybéry ze zobecnéného rozdéleni
extrémnich hodnot. Z tohoto divodu byla v programu matlab zprogramovana funkce na-
zvana mmv.m, kterd za pomoci matlabovskych optimaliza¢nich funkci a nékterych vztaht
odvozenych v této praci, poc¢ita odhady pro cenzorovani zprava a zleva typu I ¢i I a to
pro rozdéleni exponencialni, Weibullovo, logaritmicko—normalni, Gumbelovo a zobecnéné
rozdéleni extrémnich hodnot. Tato funkce pak byla vyuzita pro simulaci zavislosti odhadu
parametri zobecnéného rozdéleni extrémnich hodnot na procentu cenzorovani. Pouzitel-
nost funkce mmv.m pro nékteré typy rozdéleni je z divodu vysoké casové naroc¢nosti
horsi.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolt

P pravdépodobnost

X nahodna veli¢ina

X nahodny vektor

Q parametricky prostor
0 vektor parametri

a,b, i, o, &N,y parametry rozdéleni

F.G distribuc¢ni funkce

f,g hustota rozdéleni pravdépodobnosti
E stfedni hodnota

L vérohodnostni funkce

[ logaritmicka vérohodnostni funkce
J Fisherova mira informace

J Fisherova informac¢ni matice
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Pfilozend CD:

e CD 1:
Toto CD obsahuje:

— tuto diplomovou praci ve formatu pdf,
— slozku s obrazky, které byly v praci pozity,

— matlabovské programy: mmv.m, simcenzodhadu.m, cenzorovani.m.

e CD 2:
Toto CD obsahuje:

— matlabovské programy: mmv.m, simcenzodhadu.m, cenzorovani.m.
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