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Abstrakt

Prace se zabyva zakladnimi principy pienosu tepla, odvozenim parabolické rovnice vedeni
tepla jak v tyci, tak i ve vyssich dimenzi, véetné diskuse o okrajovych a pocatecnich
podminkéach. ReSenim ustalenjch pi¥ipadt rovnic v daném prostiedi, kde je v§znamny
pouze jeden smer.

Abstract

The thesis focuses on basic principals of heat transfer, on deduction of parabolic equation,
on heat conduction in a rod, as well as in higher dimension, including discussion on
boundary and initial conditions. The thesis deals with solving steady states in given
environment where only one direction is significant.

klicova slova
rovnice vedeni tepla, stacionarni pripady, analyza LODRn, parcialni diferencialni rovnice

key words
heat equation, steady states, analysis of linear ordinary differential equation, partial dif-
ferential equation

SKLENAROVA, L.: Modelovdni pienosu tepla pomoct diferencidlnich rovnic, Brno, Vy-
soké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2011. Vedouci bakalaiské prace
Ing. Ludéek Nechvatal, Ph.D.






Prohlasuji, Ze jsem bakalaiskou praci Reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic vypraco-
vala samostatné pod vedenim Ing. Ludka Nechvatala, Ph.D. s pouzitim materiali uvede-
nych v seznamu literatury.

Lenka Sklenifova






Dékuji svému Skoliteli Ing. Ludku Nechvatalovi, Ph.D. za ¢etné rady a pfipominky pfi
vedeni mé bakalaiské prace.

Lenka Sklenafova






Obsah

1

2

Uvod
Zakladni principy v teorii prenosu tepla.

Rovnice vedeni tepla

3.1 Odvozeni rovnice tepla v tyéi . . . .. ... ...
3.2 Odvozeni rovnice vedeni tepla ve vyssich dimenzi
3.3 Pievod rovnice vedeni tepla do polarnich soutradnic

Stacionarni pripady

Apendix

10

12
12
15
17

19

23

26






1 Uvod

Bakalaiska prace se zabyva problematikou modelovani pfenosu tepla pomoci parcialnich
diferencialnich rovnic. Diraz bude kladen na rozifeseni stacionarnich pripadi.

Prace je ¢lenéna nasledovné: Ve druhé kapitole se zamérime na zakladni principy v
teorii prenosu tepla. Védecka disciplina zabyvajici se Sifenim tepla v prostoru a case se
nazyvéa termokinetika. Pfenos tepla je Sifeni (sdileni) tepelné energie, z jednoho mista
do druhého, ktery mtze probihat dvéma fyzikalné odlisSnymi zpiisoby, a to kondukci,
konvekei, pii nichZ je nositelem energie latka a radiaci, kde pfenos tepelné energie zajistuji
elektromagnetické vlny, které se §ifi i ve vakuu.

Ve treti kapitole budeme fesit odvozeni, zakladni tlohy vedeni tepla v tenké tyci, coz
vede na rovnici parabolického typu. Véetné provedeni diskuse o okrajovych a poc¢atecnich
podminkach. Dale bude naznaceno odvozeni rovnice ve vyssich dimenzi (2D, respektive
3D). Uvedeme tvar rovnic pfevedenych do polarnich a sférickych soufadnic.

Ctvrté kapitola bude vénovana rozboru stacionarnich piipadi. Stacionarni (ustélené)
proudéni nastava, pokud se uvazované veli¢iny (FeSeni) jiz neméni s ¢asem, tim se nam
rovnice zjednodusi na obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu.

Prace ¢erpa predevsim ze zdroju (3], [4], [5], [7], [9].



2 Zakladni principy v teorii prenosu tepla.
Kondukce

U kondukce neboli vedeni castice s vétsi stfedni kinetickou energii predavaji cast své
pohybové energie casticim s mensi stfedni kinetickou energii a to pomoci vzajemnych
srazek. Tyto ¢astice se nepfemistuji, pouze kmitaji kolem svych rovnovéaznych poloh.

P1i kondukci hraje vyznamnou roli tepelny tok, coz je mnozstvi tepla, které protece
plochou o jednotkovém obsahu za jednotku ¢asu. UvaZzujeme-li homogenni desku tloustky
Ax na jejichz celech jsou udrzovany teploty T a T5, potom pro tepelny tok plati vztah

AT
q=—Ko Az’ (2.1)
kde AT = Ty — T3 a koeficient Ky [W/mK] je tepelna vodivost, kterd je zavisla na
vlastnostech jako napt. tlak, teplota... Znaménko minus vyplyva z Fourierova zakona
(protoze podle 2. zékona termodynamiky plati, Ze teplotni spad musi byt z teplejsiho
prostiedi do studenéjsiho), tim se podrobnéji budeme zabyvat pozdéji.

Priklad. Tenka sténa tloustky 0,15 cm je z homogenniho materidlu s tepelnou vodivosti
a koeficientem tepelné vodivosti Ky = 0,40 W/mK o stalych a rovnomérnych teplotach
Ty, = 20°C a Ty = 70°C. Urcete pomér tepelné vymény na metr ¢tvereéni plochy v kladné
ose .

.
T T—
T: —_
T1 e —
|
| [
Podle (2.1) plati
AT (T — T1) (70 — 20) ,
=-—-Ky—=—-Ky——--<L=—-0,40——— = —13333 W .
4 OAz Az 2270, 0015 /m

Konvekce

Konvekce neboli proudéni tepla nastava, kdyz je téleso vystaveno proudici kapaliné (nebo
vzduchu) s odlisnou teplotou. Energie proudi z nebo do kapaliny (teplo proudi z teplejsi
oblasti do studenéjsi). Teplotni vyména je pak dana vztahem

q=hA(T; —Ty), (2.2)

ktery je také znam jako Newtoniiv zakon ochlazovani, kde T, je teplota okolniho prostoru
a Ty je teplota télesa, h [W/m?K] je definovén jako konvektivni soucinitel pfenosu tepla.
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Jedné se o konstantu tumeérnosti tykajici se pfenosu tepla za jednotku c¢asu a jednotku
plochy k celkové zméné teploty.

Priklad. Vyménik tepla u domaciho radidtoru ma koeficient prestupu tepla h = 1135,6 W /mK.
Povrchovou teplotu vyméniku tepla lze povazovat za konstantni 65,5°C a vzduch ma
teplotu 18, 3°C. Urcete plochu tepelného vyméniku potiebnou pro vytapéni pii vykonu
8793 W.

Podle (2.2) odvodime vztah pro vypocet plochy A

q 8793

A pr— p—
WT, —T.) 11356 (65,5 — 18,3)

=0,16m?.

Radiace

Radiace (salani) je pfenos tepelné energie, ktery probihd bez zprostiedkujici latky. Je
zpusobeno Sitenim elektromagnetickych vin, kde latka vydava do prostoru ¢ast své energie
nebo hmotu, po dopadu na povrch télesa se ¢ast energie pohlti a dalsi ¢ast odrazi. Radiace
idealniho zafice nebo Cerného télesa je dana Stefan-Boltzmannovym zakonem

q=0cAT*, (2.3)

kde T je absolutni teplota, A plocha télesa a o je Stefanova-Bolzmannova konstanta, jejiz
hodnota je 5,6697 - 10*8W/m2K4. Ostatni povrchy jsou obecné dany vztahem

q=ecAT*,

kde € je zafivost povrchu (emisivita), ktera se pohybuje od nuly do jedné. Jestlize € = 0,
jedna se o bilé téleso. Naopak je-li ¢ = 1, pak je téleso Cerné.

Priklad. V horkych letnich dnech je povrch asfaltové vozovky vystavovam teplotam kolem
50°C. Uvazujte takovy povrch, aby se choval jako ¢erné téleso a vypocitejte vyzafovanou
salavou energii na jednotku plochy.

Dosazenim hodnot do rovnice (2.3) dostavame

q=o0T*=56697-10"%- (50 4+ 273,15)* = 618,27 W/m? .

Podrobnosti o vyse uvedenych mdédech pfenosu tepla lze najit [8], [9].
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3 Rovnice vedeni tepla

V této kapitole odvodime podrobné rovnici vedeni tepla v 1D, véetné diskuse okrajovych
podminek a naznac¢ime feSeni odvozeni ve vyssich dimenzich. Uvedeny budou také rovnice
prevedené do polarnich souradnic respektive sférickych souradnic.

3.1 Odvozeni rovnice tepla v tyci

Uvazujme, Ze ty¢ je konstantni v pficném fezu A a umisténa tak, ze levy okraj je umistén
v bodé x = 0 a pravy v bodé x = L.

gix 1) (_ ) glevda, 1) E ‘ — i
» ) Ll X
x=L

x=10 x x+Ax

Obr 1. Proudici energie v tyci

Nejdiive zavedme mnoZstvi tepelné energie na jednotku objemu jako neznamou, kterou
nazveme hustota tepelné energie e(x,t). Pfedpokladame, Ze vSechny teplotni veli¢iny jsou
konstantni v kazdém kolmém fezu tyce. Toho miize byt dosazeno, jestlize povrch tyce
bude dokonale izolovan. Potom nedochézi k zadnym ztratdm tepelné energie pies povrch
tyce.

Pro zjednoduseni budeme uvazovat plochu A za jednotkovou. Jestlize je hustota te-
pelné energie konstantni v celém objemu ,,platku® (obecné tomu tak neni), pak se celkova
energie rovna sou¢inu hustoty tepelné energie a objemu. Vyraz e(z,t)Ax nazveme tepel-
nou energii, kde Az je objem fezu.

Tepelna energie mezi x a x + Ax se méni v zavislosti na ¢ase, coz je zpusobeno prou-
dénim tepelné energie pies okraje (z a x + Ax) a tim, Ze se tepelné energie vytvari uvnity
(zavislost na zdroji tepelné energie). Ke zméné tepelné energie ptres povrch nedochazi.
Rychlost zmény tepelné energie v ¢ase je rovna souctu tepelné energie proudici pres hra-
nice a tepelné energie vytvorené uvniti za jednotku casu. Tento vztah se nazyva zachovani
tepelné energie. Rychlost zmény tepelné energie v tenkém ,platku“ je dana vztahem

%[e(m, t)Ax].

Tepelnou energii, ktera proudi doleva nebo doprava v tyci za jednotku ¢asu, nazyvame
tepelnym tokem ¢(x,t), jak jiz bylo zminéno v predchozi kapitole, jestlize q(z,t) < 0, pak
tepelnéd energie proudi doleva, jestlize ¢(x,t) > 0 tak proudi doprava. Tepelna energie
q(z,t) — q(x + Az, t) proudici za jednotku ¢asu pres hranice. Jestlize je ¢(z,t) > 0 a
q(z + Az,t) > 0 (jak je zndzornéno na obr 1.), pak tepelnéd energie proudici pies z za
jednotku Casu, prispiva ke zvyseni tepelné energie v ,platku“. Naopak teplo proudici pres
x + Az ke sniZeni tepelné energie.

Tepelnou energii vyprodukovanou za jednotku c¢asu na jednotku objemu nazyvame
tepelnym zdrojem Q(z,t). Tepelny zdroj Q(x,t) lze povazovat za konstantni v prostoru
tenkého ,platku®, a proto celkova tepelné energie v tenkém fezu za jednotku Casu je rovna

Q(z,t)Ax.
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Nyni se zaméfime na zdkon zachovani energie v tenkém ,platku“. Rychlost zmény
tepelné energie je zptsobena tepelnou energii proudici pres hranice a vnitinimi zdroji

%[e(m, t)Az] ~ q(z,t) — q(x + Az, t) + Q(z,t) Ax. (3.4)

Rovnosti mizeme dosdhnout jestlize Az — 0. JestliZe rovnici (3.4) podélime Az a polo-
zime limitu Az — 0, pak dostavame

e qla,t)—qlx+Ax,)
ot Algilo Ax + Q1)
Nakonec dostavame vztah
Oe dq
— = t). 3.5

Vztah (3.5) lze také ziskat z integralniho tvaru tepelné bilance. Celkova tepelnd energie
je dana integralem fab e(x, t)dz, ta se méni pouze v disledku proudéni tepelné energie pies
konce (r = a a x = b) a tepelnou energii uvnitt tseku

d b

b
T edr = q(a,t) — q(b,t) + / Qdx .

il x=a x=4 L

Tepelna energie proudici dovniti a ven z konec¢ného tseku tyce

Protoze rozdil ¢(a,t) — q(b,t) 1ze pséat jako fab Ndrad fab edr = ["%dz, dostédvame tvar

a dt
d b b9 b
T edx:—/ a—gdx+/de.

brde  Oq
/G(E‘i‘a—x— >d$—0 (36)

ProtoZe a a b bylo voleno libovolné, rovnost (3.6) nastane pouze je-li integrand nulovy, tj.

O _ %1 g, (3.7)

a oz
Tato rovnice se nazyva zakon zachovani energie.

Materialy jsou obvykle charakterizovany podle teplotou u(x,t) a ne tepelnou hustotou.
Mérna teplna kapacita ¢ je mnozstvi tepla, které je potiebné k ohrati jednotky délky
tyce o 1°C. V pripadé, kdy ty¢ neni homogenni, je mérna teplna kapacita zavisla na
proménné z, (c = c(x)).

Pfepsanim mame

13



Tepelnd energie v tenkém , platku® se da zapsat jako e(x,t)Az, jedna se o energii po-
tfebnou ke zvySeni z referen¢ni teploty 0°C na skuteénou teplotu u(zx,t). ProtoZze mérna
teplné energie je nezavisla na teploté, je tepelna energie na jednotku hmoty dana vzta-
hem c(z)u(x,t). Celkovy objem tenkého fezu pAx a celkova tepelnd energie v jakémkoliv
tenkém 7 platku“ je rovna c(z)u(x,t)pAz, pak plati

e(,1) = c(x)ule, o). (3.8)
Jedna se o rovnost tepelné energie na jednotku objemu a tepelné energie na jednotku
hmotnosti za jednotku casu.
Dosazenim (3.8) do (3.7) ziskdme tvar

0 0
(w)ple) 5 = =52 + Q.

Zbyva ndm objasnit vztah mezi teplotou a tepelnym tokem. Podle Fourierova zakona
plati

ou
= Ky
q 00{177

kde znaménko minus zna¢i smér proudéni tepelné energie doleva. Koeficient tepelné vo-
divosti K, vyjadiuje schopnost materialu vést teplo. Tepelna vodivost je zavisla na ma-
terialu, ¢im vétsi je Ko, tim vétsi je tok tepelné energie se stejnymi teplotnimi rozdily.
Jestlize je ty¢ z nehomogenniho materialu, pak K je funkci x. Schopnost vést teplo se pro
vétsinu materiali 1isi v zavislosti na teplotnich intervalech, tj. Ko(x,u). Jestlize Fourieriv
zékon dosadime do rovnice zachovani tepelné energie, dostavame rovnici vedeni tepla

ou 0 ou

Ve specialnich pripadech homogenni tyce, kde jsou vSechny termalni koeficienty p, ¢, Ky
konstantni, je parcidlni diferencialni rovnice ve tvaru

ou 0*u
CPE = KO@ + Q .

Jestlize nemame zadné tepelné zdroje ) = 0, ziskavame parabolickou, homogenni rovnici
druhého tadu, rovnici vedeni tepla bez zdroje

ou k82u
ot 0x?’
kde konstanta k se nazyva tepelna difusivita a je dana vztahem
K
k=22,
cp

Tato rovnice se také nékdy nazjva rovnice difize.

Pro modelovani vedeni tepla je potieba popsat pripad v case ¢t = 0, proto zavadime
pocatecni podminku

u(z,0) = ug(x) .

Predepisujeme také okrajové podminky v z = 0 a x = L. RozliSujeme tfi typy okrajovych
podminek (ty napiSeme pro konec tyce x = 0)
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e Dirichletova podminka
u(0,t) = uo(t),
kde uo(t) je pfedepsand teplota.

e Neumannova podminka

~Ko(0)5(0.6) = a(t),

kde ¢(t) je pfedepsany tepelny tok.

e Newtonova podminka

Jestlize kolem tyce proudi tekutina (nebo i plyn), pak ty¢ pfedava své teplo chlad-
néjsi kapaliné. Tento proces, jak jsme se dozvédeéli v prvni kapitole, se nazyva kon-
vekce. Teplota kapaliny se méni se vzdalenosti od tyce (u tyce je teplejsi). Tepelny
tok je umérny rozdilu teplot tyce a pfedepsané vnéjsi teploty. Tomuto jevu se fika
Newtontiv zakon ochlazovani

ou

ox
kde konstanta imérnosti h je koeficient pfenosu tepla a u., je vnéjsi teplota. Jestlize
je ty¢ teplejsi nez okoli (u(0,t) > uw), pak tepelny tok je veden z tyée ven. Teplo
proudi doleva, a proto je tepelny tok zaporny. Jestlize budeme predpokladat x = L,
pak tepelny tok bude proudit doprava, a proto bude kladny, Newtonova podminka
bude mit tvar

ou

—KO(L)%(L,t) = hlu(L,t) — us] -

3.2 Odvozeni rovnice vedeni tepla ve vyssich dimenzi

Nyni naznac¢ime odvozeni rovnice vedeni tepla ve 2D a 3D.
Tepelna energie ve dvourozmeérné oblasti R je ddna vztahem

/ / cpu dxdy .
R

Zakon zachovani energie je dan vztahem, kdy rychlost zmény tepelné energie je rovna
souctu tepelné energie proudici pfes hranici oblasti a tepelné energii vznikajici uvnitt za
jednotku casu, coz lze vyjadrit

d
—//cpudxdy:—/ q"~ﬁdx+//@dxdy,
dt JJr OR R

kde ¢ - 7i je tepelny tok proudici pfes celou hranici, kterd ohrani¢uje oblast R (jedné se
o mnozstvi energie, ktera proudi z oblasti R, proto je zde znaménko minus) a [, Q dzdy
je celkova zména tepelné energie za jednotku casu.

Pouzitim divergenc¢niho tvaru Greenovy véty

//divfdxdy: f-ﬁdx,
R OR

15



kde div f je divergence definovana jako

.z O0fi  0f
lef—%‘i‘a—y

a 7 je kladné orientovany jednotkovy normaéalovy vektor. Po ipravé dostavame tvar

// (cp@+divi— Q) dxdy =0.
R ot

Protoze integral je roven nule, pak i integrand musi byt rovnen nule. Odtud dostavame

)
cpa—?; = —divi+ Q. (3.9)

0
V 1D ptipadé je Fouriertiv zakon definovan jako ¢ = —Koa—u. Stejny princip plati i ve 2D
x

kde ¢ je vektor tepelného toku, koeficient Ky nazyvame tepelna vodivost a jako teplotni
. ” . ou  Ou
gradient oznacime Vu, ktery ma tvar Vu = — + —.
or 0Oy

Jestlize dosadime rovnost z (3.10) do (3.9), dostavame parcidlni diferencidlni rovnici
pro neznamou

0
cpa—qz =div(KoVu) + @, (3.11)
v pfipadé, ze nebudeme mit zadné tepelné zdroje (Q = 0), dostavame rovnici ve tvaru
0
0—7: = kdiv(Vu), (3.12)

K
kde k je opét definovano jako tepelna difusivita (k = —0). Déle z definice gradientu,
cp

ziskavame vztah znamy jako Laplacetiv operator

2 2
Au:div(vu)—ﬂ((?u)+ 4 (8u> ou | Ou

T 9x\dx) "oy \oy) 92 " a2’
po dosazeni do rovnice (3.12), dostavame rovnici vedeni tepla ve tvaru
ou
— = kAu. 3.13
T u (3.13)

Rovnice vedeni tepla ve 3D se da odvodit analogickym zptisobem. Krivkovy inte-
gral [...dz nahradime ploSnym integralem [ ... dzdy, dvojny integral [[ R dzdy
trojnym integralem [[f,... dzdydz, pficemz vyuzijeme Gaussovu-Ostrogradského vétu

Iff div fdV = I f - iidS. Rovnice vedeni tepla ve 3D mé& potom tvar

ou
— =kA
5 EAu+ @,
kde
*u  Pu  O*u

Au =

tos
ox?  0y*> 022
V nasledujicim odstavci pfevedeme tvar vyse uvedenych rovnic v polarnich, resp. sfé-
rickych soutadnici.
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3.3 Prevod rovnice vedeni tepla do polarnich souradnic

V této kapitole se budeme zabyvat pfevodem rovnice vedeni tepla Au = u;x + u;y do
polarnich soutadnic. Polarni soustava soutadnic, je soustava, u které souradnice p udava
vzdalenost od pocatku soustavy souradnic a soutradnice ¢ oznacuje thel, svirajici s osou
x. Transformace mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi ma tvar

T = pcosy,
Yy = psing.
Inverzni transformace je ve tvaru
p=rr+y?,
@zarctgg pro x>0,
x
@:arctgg—l—ﬂ pro z<0.
x
Derivace jsou ve tvaru
p’:L:cosgo p':L:simp
x /22 + 42 ’ Y /22 + 2 ’
, 1 1 = sing , 1 1 cosyp
v g2 g T e
1+ - 1+ -
x
Déle
— sin
U, = U,p, + ULP, = U, COS P + U, gp,
cos

/Y A | [N A B /
Uy = UpPy + U Py = U, SINY + U, ’ ,

dalsimi derivacemi, ziskdme rovnice ve tvaru:
n o " / " / / !N " / " / / / 1

Uy = (UppP + Upo0) Py + Ul (UgpPly + U P )P + U 05,

N2 "o " 1\2 ron P

- upp(px) + 2up<pp;t90:c + ucpcp(@:v) + uppxm + ugpSOm ’
" " / " / / AN/ " / " / / / /!
Uyy = (UppPy F o0 Py, WPy, + (Ugyply + g, 0, )y + ugpy,

!N

- ugp(p;)Q + 2“2@%%/ + ugw(@;)z T Uppyy + ufpgpgy ’
kde

1 / . / . — sin 2 Sil’l2 @
Phe = (COS ), = —sinpy) = —singp = ,

P P
” sing)’ sing’ sing’ , sing | cos @ —sinp
ez = | — =\~ p$+ - Pr = 2 S —
P/ P/, P/, P P P
_ 2singpcos
_T’

2
cos cos
Py, = (sin ), = cos pyi, = cosp L L4 ,

p p
" cos )’ cosp cosp\ cosp | sin  cos ¢
Pyy = - Py + Py =5 Sy~
p ), p ), p ), p PP
_ 2singpcosy
p* '

17



’ 7 7 . ’ " 1"
Po dosazeni dostdvdme do rovnice vedeni tepla Au = u,, + u,,

. 2 2 .
W = cos? ot ! sinpcosep  , sin®¢p ,sin¢ , 2sinpcosyp
xx — Tpp Py o 2 P ® 2 ’
p p p p
" __ s —sinpcosp , cos’¢  ,cos’p , —2sinpcos
Uy = Up,SIN"P + 20, o 9 p © D) :
P P P P

Konec¢ny vztah je pak ve tvaru
Au = o "o 1/ "o 1\’ 1// 3.14
U= Uy, + Uy, = U+ —uy + —ug, = —(pu,), + U, - (3.14)
p p p P
Pokud feSeni nezéavisi na ¢, pak se rovnice (3.14) zjednodusi na tvar
pu,, +u, =0, (3.15)

Podobnym zpiisobem jde i odvodit rovnici vedeni tepla ve sférickych soufadnicich,
nasledné dostavame vztah

10 1 0 1

Ay =-——— S T
“ p Op? (pu) + p?sin ) O - p?sin? ) 0¢2’

kde p je vzdalenost bodu od pocatku souradnic, ¢ ihel sklonu priivodice bodu od osy z
a 1) je thel mezi privodicem a osou z.

Podrobnéjsi odvozeni rovnice vedeni tepla, ¢i pfevod do sférickych souradnic lze nalézt v
[8], [4], 9]
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4 Stacionarni pripady

O ustaleném neboli stacionarnim vedeni tepla mluvime, jestlize v daném ¢asoprostoru je
vyznamna pouze prostorova slozka, pak se rovnice redukuje na obyc¢ejnou diferencialni
rovnici druhého tadu.

Nejdiive se budeme zabyvat stacionarnim piipadem homogenniho tvaru rovnice (3.13),
ktera vede na LODR2 ve tvaru

d?u

Jedna se o homogenni linedrni ODR 2.f¥adu (viz Apendix) s charakteristickou rovnici
ve tvaru A? = 0, odtud dostavame dva kofeny \; » = 0. Dvojice linedrné nezavislych fesent
je ve tvaru y; = 1 a yo = x. Coz dava

w(z) = c1x + ¢y (4.17)
Tento vysledek bychom dostali také pfimou integraci rovnice (4.16), protoze prava strana
neobsahuje hledanou funkci.
Tento ptipad budeme Tesit pro rtizné okrajové podminky:

a) Dvé Dirichletovy podminky u(0) = up a u(L) = u.
Dosazenim okrajovych podminek do (4.17) dostavame konstanty

Co = Uy,

po dosazeni okrajovych podminek do rovnice (4.17) dostavame linedrni teplotni profil

Ug — Uy

14

Z tohoto teplotniho prubéhu lze urcit tepelny tok ¢ (viz. Fourieriiv zdkon). Po derivaci
teplotniho profilu plati

u(z) = up — x.

du Uy — Uy
_ = €T ,
dx 14

teplotni gradient dosadime do Fourierova zakona, pak pro velikost teplotniho toku plati

_ Ko(ug — uy)

D
kde Ky je teplotni vodivost, L tloustka stény. Podobny vztah bude i v pfipadu sloZenych
vrstev, které maji urGitou tepelnou vodivost a jejichz tloustky jsou Ly, L. Jestlize je

priveden tepelny tok na levou stranu, pak musi piejit v nezménéném stavu kazdou vrstvou.
Pak tedy plati:

U — U Uz — Uz

Po tpravé dostavame vztah pro tepelny tok

. Uy — us
A N ly
Korw Koo
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obecné, pro n vrstev mame

Uy — Upyl
9=,

4
2 Ks

=1

Tento vztah ma analogii v obvodé s odpory zapojenymi sériové (Ohmuv zékon).

.U — Upya

L=
>
=1

b) Neumannova a Dirichletova podminka —Kod—u = qo,u(0) = uy.
T

Po dosazeni zadanych podminek do rovnice (4.17) ziskdvame konstanty ve tvaru

Po zpétném dosazeni do (4.17) ziskdvame tvar teplotniho pritbéhu

u(zr) = Dy Ug

Ko
¢) Neumannova a Newtonova podminka
du(0)
_K, —
0" 1 do
du(L
— Ky d(x ) = Hlu(l) — uy] ,
Konstanty ndm vychazi
—_D - (Y
cCL = KO, Co UOO+H+k

Po zpétném dosazeni do (4.17) dostavame tvar teplotniho pribéhu

w(x) = s + o <£_x+i> .

Ky H
du(0 du(L
d) Dvé stejné Neumannovy podminky — K d( ) =qoa —Kjy d( ) = qo.
x x
Konstanta vychéazi ve tvaru ¢; = _IC](_O' Néasledné rozlozeni teploty se da zapsat ve
0
tvaru
do
ulr) =——5x+cCo.
@) =~ pat ey

Protoze tepelny tok, ktery piivedeme do tyce z ni musi i vytéci, nam zpisobuje, Ze ne-
dostavame konkrétni hodnotu pro integracni konstantu c,. Jednd se o linearni profil,
. SRR « .. Qo
predstavujici pfimky se smérnici ——.
0
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e) Dvé rizné Neumannovy podminky

du(0) _
0T qr do
~odu(L)
T qr de
Po dosazeni okrajovych podminek do rovnice (4.17), dostavame
o =—0
1 KO )
o = —2
1 X,

Protoze qy # q¢ a konstanta ¢; se nemtize rovnat dvéma riznym vyrazim, pak tato situace
nema feseni.

Déle se budeme zabyvat pripadem nehomogenni rovnice, kdy uvazujeme konstantni zdroj
tepla @)
d?u
“HRogE =@

Pouzitim metody neuréitych keoficientii (podrobnéjsi postup metody najdeme v Apen-
dixu) dostéavame

u(z) = —2%0952 +az e (4.18)

Tento ptipad budeme fesit opét pro rtizné okrajové podminky:
a) Dvé Dirichletovy podminky u(0) = up a u(L) = u,.

Po dosazeni okrajovych podminek do (4.18) dostéavame konstanty ve tvaru

Up — Ug Q
“ L + 2K, €2 = Yo

Po zpétném dosazeni dostavame teplotni profil

u(x):( ¢ (L—x)ﬂf;“())muo.

2Ky
s ; du(0)
b) Neumannova a Dirichletova podminka u(0) = ug, —Kj o
x
Po dosazeni okrajovych podminek do rovnic nam konstanty vyjdou ¢; = —% , Co = Ug.
0
Po zpétném dosazeni do rovnice (4.18) dostavame tvar
N Q do
u(z) = 2K0:1: Ko—l— 0

—Kodl(;io) = 4o
du(L)
~Ky=g = = hu(L) ~ s



Po dosazeni okrajovych podminek do rovnice (4.18) ziskdvame integra¢ni konstanty

G
1 KO

L
02:uw+@+Q_+iL2+ﬂL_

hh 2K, Ko

Opétnym dosazenim do rovnice (4.18) dostavame tvar teplotniho profilu

u(w):uoo+—+——l——(L2—x2)+%(L—x).

Déle se budeme zabyvat feSenim rovnice (3.15), coz je Eulerova diferenciélni rovnice, tj.

uvazujme rovnici
d d
4 (8 _g
dp \'" dp

u(p) =c1lnp+cy.

Reseni je ve tvaru (viz Apendix)

a) Tento pfipad budeme nejdfive Fesit pro dvé Dirichletovy okrajové podminky

u(pr) = v, u(pz) = uz.

Diky okrajovym podminkam dostavame integracni konstanty tvaru

U — U7
= —
In (@>
P1
Ug2 — U
Co = Uy — Inp.

In (&)
P1

Po dosazeni konstant dostavame tvar teplotniho pribéhu

u(p) = ﬁ (u2 — u1) + ua
18

P1

b) Déle pouzijeme dvé Neumannovy podminky

du(p1) _
dp 1,
du(ps) _
dp 2
Po tpravé a dosazeni okrajovych podminek dostavame teplotni priibéh
u(p) = Linp+ 2
p P
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5 Apendix

Linearni homogenni ODRn

Uvazujme homogenni linearni ODRn s konstantnimi koeficienty ve tvaru

any™ + a1y Y+ gyt ar=0 a, #£0. (5.19)
Budeme hledat Feseni této rovnice ve tvaru y(z) = e**. Derivovanim dostavame

y(z) = 2™, .y (z) = e
Néslednim dosazenim do rovnice (5.19) dostavame
a N 4, AN L4 e+ apetr = 0 /e,
Charakteristickd rovnice dané homogenni rovnice je ve tvaru
anA™ + a4 NV 4 4 +ag=0,

Zakladni véta algebry fikd, Ze polynom stupné n ma pravé n korent (véetné nasobnosti)

Ayt = 1,2,....n. Na zakladé jejich analyzy posupné nalezneme pozadovanych n linearné
nezavislych feseni diferencialnich rovnic.

Véta. Necht funkce y;(z),y2(2),...,yn(z) tvoii n linedrné nezavislych feseni. Potom
kazdé feseni y(z) této rovnice lze zapsat ve tvaru

y(z) = ayi(w) + c2y2 (@) + .. + cpyn(w) -

Nyni se budeme zabyvat pripadem pro n = 2
asy’ + a1y +apgy =0 pro as #0.
Charakteristicka rovnice je ve tvaru
AN+ +ag =0,

kde A1, A2 jsou jeji kofeny. Déle se budeme zabyvat riznymi typy reseni

1. A\ # Ao
Odpovidajici feSeni ODR jsou rovny y; = eM® a 1, = 2%, Obecné feseni je pak ve
tvaru
Yy = c1eMT + e c1,c0 €R
2. 01 =X =X

Ax

V tomto pifpadé jsou fesenim dané ODR funkce y; = e*® a 5 = xe**. Obecné feseni

je dano vztahem

Y= 1™ + cowe™ .
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3. Mao=axfiproa,EeR,5#0
Nagim tkolem je z nerealnjch Feseni g; = e(* 897 ¢ = e(@=F)% zkonstruovat realna
feeni. Upravou dostavame
:Jl — eartibr _ oz ifr _ eax(cos Bx + ZSIHBQZ’)

Gy = eI — eI — 00T (cog B — i sin f) .

Reélna feseni jsou ve tvaru y; = e** cos(fz), y2 = e**sin(fx)

Linearni nehomogenni ODRn

Nehomogenni LODRn je ve tvaru
Y™ 4 an1y" 4 ary +agy = f(2),

kde ag, ay, ..., a, jsou konstanty, pficemz a,, # 0 a f(z) je spojité na intervalu I.

Véta. Obecné feseni nehomogenni LODRn lze psat ve tvaru

y(z) = c1yn (@) + caya () + . + (@) + Yp(),

kde y1,...,y, je n linedrné nezavislych feseni homogenni LODRn a y, je libovolné parti-
kularni feseni nehomogenni rovnice.

Metoda neurcitych koeficientu

Tuto metodu lze uzit v pfipadé, jedna-li se o rovnici s konstantnimi koeficienty a
specidlni pravou stranou f(z), kterd muize byt typové polynom, exponenciala, popiipadé i
sinus a kosinus. Jedna se o typy funkci, které po derivovani daji opét funkce stejného typu
a proto je mozné po dosazeni do rovnice porovnat piislusné ¢leny s pravou stranou a urcit
neznamé koeficienty. Metoda slouzi k urceni partikularniho feSeni y,. Pro dale uvedené
tvary f(x) jsou navrzeny predbézné tvary y, takto:

o f(x)=Py(x)=>y,=Antm+ ..+ A1z + A
o f(z) =e" =>y,= Ae™
e f(z) =sinbx nebo f(x) = cosbr => y, = Acosbr + Bsinbx.

Pokud tento pfedbézny tvar pro vy, ma néjaky shodny c¢len s tvarem y,,, je cely tvar pro
yp nutno opakované nasobit faktorem x, az nema s y,, zadny spolecny clen.

Eulerova diferencialni rovnice

Homogenni Eulerova diferencialni rovnice je ddna vztahem

22y 4+ axy’ + By =0, (5.20)

Pro z # 0 miZeme rovnici prepsat

g

12

0%
y'+ -y +5=0
T
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Zavedeme substituci z = ¢!, odkud dostdvdme ¢ = ln z. Derivovanim sloZené funkce mame

%_dy dt_d_yl
de  dt dz dt =z

Py d (1) _d ()1 dy (1) _dy
dz?2  dx \dtz/) dax\dt/)z dt 22 ) de2

Po tpraveé
dy _dy

A%y d*y  dy

T2 T a2 dt
Po dosazeni do rovnice (5.20) dostavame LODR2

d?y dy dy
a " T T =0

Jestlize tuto rovnici upravime, tak ziskavame konecny tvar

d?y dy
-7 1) —0.
P + (a )dt + By =0

Nasledné teseni je ve tvaru

y = cret 4 cpe”?
Yy = (Cl + CQf)GkT&t
y=e 2 eos(\/4B — (a — 1)2t) + isin(y/45 — (o — 1)2t)]

kde
1
r = 5[1—&—1—\/(04—1)2—4@,
1
7“225[1—&— (v —1)2 —4p7].
Reseni s proménnou z je rovho

y = c1]x|™ + cp|z|™

11—«
y=(c1+colnfax))]z] =

y = \x!kTa[cos( 43 — (o — 1)?21n|z|) + isin(/45 — (o — 1) In |z])]

vz

Podrobnéjsi informace lze nalézt v [2], [6].
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(a—1)% > 453
(a—1)>=14p3
(a —1)* <483,

pro (a—1)*> 43
pro (a—1)*=4p3
pro (a—1)? <43,



6 Zavér

Prace se zabyvala matematickym modelovanim pfenosu tepla, které vede na parcidlni
diferencialni rovnice. Diiraz byl kladen na analyticka feSeni stacionarnich pripadi rovnic,
byly rozieseny okrajové tlohy pro linedrni obycejnou diferencialni rovnici druhého radku
s konstantnimi koeficienty pro rtizné kombinace okrajovych podminek a okrajové tlohy
s Eulerovou difrencialni rovnici .

Praci by bylo mozné dale rozsitit o nasledujici sméry: analyza existence a jednoznac-
nosti feseni okrajovych tloh pro linearni ODR2, feseni nestacionarni tilohy v jedné dimenzi
a stacionarni ulohy ve vyssi dimenzi, slaba formulace tiloh, numericka analyza vybranych
tloh (véetné numerickych experimentii).

Hlavnim cilem prace bylo pochopeni dané problematiky, sjednoceni poznatkt z vice
pramentl, jednak co se tyc¢e znaceni, tak logické struktury textu.
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