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ABSTRAKT

Perflizne zobrazovanie pomocou dynamickej MRI ma velmi Siroké uplatnenie v lekarskej
praxi, pretoze poskytuje informacie o perflznej charakteristike sledovaného tkaniva. Pri
vyuziti klasickej rekonstrukcie plati, Ze z dovodu Casovej naroCnosti merania nie sme
schopni zaznamenat dostatok vzoriek pre dosiahnutie potrebného ¢asového a priestoro-
vého rozliSenia. Je preto nutné vyuzitie tzv. komprimovaného snimania, ktoré umoznfi
rekonstrukciu z mensieho poctu vzoriek pomocou optimaliza¢éného modelu. V praci si
overené viaceré modely rekonstrukcie sekvencie obrazov pre redlne i simulované data
a tiez st porovnané viaceré algoritmy na ich rieSenie. Medzi pouzité modely patria dva
L+S modely s odliSnou regularizaciou zlozky S, rieSené pomocou Forward-Backward
a Chambolle-Pock algoritmu. Kvalita rekonstrukcie jednotlivych modelov bola porovna-
vana najma podla ziskanych perfiznych kriviek. V poslednej Casti je preskimana moznost
modifikacie SASS modelu pre zvysenie kvality rekonstrukcie a odolnosti voci podvzorko-
vaniu, za Ucelom lepsej adaptacie modelu pre dynamické data.

KLUCOVE SLOVA
magnetickd rezonancia, komprimované snimanie, L+S model, perfizne krivky,
Chambolle-Pock algoritmus, SASS

ABSTRACT

Perfusion MRI can provide information about perfusion characteristics of the observed
tissue, which makes it a widely applicable medical procedure. Measuring process of MRI
is very time-consuming, and therefore, using classical reconstruction methods, we are
often not able to obtain enough samples to accomplish the needed time and space resolu-
tion for perfusion analysis. That is why it is necessary to use compressed sensing, which
allows reconstruction from under-sampled data by solving an optimization model. In this
work, several models for reconstruction of an image sequence are verified on real and
artificial data, along with multiple algorithms capable of solving these models. Among
the optimization models used in this work are two L+S models with different regular-
ization of the S component that are solved by Forward-Backward and Chambolle-Pock
algorithm. The quality of reconstruction for various models was compared especially by
their perfusion curves. In the last section, we explore possible modifications of the SASS
model in order to increase quality of reconstruction and resistance to under sampling for
the purpose of better adaptation for dynamic data.

KEYWORDS

magnetic resonance, compressed sensing, L+S model, perfusion curves, Chambolle-Pock
algorithm, SASS
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Uvod

VySetrenie pomocou magnetickej rezonancie (MRI) mé v lekarskej diagnostike vy-
znamné zastupenie, pretoze poskytuje snimky makkého tkaniva s relativne vyso-
kym rozliSenim, pre prakticky fubovolny rez tela. MRI vyuziva interakciu magnetic-
kého pola atémov (hlavne vodika) v tele so silnym vonkajsim magnetickym polom,
a umoznuje tak nasnimat urciti charakteristiku tkaniva vo zvolenom reze bez pou-
zitia skodlivého ziarenia. Populdrnou technikou sa stala dynamické kontrastnd MRI
(DCE-MRI), t.j. technika ktora skiima dynamiku prechodu kontrastnej latky sle-
dovanym rezom pacienta. Tato technika poskytuje hlbsie informacie o sledovanom
tkanive a vdaka tomu ma Siroké uplatnenie napr. v diagnostike nddorov a kardi-
ovaskularnych chordb.

Pre spravnu diagnostiku je ale potrebné vysoké c¢asové i priestorové rozlisenie
snimania, ¢o predstavuje vyrazni komplikdciu pri pouziti bezného snimania pod
Nyquistovym kritériom. Preto je casto nutna rekonstrukcia z podvzorkovaného sig-
nalu, ktord je mozna iba v pripade, ak mame k dispozicii apriornt informaciu o sig-
nali (tzv. komprimované snimanie). Pomocou tychto informécii sme schopni zostavit
optimalizac¢ny model, ktory nam umozni zlepsit ¢asové rozlisenie pri zachovani pries-
torového alebo naopak. Hlavnou naplinou tejto prace je navrh a overenie modelov
umoznujicich komprimované snimanie v dynamickej MRI, urcenie algoritmu na ich
riesenie a nasledna implementacia v prostredi MATLAB. Déraz pri hodnoteni mo-
delov budeme klést na priebeh prefiznych krivieK] ktoré naAm umoziiujti perfiiznu
analyzu tkaniva.

Préca je vedenad nasledovne. Na tvod je v kapitole [1| predstaveny princip zo-
brazovania pomocou MR, a taktiez sposob vznikania signalu ktory budeme dalej
spracovavat. Néasledne je uvedend matematickd tedria (kapitola k spracovaniu
signalu z MRI, s dorazom na Fourierovu transforméciu a tedriu spojitych lineér-
nych operatorov. V kapitole [3] je blizsie rozobrané komprimované snimanie v MRI
a iné metddy na zvysenie rozlisenia rekonstrukcie bez zmeny snimacej techniky. Ka-
pitola [4] je venovana optimalizacii, hlavne proximalnym optimalizacnym metédam
a konvexnej optimalizacii. Obsahuje tiez odvodenia tzv. proximalnych operatorov
pre funkcie najcastejsie sa vyskytujice v proximalnych algoritmoch, vhodnych na
rieSenie modelov pre MRI. V kapitole |5| si1 uvedené optimalizacné modely pre kom-
primované snimanie, odvodenia algoritmov na ich rieSenie a porovnanie vysledkov
pre jednotlivé modely, na simulovanych a redlnych datach. Posledna kapitola [6] po-
jednéva o modifikacii modelu SASS pre zvysenie kvality rekonstrukcie, so zdmerom

pouzitia na rekonstrukciu dynamickych dat z MRI.

1t.j. kriviek vyjadrujtcich priebeh kontrastnej latky pre jeden pixel



1 Zobrazovanie pomocou magnetickej rezo-
nancie (MRI)

Zobrazovanie magnetickou rezonanciou (MRI) je pokrocila metéda, so Sirokym vy-
uzitim v lekarstve na zobrazovanie vnitornych organov tela. Je to metéda umoznu-
juca zobrazenie charakteristiky tkaniva v skoro Iubovolnom reze tela, ktora navyse
nevyuziva ionizujuce ziarenie, ako napr. CT alebo rontgen a tym sa stava univerzal-
nejsSou zobrazovacou technikou. MRI vyuziva fyzikalny jav tzv. nukledrnu magne-
tickd rezonanciu (NMR), objaveny okolo roku 1940 (Isidor Rabi, Felix Bloch) [12],
ktory objasnuje spravanie atému s magnetickym nabojom vo vonkajsom magnetic-
kom poli. MR umoznuje, okrem zobrazenia rezov tela, tiez napr. rozbor molekular-

neho zlozenia tkaniva tzv. MR spektroskopiu.

1.1 Zakladny princip MR

Magneticka rezonancia vyuziva interakciu magneticky nabitych atémov a vonkaj-
siecho magnetického pola By. V jadre atému, kazdy proton a neutrén rotuje okolo
svojej osi a vytvara tak magneticky moment. Obecne maju castice tendenciu svoje
magnetické momenty navonok vynulovat, ale ak je pocet neutrénov a proténov ne-
parny, tak je vysledny moment g nenulovy [I5]. Preto st pre sledovanie vhodné
atémy s neparnym poctom protonov, najma atom vodika 1 H, obsahujici jediny pro-
ton, ktory generuje najsilnejsi magneticky moment. Jeho vysoké zastupenie v Tud-

skom tele dovoluje pouzitie MRI na zobrazovanie tkaniva.

(a) magneticky moment v klude (b) precesny pohyb

Obr. 1.1: Magneticky moment dip6lu

Obecne st vektory magnetického momentu atémov rozmiestnené nahodne a teda
vektor celkovej magnetizacie telesa je nulovy. Ale ak posobi silné vonkajsie magne-

tické pole By, vektory magnetizacie pu sa zrovnajui rovnobezne so smerom silociar



externého pola By a navyse za¢nu vykonavat precesny pohyb. Pre kazdy atom mdze
nastat pripad, Ze sa protény orientuju v smere silo¢iar (paralelne), alebo proti smeru
(antiparalelne). Plati ale, ze vysledny vektor tkanivovej magnetizacie M bude orien-
tovany v smere By. Okrem rotéacie nastdva tzv. precesny pohyb, ktory sa da pred-
stavit ako pohyb po plasti pomyselného kuzela (obr. .

Frekvencia tohto pohybu (tzv. Larmorova), linedrne zavisi na sile magnetického pola

a type atéomového jadra. D4 sa vyjadrit rovnicou:

1

fo= %’YBO (1-1)

kde v je gyromagneticky pomer jednoznacny pre kazdy atom. Napriklad pre vodik je
~v/2m = 42,58 MHz/T [12]. Teda vsetky atémy vodika v homogénnom poli By kmi-
taju na rovnakej frekvencii, uréenej pomocou rovnice . Tento fakt nam pomdze
pri priestorovom urcovani signalu a formovani obrazu.

Mame teda vektor M, ktory predstavuje sucet vektorov magnetizacie jednot-
livych atémov, konajicich precesny pohyb s frekvenciou, danou silou By, celého
skimaného objektu. Tento vektor ma v klude smer totozny s polom B, ale jeho
velkost je v porovnani zanedbatelnd, a preto aby sme mohli dany moment merat, je
nutné ho sklopit do roviny xy, v ktorej si umiestnené prijimacie cievky.

V literature je casto uvadzany tzv. rotujici stiradny systém t.j. systém, v kto-
rom je os z totozna s povodnou osou, a rovina xy rotuje okolo tejto osi Larmorovou
frekvenciou. V tomto systéme sa momenty jednotlivych spinov na Larmorovej frek-
vencii javia ako stacionarne, preto je tento systém vhodny na zobrazenie sklapania

vektora magnetizacie.

1.2 Sklapanie vektora M do roviny xy

Plati, Ze ak na spiny rotujice na Larmorovej frekvencii aplikujeme radio-frekvencny
(RF) pulz B; rovnakej frekvencie, ¢ast energie sa absorbuje a sposobi dve hlavné
zmeny, ktoré sa prejavia ako vychylenie magnetického momentu spinov, od smeru
magnetického pola By:

o Po aplikacii RF pulzu sa viac proténov orientuje antiparalelne, teda opacne
oproti hlavnému magnetickému polu, ¢o vyvola zmensSenie magnetického mo-
mentu M,.

o Navyse sa fazy precesie spinov zjednotia, teda vektory ktoré boli doposial
orientované ndhodne, za¢nu splyvat. Tym vznikne priecna zlozka magnetizacie
My Princip akym vznika ilustruje (obr. .

Podla dlzky a frekvencie pulzu, sme schopny sklopit vektor o Tubovolny uhol 0—180°.

Okrem istych rychlych zobrazovacich technik, vyuzivajicich jediny pulz, sa v praxi

10



vyuzivaju najma sekvencie pulzov, pretoze signal iba z jedného pulzu nebyva do-
statoény na rekonstrukciu celého obrazu. Najpouzivanejsie skldpacie uhly sa 90°
z dévodu najsilnejsej odozvy, 180° pulz v pulznych sekvenciach, alebo mensie skla-

pacie uhly < 90°, pre ktoré pokles amplitudy signdlu umoznuje kratsie ¢asy snimania

[5].

Obr. 1.2: Vznik priecnej zlozky magnetizacie, po aplikacii RF pulzu By, na spiny
v rotujicom stradnom systéme. Medzi a) a b): je vidno preskocenie spinu do anti-
paralelnej orientacie, b) az d) : prejavuje sa zjednotenie fazy. d) pripad 90° pulzu,

kedy sa cely vektor magnetizacie preklopi do roviny xy.

1.3 Relaxacia a FID

Po ukonceni excitacie RF pulzom, jednotlivé spiny stéle konaju precesny pohyb na
Larmorovej frekvencii, ale maji tendenciu sa vratif do rovnovazneho stavu, teda
rovnobezne s hlavnym magnetickym polom. Navrat vektora magnetizacie je podla
Faradayovho zakona sprevadzany indukciou napétia v prijimacich cievkach, umiest-
nenych v sklopnej rovine. Tento namerany signal nazyvany free induction decay
(FID) vyjadruje priebeh vektora magnetizacie M v Case, a ma harmonicky priebeh
s exponencidlne klesajiucou amplitiadou. (obr.

V praxi je sucasne excitované velké mnozstvo atémov, a preto celkovy signal na-
merany cievkou tvori zhluk signalov od jednotlivych excitovanych spinov, na obecne
rozdielnych frekvenciach. Namerané FID obsahuje informécie o tkanivovych charak-
teristikdch snimaného objektu, a po spracovani umoznuje rekonstrukciu hladaného
obrazu.

Relaxacia prebieha na viacerych trovniach; vektor magnetizacie sa vracia do

polohy rovnobeznej s osou z, spiny stracaju spolo¢ni fazu, a niektoré menia svoju

11
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\/ V

Obr. 1.3: Ukéazka signalu FID a relaxa¢nych parametrov

orientaciu z antiparalelnej na paralelni. Bezne sa relaxacia rozdeluje na T1, T2
a T2*.

1.3.1 T1-relaxacia

T1 relaxacia vyjadruje navrat zlozky vektora magnetizacie M, na jeho povodni
velkost (nazyvana aj spin-mriezkovd relaxicia). Jedna sa o exponencidlny narast,
s konstantou T1, vyjadrujicou cas, za ktory sa M, vrati na 63 % svojej povodnej
velkosti. Parameter T1 nie je mozné meraf priamo, pretoze navrat M, prebieha

pozdlz osi z, ale da sa urcit na zédklade roznych pulznych sekvencii.

A

Mg Fommmmmmmmmmmmmm

66% Mo >

Y
~

Obr. 1.4: Priebeh T1 relaxécie

Matematicky je M, modelovand pomocou diferencidlnej rovnice

dML(1) 1
T = Mo = ML)

s rieSenim M. (t) = M, (1 - e_t/Tl) [15].

12



1.3.2 T2/T2* relaxacia

T2/T2* relaxacia vyjadruje pokles velkosti vektora magnetizicie My, vplyvom
straty fazovej jednoty. Ak sa vektory rozfazuju, ich zlozky v rovine zy v rotujicom
suradnom systéme sa zacnu rusit, a tym nastane zmensenie My,

Okrem hlavného silného magnetického pola By, je v zobrazovanom okoli pritomné
i magnetické pole jednotlivych atémov tkaniva, ktoré po s¢itani vytvori miniatirne
nehomogenity. Tie si z podstaty MRI neodstranitelné, a urcitym spésobom ovplyv-
nuju zachyteny signal FID. Tato nehomogenita potom sposobuje, Ze sa jednotlivé
frekvencie spinov zac¢nu lisit, a dojde k rozfazovaniu vektorov pu, a teda k poklesu
Mey = ’Mxy"

Jedna sa teda o exponencidlny pokles M, s konstantou T2, ako cas, za ktory
klesne M,, na 33 % svojej povodnej velkosti. T2 by bolo mozné v dokonale homo-
génnom poli By urcit priamo z nameraného signalu, avsak, ak uvazime i pripadni
nehomogenitu vonkajsicho magnetického pola By, rozfazovanie a teda aj pokles M,
prebieha este rychlejsie. Relaxaciu Myy, s pripustenim nedokonalej homogenity pola

By (nazyvani i spin-spinovd relaxdcia) oznac¢ime T2*, a obecne plati:

T2 <T2<T1

A

Mo

33% Miyo

Obr. 1.5: Priebeh T2 relaxacie

Priebeh M,, je popisany rovnicou M, (t) = M,,(0)e~/T2.

V MRI sme schopni pomocou réznych pulznych sekvencii, riadit tzv. vahova-
nie obrazu, kde namerané FID zodpoveda ziadanej relaxécii (T1,T2,T2* vdhovanie).
Jednotlivé vahovania signalov poskytujui odlisné informacie o tkanive, ¢o nam dava
moznost pre rozne typy vysetreni, nastavit vahovanie obrazu tak, aby bolo opti-
malne. To predstavuje velkii vyhodu MRI v jej aplikacii.
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1.4 Lokalizacia signalu z MRI

Doteraz sme brali do iivahy iba statické pole By a pulz ktory sklapa spiny na Larmo-
rovej frekvencii do kolmej roviny zy. V tomto pripade atomy celého tela rotuja na
jednotnej frekvencii, a namerany signal po excitacii RF pulzom na tejto frekvencii,
pochadza z celého tela. Ako je ale mozné priestorovo lokalizovaf prichadzajici sig-
nal? Sluzia k tomu vedlajsie gradientné magnetické polia G (Casto linedrne), ktoré
menia magnetizaciu a tym aj frekvenciu a fazu spinov v rdmci priestoru. Obecne
sa potom signaly pochadzajice z dvoch rozdielnych priestorovych sturadnic lisia na
zéklade ich frekvencie, ¢o ndm umoznuje rozpoznat miesto povodu signalu, podla
frekvencnej zlozky, pritomnej v celkovom nameranom signale. Frekvencia teda pre
nés urcuje priestorovu suradnicu [14].

ol) = 5 (By + (G, 2)

kde z, G € R3. V priestorovej lokalizacif hrd samozrejme rolu aj frekvencia excitac-
ného RF pulzu, ktory je schopny vybrat jednotlivé spiny, ktoré chceme pozorovat.

Napriklad na lokalizédciu jednotlivého rezu tela sluzi linearne gradientné mag-
netické pole (G,,), ktoré lineirne zmeni silu magnetického pola pozdlz uréenej osi
z; (napr. G, pozdlz osi z pre transverzalny rez). Frekvencia precesie proténov sa
teda bude lisit linedrne pozdlz osi z podla vztahu:

folz) = 5= (Bo + G-2)
Nasledne aplikacia RF pulzu na frekvencii @, vyvola sklopenie spinov s rovnakou

— s
frekvenciou, odpovedajicou intenzite magnetického pola: B = w—, a teda ddjde

k excitdcii celého transverzalneho rezu. (obr. [1.6)).

V pripade, ak po pévodnom RF pulze nie je aplikované ziadne dalsie magnetické
pole, spiny rotuju na jednotnej frekvencii, a v prijimacich cievkach je indukovany
signal, ktory ma v podstate jednu frekvenciu.

Poznamka: V praci budeme uvazovat vyluéne spracovanie obrazu pomocou spat-
nej 2D Fourierovej transformécie. Jednd sa o najbeznejsie spracovanie, pre ktoré sa

signal priestorovo kéduje nasledovne.

Fazové kédovanie: Aby sme boli schopni priestorovo lokalizovat povod signalu,
aplikujeme hned po excitacii dodatocné gradientné magnetické pole v smere jednej
osi v rovine rezu. Najbeznejsie je to os x a jedna sa iba o kratky ,pulz“, tzv. fa-
zovy gradient Gg ktory na minimalny okamih linearne pozmeni frekvenciu spinov
pozdlz zvolenej osi, a tym do signalu zavedie fazovy posun. Hned po tomto pulze
konaju spiny precesiu na jednotnej frekvencii, ale ich faza je funkciou polohy pozdlz

0sl x.
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Obr. 1.6: Excitdcia transverzalneho rezu pozdlz osi z, pomocou RF pulzu na frek-

vencii w

Frekvenéné kédovanie: Nasleduje tzv. ¢itaci gradient Gg, aplikovany kolmo na
fazovy (v nasom pripade v smere osi y), ktory je opét linedrny, konstantny a je
pritomny pocas celého zaznamenavania signalu. Sposobuje zmenu frekvencie excito-
vanych spinov pozdlz osi Y, a teda frekvencia sa stane funkciou polohy spinu pozdlz
tejto osi.

Takto namerany signal, je uz zlozeny z viacerych frekvencii, ktoré maji navyse
fazové posuny. Sme teda schopni zistif, odkial pochadza frekvencnd zlozka, a jej

amplitida odraza vlastnost tkaniva, ktoré sa na danom mieste nachadza [5] [15].

Zhrnutie:  Namerany FID signal prezentuje frekvenéni charakteristiku tkaniva,
na suradniciach urc¢enych pomocou aplikovanych gradientnych poli Gr, Ges, G,. Je
velmi doélezité si uvedomit, ze signal odraza frekvenciu, teda 2D Fourierove koefi-
cienty hladaného obrazu v priestore. Tento 2D Fourierov priestor byva v literatture
oznaceny ako k-priestor. NaSou tlohou je, z nameranych stradnic v k-priestore, re-
konstruovat pomocou spatnej Fourierovej transforméacie povodny obraz.
Manipuléaciou gradientov Ggr a Gg sme schopni v k-priestore nasnimat 1D tra-
jektoriu, (obecne to nemusi byt priamka) na kazda pulznd sekvenciu. Teda opako-
vanymi meraniami, s r6zne nastavenymi gradientnymi polami, sme schopny pokryt
k-priestor, a po spatnej diskrétnej 2D Fourierovej transformacii dostat vysledny ob-

raz.

1.5 Metoédy snimania

Ako bolo vidno v sekeif (1.3), relaxdcia vektora magnetizicie M,, prebieha na viace-

rych drovniach, pricom kazda nesie nejakd informaciu o tkanive. Nastavenim pulznej
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sekvencie pri excitacii, je mozné v signali vyzdvihniat pozadovany typ relaxacie, ¢i
uz sa jedna o T1, T2 alebo T2*. Dalsf vyznamny faktor ovplyviujici silu signalu
je samozrejme hustota proténov v tkanive tzv. PD (proton density), ktory ale sa-
mostatne, pre vicsinu aplikacii nepontka dostatocéné rozlisenie, preto sa kombinuje
s relaxacnymi casmi. Zaroven plati, ze meraf Cisté relaxacné ¢asy T1 resp. T2 je na-
rocné, preto sa v praxi pouzivaji hlavne metody, ktoré jednotlivé faktory kombinuju
[15].

Existuje mnozstvo technik zobrazovania, ale tri najbeznejsie vyuzivané patria do
triedy pulznych technik. St to techniky vyuzivajice popisané sklopenie do roviny
xy, po ktorom nasleduji jeden, alebo viacero pulzov, az do ukoncenia relaxacie [15].
Kazda zobrazovacia metoda pouziva rozlicni kombindciu prvého a nasledujicich
pulzov, a ¢asovych intervalov medzi nimi. Tieto kombinacie nam davaju vysledny

obraz, vyzdvihujici uréitu charakteristiku snimaného tkaniva. (T1,T2, PD)

1.56.1 Saturation recovery

Jedna sa o postupnost ¢asovo rovnomerne rozmiestnenych pulzov, otacajucich vek-
tor magnetizacie o 90 stupnov. Tesne po prvom 90° pulze je vektor M v rovine zy
a signal ma maximalnu amplitidu. Hned sa za¢nu uplatnovat relaxacie, ktoré sposo-
bia rozfazovanie a navyse sklopenie M blizsie k osi z. Toto sklopenie prebieha rézne
rychlo v rozdielnych oblastiach skimaného objektu, podla ich T1 hodno6t. Nasleduju
dalsie 90° pulzy po ktorych sa okamzite meria odozva. Nasledujice pulzy sposobia,
ze vektor magnetizacie je opaf rotovany o 90°, no tentokrat je uneseny az za rovinu
xy, a ako daleko za tito rovinu sa dostane zavisi na T1 relaxécii, uplatnenej medzi
pulzmi. Pre oblasti s kratkou T1, sa v case medzi pulzmi vrati vektor magnetizacie
blizko k osi z, a nasledny pulz ho preklopi jemne za rovinu xy. Na rozdiel v oblas-
tiach s dlhou T1, vektor M vykona iba kratky pohyb v smere osi z, a teda dalsi pulz
zrotuje vektor magnetizacie blizko osi z v zapornom smere. Tym bude namerany
signal zavisiet na lokalnej hodnote T1 relaxicie, po kazdom 90° pulze. Cas medzi
opakovanymi pulzmi, nazyvany TR (time of repetition), hra velki rolu, a jeho opti-
malnym nastavenim mozno docielit ziadany kontrast, a do urcitej miery i vahovanie
obrazu. Plati, Ze pre TR vacsi ako je priemernd hodnota T1 obraz odzrkadluje pre-
vazne hustotu proténov (PD), zatial ¢o kratsie TR ponikaji prevazne T1 vahovany

obraz s lepsim kontrastom.

1.5.2 Inversion recovery

Jedna sa o metdédu vyuzivajucu dva pulzy. Prvy je 180° pulz, ktory prevrati vektor
M do zaporného smeru osi z, po ktorom nasleduje tzv. ¢itaci 90° pulz. Vyznamnou

relaxaciou medzi pulzmi je opat T1, ktora rotuje M spat k osi +z, pretoze namerané
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FID zavisi priamo na uhle, o ktory sa v c¢ase medzi pulzmi vektor magnetizacie
zrotuje. Pre tkanivo, ktoré ma kratku T1, sa po 180° pulze stihne M vratit blizko
osi z a teda nasledny 90° pulz priblizi vektor M k rovine zy, a jeho priemet na
tuto rovinu bude kladny. Pre tkanivo s dlhou T1 relaxaciou sa vektor magnetizacie
nestihne vyrazne vratift a po ¢itacom pulze bude M orientovany v smere —z a jeho
projekcia na rovinu zy bude zaporna.

Metoda inversion recovery poskytuje v porovnani so saturation recovery, este
vyraznejsie vahovanie vzhladom na T1, ¢o umoznuje vysoky kontrast, uzitocny

napr. pri rozliSovani bielej a Sedej hmoty v mozgu [15].

1.5.3 Spin-echo

Jedna sa o metodu, ktora bola Specidlne vytvorena na zobrazenie T2 relaxacie. Pri
merani T2 vznikd problém, pretoze nehomogenita ktora nas zaujima, spdsobena
magnetickym polom atémov pritomnych v meranom objekte, je ovela mensia ako
nehomogenita, sposobend nedokonalostou permanentného magnetu a aplikaciou ¢i-
tacich linedrnych gradientov. FID je v tomto pripade T2* vihované. Preto je nutné
efekt neziadiucej nehomogenity zo signalu odstranit.

Sekvencia spin-echo zac¢ina 90° pulzom, ktory sklopi vektor M do roviny zy. Ne-
homogenity magnetického pola nasledne sposobia stratu fazy vektorov magnetizacie
v rovine xy, teda zacni mat rozliéni orientaciu v tejto rovine. Po kratkom case TI
(interpulse time), po ktorom sa este nestihne uplatnit T1 relaxacia, aplikujeme 180°
pulz, a tym sa dostane kazda zlozka vektora M do opacnej orientacie. Kazdy vektor
zacne konaf precesiu v opacnom smere, avsak frekvencia ostane rovnaka. To sposobi,
ze tak, ako sa po prvom pulze zacali vektory rozchadzat, po 180° pulze za¢nu kon-
vergovat, a za ¢as TE=2TI (TE-time of echo) sa vytvori tzv. echo signélu, v ktorom
je pritomny iba efekt T2, pretoze strata fazy, v désledku nedokonalosti pristroja, sa
vyrusi. Ak je ¢as medzi pulzmi vacsi, v porovnani s T1 charakteristikou, vplyv T1
bude vo vyslednom FID zanedbatelny. V opac¢nom pripade, pre kratke casy medzi

pulzmi, bude namerany signéal ovplyvneny aj T1 [15].

1.6 Dynamicka MRI

V préaci sa budeme zaoberat hlavne dynamickou kontrastnou MRI (DCE- dynamic
contrast enhanced). Jedna sa o vySetrenie, kedy je po podani kontrastnej latky (CA-
contrast agent), dany rez objektu snimany kontinudlne v ¢ase. Tento pristup nam
umozni sledovat, ako sa vyvyja T1 charakteristika sledovaného rezu, a kedze jediné

¢o sa v Case meni je koncentracia kontrastnej latky, vieme jej priebeh zaznamenaf.
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Ako kontrastna latka je najcastejsie pouzivand gadolinium chelate, alebo magne-
vist, ovplyvnujice T1 charakteristiku, a kedze aj sposob podania CA ma vplyv na
jej priebeh v skimanych organoch, je nutné zarucit jej plynula distribiciu do krvi.
Po injekcii do zily, je CA distribuovana srdcovo-cievnym systémom po celom tele,
a jej priebeh je sledovany pomocou T1-vahovanej MRI v zvolenom reze. Z mnoz-
stva kontrastnej latky a dynamiky jej prechodu cez sledovantu oblast mozeme vyvodit
informécie o fyzioldgii a patolégii tkaniva [36]. Casto postacuje uz sledovanie koncen-
tracie v jednom 2D snimku, no moderné pristroje st schopné i sledovania viacerych
rezov simultdnne [I8] (tzv. multislice acquisition).

DCE-MRI patri do skupiny perfiaznych zobrazovacich technik, t.j. technik ktoré
snimaja prekrvenie jednotlivych tkaniv. Nasledne na zaklade tychto informacii sme
schopni ur¢it diagnézu, prip. stav liecby [23]. Najvyznamnejsia aplikdcia dynamicke;
MRI je na diagnézu kardiovaskularnych a onkologickych chorob, z dévodu, ze je
schopné rozlisit tumor od zdravého tkaniva na zaklade ich rozlicnej priepustnej
charakteristiky, a navyse je v mnohych pripadoch schopna zachytit aj stav tumoru,
a tym zistit reakciu na liecenie [18].

Perfiiznymi krivkami rozumieme priebehy koncentracie CA, pre dany voxel.
Pre ich dalsiu analyzu a ziskanie perfiznych parametrov, je nutné ich upravenie. To
sa prevadza najcastejsie pomocou prekontrastnych merani sledovanej oblasti, ktoré

umoznia upravenie intenzity perfiznych kriviek.

Priebeh DCE-MRI:

1. Prekontrastné meranie
Podanie kontrastnej latky pacientovi do zily.
Kontinudlne snimanie zvolenej oblasti.
Rekonstrukcia ¢asovych snimkov.

Vyjadrenie a analyza perfiznych kriviek.

SR AN I

Diagnéza.

1.6.1 Modelovanie perfazneho zobrazovania

Pre analyzu perfiznych kriviek existuje mnozstvo matematickych modelov. Najpou-
zivanejsie su farmakokinetické modely, ktoré si schopné urc¢it hladané parametre
tkaniva nutné pre diagnézu [23] [36].

Tato praca sa bude venovat hlavne algoritmom na rekonstrukciu casovych sek-
vencii z DCE-MRI a porovnavaniu kvality rekonstruovanych perfaznych kriviek.

Perfiznou analyzou sa zaoberat nebude.
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1.6.2 Casové vs. priestorové rozliSenie

Pre statickﬁﬂ MRI plati, Ze pre vacsie priestorové rozlisenie je nutna dlhsia doba
akvizicie. Pri dynamickej MRI sme naviac limitovani dlzkou snimania pre kazda
casovu snimku, pretoze chceme dostatocéne hladko zachytit priebeh kontrastnej latky.
Preto je pre DCE-MRI délezité spravne vyvazit priestorové a ¢asové rozlisenie [306].
Pre dostatocént lokalizaciu v ramci rezu je potrebné relativne vysoké priestorové
rozliSenie. Zaroven pre dostato¢ne hladké zachytenie priebehu koncentracie CA a pre
identifikdciu tkaniv potrebujeme dosiahnut vysoké rozlisenie v case.

Aby sme boli schopni tieto poziadavky splnif, vacsinou nepostacuje plné kar-
tézske (Nyquistove) snimanie z dévodu ¢asovej narocnosti. Preto je nutné namerat
menej vzoriek v k-priestore, ¢o by pre obyc¢ajni kartézsku rekonstrukciu znamenalo
aliasing a znizenie rozlisenia. Ale ako sa ukéze, existuji metdédy umoznujice zvy-
Senie ¢asového rozliSenia pri zachovani priestorového a naopak [23]. St to techniky,
ako napr. snimanie viacerymi cievkami, komprimované snimanie alebo nekartézske

trajektorie, ktoré budu prezentované v dalsich kapitolach.

1t.j. jeden ¢asovy snimok
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2 Matematické spracovanie signalu

Doposial sme sa venovali sposobu akym signal vznikd. V pokracovani tejto prace sa
zameriame na spracovanie FID a sposob rekonstrukcie. V zavere éasti bolo spo-
menuté, ze z merania FID po aplikovani nastavenych ¢itacich gradientov sme schopni
nameraft Fourierove koeficienty rezu tela. Na akych siradniciach v k-priestore sa jed-

notlivé namerané body nachadzaju urcuja linedrne magnetické gradienty.

2.1 Matematicky popis MRI

7 Blochovej rovnice, popisujicej chovanie Castice s magnetickym nabojom v exter-
nom magnetickom poli a Faradayovho zédkona je mozné odvodit, Ze signél indukovany

v cievkach m4 nasledujici tvar [22]:
s(t) = / m(r)e 2O qp (2.1)
R

kde m(r) je vektor transverzalnej magnetizicie v bode r € R a R ozna¢ime oblast
z ktorej prichddza signdl (najCastejsie excitovany 2D rez, ale moze to byt aj 3D

oblast). Dimenziu R oznac¢ime dim R = n. Oznacme

k() = [ "G (r)dr (2.2)

funkciu, ktora vyjadruje trajektériu v k-priestore [14], na ktorej si jednotlivé vzorky
nameraneé.

G(t) = [G,(t),Gy(t),G.(t)] (pre pripad n = 3) je vektor gradientov magnetic-
kych poli posobiacich na objekt po excitacii, ktory sa meni v ¢ase, a tym urcuje
dant trajektériu merania [22].

Konkrétne pre pripad snimania rezu (n = 2) je rovnica tvaru:
s(t) = / m(z,y)e 2= Ortky (DY) q2.qy (2.3)
R

kde k,, k, st zlozky k a R je sledovand oblast v R?.

Tato rovnica zodpoveda dvojrozmernej Fourierovej transformacii funkcie m(z, y),
ktord prezentuje hladany obraz. Nasou tlohou je spatnou diskrétnou Fourierovou
transformaciou ziskat zo signalu s(t) povodny obraz m(z,y). V tejto praci budeme
pouzivat iba 2D Fourierovu transformaciu, teda snimky rezu tela, no vseobecne je
mozné merat suradnice v 3D priestore a ziskat tak 3D rekonstrukciu. Teoreticky by
sme po spatnej Fourierovej transformacii mali obdrzaf realny obraz, ale désledkom
pritomnosti Sumu a nepresnosti merania méze byt komplexny. Preto sa pouziva
absolitna hodnota |m(x,y)| [24].
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Pri opakovanych meraniach s rézne nastavenym gradientnym polom G sme
schopni namerat urcity pocet trajektorii v k-priestore. Kazdy namerany bod pred-
stavuje koeficient Fourierovej transformécie funkcie m. Volba trajektorii a ich pocet

je vyznamnym faktorom ovplyvinujicim celkovy ¢as merania a kvalitu obrazu.

2.2 Trajektérie snimania

Vo vSeobecnosti plati, Ze ¢as snimania je imerny poc¢tu snimanych trajektorii. Preto
je samozrejme vhodné ich pocet minimalizovat. Priestorové rozlozenie nameranych
vzoriek v k-priestore ma podstatny vplyv na rekonstruovany obraz. Na obr. st
zobrazené najbeznejsie typy trajektorii, medzi ktoré patria kartézske, radidlne a Spi-
ralové. Dalej je viditelny efekt podvzorkovania a umiestnenia vzoriek vo frekvené-
nom spektre na rekonstruovany obraz. Vseobecne ma podvzorkovanie, t.j. snimanie
pod Nyquistovym kritériom , za nasledok zmensSenie rozlisenia a mozny vznik
aliasingu (replikdcie obrazu). Snimané trajektérie mozu byt takmer fubovolné. Ob-
medzenie predstavuje napr. gradientné magnetické pole G, ktoré je limitované jeho
maximalnou hodnotou a rychlostou nabehnutia.

Pri dynamickom snimani je ¢asto vyhodné pouzit radidlne trajektorie so zlatym
uhlom [35]. Snimanie prebieha tak, ze kazdd dalia snimand priamka v k-priestore
zviera s predchédzajicou priamkou zlaty uhol rovny priblizne 111,24° (pre priamky
so stredom v pociatku k-priestoru). Rotacia prave o zlaty uhol umozni rovnomerné
rozmiestnenie radial, ktoré optimélne pokryju spektrum. Zlaty uhol zaruci, ze v kaz-
dom okamihu zvieraju radidly maximéalne tri rozliéné uhly a pre pocet radial rovny
fibonaccimu ¢islu iba dva. Tento pristup nam umoznuje dynamické snimanie neza-
vislé na volbe poctu trajektorii, reprezentujucich jeden casovy snimok. Mame preto
moznost zvolit pocet radidl na jeden snimok az pri rekonstrukcii, pricom optimalne

je zvolit pocet radial rovny nejakému fibonaccimu ¢islu.

111.24°
—> —> —> —>
P=1 P=2 P=3 P=8 P =13

Obr. 2.1: Radialne trajektorie vzniknuté pomocou zlatého rezu.
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Obr. 2.2: Trajektérie snimania a efekt podvzorkovania. Prvy stipec predstavuje plné
kartézske vzorkovanie podla Nyquistového kritéria. Na dalsich je vidno efekt alia-

singu a znizené rozliSenie. Prevzaté z [22]

2.3 Matematicka teodria k spracovaniu signalu

Z predchédzajucej kapitoly vyplynula stvislost Fourierovej transformécie (FT) a MRI.
Preto bude v nasledujtcej kapitole spomenuté teéria k spojitej, diskrétnej aj nerov-

nomernej FT.

2.3.1 Spojita Fourierova transformacia

Najprv spomenieme Fourierov rad, od ktorého sa odvija aj F'T. Motivaciu Fouriero-
vého radu mozeme vidiet, ako snahu rozlozit periodicky signal na sticet kosinusovych

a sinusovych vin. Vseobecne ma rad tvar

1 [e.e]
500 + Y (ancosnf + b, sinnd) (2.4)

n=1
Veta 2.3.1. [33] Redlnu funkciu f(t), ktord je periodickd na intervale (0,T), s ko-

necnou varidciou, je mozné rozlozit do Fourierovho radu tvaru:

() = % + i [a,, cos(2mnt/T) + by, sin(2mnt /T)] = i cpel2mmt/T (2.5)

n=1 n=-—00
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kde jednotlivé Fourierove koeficienty c,, pre n € N, su definované ako

I i2mnt
_ —i2mnt/T
=7 /_g f(t)e dt. (2.6)

Fourierov rad f" konverguje bodovo (v norme) k funkcii f v kazdom bode okrem bodov
nespojitosti, kde konverguje k 1/2(limy_,o- f(t) + limy o+ f(1)). [33]

Ak by sme chceli vyjadrif neperiodicku funkciu, je mozné uvazovat T — oo.

n
V tom pripade prejde frekvenéna premenna vy = T Da kontinuum, teda obsiahne
celi realnu os. Koeficienty ¢, buda priradené pre n € R. Tieto tvahy smeruju

k Fourierovej transformacii [24].

Definicia 2.1. Pod Fourierovou transformdciou funkcie f(t) rozumieme integ-
ral:
FUW) = fon = [ e nar (2.7)

Je nutné zarucit konvergenciu, teda konecnost integrdlu. Tt zarucia nasledujice pod-
mienky:

1. 2| f(t)]dt < oo

2. f(t) md na kazdom konecnom intervale mazimdlne konecny pocet bodov nespo-

jitosti.
Poznamka: Kedze su digitalne obrazy vzdy omedzené a maji konecny pocet

nespojitosti, Fourierov integrél vzdy existuje [19].

Definicia 2.2. Inverzni (spitni) Fourierovu transformdciu F~1 definujeme ako:

FUA =0 = [ Fea (28)

—0o0

Kedze nas signél je 2D, uvedieme aj tvar 2D spojitej Fourierovej transformdcie:
oo e 27 (kp z+k
FUN) = Flhaky) = [ [ fla e 0ethondzay (2.9)

2.3.2 Diskrétna Fourierova transformacia

Signal z MRI ma diskrétny charakter, je preto nutné diskretizovat aj Fourierovu
transformdciu. Sledovany interval (0, T') na ktorom je definovana funkcia f rozdelime
na N rovnomernych tsekov. Vzorkovaci interval bude At = %
Oznac¢me

t=kAt, k=0,1,...,N—1.

23



Definicia 2.3. Diskrétnou Fourierovou transformdciou (DFT) signdlu f(t) =

[f(to),- .., f(tn=1)] rozumieme:

o) = ALY f(t)e > (2.10)

n
kde v = — reprezentuje frekvencni suradnicu pre zvolené n € (0, N — 1).
Pre 2D signdl f(ng,n,) ma DFT tvar:

N,—1Ny—1 na ny
k)= S 5 Flngmy)e 2 (beiet) (2.11)
z=0 y=0

kdex =0,...,N,—1, y=1,...,N,—1 su diskrétne siradnice a N,, N, si rozmery

diskrétneho signdlu. Inverznd DF'T je definovand:

Ngy—1Ny—1
1 2 (kzN +hy 2 )

127r
e 3 X Flhaky)

Y kp=0 ky=0

f(ng,ny) = (2.12)

30

Dolezita vlastnost FT je jej separabilita. Znamena to, Ze je mozné ju rozpi-
sat ako zlozenie dvoch po sebe iducich transformacii, ktoré zavisia iba na jednej
premennej [30]. Pre 2D DFT (2.11)) teda plati, Ze sa da rozpisat ako:

~ No—1 _i2 k —i27 (ky ]T\l]—y)
flhkoky)= Y e (ke 5% Z f(ng,ny)e v/ . (2.13)
Ny=0 ny=0

Vyjadruje to vypocet DFT po riadkoch a ndsledntt DFT na vysledok po stlpcoch.
Z toho vyplyva, Ze nie sme odkazani na priamy vypocet pomocou definicie s N,
N, operdciami, ale staci rddovo N, + N, operacii. To predstavuje velmi vyznamny
rozdiel pre velké N, resp. N,. Napr. pre N, = N, = 256 staci, miesto 65 536 operécii,
previest iba 512.

2.3.3 FFT (Fast Fourier Transform)

Jedna sa o algoritmus vypoctu diskrétnej Fourierovej transformécie 1D signalu, ktory
pontka podstatné zniZzenie poc¢tu nasobeni, a tym umoznuje vypocet DFT aj pre
velké N.

Pre priamy vypocet
N-1 . N-1
Ar = a,e ¥ =3 q, Wi k=0,1,...N—1 (2.14)

je treba O(N?) operacii. Vyskytuji sa pri fiom opakujice sa nasobenia, a to vyuZiva

algoritmus FF'T, ktory tieto duplikované operacie prevadza iba raz a vysledok ulozi
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do paméte. Na tomto principe je mozné pre signal dizky N spoéitat FFT s vyuzitim
iba O(N log(N)) nésoben{ a s¢itani [3]. Algoritmus je najefektivnejsf pre dlzku rovni
mocnine dvojky N = 2F,

Pre 2D signal je vdaka separabilite FT a algoritmu FFT mozné spocitat jeho
2D-FFT (2.11)), rddovo pomocou O(N log(N)) nésobeni a sc¢itani, kde N je vics
z rozmerov signalu. Preto je algoritmus FFT nutny pre vypocty diskrétnej Fourie-

rovej transformacie pre signaly velkych rozmerov, ako su aj data z MRI.

2.3.4 NUFFT (Non-Uniform Fast Fourier Transformation)

Podstata efektivnosti algoritmu FF'T je v pocitani DFT rovnomerne navzorkovaného
signalu pre rovnomerne rozmiestnené body vo frekvencnej oblasti.

Ale ako sa ukazuje, casto je potrebné vypocitat DFT pre nerovnomerne roz-
miestnené frekvencné stiradnice. Priamy vypocet tzv. NUFT (non-uniform Fourier
transformation) rovnomerne navzorkovaného signalu zy, kde k € (0, N — 1), v Tubo-

volnych frekvenénych stradniciach w,, € R podla
N-1 .
X((,Um) = Z IL‘ne_lwmk, m = ]_’ - ’M (215)
k=0

by vyzadoval O(N M) operacif a v pripade 2D az rddovo O(N?M?).

Pre aplikaciu v MRI je to samozrejme ¢asovo nepostacujuce, a preto je nutné vy-
uzit rychlejsi algoritmus. Existuje viacero NUFFT (non-uniform Fast-Fourier Trans-
formation) algoritmov, no v tejto praci budeme pouZivat metédu z élanku [I1]
tzv. NUFFT using Min-Mazx Interpolation. Hlavnd myslienka tohto algoritmu je
v napocitani nadvzorkovanej FFT pdévodného signidlu a ndaslednej optimélnej in-
terpolacii do ziadanych frekvenénych suradnic, vyuzivajic malé lokdlne okolia vo
frekvencnej doméne [I1]. Tak dosiahneme podobné zrychlenie ako pre FFT.

NUFFT je samozrejme implementovana aj pre 2D signaly. Operator NUFFT

(oznacime R) vyjadruje vypocet

o1 Ny—1
R(f) = f(k?;ny k;”) = Nzl > flzy) eizm (K)o M (2.16)
z=0 y=0
R(f) = f(x,y) = f f (ke k) o2 (ko) (2.17)
m=0

kde M je celkovy pocet nerovnomernych stradnic v k-priestore. V pripade, Ze st st-
radnice vo frekvencénej doméne rozmiestnené nerovnomerne, tak ze vzorky reprezen-
tuju rozne velké casti spektra, je nutné tito nerovnovahu kompenzovat. Na tento ticel

sa pouziva tzv. kompenzacia hustoty w pre kazdi namerant siradnicu v spektre.
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Vypocet adjungovaného operatora vyzera potom nasledovne:
A, M A i m m
R(f) = fla,y) = 3 wnf (k2 k) 2r (e tk) (2.18)
m=0

Vypocet tejto kompenzacie je vacsinou prevadzany podla Voroného diagramu, ktory
kazdému bodu v k-priestore priradi Voroného bunku resp. jej vahu zodpovedajicu

plosnému obsahu.

Definicia 2.4. Nech je § € V' konecna mnozina tzv. referencnych bodov z metric-

kého priestoru V := (V,p). Voroného bunkou bodu X € S rozumieme mnoZinu

V={PeV;p(X,P) <pY,P),VY € S} (2.19)

Je to teda mnozina bodov pre ktoré plati, Ze su blizsie k referen¢nému bodu
X, ako k ostatnym referenécnym bodom. Po vydeleni jednotlivych obsahov buniek
obsahom najvécsej z nich dostaneme normované kompenzacie hustoty pre jednotlivé
siradnice, reprezentované diagonalnym operatorom W, vyjadrujicim ich bodové
prenasobenie. Operator NUFFT so zapocitanim kompenzacie hustoty oznac¢ime R =
W R resp. R* pre adjungovany operator.

Poznamka: Operator R nie je unitarny a nema inverziu.

2.3.5 Normy

Definicia 2.5. Normou nazgvame zobrazenie || - || : V' — Ry, kde V je vektorovy
priestor, ktoré pre Va € C a pre Vx,y € V splnuje nasledujice podmienky:

1. a4yl < all +

2. |laz|| = al|z|

3. ||z] =0 2=0
Ak nie je splnend podmienka 3 (zobrazenie nerozozndva body), jednd sa o tzv. semi-

normu.

Definicia 2.6. Linedrny priestor v ktorom zavedieme normu nazijvame normovaniy

linedrny priestor. (NL-priestor)

Definicia 2.7. [16] Pre x = (z1,--- ,x,) € V = C" definujeme l,normu ako:

1
n D
e, = (z |xi|p) el << o
=1
n

zllp = |l pre0<p<1
=1

|E S :mzax|xi| pre p = 00

|z||o = card{z;|x; # 0}, pre p=10
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Pozndmka: Pre 0 < p < 1 nie je pre || - ||, splnend podmienka 2. z definicie 2.7

a teda sa nejednd o normu v zmysle uvedenej definicie.

Definicia 2.8. [33] Priestorom s vnitorngm sucinom (VS-priestorom) nad C
nazgvame dvojicu (V, (-, o)), kde V' je vektorovy priestor nad C a (-,0) : V. xV — C
je tzv. vnatorny (skaldrny) sicin na V- spliujici Ve € C a z,y,z € V, nasledugice
vlastnosti :
1 (z+y,z) = (r,2) + (y,2)

2. {cx,y) = c(z,y)

3. {z,y) = (y,x)

4. {x,x)y >0a(r,z)=0=2=0

Kazdy VS priestor je zdroveni NL priestorom s normou ||z| = y/(x,z). Je tiez

metrickym priestorom s indukovanou metrikou p(x,y) = || — y||.

Definicia 2.9. Nech © = (x1,...,x,) je prvkom vektorového priestoru V. 1D To-
tdlnou varidciou (TV) vektora x rozumieme:

n—1

=1

Jednd sa o seminormu, pretoze nerozlisuje body.

Interpretaciu TV je mozné vnimat, ako mieru zmeny signalu v case. Jedna sa
o celkovy sucet absolitnych hodno6t prvych diferencii signalu, teda rychlo meniaci
sa signal bude mat velki TV a konstantny signal nulova.

Pre dvoj-dimenzionalny signdl je mozné uvazovat dva pripady 2D totalnej varia-

cie a to izotropny a anizotropny.

Definicia 2.10. [2] 2D totdlnou varidciou matice X = [z];; € C™™ rozumieme
SEMINOTMU:

1. TVi(X) = X5 \/|xi+1,j — xi,j|2 + |2 541 — xi,j|2 izotropny pripad.

2. TVanizo(X) = X j(|wig1; — @ij| + |75 501 — 35]) anizotropny pripad.

V préaci budeme pouzivat skratené oznacenie TVyp(X) a bude nim myslend izot-

ropna diskrétna 2D totalna varidcia.

Normy matic: Aplikovat normu je mozné samozrejme aj na matice. V tejto praci
sa bude jednaf hlavne o matice X € C™*" a pokial nebude inak uvedené, norma
matice bude definovana ako || X|| := ||vec(X)||, kde vec(X) € C™ vyjadruje preu-
sporiadanie matice do stipcového vektora. Je mozné uvazovat Tubovolni l, normu,

avsak najbeznejsia je norma pre ls.
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Definicia 2.11. Nech X € C™*". Jej tzv. Frobeniova norma (znacime || - || r),
je definovand ako
X[ = [[vec(X)]2 (2.21)

V préaci budeme uvazovat este tzv. nukledrnu normu matice no pre jej vyjadrenie

je potrebny singularny rozklad matice (SVD). Jedna sa o rozlozenie X na

X = oy (2.22)

=1
kde n = min{m,n}, a konstanty oy > o9 > ... > 0, > 0 nazveme singularne
cisla matice X. Vektor u; € C”, resp. v; € C™ nazveme lavy resp. pravy singuldrny
vektor. Je zndme, ze plati rank X = ||o(X)]o, pre o = o(X) = (01, ...,0n), teda

ze hodnost matice je rovna poc¢tu nenulovych singularnych ¢isel [29].

Definicia 2.12. Nukledrna norma matice X, znacime || - ||, je definovand ako Iy

norma vektora singuldrnych cisel matice X :
X = o (X)]l =D _ou (2.23)
=1

Nuklearnu normu matice budeme pouzivat ako odhad hodnosti matice. Je vhodna
hlavne z toho dévodu, zZe je definovand pomocou /1 normy, ktora je na rozdiel od [

konvexna.

Normy operatorov:

Veta 2.3.2. [33] Nech T : X — Y je linedrny operdtor, potom nasledujice viroky
su ekvivalentné:

1. T je ohraniceny

2. T je spojity

3. 3C > 0: ||[Tz|| < C||z|| proVz e X

Definicia 2.13. Majme dva ziplneﬂ VS-priestory (nazyvané Hilbertove) Hy, Hy a spo-
jity linedrny operdtor T : Hy — Hy. Definujme operdtor T* : Hy — Hy pre ktory
plati

(Tz,y) = (z,T"y) Vo€ H,Vy € Hs. (2.24)
T* nazveme operdtorom adjungovanym kT
Definicia 2.14. [33] Normu linedrneho spojitého (ohraniceného) operdtoruT : X —
Y definujeme
|17 |

T := sup |[|[Tz|| = sup ——F =inf{C|C >0, ||Tz| < C|z||Vx € X}. (2.25)
Jall=1 0zzex |||

IPriestor v ktorom je kazd4 cauchyovskéd postupnost konvergentna.
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Platia pre nu samozrejme vsetky vlastnosti normy z definicie a navyse plati:
[Tx|| < [[T[l]l«f, VzeX (2.26)

7 toho vyplyva nasledujica veta:

Veta 2.3.3. [33/ Nech Ty : X — Y a Ty : Y — Z si spojité linedrne operdtory.

Potom pre normu zloZeného operdtoru 15T, : X — Z, ktory je opdt linedrny, plati:
[T < |2 (|13 - (2.27)

Definicia 2.15. Spojity linedrny operdtor U : X — Y nazveme unitdrnym ak
splnuge:
vur=0"'U=1 (2.28)

kde U* je adjungovany operdtor k U a I je identita.

Tvrdenie 2.1. [30] Adjungovany operdtor T* je spojity, linedrny a md nasledujice
vlastnosti:

1. T*=T

2. [Tl = [T

S AT|P = T*T|| = | TT*||

Tvrdenie 2.2. Unitdrny operator U ma nasledujice vlastnosti:
1. U =U"
2. (Ux,y) = (x, U 1y)
S Ul =T = U =1

Tvrdenie 2.3. Operdtor spojitej a diskrétnej Fourierovej transformdcie je spojity,

linedrny a unitdrny. Pre normu plati:
IFI = IF"1 = 1Foll = IFp' [ =1 (2.29)

Pre R, operdator NUFFT, sa norma urcuje komplikovane, no numerické vypocty

ukazuji [25)], Ze je mozné uvaZovat velkost normy mensiu alebo rovni jednej, teda:

[B[] =B < 1. (2.30)
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3 Zvysenie rozliSenia MRI

V tejto kapitole budu rozobrané metddy, umoznujuce na zaklade apriornych infor-

macii o signali skratit c¢as akvizicie pri zanechani pozadovaného rozlisenia.

3.1 Klasické vzorkovanie

Konvencény pristup ku vzorkovaniu signalu podlieha Nyquist—Shannonovmu te-
orému, ktory tvrdi, Ze vzorkovacia frekvencia musi byt aspon dvojnasobna oproti

maximalnej frekvencnej zlozke signalu.

Sz > 2 fmax (3.1)

Podmienku budeme nazyvat Nyquistove kritérium vzorkovania a podvzorko-
vanim bude myslené nesplnenie daného vzfahu. Pri nesplneni tohto kritéria nie je
zarucené, ze rekonstrukcia bude presna a hrozi efekt prekrytia spektier tzv. aliasing
[29]. Plati ale, Ze ak mame k dispozicii nejaké apriorné informécie o rekonstruovanom
signali, tak sa znizuje pocet vzoriek, ktoré musime namerat. Takto sme schopni zo
zdanlivo podvzorkovaného merania spravne rekonstruovat signal. Apriorné informa-
cie mozu byt rézneho charakteru, ako napriklad frekvenény rozsah, riedkost v nejakej
béze, nizka maticova hodnost a pod. [29]

Nyquistove kritérium pre obrazovi rekonstrukciu znamena, ze pre kartézsky na-
snimany obrazu velkosti N x N potrebujeme rovnaké mnozstvo rovnomerne roz-

miestnenych spektralnych vzoriek. Pri podvzorkovani déjde k aliasingu.

3.2 Vplyv trajektorii na rekonstrukciu

V kratkosti zhrniem rozdiel medzi kartézskou a nekartézskou rekonstrukciou pre
MRI.
1. Kartézska rekonstrukcia obrazu velkosti IV x N spoc¢iva v namerani rovna-
kého poctu hodnot (Nyquistove kritérium) v k-priestore na pravidelnej mriezke.
V praxi je to vacsinou N meranych trajektorii, na kazdej N hodndt. Signal
uvazujeme ako maticu d € CV*¥ . Nésledne prevedieme spétnu diskrétnu Fou-
rierovu transforméciu (FFT), pomocou ktorej ziskame priamo vysledny obraz.
Rekonstrukcia je linedrna.

Oznaéme x-hladany obraz, d-data, Fp operator FFT. Problém tvaru
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vyriesime jednoducho pomocou inverzie, ako

Fpld = . (3.3)

k-priestor

Obr. 3.1: Schéma kartézskej rekonstrukcie

2. Nekartézska rekonstrukcia obrazu N x N je omnoho komplikovanejsia,
pouziva sa viacero druhov snimanych trajektorii a namiesto FFT je nutné po-
uzit operator NUFFT. Ak by sme sa chceli vyhnit podvzorkovaniu, museli
by sme namerat eSte vicsi pocet suradnic v k-priestore (napriklad pre radialy
to je N% - m/2 trajektorif) [24]. Ale na rozdiel od kartézskeho vzorkovania mé
nepravidelne vzorkovanie vyhodu vo vacsej odolnosti voci artefaktom, takze
podvzorkovanie nemé az taky negativny vplyv. DalSou vyhodou je, Ze si mo-
zeme vybrat oblast vo frekvencénom spektre, ktora bude hustejsie navzorkovana
ako iné oblasti. Typicky je hustejSie navzorkovany stred k-priestoru, ¢o ma za
nésledok napriklad vacsiu odolnost voéi pohybovym artefaktom [23]. Navyse
casto je viac informécii zakédovanych v okoli stredu spektra na nizkych frek-
venciach, teda jeho hustejSie vzorkovanie prinasa viac informacii. Namerany
signdl uvazujeme ako maticu d € CM*K pre K trajektérii s M vzorkami
a R : CVN — CMXK je prislusny NUFFT. Nasim cielom je zniZenie po-
¢tu trajektorii, preto budeme uvazovat mensi pocet vzoriek ako pre kartézske
meranie. Teda MK < N?2. Problém

d= Rx (3.4)

je nedourcéeny, teda moznych obrazov je nekonecne vela. Jedna z moznosti
je aplikovat priamo na signal adjungovany operator R* z def. resp. R*
t.j. s kompenzaciou hustoty v pripade nerovnomerne pokrytého spektra. Ak je
kompenzacia zahrnutd v operatore, je tiez potrebné nou prendsobif vstupné
data. Tento pristup nepracuje s informéaciami o signali, preto bude mat re-
konstruovany obraz znizené rozliSenie a moze obsahovat artefakty. Tato jed-
noduchd rekonstrukcia (nazyvana ako ,regridding®) prichddza do uvahy iba v

pripade velkého poctu trajektorii s minimalnym podvzorkovanim.

R*Wd =x (3.5)
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Pre vyrieSenie rovnice (3.4) je mozné hladat optimélny obraz X na zdklade
apriornych informéacii napr. jeho riedkosti. To odpoveda komprimovanému sni-

maniu a nelinedrnej rekonstrukeii za pomoci optimalizacného problému.

k-priestor

Obr. 3.2: Schéma rekonstrukcie pomocou radidlneho snimania a operatoru R*.

3.3 Paralelné zobrazovanie

Pri zazname signalu z MR je mozné pouzitie viacerych cievok umiestnenych v okoli
vok, typicky 4, 8, 12, 16 alebo viac, s roznou orientaciou v priestore. Plati, Ze ¢im
blizsie sledovanej casti tela sa cievka nachédza, tym je citlivejsia na prichadzajuci
signal. Intenzita signalu teda zavisi na polohe cievky. Preto je nutné ich citlivosti
zohladnit v rekonstrukcii. V praxi sa pozivaju tzv. citlivostné mapy, vyjadrujice
intenzitu snimania cievky pre kazdy pixel. Citlivosti ale Casto zavisia aj na sledo-
vanom objekte, preto je vhodné tieto mapy napocitat pre kazdy snimany objekt.
Existuje viacero pristupov ako tieto mapy citlivosti ziskat. V tejto praci sa obme-
dzime na metédu ESPIRIT z ¢lanku [32], ktora je schopna priamo z nameranych
dat v k-priestore, dané mapy napocitat.

Citlivosti zavedieme pomocou operatoru: C., pre kazda cievku ¢ = 1,2,... N,
ktory vyjadruje nasobenie mapy citlivosti po zlozkach s rekonstruovanym obrazom:
x. = Ccz. Tieto mapy je mozné vnimaft, ako matice rozmeru rekonstruovaného ob-
razu, so vseobecne komplexnymi hodnotami. Rekonstruovany obraz priamo pomocou
dat c-tej cievky bez zahrnutia pouzitia jej citlivosti oznac¢ime z..

Sme takto schopni namerat signal na kazdej cievke zvlast, a tym padom ziskame
omnoho viac dat bez zmeny pulznej sekvencie. To nam umoznuje zlepsenie kvality
rekonstrukcie, prip. zniZenie ¢asu snimania.

Ak nemame informécie o citlivostiach, je mozné vysledny obraz rekonstruovat

pomocou metdédy Sum Of Squares (SoS)

LTS0S = Z ‘xc‘z (36)

C
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Obr. 3.3: Absolutna hodnota map citlivosti a vysledok ich bodového prenasobenia

vyslednym obrazom .

ktora ale predpoklada, ze si cievky rozmiestnené pravidelne okolo objektu a intenzity
pre jednotlivé mapy maji hodnoty v podobnom rozsahu [20].

Jednoduchd NUFFT rekonstrukcia statického snimku s pouzitim viacerych cie-

Ne¢
Ts0s = 4| Y [R*de|. (3.7)
c=1

3.4 Komprimované snimanie (CS) v MRI

vok modze mat tvar:

Myslienka kompriméacie dat spoc¢iva v namerani signalu a naslednej aplikacii zriedo-
vacej transformacie, po ktorej staci ulozif iba relativne malé mnozstvo koeficientov
nesucich véicsiu cast informacie. Tato metoda je odkazana na najdenie potrebnej
transformécie v ktorej je signal riedky. Ako priklad mézeme uviest kompresny for-
mat JPEG, ktory na kompresiu vyuziva DCT (diskrétnu kosinovu transforméciu)
[29].

Pristup komprimovaného snimania (CS-compressed sensing) je ale odlisny; pred-
poklada apriornu informéciu o signali, ako napr. jeho riedkost vo vhodnej repre-
zentacii, a na zaklade toho snima signél iba tolkokrat kolko treba. Inymi slovami,
komprimované snimanie je efektivna metdda snimania signalu, ktord nasnima nizky
pocet vzoriek nezavislo na signali, a az neskor pouziva vypoctovi silu na rekonstruk-
ciu zo zdanlivo nekompletného siboru merani [6]. Tento pristup je neadaptivny a je

mozny iba pri splneni troch predpokladov [22]
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1. Riedkost v nejakej reprezentacii: Obraz by mal mat riedku reprezentéciu
v znamej béaze, teda musi byt kompresibilny. Pre niektoré snimky plati, ze
st riedke priamo bez transformécie, ako napr. obrazky z angiogramu, kde je
vidno prakticky iba kontrastne zosilnené cievy na tmavom pozadi. Komplex-
nejsie obrazky ako napriklad snimky mozgu vykazuju riedkost po Waveletovej
transformacii.

2. Nekohérentnost artefaktov: artefakty spdsobené podvzorkovanim sa mu-
sia chovat ako Sum. Najmensiu kohérenciu vykazuji nahodne rozmiestnené
vzorky v k-priestore, a naopak pre pravidelné meranie je kohérencia vysoka.
Je teda vhodné rozmiestnit vzorky v k-priestore, tak, aby sa ¢o najviac podo-
bali ndhodnému rozmiestneniu. Plati ale, Ze merania by mali byt realizované
na relativne hladkych krivkach v k-priestore, z dovodu hardvérovych a fyzi-
ologickych obmedzeni MR. Danym poziadavkam vyhovuji pouzivané radialne
aj spirdlové trajektoérie, ktoré navyse prinasaju vyhodu hustejsie snimaného
stredu k-priestoru.

3. Nelinearna rekonstrukcia: Plati, ze rekonstrukcia je nelinedrna a prebieha

pomocou optimalizacie.

3.4.1 Riedke rieSenie systému linearnych rovnic

Definicia 3.1. [10] Vektor x € CV nazveme k-riedkym, ak plati
z]lo < k. (3.8)

Je to teda vektor, s maximalne k£ nenulovymi hodnotami.

Majme merania y € CM hladaného signdlu z € CV pomocou tzv. snimacej

matice A € CM*N.

y = Ax (3.9)

kde M < N. Jedna sa teda o nedourcenu sustavu linearnych rovnic s nekonecéne vela
rieSeniami. Z dévodu komprimécie signalu je rozumné hladat jej riedke riesenia, teda
tie ¢o obsahuju ¢o najviac nulovych hodnét. Tomuto pristupu zodpoveda nasledujici

optimaliza¢ny problém:

min ||z]|p  spliujice Az =y (3.10)

x
pre zndme y a maticu A, ktord je plnej riadkovej hodnosti. RieSenie problému exis-
tuje a je jednoznacné, ale ak by sme chceli popisany optimalizac¢ny problém vyrieSit
presne, odpovedalo by to NP-zloZitosti, ¢o je v praxi neprijatelné [4]. Preto je nutné

znizit pozadovani presnost a hladat  numericky pomocou aproximacie. Ale kedze
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je lop norma nekonvexnd, nemo6zme na problém aplikovat ziadny z algoritmov skupiny
konvexnej optimalizacie. Preto sa v praxi problém relaxuje na najblizsiu konvexnu
[y normu. Podmienky ekvivalencie povodného problému a jeho [y relaxacie mozno
ndjst napr. v [16]. Ukazuje sa ale, Ze tato relaxdcia nema vo vicsine pripadov nega-
tivny dopad a casto sa riesenia dokonca zhoduju.

V praxi sa navyse v signali vyskytuje Sum, preto pozadovanie presného splnenia
okrajovej podmienky y = Ax nie je nutné. Povolujeme preto mali odchylku € od
nameranych dat, ¢o nas v kombinacii s relaxaciou vedie k nasledujicemu optimali-

zacnému problému:
min |z|l1  spliujice ||Az —yll2 <€ (3.11)
Optimalizacna tloha sa castejSie uvadza v jej penalizacnom tvare:
min {214z = gl + Al (3.12)

kde A > 0 predstavuje regularizacny parameter ktory urcuje charakter riesenia. Pre
velké \ je preferovana riedkost riesenia pred jeho vzdialenostou od nameranych dat
a naopak pre malé \ splnuje rieSenie podmienku y = Ax s mensou odchylkou za
cenu mensej riedkosti. Preto je dolezité parameter A spravne nastavit. Podmienka
umoznujica komprimované snimanie, moze byt nahradend inou apriornou infor-
maciou o signali. V tomto pripade predpokladame Ze obraz ma vlastnost, ktora sa
prejavi ako nizka hodnota ucelovej funkcie f(z). Optimalizaény model ma potom

tvar:

. 1
min{ LAz~ + M@ (3.13
m regularizaény élen

3.5 Apriorné informacie o signale pre CS

Pre signél z MRI predstavuji z,y € CV=*Ns matice. Vo vernostnom ¢lene optimali-
zacie bude tym padom vystupovat dvojkova norma matice, ktora prejde z vektorovej
lo normy na Frobeniovu normu (def. . [y normou matice, bude mysleny sicet
absolutnych hodnét vsetkych prvkov matice, ¢o je ekvivalentné s [; normou preskla-

danej matice do vektoru.

3.5.1 Riedkost v reprezentacii

Téato vlastnost uz bola v predchadzajicej kapitole rozobrana, uvedieme ako by vy-
zerala ucelova funkcia. Uvazujme hladany obraz x riedky v reprezentacii A. Regu-

larizacny clen bude mat tvar f(x) = ||A(z)||; a celkova optimalizacia:

1
f:argmin{QHAa;—yH%—l—A||.A(:L’)||1} (3.14)
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3.5.2 Nizka maticova hodnost

Predpokladom bude v tomto pripade, nizka maticova hodnost hladaného obrazu z.
To znamena, Ze v matici obrazu je viac rovnakych alebo velmi podobnych riadkov
alebo stipcov. Nizka hodnost sa dd vyjadrit, ako podet nenulovych singuldrnych &-
sel, ktoré vieme urcit pomocou SVD rozkladu (2.22). Plati: rank(z) = ||o’(z)|]o. Pre
mozné pouzitie konvexnej optimalizacie je treba opéaf normu relaxovat. Regulari-
zaény ¢len bude mat tvar f(z) = ||z||, kde |- ||. je nukledrna norma z definicie [2.12]

aproximujuca hodnost matice. Tvar optimalizacie bude:

1
izargmin{QHAJa—y||§+)\Hx||*} (3.15)

3.5.3 Totalna variacia

V kapitole [2| sme definovali 1D a 2D totalnu varidciu. V aplikdcii na re-
konstrukciu obrazov z MR je mozné pouzitie oboch noriem. Pri dynamickej MRI sa
naskytuje vyuzitie 1D TV v smere ¢asovej osi. Jednd sa o pripad kedy prva diferen-
cia signalu prezentuje jeho zriedovaciu transformaciu: A(z) = V,z a optimalizacny
model méa tvar:

1
:%:argmin{QHAaz—y\|§+)\||Vtx||1} (3.16)

Pre rekonstrukciu statického snimku prichadza do tvahy hladany obraz regularizo-
vat pomocou 2D TV. Tento tvar penalizacnej funkcie f = TVsyp, vynuti rieSenie

s malymi zmenami susednych hodnot.

1
:1?:argmin{QHAm—yHg+>\TV2D(3U)} (3.17)

3.5.4 Zlozené modely

Tieto modely predpokladaji viacero apriornych informacii siicasne. Mozeme predpo-
kladat napriklad riedkost v reprezentéacii matice, v kombinécii s jej nizkou hodnostou
(L& S model [21]). Alebo je tiez mozné rozdelit vysledny obraz na stucet dvoch alebo
viacerych matic, a o kazdej z nich predpokladat int vlastnost. Tento pristup vyuziva

napriklad L+S model [25], uvazovany v dalsej casti textu.
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4 Optimalizacia

V tejto praci sa obmedzime na konvexnu optimalizaciu, pretoze vSetky optimali-
zacné modely pouzité v tejto praci budu konvexné. Optimaliza¢nt ilohu uvazujeme

v nasledujicom tvare:
min f(z) vzhladomk 2 € S (4.1)
kde S je mnozina pripustnych rieSeni a f(x) je tzv. ucelova funkcia.

Definicia 4.1. MnoZina S je konvexna, ak plati, Ze s kaZdou dvojicou bodov x1,x

obsahuje aj usecku ktord ich spojuje. Vyjadrené matematicky:
Aty + (1—=XNzxe €S preVa,zo€ S, 0<A<1 (4.2)

Definicia 4.2. [1] Konvexnou funkciou f : R™ — R rozumieme funkciu spliujicu

pre lubovolné x,y € R™:
fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 -A)f(y) vAe(0,1) (4.3)

Inak povedané, kazdd spojnica dvoch bodov grafu funkcie f leZi nad jej grafom. Ak
nahradime nerovnost ostrou nerovnostou (<), funkciu f nazveme striktne konvez-

nou.

Konvexnou optimaliziciou rozumieme optimaliza¢ny problém (4.1]), pre kon-
vexnu mnozinu pripustnych rieseni S a konvexnt funkciu f. Tento druh optimalizacie
méa vyhodu, ze ak ndjdeme lokdlne minimum, jednd sa i o minimum globéalne. Vy-
znamnou triedou algoritmov na riesenie konvexnych tloh si proximélne algoritmy,

predstavené v nasledujicej casti.

4.1 Proximalne optimalizacné metoédy

Proximalne algoritmy st dobre pouzitelné na riesenie optimalizacie sictu viacerych
konvexnych funkcii. Vyhodou proximéalnych metod je, ze dané funkcie nemusia byt
diferencovatelné ani hladké. Hlavny krok tychto algoritmov spociva vo vypocte pro-
ximdlneho operdtora funkcie, ktory zahina relativne jednoduchy konvexny optimali-
zacny problém. Tieto mensie podproblémy je mozné riesit standardnymi metodami,
¢asto maju priamo analytické riesenie, alebo moézu byt vyriesené rychlymi Specializo-
vanymi metédami [26]. V pokracovani zavedieme proximalny operator a spomenieme

proximalne algoritmy, pouzivané pri rekonstrukcii snimok z MRI.
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Definicia 4.3. [7] Nech je f : RY — R zdola polospojitd konvernd funkcia. Potom
operdator prox; : RN — RN definujeme pre kazdy bod x € RN ako:

. 1
pro, () = argmin { £(y) + 5/l — I} . (1.4)
yERN 2
Korektnost zavedenia vyplyva z toho, Ze minimalizovand funkcia v je striktne
konvexnd, a teda pre kazZdé x md minimalizdcia prdve jedno riesenie.

Proximéalny operator je mozné vnimat ako zovSeobecnenie projekéného operatora
na konvexni mnozinu Py;. Ten moézeme dostat, ak za f dosadime indikatorovi

funkciu ¢y mnoziny M:

(2) 0, pre x € M (4.5)
Lpp\ L) 1= .
00, pre x ¢ M.

4.1.1 Vlastnosti proximalneho operatoru

1. Separabilita: [26] Ak je funkcia f separabilnd v rdmci premennych t.j. f(z,y) =
6(x) + ¥(y), potom plati

prox ;(u, v) = (prox,(u), prox,(v)). (4.6)

2. Transformdcia: [26] Pre f(z) = o(Sz +b) a § # 0 plati:
prox ,(z) = ; (proxﬁzw(ﬁw +b) — b) : (4.7)

3. Moreauova identita: [9] Pre konjugovant funkciu f* definovant ako f*(y) =
sup,, (yTx —f (x)) k funkcii f plati, Ze jej proximalny operator je mozné vy-

pocitat pomocou

prox, () = r — oprox;,,(z/o) pre o > 0. (4.8)

4.1.2 Proximalny operator pre [; normu

Ak za funkciu f dosadime f = A||-||1, prislusny proximélny operdtor bude vyjadrovat
vypocet

(1
prosy, («) = argmin { e =yl + Ayl }. (19)

Tento minimaliza¢ny problém m4 explicitné riesenie [26]

T — A, T > A
PFOXAH~||1(1‘1‘) =10, A<z <A\ (4.10)
Ti + A, T, < —A

38



s ekvivalentnym vyjadrenim
T .
prOX)\H'Hl(l‘i) = mmax(bm —/\,O) 1 = 1,...,N. (411)
Této funkcia je zndma, ako makké prahovanie, alebo soft-tresholding (obr. a bu-
deme ju znadit soft(z, \). Je vidno, ze prahovanie prebieha postupne po zlozkéch

prei=1,...,N.

N Y=z
—y = soft(z,\)

Obr. 4.1: Soft-tresholding

Specialnym pripadom je nukledrna norma, vyjadrujica /; normu singuldrnych
¢isel. Proximalny operator pre nuklearnu normu vyjadruje soft-tresholding singular-

nych ¢isel matice X. Budeme ho znacit svt (singular-value tresholding).
svt(X, X) := prox, . (X) = soft(oy, A)uvy (4.12)
=1

Vypocet teda prebieha tak, ze st najdené singularne ¢isla a vektory matice X, na-
sledne na kazdé singularne ¢islo pouzijeme soft-tresholding a spatne prenasobime
singularnymi vektormi. Vysledkom moze byt zniZzenie hodnosti matice, pretoze sin-
gularne cisla, nizsie ako zvoleny prah A, si vynulované. Naroc¢nost vypoctu tohto

operatora je ale relativne vysokd z dovodu svd rozkladu.

4.1.3 Proximalny operator indikatorovej funkcie mnoziny M

Mnozinu M budeme uvazovat tvaru M = {z : [|z]|lc < A}, kde A € RT je zvo-
lena konstanta. Kedze sa jedna o proximalny operator indikatorovej funkcie, tak
tento operator prejde na projekény operator na mnozinu {z : ||z||cc < A}. Ten mé

explicitné vyjadrenie, nazgvané klipovacia funkcia (obr. [4.2)):

PIOj (4.6 <r} (2) = clip(z, A) = max(min(z, A), —=A). (4.13)
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RS y =X
—y = clip(z,\)

Obr. 4.2: Klipovacia funkcia clip(z, A) pre = € R.

Jedna sa o funkciu tizko stuvisiacu s makkym prahovanim, ich vzdjomny vztah je
uréeny

clip(z, A) = (z — soft(z, A)) (4.14)

Tak ako pri makkom prahovani, operator sa na signal aplikuje po zlozkach preto

nezavisi na tom aka je dimenzia vstupného signalu z.

4.1.4 Proximalny operator TV

1D TV: V pripade totédlnej variacie jedno-dimenzionalneho signalu nemé prislusny

proximalny operator
1 9
Prox, v () = arg min §||$ —ylla + AVl (4.15)

priamo explicitné vyjadrenie. V ¢lanku [8] bol navrhnuty rychly, priamy algoritmus
vypoctu tohto operatoru, vyuzivajici dualny problém. Tento konecny algoritmus
linearnej zlozitosti ndm umoznuje tento proximalny operator rychlo a efektivne vy-

pocitat.
2D TV: Proximélny operator pre T'Vop (z definicie :

PO, 714 () = arganin 3 | = gl + ATVan(y) (4.16)
opat nema analytické vyjadrenie. Jeho vypocet je naroc¢nejsi ako v pripade 1D,

a preto sa prevadza iteracne. V praci je pouzita implementacia z MATLAB toolboxu
[27].
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4.1.5 Proximalna gradientnd metéda (Forward-Backward split-
ting)

Uvazujme tlohu:
min G(z) + H(z) (4.17)

kde H : R™ — R je zdola polospojitd konvexnd funkcia (vSeobecne nemusi byt dife-
rencovatelnd) a G : R" — R je diferencovatelnd konvexnd funkcia s f-lipschitzovsky

spojitym gradientom, to znamena, ze splnuje:
IVG(z) - VGWI < Ble —yll, Va,y € R” (4.18)

pre 3 > 0. Norma || - || je operdtorova norma podla definicie pre dvojkovi vek-
torovii normu. Pre pripad matic je rovna ich najvacsiemu singuldrnemu éislu [23].
Jedna sa o iterativny algoritmus striedajuci dva kroky a to dopredny- ktory vyuziva
vypocet gradientu funkcie G' a spatny- implicitny krok ktory zahina vypocet proxi-
méalneho operdtora funkcie H [7]. Ak je splnend podmienka t < 2/f tak algoritmus
konverguje. Existenciu a jednoznac¢nost zarucia podmienky:
L. lim|)—e G(x) + H(z) = 00
2. striktnd konvexnost (def. G+ H.
Algoritmus 1: [7] FB-Forward Backward algoritmus
Vstup: funkcie G a H,
Vystup: z(™
Zvol t >0
Zvol pociatoény odhad z(©)
forn=1,2,... do
L gt = 2 V@G (x(”))

(") = prox, (:ﬁ(”“))

return z(™

4.1.6 Chambolle-Pock (CP) algoritmus

Tento algoritmus z ¢lanku [I7], nazyvany tiez primal-dual algoritmus, predpokladé

minimaliza¢ny problém tvaru:
arg min{ f1(z) + fo(Kx)} (4.19)

kde f1, a fo st konvexné funkcie. Nie je nutna diferencovatelnost ani jednej z nich, ¢o
predstavuje velkt vyhodu tohto algoritmu oproti FB. Dalsou vyhodou je pritomnost

linedrneho operatora IC. Algoritmus konverguje, ak plati podmienka:

oC||K|? < 1. (4.20)
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Norma || || je operdtorova norma z definicie a o, ¢ st volené konstantny vy-
stupujuce v algoritme. Odvodenie CP algoritmu pre konkrétny pripad spracovania

obrazového signalu mozno najst v [34].

Algoritmus 2: Chambolle-Pock algoritmus
Vstup: funkcie f1, fo a linearny operator K

Vystup: p"
Zvol (,o0 >0a 6 €{0,1}
Zvol startovacie hodnoty primérnych p® a duélnych premennych ¢(©

Zvol startovaciu hodnotu pre vystupni premennt p(® = p(©@.

n=~0
repeat
q(n+1) — prOXO_f; (q(n) + UKﬁ(n)),

Pt = prox g, (p™ — CKCrg™HY);
POt = pth)  g(pntt) — p(n)).
n=mn+1;

until konvergencia;

return p"
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5 Optimalizacné modely pre CS

Doteraz bolo v texte uvedené, ako vyzera optimalizacia pri komprimovanom snimani
Tubovolného signalu z € CV. Pre rekonstrukciu dat zo statickej MRI (pri pouZiti
viacerych cievok a nekartézskych trajektorii) ma model pre Tubovolni regularizacni

funkciu r(x) tvar:

1
= argmin{QZHdc—RchH;—i-/\r(x)} (5.1)
z c=1

kde d, € CNs*NaxNe _ g3 namerané data pre kazdud cievku prendsobené kompenza-
ciou hustoty W, x € CNe>*Nv resp. RN=*Nv_ je hladany obraz, C, € CN=*Nv_ znacia
citlivosti cievok a R € CN»*Ne_ je NUFFT operéator s kompenzaciou hustoty (N,
znaci pocet projekcii a N, pocet vzoriek na projekciu).

Aby sme sa zbavili sumy v , je mozné preskladaft vernostny clen do tvaru

2
dy R G

I I e (5.2)
dy R| |Cy.

(&

2

Dostaneme tak tvar, ktory je prehladnejsi a vhodnejsi pre pouzitie spomenutych
algoritmov konvexnej optimalizécie.

Pre dynamickt rekonstrukciu budeme uvazovat data pre Ny casovych okami-
hov teda d.; € CN-*NaxNexNy Podla charakteru trajektérii je mozno, bud pouzit
rovnaky operator R pre kazdy casovy snimok, alebo ak nie si snimané body v k-
priestore stdle rovnaké (ako napriklad pri radidlach so zlatym uhlom), uvazovat

operatory Ry. Hladané obrazy oznac¢ime x; a model optimalizdcie bude mat tvar:

N
1 f Ne
.i?::argmin{QZZHdc,f—RfCfoH§+)\r(x)} (5.3)

f=1lc=1

Podobnou tvahou je mozné odstranit aj druhd sumu z vernostného ¢lenu [2§].

5.1 L4S model
Tento model uvazuje vysledny obraz ako sucet dvoch zloziek:
M=L+S

a o kazdej z nich predpoklada apriorni informaciu. Tento model je vhodny pre
pouzitie na dynamickt MRI, pretoze umoznuje zachytit viac apriornych informa-

cii o dynamickych snimkach ako napr. L&S model. Model L+S bol prezentovany
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v ¢lanku [25]. V tejto praci bude rozobraty a odvodeny pripad, ked o L predpo-
kladame, ze ma nizku hodnost a S ma riedku diferenciu v ¢asovej doméne, t.j. mé
nizku TV [25].

Pri dynamickom snimani, mé hladana matica M & CNe*Nv

*Ni tri rozmery: dva
priestorové a jeden casovy, a preto ak hovorime o nizkej hodnosti alebo inych vlast-
nostiach matice M, je nutné ju preskladat na dvojrozmerni. Vhodné preskladanie je
do tzv. Casoratiho matice M ¢ CVN="Nv*Ns kde st ¢asové snimky preskladané do
jednotlivych stipcov. Pre ttito maticu plati, e v riadkoch sa priamo nachadzaju per-
fazne krivky pre jednotlivé pixely, ¢o nam umoznuje zachytif napriklad podobnost
perfuznych kriviek pre pixely pomocou nizkej hodnosti tejto matice. Tento model

vedie na optimalizaciu:

)

argmln{zZZ||dc’f—RfCC(Lf"'Sf)H;‘f‘)\L-TL(Lf>+AS'Ts(Sf>}. (5.4)

f=1lc=1

kder, = || ||« ars = [|[V¢+||1. V dalSej casti je uvedené porovnanie dvoch algoritmov

popisanych v predchadzajicej ¢asti na riesenie tohto L+S modelu.

5.1.1 L+4S model pomocou FB algoritmu

Tento pristup bol realizovany v préaci [10]. Po tprave a preznaceni operdtorov je

mozné zapisat model ako

A A

1
L, S = argmin §||d—RC(L+S)||§+)\L-||L||*+/\S-||Vt5||1 . (5.5)
L,S

G(L,S) H(L,S)

Je nutné najst parameter 3 splnujuici 1) pomocou ktorého urcéime ¢t < % Gra-

dient funkcie G(x) = §||A$ — y||2 pre vSeobecny linedrny operator A je rovny
VG(z) = A*(Az — y). (5.6)

V tomto pripade je jednoduché odvodit z (4.18) a (5.6) pomocou vztahu (2.26)), ze
B = ||A||* (operdtorova norma). Pre nasu funkciu G je gradient rovny

VG(L,S) = C*R*(RC(L + S) — d). (5.7)

Odvodenie 3 = ||A||? plati pre funkciu jednej premennej, preto v nasom pripade

prepiseme G ako funkciu jednej zloZenej premennej
2

G(ILS]) = ; H[RC RC). H _d (5.8)

2
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kde R je operator NUFFT s kompenzaciou hustoty a jeho norma je vdaka nor-
malizécii kompenzécie hustoty a podla IR| < 1 v pripade podvzorkova-
nia. Po aplikdcii operdtora normovanych citlivosti C (t.z. ze si podelené ich maxi-
malnou hodnotou) bude hodnota normy zachovana [25] teda ||RC| < 1. Plati Ze,
| [RCRC]||*> = ||RCC*R* + RCC*R*|| = 2| RCC*R*|| = 2||RC||?, a preto mdzeme
vyjadrit 8 = [|A]|? = || [RCRC]||? = 2||RC||* < 2.

V praci je pouzity parameter ¢ = 1 ktory spliuje podmienku t < 2 okrajovo, ale
ukazuje sa, ze pre praktické pouzitie je dostacujuci a algoritmus konverguje.

Funkcia H je separabilnd, a preto podla (4.6)) je mozné vyjadrit jej proximélny

rox = prox, ., (u) _ svt(u, AL)
' H<L]> [prOXAsVzn(U)] [prOXAsTV(-)(U)] (59)

Algoritmus bude po upraveni vyzerat nasledovne [28] :

operator ako

Algoritmus 3: FB-Forward Backward algoritmus pre L+S model
Vstup: Data d, operatory R, R*,C,C*, parametre Ay, Ag
Vystup: M, L™ SM™
Zvolt >0
Zvol pociatoéné odhady L, SO
forn=1,2,... do

Lo = L) — ¢ ¢ R (RC (L + §™) — d)

SO 1= 80 — . C*R* (RC (L™ + S™) — d)

LoD = proxp, . (L)

S0 = proxg ., (50)

return M = L™ 4 S

5.1.2 L+S model pomocou CP algoritmu

L
S

L

[LS] = argmin { f, e

[LS]

Tvar L+S modelu ([5.4]) vhodny pre Chambolle-Pock algoritmus je
RC RC
0 Vv

+h ( ) : (5.10)
X
S ([ZD = Arflul. a fo ([Z]) = ;Hd—uH% + so]s (5.11)
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Separabilita funkcii f; a fo ndm umoznuje vyjadrit jednotlivé proximalne operatory

zvlast pre kazdu zlozku. Teda operatory vystupujice v alg. |2l mozno vyjadrit ako

U]) _ [PTOXQL-H*W)I _ [SVt(“’ ) (5.12)

prox
¢h ( v v v

utod T
prox,;, [ "] ) = proxgiap(u)| _ | T | (5.13)
v ProX,y ., (V) soft(v, o As)

V algoritme ale vystupuje proximalny operator konjugovanej funkcie k f5 pre ktory
plati Moreauova identita (4.8]). Odvodenie operdtora sa nachddza v prilohe [A]a jeho

vysledny tvar je
" u—do
ProX, s+ ([ ]) = o+1 |. (5.14)
v clip(v, Ag)

Chambolle-Pock algoritmus pre dynamicki MRI bude vyzerat nasledovne[28]:

Algoritmus 4: Chambolle-Pock algoritmus pre L+S model
Vstup: Déta d, operatory R, R*,C,C*, V,, V}, parametre Ay, Ag.
Vystup: p™, ps™
Zvol (,o >0a6€{0,1}
Zvol startovacie hodnoty primarnych p(LO), p(s?) a dudlnych premennych
ai’ a8
Zvol startovciu hodnotu pre vystupniu premenni ﬁ(LO) = pf), ﬁgo) = pg)).
n=>0
repeat
ug = g+ oRC (pr) + ps™)
us = g5 + oV, ps™
gty = wp—od

L 140
45" = us — 0 prox ), (us/) = clip(us, As)

v = p(Ln) — CC*R*qu+1)
vs = p) = ¢ (CRg™ + Vigd™")
p(Ln+l) = svt(vg, CAL)

pgn+1) — g

pr D = 0 (p Y - pf”)
—(n n+1 n+1 n
s =5 0 (5T - pY)
n<<n-+1

until konvergencia;
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Ostava uz iba odvodenie normy operatora IC aby sme mohli urcif parametre , o.

Pre skratenie zapisu oznacme F = RC. Potom plati

r 2
IK|P = E E|| _|[|Ex o |E E||_||FE E*E B
0 V, E* Vi |0 WV, E*E E*E + ViV,
|[EE o] [0 EE o ol Jo 0 B
1l o o0 0 0 E*E 0 0 E*E+ViV,||

= ||[E*E]) + [E*E] + [E*E]| + [E*E + V;V{]|| <
< |[E"EN + [[E*E]| + [[[E*E]|| + I[E"E]|| + [[[Vi V] <
<1414+141+4=38

Musi preto platit
1
(o <g (5.15)
Experimentalne bolo overené, ze vyhovuje nastavenie ( = 0,9 a odpovedajice o =
1/(0,9 - 8).

5.1.3 Overenie na simulovanych datach

Na overenie L+S modelu, rieSeného pomocou dvoch spominanych algoritmov, boli
pouzité simulované dynamické déta (tzv. fantom). Data dodal UP a jednd sa o si-
mulaciu snimania rezu hlavy potkana. Dynamické data obsahuju 10000 radial, na
kazdej 128 vzoriek snimanych s vyuzitim zlatého uhlu. Rozmer rekonstruovaného
obrazu uvazujeme 128 x 128 pixelov a kazdy c¢asovy snimok rekonstruujeme pomo-
cou 21 radidl. To vedie k viac ako 9-ndsobnému podvzorkovaniu oproti kartézskemu
snimaniu pre kazdy snimok. Mapy citlivosti boli napoéitané metédou ESPIRIT s vy-
uzitim prvych 400 radial.

Regularizacné parametre modelu L+S a parametre algoritmov FB a CP,
vyhovujtce prislusSnym obmedzeniam uvedenym v predchadzajicej casti, boli uréené
experimentalne. Parametre Ag = 0,1 a A\, = 0,025-0 (kde 07 je najvicsie singuldrne
¢islo matice boli rovnaké pre oba algoritmy. Casovy krok FB algoritmu bol
nastaveny na t = 1 a pre CP algoritmus ( =0,9, 0 = 0,13 a 0 = 1.

Vysledky

Ako je vidno z obr. L+S model (5.4) je schopny z podvzorkovaného mera-
nia uspesne rekonstruovat hladany obraz. Je viditelné potlacenie tzv. ,streakingu*
t.j. artefaktov sposobenych aliasingom, ktory vyrazne znehodnocuje rekonstruovany

obraz (ako v pripade regriddingu).

1UPT-Ustav pifstrojové techniky, AV CR, Brno.
2Tieto parametre boli prebraté z prace [23], no bola preveren4 ich optimalnost pre pouZité déta.
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(a) regridding (b) Forward-backward (c¢) Chambolle-Pock

Obr. 5.1: Ukazka posledného rekonstruovaného snimku fantému pre 21 radial na
jeden casovy okamih pomocou a) priamej aplikacie adjungovaného NUFFT opera-
tora, a L+S modelu s 30 iteraciami, rieseného pomocou: b) Forward-backward
algoritmu; ¢) Chambolle-Pock algoritmu. Snimky b) a ¢) prakticky splyvaju.

Pozicia perfiznych kriviek

Algoritmy konverguju k rovnakému rieseniu, avsak pre mensi pocet iteracii sa mozu
riesenia lisif. Jeden z rozdielov medzi rieSeniami pre mensi pocet iteracii, t.j. 15, je
rozdielna pozicia perfiznych kriviek, z oblasti kde je vyznamny prestup kontrastnej
latky. Jedna sa o perfizne krivky ktoré vykazuju vécsie skoky. Na obr. |5.2| su zo-
brazené perfizne krivky pre dva pixely prave z takejto oblasti. Z obrazku je Vldlet,
ze L+S model vyrazne zlepsuje kvalitu rekonstruovanych perfiznych kriviek oproti

regriddingu ale krivky rekonstruované dvoma odliénym algoritmami majfl odliény

.....

perfuzne krivky rovnaki poziciu(obr. [5 .

026 016
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Obr. 5.2: Perfizne krivky pre FB a CP algoritmus po 15 iteraciach pre dva pixely.
Modrou je znacena krivka rekonstruovana pomocou regriddingu, ¢ervenou pomocou
FB algoritmu a oranzovou pomocou CP algoritmu. Horizontalna os predstavuje cas

a vertikdlna os hodnotu sledovaného pixelu pre ¢asovy okamih.
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Obr. 5.3: Perfuzna krivka pre FB a CP algoritmus po 30 iteraciach. Je vidno, Ze ich

pozicia je rovnaka.

Skokové zmeny

7 rekonstrukcie fantomu je vidiet, ze v perfiznych krivkach ziskanych FB algorit-
mom sa vyskytuji skokové zmeny (obr. , zatial co v krivkach ziskanych pomocou
CP algoritmu tieto skoky pritomné nie st. Tento jav sa v rieSeni pomocou FB vysky-
tuje nezavisle na pocte iteracii a pravdepodobne ho sposobuje Condatov algoritmus
[8] na priamy vypocet proxyy, . (, ktory preferuje vacsie skoky pred plynulym
priebehom. V pripade CP algoritmu sa proximélny operator zjednodusi na soft(z, A).
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Obr. 5.4: Perfazne krivky pre jeden pixel, pre 30 iteracii oboch algoritmov. Riese-
nie FB algoritmom vykazuje ,schodovity“ priebeh. Vlavo je cely ¢asovy priebeh,

napravo priblizenie.
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Konvergencia

Algoritmy [3] a4 maji formélne rozdielne kroky; vo FB je po¢itany proximalny ope-
rator 1D totélnej varidcie proxyy () (4.1.4) pomocou algoritmu z ¢lénku [§], zatial
¢o v CP algoritme vystupuje namiesto toho jednoduchsi soft operator. Ale v CP
prebieha navyse vypocet priamej a adjungovanej totalnej variacie hladanej matice.
Ostatné operacie st prakticky rovnaké (zanedbavame jednoduché nasobenia a sc¢i-
tania, ktoré nemaji vyrazny vplyv na cas algoritmu). Konvergenciu posudzujeme
podla hodnoty ucelovej funkcie po jednotlivych iteraciach a ich c¢asovej naroc-
nosti. Pre simulované data, klesd hodnota tucelovej funkcie rychlejsie v pripade CP
algoritmu, a uz pre 7 iteracii dosiahne nizsiu hodnotu ako FB algoritmus. Celkovy

Cas algoritmu a findlna hodnota 1ucelovej funkcie je nizsia v pripade CP algoritmu

(obr. [5.5).

5 x10°
Forward-Backward

4571 —— Chambolle-Pock

4 +
35

3k
25

ol
15F

1k
05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 100 200 300 400 500 600 700 800

t[s]

Obr. 5.5: Konvergenc¢né profily FB a CP algoritmu pre L+S model s 30 iteraciami,
pre simulované data. Horizontalna os vyjadruje ¢as potrebny pre algoritmus a ver-
tikdlna os vyjadruje hodnotu ucelovej funkcie po iteraciach. Kazdy bod vyjadruje

ukoncenie jednej iteracie.

5.1.4 Overenie na realnych datach

Chambolle-Pock a Forward-Backward algoritmy pre L+S model boli overené aj na
redlnych datach, DCE-MRI rezu hlavy potkana. Data boli merané pomocou radial-
nych trajektorii so zlatym uhlom a na kazdej radidle bolo nameranych 128
vzoriek na Styroch cievkach rozmiestnenych okolo hlavy. Rozmer rekonstruovaného

obrazu bol nastaveny na 128 x 128 pixelov a mapy citlivosti pre cievky boli urcéené
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pomocou metdédy ESPIRIT [32] z prekontrastnych kartézskych merani. Kompenza-

cie hustoty boli vypocitané pomocou Voroného diagramu.

(a) regridding (b) Forward-backward (c¢) Chambolle-Pock

Obr. 5.6: Ukazka rekonstruovaného snimku pomocou 21 radial, pre jeden ¢asovy oka-
mih, pomocou a) priamej aplikdcie adjungovaného NUFFT operatoru, a L+S modelu
(p-4) rieseného 30 iterdciami algoritmu: b) Forward-backward ; ¢) Chambolle-Pock.

5.1.5 Vysledky

Parametre modelu boli nastavené ako v predchadzajicom pripade na Ag = 0,1
a A, = 0,025 - 01. Na jeden casovy okamih uvazujeme 21 radial z celkového poctu
50000, c¢o predstavuje 2373 casovych snimok. Parameter FB algoritmu nastavime
ako t = 1 a parametre CP algoritmu na ( = 0,9, 0 = 0,13 a § = 1. Ako v pripade
fantému, tak aj pre realne data je L+S model schopny rekonstrukcie z podvzor-
kovanych dat. Rozdiel medzi rieSeniami FB a CP algoritmu nie je z jednotlivych
¢asovych snimok viditelny (obr. [5.6)).
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Obr. 5.7: Perfazne krivky pre FB a CP algoritmus po 15 iteraciach pre dva pixely

z rekonstrukcie redlnych dat.
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Pozicia perfiznych kriviek

Podobny efekt ako bolo vidiet pre data fantému sa objavil aj pre redlne data. Na
obr. st zobrazené perfuzne krivky po 15 iteraciach FB a CP algoritmov, z oblasti
s vyraznym prestupom kontrastnej latky. Pozicia perfiznych kriviek rekonstruova-
nych CP algoritmom neméa po 15 iterdcidch spravnu poziciu (hlavne pri vyraznych
skokoch v case nedosiahne maximélnu hodnotu). Tento nedostatok odstréni 30 ite-
rdcif algoritmu (vid obr. [5.8)).

= J{ 7::esridding
2000 - ‘ ”“M .
1500 “ M‘“'Wﬂtmnl . 1
‘ i ‘u““‘ m nnnMMMHH\(IWIWMMJ\[}l Mlﬂ\u/\m} M \\l "“““ l“““\ﬂhnﬂhl
M‘
500 NJ’ : ‘ w ‘ ‘

Obr. 5.8: Perfazne krivky po 30 iteraciach FB a CP algoritmu L+S modelu. Mod-
rou je znacena krivka rekonstruovana pomocou regriddingu, ¢ervenou pomocou FB

algoritmu a oranzovou pomocou CP algoritmu.

Skokové zmeny

Skokové zmeny v perfuznych krivkach rekonstruovanych FB algoritmom st pritomné
aj pre realne déta (obr. . V krivkéch rekonstruovanych pomocou CP sa objavuja
odchylky od strednej hodnoty vo forme ,zubov* (obr. , ¢o ma, hlavne pre per-
fazne krivky s konstantnym priebehom negativny vplyv. Tieto kmity maja vyrazni
periédu a vysvetlenim by mohlo byt dychanie resp. iny periodicky pohyb mysi pri
snimani, ktory FB model vyrovnal, zatial ¢o v rieSeni Chambolle-Pock algoritmom

ostal pritomny. Tieto javy sa v rieseni vyskytuju nezavisle na pocte iteracii.

Konvergencia

Konvergencia algoritmov je podobna ako v pripade simulovanych dat, rychlejsi po-

kles javi CP algoritmus, ktory sa po 7 iteraciach dostane na hodnotu nizsiu ako FB
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Obr. 5.9: Useky perfiznych kriviek pre dva odlidné pixely, ilustrujice spravanie rie-

seni L+S modelu pomocou 30 iteracii algoritmu FB-modra a CP—cervena.

algoritmus. Vysledna hodnota ucelovej funkcie je nizsia pre CP algoritmus, ktory
ale dlhsie trva (5.10)). Pomalsi chod CP algoritmu moze byt spdsobeny vacsim po-

¢tom dat (patndsobne viac ako pre fantom). Javi sa, ze CP algoritmus je numericky

nachylnejsi pre zvacsovanie rozmeru signalu ako FB algoritmus.
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Obr. 5.10: Konvergenc¢né profily FB a CP algoritmu pre L+S model s 30 iteraciami.

Horizontalna os vyjadruje ¢as potrebny pre algoritmus a vertikdlna os vyjadruje

hodnotu ucelovej funkcie.
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5.1.6 L+S model s obmedzenymi diferenciami

Jednd sa o L+S model navrhnuty v praci [23], ktory predpokladd o L nizku hod-
nost a o S jej obmedzenie casovej diferencie. Tito poziadavku na S mozno vyjadrit
pomocou indikdtorovej funkcie na mnozine N' = {S : [|V;S]|oc < As}, ktord ob-
sahuje vsetky signaly, ktoré maji maximélnu diferenciu mensiu ako zvoleny prah
As. Motivaciou tohoto pristupu bol ,schodovity* priebeh perfaznych kriviek L+4S
modelu s regulaciou pomocou TV rieseného algoritmom Forward-Backward. Model
s obmedzenymi diferenciami limituje velkost skokov v ¢asovom smere zlozky S po-
mocou indikatorovej funkcie, a tym sleduje odstranenie vacsich skokov v perfuznych

krivkach sledovanych pixelov. Navrhnuty model je tvaru:

PN ) 1
£,5 = argmin {14 = RC(L+ )3+ s Il + oimiotaer (S)} - (5.16)

LS

Pri rieseni tohoto modelu pomocou Chambolle-Pock algoritmu (tvaru dojde ku
zmene vylucne vo vyjadreni funkcie fy; operator I a funkcia f; ostant rovnaké. Vy-
hodou CP algoritmu oproti FB je fakt, Ze totalna variadcia V; sa nachadza vo vnutri
operatora K a vdaka tomu vo funkcii f; nevystupuje. To umozni explicitny vypocet
proximalneho operatora indikatorovej funkcie, ktory pre implementaciu pomocou
FB algoritmu nie je mozny. Funkcia f; mé tvar

U 1
f (H) = §Hd —ull3 + tgor foo<rst- (5.17)

Téato zmena sa prejavi iba vo vyjadreni proximéalneho operatora

prongg(v) = prOXL{o:||<>noo95}*(v)' (5.18)

Plati, Ze proximdlny operator indikdtorovej funkcie na mnoZine N prejde na
projekény operator na tito mnozinu .

Pre vypocet pouzijeme Moreauovu identitu , explicitné vyjadrenie
projekéného operatora—klipovaciu funkciu (odvodent v casti a vztah medzi

soft a clip operatormi (4.14)).

. (% )\S )\S
ProX,s:(v) =v —omax (min | —, — |, —— | =

o 0 o

(5.19)
= v — max(min(v, Ag), —Ag) = soft(v, Ag).

Pre parametre ¢, o plati rovnaky vztah (5.15)); algoritmus [4| zostane rovnaky, az na

spomenuty proximalny operator, ktory prejde z clip(ug, Ag) na soft(ug, Ag).
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Vysledky

Model bol overeny na rovnakych realnych détach zo snimania hlavy potkana ako
v predoslej casti. Parameter A\, = 0,025 - o7 bol nastaveny rovnako, zatial ¢o pa-
rameter Ag bolo nutné znizit na hodnotu blizku nule (As = 0,001 alebo menej).
Tu sa ukazal tuzky suvis medzi predchadzajicim modelom a modelom s obmedze-
nymi diferenciami rieSsenymi CP algoritmom. Parameter Ag vystupuje v algoritme
iba v proximalnom operatore pri vypoéte ¢"*Y. Pre L+S model s TV regularizé-
ciou je vo forme clip(us, Ag), zatial ¢o pre model s obmedzenymi diferenciami tvaru
soft(us, Ag). Ukazuje sa ze hodnoty matice us si prevazne mensie ako zvoleny prah,
v pripade TV regularizacie Ag = 0,1, a az pre vysoky pocet iteracii funkcia clip ob-
medz{ rast koeficientov v tejto matici. Plati, Ze pre vysokd’| \g sa klipovacia funkcia,
pre mensi pocet iteracii (napr. 30), spava ako identita. Vysokd hodnota parametru
v pripade TV moze byt interpretovand, ako zosilnenie poziadavky na nizku variaciu
matice S.

V pripade modelu s obmedzenymi diferenciami vystupuje parameter A\g ako hra-
nica pripustnej totdlnej varidcie matice S. Preto ekvivalent ku zvacSenej hodnote
parametru pre TV reguldciu, bude v pripade tohto modelu nizka hodnota A4
ktora spdsobi, ze model bude konvergovat k rieseniu s obmedzenou (nizkou) ¢a-
sovou diferenciou. Pre vypocet ¢{"*Y to znamend, 7e operator soft(us, \g), ktory
tu vystupuje, bude aj v tomto pripade blizko identite, a preto s riesenia modelu
s TV (pre Ag¢ = 0,1) a modelu s obmedzenymi diferenciami (pre Ag = 0,001) pre 30

iteracii CP algoritmu velmi podobné.

Zaver

Ukazalo sa, ze skoky v perfuznych krivkach ziskanych z L+S modelu s regulariza-
ciou pomocou TV riesené¢ho FB algoritmom mozno odstranit uz za pouzitia iného
algoritmu na riesenie rovnakého modelu (Chambolle-Pock algoritmus). Navyse na-
vrhnuty model s obmedzenymi diferenciami nepontka vyrazné zlepsenie pre nizky
pocet iteracii pri rieseni pomocou CP algoritmu. Na obr. je zobrazeny posledny
rekonstruovany snimok a na obr[5.12] perfizne krivky pre vyznaceny pixel ziskané
pomocou L+S modelu s regularizaciou pomocou TV (¢ervenou) a obmedzeni di-
ferencii (oranzovou). Rekonstrukcia po 30 iteraciach CP algoritmu dopadla skoro
identicky. Parametre:

o L+S-TV: A, =0,025-01, A¢ =0,1

¢« L+S—obmedzené diferencie: \;, = 0,025 - o1, Ag = 0,001

3Vysokou hodnotou mozno rozumiet uz hodnoty Ag > 0,2.
47a nizku hodnotu mozno povazovat Ag < 0,01.
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Obr. 5.11: Posledny rekonstruovany snimok L+S s obmedzenymi diferenciami, po-

mocou 30 iteracii CP algoritmu.
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Obr. 5.12: VIavo st skoro identické perfizne krivky pre L+S model s TV 1}

a obmedzenymi diferenciami (5.16|) rieSenymi CP algoritmom. Vpravo je priblizenie,

na ktorom vidno maly rozdiel v rieseniach.
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6 2D- Sparsity-assisted signal smoothing

SASS je metdda na nelinedrnu 1D filtraciu signalu, vychadzajica z clanku [31], ktora
bola zovSeobecnend v praci [24] na 2D obraz zo statickej magnetickej rezonancie.

V tejto praci bude snahou upravit model SASS tak, aby bol sme dosiahli zlepSenie
kvality za cenu komplikovanejSej rekonstrukcie. Najprv je uvedeny povodny model
a sposob akym SASS funguje. Nasledne budi odvodené dva upravené modely, kto-
rych snaha bude potlacit artefakty spdsobené silnym podvzorkovanim a v zavere
bude porovnanie tychto troch modelov.

Sparsity-assisted signal smoothing, ako uz napoveda nazov, vyuziva princip ried-
kosti v optimalizdcii v kombindcii s konvencnou LTT filtraciou (linedrna, invariantna
voci ¢asu). Namerany signal v modeluje, ako sicet low-pass signdlu f a komponenty
s riedkou diferenciou K-teho radu g. V nameranom signali uvazujeme aj pritomnost

bieleho gaussovského Sumu e, ktory sa metéda snazi potlacit [31]. Signdl je tvaru:
v=f+g+te. (6.1)

V nasom pripade, pri pouziti na MRI snimku, vezmeme K = 1 t.j. riedku diferen-
ciu prvého radu pre c¢len g, ktord vynuti aby bola zlozka g po castiach konstantna.
Pre metédu je nutné urcit tiez vhodny typ LTI filtru. My budeme uvazovat Butter-
worthov filterl]

Predpoklady: L oznacime low-pass (filter typu dolny priepust) Butterworthov filter
a H = | —L odpovedajici high-pass ﬁlteIE] (filter typu horny priepust). Zjednodusene
budeme predpokladat, ze low-pass filter odstrani vsetok pritomny sum, teda L(e) ~ 0
a po odéftani ¢ od signdlu v je mormé vyjadrit f = L(f 4+ ¢) = L(v — g). Z toho
vyplyva, ze ak dostaneme odhad § tak sme schopny vyjadrit i f a tym dostaneme
hladany obraz bez Sumu 4 = f +4.

Po aplikacii high-pass filtru H na dostanemeﬂ

Hv—g) = e. (6.2)

Pri formuldcii odhadu g ako rieSenia linedrneho inverzného problému (6.2)) je
teda moZné uvazovat vernostny ¢len urceny k minimalizdcii ako ||H(v — ¢)||3. KedZze
g ma riedke prvé diferencie, jedna sa o po castiach konstantny obraz a ako idedlna
regularizacia sa javi TV norma. Pre data plati, Ze s namerané v spektre a teda
v = R*d, kde R* je adjungovany NUFF'T operator. Tento pristup bol vyuzity v praci

Viac k Butterworthovmu filtru mozno néjst napr. v praci [24]
2resp. H a L vyjadruju operatory ktoré previdzaju filtraciu.

3Predpokladame, Ze H(f) = 0.
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[24]. Vysledny model mé teda tvar:
~ 1 .
g = arg;mn§ IH(R*d - g)|5+ 7TV (g). (6.3)

6.1 Upraveny model SASS2D

Ukazalo sa, ze povodny model nie je vhodny na vyrazne podvzorkované data
z dovodu, zZe nie je schopny dostatocne potlacit artefakty. Preto nie je pouzitie mo-
delu pre rekonstrukciu dynamickych dat, prilis vhodné. Vyhodou pévodného modelu
je, ze v priebehu iteracii FB algoritmu sa neaplikuje NUFFT operator R, ¢o mé po-
zitivny vplyv na jeho rychlost. Myslienkou pri iprave modelu je prehodit operator R
vo vernostnom clene, ¢im sa vypocet spomali, ale v kazdej iteracii v FB algoritme
bude pouzity NUFFT operator ktory moze potencidlne zlepsit vysledok. Schéma
modelu je:

= argming |7 (d ~ Rg)|+ 7 TV (g). (6.4)

Konstanta 7 predstavuje novy regularizacny parameter a ¢ vyjadruje novy opera-
tor ktory nemoze byt rovnaky ako operator filtracie typu horny priepust v modely
. Je to z dovodu prehodenia operatora R ktory spdsobi, ze vyraz v zatvorke
bude v neuniformnom spektre a nie v obrazovej doméne. Tento operator by ale mal

vyjadrovat ,novu* filtraciu typu horny priepust.

Riesenie SASS pomocou FB algoritmu pre paralelné snimanie

Ako bude ukazané v dalSej casti textu, vSetky uvazované SASS modely mozno pre-

viest do tvaru vhodného pre FB algoritmus:
1
g= argminEHAg—ng +7TV(g) (6.5)
g

a pre pripad viacerych cievok na tvar :

N |
§ = arg min Z (2||Akg — wk||%> +7TV(g). (6.6)
9 k=1

Hladané ¢ je nezavislé na k, pretoze plati, Ze jednotlivé obrazy rekonstruované po-
mocou k-tej cievky vyjadrime ako gr = Crg. Gradient potrebny pre FB algoritmus
bude mat tvar: .
VG(g) = Z AL (Arg — wy).
k=1
Taktiez je potrebné odvodit lipschitzovski konstantu S pre vypocet kroku ¢:

IVG (g) = VG (0] = |32 AL (Agg — wy) — i Ay (Ach — wy)

(6.7)
< Z AR AL (g = R)|| < Z 1A lg — bl = Bllg — Al

k=1

Ne
Z (AL Ay (g — h)]
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V odvodeni bola vyuzita trojuholnikova nerovnost pre normu a fakt, ze operator
2 , .
Ag||”. Teraz médme vsetko

Ay je spojity a linearny. Z toho vyplyva ze f = > j°
potrebné pre vypocet g pomocou FB algorimu z dat snimanych k cievkami pre
vSeobecny problém

Ziskanie vysledného obrazu

Po najdeni odhadu g mozeme vyjadrit jednotlivé obrazy pre cievku k = 1,..., N,
ako
U = fr+ gp = L(R*dx — Ci§) + Cg = L(R"dy) + H(Ck9). (6.8)

Nakoniec zlozime vysledny obraz pomocou SoS metédy (3.6)):

u= > |ugl? (6.9)

k

6.1.1 Upraveny model SASS2D-1

Povodny filter H filtroval priamo obrazovi maticu; ale v nasom pripade je clen
(d — Rg) v neuniformnej frekvencnej oblasti, a preto tomu musime prisposobit aj
filter. Bezne pri aplikacii filtru postupujeme tak, ze prevedieme Fourierovou trans-
forméciou signal do jeho spektra, vynasobime ho frekvencénou charakteristikou fil-
tru a spatne transformujeme pomocou inverznej Fourierovej transformacie. Preto
sa v nasom pripade naskytd moznost uvazovat cast operatora .7, z modelu ,
priamo ako frekvencnu charakteristiku Butterworthovho filtru s parametrami f;, a
n. Tento upraveny filter (ozn. 74 ), by ale musel byt vyhodnoteny v neuniformnych
bodoch spektra, z dovodu nerovnomerného merania k-priestoru (obr. [6.1]). Aby sme
sa po filtracii vratili spat do obrazovej domény, mdézeme pouzit operator adjungo-
vanej NUFFT R*. V tomto pripade by bol filtracny operator tvaru: 72 = R*4 a

teda vernostny clen optimalizacie by mal tvar:
IR* (A1 (d = Rg))Il-
Plati ale:
IR (A (d = Rg)|| < IR 1(44 (d — Rg))|| < [|(+4 (d — Ry))Il, (6.10)
preto staci minimalizovat vyraz bez R*. Takto ziskany model ozna¢ime SASS2D-1:
g = argming |#6d — ARl + 7 TV(s). (6.11)

Tento model, rozsireny o snimanie pomocou viacerych cievok, mozno jednoducho

previest do tvaru , kde A, = JARC), a wy, = JAd,,.
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Obr. 6.1: Ukazka frekvenc¢nej charakteristiky filtru 7] v stradniciach urc¢enych po-

mocou 16 radial.

Gradient VG(g) mé tvar:
Ne
VG(g) =Y CiR* A7 (A RCrg — H4d). (6.12)
k=1

Na vyjadrenie ¢asového kroku ¢, potrebujeme vypoditat § = 31 || Ax||*. Kedze
4 a C vyjadruje nasobenie po zlozkach, jedna sa o diagonalne operatory a plati:

Nec

B =3 IARC < SSUAANRINC? < S (max(|24])||R]| max(|Cyl))? =
k k

k
maX(I%”lI)QHRH?imaX(\CkD)?-
(6.13)

Pre normu NUFFT operatora plati odhad ||R|| < 1 ( vid [2.30). Pre t < 2/ algo-
ritmus konverguje k rieseniu (6.2)).

6.1.2 Upraveny model SASS2D-2

Dalsia moznost vypo¢tu modelu s prehodenym NUFFT operatorom je dodatocna
spatna transformdcia pomocou R* pred aplikaciou filtru. V tomto pripade by trans-

formovany filter vyjadroval
A = HR", (6.14)

kde H je povodny Butterworthov filter aplikovany na obraz. Tento model budeme
znacit ako SASS2D-2:

1
g = argmin [H(R"d — R*Rg)||5 +7TV(g). (6.15)
g
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Rozdiel oproti pévodnému modelu je iba v pritomnosti operatora R*R, ktory sa
pre plné vzorkovanie blizi identite. Ak nedojde k podvzorkovaniu, SASS2D-2 splyva
s povodnym modelom. Kedze ale skimame pouzitie pre dynamické data, je v nich
pritomné relativne silné podvzorkovanie a to spésobi, ze sa upraveny model bude lisit
od povodného. Pre upravenie do tvaru vhodného pre FB algoritmus musime

previest tpravu vernostného c¢lenu.

Odvodenie: Podobne ako v [24] upravime:

IH(R*d — R*Rg)|2 = |h * (R*d — R*Rg)||? = |F~ (FhF (R*d — R*Ryg))|. =
2

|FhF (R*d — R*Rg)|5 = |H (FR*Rg — FR*d)||; = |HFR*Rg — HFR*d||; =
[Ag — wlf3.
(6.16)
V druhom kroku odvodenia ignorujeme spédtni Fourierovu transforméaciu pretoze
sa jedna o unitarny operator. Operator A = HFR*R, kde H = Fh je frekvencnd
charakteristika filtru. Konstanta w = HFR*d. Pri pouziti paralelného snimania,
dostaneme tvar SASS2D-2

g

N 1
§=argminy <2||7-[]-"R*Rckg - HfR*dng) +LrTV().  (6.17)
k=1

Podobne ako v predchadzajicom pripade odvodime gradient VG(g) a hodnotu g:

Nec

B =3 IHFRRC? < SSUHNIFNIRIZIC? < S (max((H])|[RIf? max(|C)))? =
k k

max<|%|>2||7zu4gmaxucm)?

(6.18)

6.1.3 Overenie na statickych realnych datach

Proximalny operator v FB algoritme bude v pripade SASS vyjadrovat proximalny
operdtor totdlnej 2D varidcie (prox, 1y, (y(g)) spomenuty v casti , a bude imple-
mentovany pomocou itera¢ného algoritmu. Ostava urcit parametre Butterworthovho
filtru a regulariza¢ny parameter 7. Ten moze zavisiet na charaktere snimanej oblasti,
v tejto praci je pouzitie SASS na snimanie rezu hlavy pre ktoré sa ako vhodné javi
zvolit 7 = 0,0001. Parametre filtru boli nastavené na fy = 128 a n = 1. Tym pa-
dom méame vSetko potrebné na zistenie § pomocou FB algoritmu (alg. , pre oba
upravené modely. Na rekonstrukciu pouzijeme 100 radial po 195 vzoriek, ¢o vedie ku
viac ako patnasobnému podvzorkovaniu pre rekonstruovany obraz rozmeru 256 x 256
pixelov. Na obr. je vidiet vysledky rekonstrukcie po 300 iteraciach FB algoritmu

pre vsetky metody. Je na nich viditelné mierne potlacenie ,streakingu®, avsak nie
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jeho tplné odstranenie. Pri porovnani navrhnutych modelov SASS2D-1 a SASS2D-2
s povodnym modelom SASS, nie je viditelné vyrazné zlepsenie. Vyplyva z toho, ze
zvySend ndro¢nost a predlzenie vipoctu navrhnutych modelov neprinisa skvalitne-
nie rekonstrukcie oproti povodnému modelu SASS. Nas ciel, zlepsit rekonstrukciu pri
podvzorkovani tak, aby bola metdéda vhodnejsia na dynamické data, sa nepodarilo
dosiahnut. Jedné sa o modely pouzitelné pri redukcii Sumu a mierneho podvzorko-
vania, avSak pre ucel dynamickej rekonstrukcie nie sa prilis vhodné.

Ako vysvetlenie toho preco nedoslo k lepsiemu potlaceniu artefaktov sa pontka
fakt, Zze finalne zlozenie riesenia pre k-tu cievku iy pozostava zo suctu opti-
malizovaného celnu H(Crg) a casti L(R*dy), ktord je na vypocte § nezavisla. Preto
ak uvazujeme vyrazné podvzorkovanie, low-pass filter neodstrani artefakty z re-
griddingu, a preto sa budi v riesenf vyskytovat nezavisle na rekonstrukeii §. Dalsim
faktorom je nizka intenzita optimalizovaného § oproti vyslednému obrazu (obr. .
To sposobi, ze zmena v optimalizacii § sa neprejavi dostato¢ne na tolko, aby bol vy-
sledny obraz podstatne kvalitnejsi. Je preto mozné, ze pre viditelne odlisné zlozky
§ dostaneme podobny vysledok (obr. [6.3).
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(a) SoS+regridding (b) SASS2D

(c) SASS2D-1 (d) SASS2D-2

Obr. 6.2: Porovnanie rekonstrukcie pomocou zakladnej SoS metédy a navrhnutych
SASS modelov. Je vidiet, ze modely st schopné do istej miery potlacit artefakty
a Sum oproti regriddingu. Plati ale, ze navrhnuté modely SASS2D-1 ani SASS2D-2

nepontkaju vyrazné zlepsenie kvality oproti pévodnému modelu.
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(a) Pévodny SASS model

S
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(b) SASS2D-1
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(c) SASS2D-2

Obr. 6.3: Ukazka vyslednych zloziek obrazu (zlava do prava) L(R*dsg), H(Ca0§)
a lsy = L(R*dy) + H(Cy09), pre cievku ¢.20 (jednd sa o cievku pre ktord je vy-
sledné gj relativne vyrazné). Tu sa ukazuje, ze zlozka rekonstruovand pomocou §
mé ovela nizsie hodnoty (4-14 ndsobne), a preto vo vyslednom siicte nie je az taka

vyznamna.
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7 Zaver

Perfiizna analyza slizi ako nastroj na urcenie charakteristiky tkaniva, avsak aby sme
boli schopni spravne vyhodnotit perfizne krivky, potrebujeme dostatoc¢ne hladko za-
chytit ich priebeh. Kvoli ¢asovej narocnosti merania pomocou MRI, sa mdze javit
dosiahnutie tohto ¢asového rozlisenia ako problém, avsak existuju viaceré metody,
umoznujuce rekonstruovat signal z mensieho poctu vzoriek, ako napr. pouzité kom-
primované snimanie.

V praci je na zaciatok uvedené ako funguje zdznam pomocou MRI a je v nej
rozobraté tedria ku spracovaniu tohto signalu. Dalej st v hlavnej ¢asti prace prezen-
tované rozne modely na rieSenie rekonstrukcie snimok z dynamickej MRI. Jednym
z modelov je L+S model s regularizdciou pomocou ¢asovej TV, prevzaty z prace [23].
Tento model (pdvodne rieseny FB algoritmom), je rieSeny pomocou Chambolle-Pock
(CP) algoritmu. Rekonstruované perfuzne krivky sa liSia; riesenie CP algoritmom
odstranuje skoky v perfiznych krivkach ziskanych FB algoritmom, ¢o zlepsuje ich
kvalitu. Nésledne je uvedeny model L+S s regularizaciou pomocou obmedzenia ca-
sovych diferencii. Oba modely boli overené na simulovanych aj realnych datach. L+S
model s obmedzenim diferencii, rieSeny pomocou CP algoritmu vykazoval prakticky
rovnaké vysledky ako model s regularizaciou pomocou TV, pre 30 iteracii.

V poslednej ¢asti bol skiimany model SASS z préce [24] a boli poniknuté dve
upravy povodného modelu so snahou dosiahnut vacsiu odolnost voci podvzorkova-
niu. Zial vyplynulo, Ze navrhnuté modely nedosahuji vyznamné zlepsenie kvality

rekonstrukcie ani za cenu zvysenia ich vypoctovej naroc¢nosti.
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Zoznam symbolov, veliCin a skratiek

Zoznam zkratiek

RF radio-frekvencny

FID signal namerany cievkou (free induction decay)
T1,T2,T2* relaxacny cas

TR ¢as opakovania pulznej sekvencie (time of repetition)
CA kontrastnd latka (contrast agent)

DCE-MRI perfizne zobrazovanie pomocou magnetickej rezonancie (dynamic
contrast-enhanced MRI)

FT Fourierova transformécia

DFT diskrétne Fourierova transformacia

FFT zrychlend diskrétna Fourierova transformécia (fast Fourier
transformation)

NUFFT nerovnomernd FFT (non-uniform fast Fourier transformation)

TV totalna variacia

SVD rozklad na singuldrne ¢isla (singular value decomposition)

FB Forward-Backward algoritmus

CP Chambolle-Pock algoritmus

SASS sparsity-assisted signal smoothing

Zoznam symbolov

By extermé magnetické pole

fo Larmorova frekvencia precesie atémov

F operator spojitej Fourierovej trandformécie

R operator NUFFT

C operator nasobenia map citlivosti

V, prva diferencia v ¢asovej osi

prox proximalny operator funkcie f

H Butterworthov filter s parametrami fy a n

H frekvencna charakteristika Butterworthovho filtra
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A Odvodenie proximalnych operatorov v Cham-
bolle Pock algoritme

Najprv odvodime obecny proximalny operétor pre funkciu f(x) = Z||d — z||3.

(T 1
prox ja_3(u) = argmin { Z1d — yll3 + 3 Ju — yl3} = (A1)
yeCN
T N 1 N
= argmin q - Z (di — yi)® Z(Uz — i) (A2)
Y 24 2 i=1
9(v)

Kedze sa jedna o minimalizaciu stic¢tu dvoch striktne konvexnych funkcii, minimum
existuje a je jednozna¢né. Minimum budeme hladat pomocou parcidlnej derivacie

pre ¢-tu zlozku y;:

dg(y)

Dy —7(di —yi) — (ui —y;) =0 (A.3)
Funkcia g nadobudne minimum pre
i+ 7d; :
i:ul—:_TT prei=1,...,N. (A.4)

Nasleduje vyjadrenie proximalneho operdtora pre konjugovanu funkciu f;. Z More-

auovej identity (4.8) je operator v CP algoritme rovny
U — OProx_t q_.2\u/o U — oprox_ . 2lu/o
PTOX, ss ([u]) — [ 2 a3/ )] — [ ProX 1y 3(/0) (A.5)
v

v—aproxLS”'Hl(v/a). v —osoft(v/o, \g/0).

Prvi zlozku mozno upravit pomocou predosle vyjadreného operatora (A.1]) ako

u+d u—od
1+1 o041

u— aprOX%”da”%(u/a) =u— (A.6)

Pri tprave druhej zlozky pouzijeme vyjadrenie proximéalneho operatora [; normy

(4.11) a vztah medzi operdtormi soft a clip (4.14)).

U =0 proXg, (g) = v — o soft (v AS) = v — soft(v, Ag) = clip(v, Ag) (A.7)

g o

72



B Obsah prilohy

Priloha obsahuje nasledujice sibory:
priloha

| _L+S ... Priec¢inok obsahujuci skripty na riesenie L+S modelu.

. CS ... Obsahuje rekonstrukciu pomocou komprimovaného snimania pre
TV model a model s obmedzenymi diferenciami pomocou FB a CP algo-
ritmu.

| _Data ...Obsahuje redlne a simulované dynamické data a mapy citlivosti.

| _pomocné skripty ... Pomocné vypocty ako nacitanie dat a citlivosti.

| Sensitivity ... Skripty na vypocet citlivostnych map pre fantém.

| _toolboxy ... Obsahuje prevzaté skripty na vypocet NUFFT, metédu
ESPIRIT apod.

| _wvypocet_citlivosti_fantom.m ... Vypocet citlivosti pomocou metody
ESPIRIT.

| run_dynamika_realne.m ... Spustenie L+S modelu pre redlne data.

| run_dynamika_fantom.m ... Spustenie L+S modelu pre fantém.

|__SASS ... Prie¢inok obsahujuici upravené SASS modely.

Data ... Obsahuje ddta a mapy citlivost{ pozdizneho rezu hlavy.

Obrazky

proxTV ... Prevzaté algoritmy na vypocet proximalnych operatorov.
SASS ... Obsahuje skripty na vypocet g pomocou SASS s Butterwortho-
vym filtrom.

Sensitivity ... Skripty na vypocet citlivosti cievok, kompenzacie hus-
toty a pod.

SASS_Hlava.m ... Pévodny model od Ing. T. Onderlicku.
SASS_Hlawa_1.m ... Upraveny model SASS2D-1.

SASS_Hlava_2.m ... Upraveny model SASS2D-2.

Cervenou st zvyraznené adreséare ktoré z dévodu velkost nie st obsiahnuté v pri-
lohe. Kompletné sibory mozno stiahnut z VUT Disku na adrese:
<https://www.vutbr.cz/www_base/vutdisk.php?i=221321ae6c>.

Heslo: MRI
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