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Abstrakt
Dizertačńı práce se věnuje studiu nestabilit tenkých kapalných filmů až do fáze odtržeńı kapek.
Dle typu struktur a děj̊u na povrchu filmu byly na základě literárńı rešerše klasifikovány čtyři
typy nestabilit: dvoudimenzionálńı pomalé vlny, dvoudimenzionálńı rychlé vlny, tř́ıdimenzionálńı
vlny, solitárńı vlny a fáze odtrháváńı kapek z povrchu filmu. Práce analyzuje fyzikálńı principy
vzniku nestabilit a zabývá se matematickou formulaćı problému. Jako př́ıčina nestabilit jsou
identifikovány smykové napět́ı a tlak p̊usob́ıćı na povrch filmu. Matematické modely predikce
nestabilit jsou demonstrovány pomoćı př́ıstup̊u založených na řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy
rovnice a pomoćı řešeńı pohybových rovnic v integrálńım tvaru. Dále jsou uvedeny modely
fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku p̊usob́ıćıch na povrch filmu a vybrané modely tloušt’ky filmu.
Těžǐstě práce je zaměřeno na predikci iniciace dvoudimenzionálńıch vln pomoćı integrálńıho
př́ıstupu. Charakteristiky fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku na hladině filmu byly modelovány
pomoćı simulaćı prouděńı vzduchu nad pevným povrchem. V závěru práce jsou uvedena kritéria
odtržeńı kapek v závislosti na rychlosti prouděńı vzduchu a tloušt’ce filmu.

Abstract
This dissertation deals with instabilities of thin liquid films up to entrainment of drops. Four
types of instabilities have been classified depending on the type of structure and process on the
liquid film surface: two-dimensional slow waves, two-dimensional fast waves, three-dimensional
waves, solitary waves and entrainment of drops from the film surface. This thesis analyzes the
physical principles of instabilities and deals with the mathematical formulation of the problem.
Shear and pressure forces acting on the surface of the liquid film are identified as the cause of
instabilities. Mathematical models for predicting instabilities are demonstrated using approaches
based on solving the Orr-Sommerfeld equation and the equations of motion in integral form.
Models of shear and pressure forces acting on the surface of the film and selected models of
film thickness are presented. The work is focused on the prediction of the initiation of two-
dimensional waves using the integral approach. Shear stress and pressure forces acting on the
liquid film surface have been modeled using the simulation of air flow over a solid surface.
Finally, criteria for drop entrainment are presented with their dependence on air velocity and
film thickness.
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1.3 Nestabilita paralelńıho viskózńıho prouděńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.1 Orrova-Sommerfeldova rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Aplikace Orrovy-Sommerfeldovy rovnice při řešeńı nestabilit
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3.1 Experimentálńı poznatky a typy nestabilit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Úvod

Dizertačńı práce se věnuje úvodu do problematiky matematického modelováńı nestabilit stě-
nových kapalných filmů. Kapalné filmy se uplatňuj́ı při odváděńı tepla z pevných povrch̊u,
ovlivňuj́ı kvalitu nátěru v technologii povlakových vrstev [90], objevuj́ı se jako pr̊uvodńı jev kon-
denzace vodńı páry, př́ıpadně jsou už́ıvány jako lubrikant v ropných potrub́ıch [126]. Nestabilita
kapalných filmů je studována v souvislosti s prouděńım na kř́ıdlech letadel [137], tvorbou aero-
solových lékových forem nebo atomizaćı paliva spalovaćıch motor̊u [59]. Jako nežádoućı fenomén
se objevuje např́ıklad v př́ıvodńım potrub́ı turb́ınových stroj̊u [81]. S ohledem na právě uvedené
aplikace je v technické praxi z konstrukčńıho i technologického hlediska žádoućı porozuměńı
př́ıčinám iniciace nestabilit na mikroskopické úrovni i podmı́nkám vývoje nestabilit k makro-
skopickému projevu ve formě r̊uzných typ̊u vln a struktur až do atomizačńı fáze, tj. odtržeńı
fragment̊u kapaliny z povrchu filmu.

Snaha o sestaveńı uceleného úvodu do problematiky včetně návrhu matematických model̊u
umožňuj́ıćıch predikovat iniciaci i vývoj nestabilit motivovala postup praćı i strukturu dizertace.

V prvńı kapitole je uveden základńı aparát analýzy obecné hydrodynamické nestability, která
představuje vněǰśı teoretický rámec studovaného fenoménu. Kapitola rovněž uvád́ı ukázku řešeńı
Orrovy-Sommerfeldovy rovnice, která je využ́ıvána jako základńı matematický popis nestabi-
lity mezńıch vrstev i ve většině př́ıstup̊u k modelováńı nestability kapalných filmů, zejména
v počátečńıch fáźıch rozvoje nestabilit.

Druhá kapitola prezentuje vybrané poznatky mechanického vlněńı tekutin jakožto makro-
skopického projevu hydrodynamické nestability na povrchu kapalných filmů.

Třet́ı kapitola na základě literárńı rešerše shrnuje experimentálńı poznatky, fyzikálńı principy
a základńı charakteristiky nestabilit. Zejména je uvedena klasifikace nestabilit a výčet model̊u
rychlostńıch profil̊u plynné vrstvy i kapalného filmu.

Ve čtvrté kapitole jsou nast́ıněny základńı př́ıstupy k matematickému modelováńı nestabilit.
Je představena metoda integrace pohybových rovnic a formulace problému pomoćı soustavy dvou
Orrových-Sommerfeldových rovnic. Kapitola rovněž uvád́ı rešerši model̊u tlakových a smykových
sil p̊usob́ıćıch na povrch filmu a výčet model̊u tloušt’ky filmu v závislosti na Reynoldsově č́ısle.

Pátá kapitola prezentuje výsledky CFD simulaćı turbulentńıho prouděńı nad zvlněným povr-
chem. Na základě źıskaných dat jsou sestaveny modely amplitud fluktuaćı smykových a tlakových
sil p̊usob́ıćıch na hladinu kapalného filmu.

Šestá kapitola uvád́ı ukázku modelu iniciace nestabilit s využit́ım model̊u smykového napět́ı
a tlak̊u sestavených v kapitole 5. Źıskané výsledky jsou porovnány s experimentálńım měřeńım
i modely publikovanými v literatuře.

Sedmá kapitola pojednává o problematice atomizace kapaliny z povrchu filmu. Na základě
experimentálńıch pozorováńı a literárńı rešerše je diskutován fyzikálńı mechanismus atomizace
poukazuj́ıćı na spojitost s mechanismem vzniku solitárńıch vln. V závislosti na poměru destabili-
zuj́ıćıch sil jsou porovnána kritéria atomizace pro modely smykových napět́ı uvedené v kapitole 4.

V závěru práce jsou uvedeny hlavńı poznatky a východiska práce a je shrnut jej́ı př́ınos ke
studiu problematiky.
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Vymezeńı a ćıle dizertačńı práce

S ohledem na aplikace zmı́něné v úvodu bylo účelem práce přispět k návrhu matematicko-
fyzikálńıch model̊u predikuj́ıćıch vznik a vývoj nestabilit kapalných filmů až do atomizačńı fáze.
Vzhledem k rozmanitosti nestabilit a skutečnosti, že každý typ nestability vyžaduje speciálńı
model, bylo středisko zájmu orientováno na sestaveńı algoritmu pro vyšetřeńı podmı́nek iniciace
infinitezimálńıch hydrodynamických nestabilit v mezńıch vrstvách tekutin, na predikci dvoudi-
menzionálńıch vln na hladině filmu a konečně na konstrukci kritéríı pro určeńı kritických rych-
lost́ı vedoućıch při daných podmı́nkách k odtržeńı kapek z povrchu filmu. S přihlédnut́ım k uve-
denému zaměřeńı, významu smykových a tlakových sil p̊usob́ıćıch na hladinu filmu v d̊usledku
proud́ıćıho plynu a celé řadě možných konfiguraćı problému je dizertačńı práce obsahově vyme-
zena následuj́ıćı osnovou a předpoklady.

Dı́lč́ı ćıle:

• Rešerše základńıch poznatk̊u hydrodynamické nestability a mechanického vlněńı kapalin;
kapitoly 1 a 2.

• Rešerše experimentálńıch pozorováńı a teoretických př́ıstup̊u k predikci nestabilit stěno-
vého kapalného filmu; kapitoly 3 a 4.

• Numerické řešeńı smykových napět́ı a tlakových poĺı na rozhrańı kapalného filmu a prou-
d́ıćıho plynu; kapitoly 4 a 5.

• Matematický model iniciace dvoudimenzionálńıch vln a jejich parametr̊u; kapitola 6.

• Rešerše semiempirických př́ıstup̊u k predikci atomizace; kapitola 7.

• Validace model̊u pomoćı experimentálńıch dat źıskaných z literatury; kapitoly 3, 6 a 7.

Předpoklady a vymezeńı problému:

• Kapalný film se nacháźı na pevné stěně a je vystaven prouděńı plynu.

• Prouděńı plynu je primárńı př́ıčinou vzniku nestabilit.

• Zakřiveńı stěny a odtoková hrana nejsou uvažovány.

• Fyzikálńı vlastnosti tekutin jsou bĺızké dvojici voda–vzduch.

Poznamenejme, že uvedené uspořádáńı odpov́ıdá časté aplikaci v rámci potrubńıch systémů,
kdy lze zakřiveńı stěny vzhledem ke tloušt’ce filmu zanedbat, a materiálové vymezeńı usnadňuje
porovnáńı výsledk̊u model̊u s experimenty. V př́ıpadě tekutin s obdobným poměrem hustot
jako dvojice voda–vzduch lze v poč́ıtačových modelech jednoduše upravit př́ıslušné konstanty,
v př́ıpadě tekutin s fyzikálně v́ıce odlǐsnými vlastnostmi je třeba posoudit aplikovatelnost tzv.
kvazi-statického př́ıstupu viz kapitolu 4. Problematice vzniku vln na nakloněné rovině bez vlivu
proud́ıćıho vzduchu se věnuje např́ıklad dizertačńı práce [29]. Model odtržeńı kapek na odtokové
hraně uvád́ı např́ıklad Maroteaux a kol. [95].
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KAPITOLA 1

Vybrané poznatky teorie hydrodynamické
stability

Pojem hydrodynamické nestability zahrnuje několik druh̊u fyzikálńıch fenomén̊u, jejichž spo-
lečným jmenovatelem je proces transformace p̊uvodńıho typu prouděńı. Ačkoliv nový režim
prouděńı může mı́t laminárńı charakter a vznik nestabilit je možné vysvětlit zákony dynamiky
(např. Bernoulliho rovnice v př́ıpadě Kelvinovy-Helmholtzovy nestability), ve většině př́ıpad̊u
jsou hydrodynamické nestability spojeny s přechodem do turbulentńıho režimu prouděńı. Dle
současné teorie přechodu je prvotńı př́ıčinou tohoto jevu nestabilita rovnováhy sil v laminárńı
smykové oblasti1 [133]. Tato vnitřńı silová nestabilita následně zesiluje i p̊uvodně nepatrné poru-
chy (perturbace) ideálńıho laminárńıho prouděńı, které jsou inherentńı součást́ı reálné proud́ıćı
tekutiny, at’ již v d̊usledku tepelné fluktuace (Brown̊uv pohyb), akustických vliv̊u nebo turbu-
lence vněǰśıho prostřed́ı [133].

Matematický popis umožňuj́ıćı teoreticky zkoumat vývoj těchto počátečńıch nestabilit v čase
a prostoru byl sestaven právě na základě snahy o vysvětleńı přechodu laminárńıho prouděńı
do turbulentńıho režimu na přelomu 19. a 20. stolet́ı, lze jej však dobře použ́ıt i k predikci
nestabilit kapalného filmu, jak uvid́ıme v daľśım textu. Př́ıslušný aparát je nazýván lineárńı
analýza stability.

1.1 Princip lineárńı analýzy stability

Obecná analýza hydrodynamické stability je založena na predikci vývoje drobných poruch rych-
lostńıho pole laminárńıho základńıho proudu. Uvedený př́ıstup objevil lord Rayleigh (1842-1919)
na základě předpokladu, že v př́ıpadě malých amplitud výchylek se systém chová lineárně, a lze
tedy dle Fourierova principu superpozice nahradit obecnou poruchu superpozićı sinusoidálńıch
oscilaćı (poruchových vln) základńıho prouděńı. Princip řešeńı pak spoč́ıvá ve sledováńı tendence
r̊ustu amplitud poruchových vln š́ı̌ŕıćıch se ve směru základńıho prouděńı.

Z matematického hlediska vycháźı analýza stability z tzv. Reynoldsova rozkladu2 rychlosti v
a tlaku p :

v(x, y, z, t) = V(x, y, z) + v′(x, y, z, t), (1.1)

p(x, y, z, t) = P (x, y, z) + p′(x, y, z, t)′. (1.2)

1Oblast s velkým gradientem rychlosti ve směru př́ıčném na směr prouděńı.
2Dle konvence budeme dále v textu okamžité hodnoty složek rychlosti značit malými ṕısmeny, jejich časově

pr̊uměrné hodnoty velkými ṕısmeny a fluktuačńı složky malými ṕısmeny s apostrofem. Přitom ṕısmeno u resp.
U je vyhrazeno pro okamžitou resp. časově pr̊uměrnou složku rychlosti ve směru osy x a ṕısmeno v resp. V pro
okamžitou resp. časově pr̊uměrnou složku rychlosti ve směru osy y.
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Kapitola 1

Časově pr̊uměrné hodnoty rychlosti a tlaku, V a P , definuj́ı stacionárńı základńı proud
a veličiny v′i a p′ odpov́ıdaj́ı časově proměnlivým fluktuaćım. S ohledem na aplikace lze pro
jednoduchost obecný př́ıpad daný rovnicemi (1.1) a (1.2) omezit na tzv. paralelńı prouděńı, kde
základńı proud splňuje

V = [U(y), 0, 0] . (1.3)

Lineárńı teorie stability se zabývá analýzou vývoje perturbaćı, speciálně rychlostńıch fluk-
tuaćı v′, za předpokladu, že tyto fluktuace jsou malé v porovnáńı se základńım proudem. Dle
výše zmı́něného Fourierova sumačńıho principu lze následně rychlostńı poruchy v př́ıpadě para-
lelńıho prouděńı reprezentovat ve formě vlny š́ı̌ŕıćı se v rovině (x,z) s amplitudou závisej́ıćı na y.
Pro popis fluktuačńıch složek se tak s výhodou zavád́ı předpis

v′ = v̂(y) exp[i(αx+ βz − αct)], (1.4)

kde v̂ = [û, v̂, ŵ] je vektor komplexńıch amplitudových funkćı, α je vlnové č́ıslo ve směru osy x,
β vlnové č́ıslo ve směru osy z a c je komplexńı rychlost vlny, kterou lze zapsat ve tvaru

c = cR + icI . (1.5)

Dosazeńım (1.5) do (1.4) dostáváme

v′ = v̂(y) exp(αcIt) exp[i(αx+ βz − αcRt)], (1.6)

odkud je evidentńı fyzikálńı význam komponent cR a cI. Fluktuace ve fixńım bodě osciluje
s frekvenćı ω = αcR, přičemž amplituda oscilaćı v daném směru je dána součinem př́ıslušné am-
plitudové funkce a výrazu exp(αcIt). Z jiného pohledu představuje cR fázovou rychlost fluktuačńı
vlny, jej́ıž amplituda roste exponenciálně v čase s exponentem αcI.

Prouděńı považujeme za stabilńı resp. nestabilńı, jestliže fluktuačńı složka rychlosti klesá
resp. roste. Ze vztahu (1.6) a výše uvedeného lze tedy lehce nahlédnout, že pro otázku stability
je zásadńı signum komponenty cI. Plat́ı:

cI < 0 prouděńı je stabilńı,
cI > 0 prouděńı je nestabilńı,
cI = 0 prouděńı je neutrálně stabilńı.

(1.7)

Analýza stability uvažuj́ıćı komplexńı rychlost c a reálná vlnová č́ısla α a β se nazývá analýza
časové stability. Zvoĺıme-li reálnou rychlost c a komplexńı vlnové č́ıslo α, pak rychlostńı fluktuace
nabývaj́ı tvar

v′ = v̂(y) exp[i(αRx+ βz − αRct)]exp(αIcx), (1.8)

rostou v závislosti na souřadnici x a odpov́ıdaj́ıćı analýza pak definuje problém prostorové sta-
bility. Dle práce [58] jsou však oba př́ıstupy ekvivalentńı v matematickém smyslu.

Př́ıslušné rovnice pro výpočet rychlost́ı cR a cI źıskáme dosazeńım vztah̊u (1.1) a (1.2) s rych-
lostńımi fluktuacemi ve tvaru (1.6) resp. (1.8) do pohybových rovnic. V př́ıpadě lineárńı teorie
přitom zanedbáváme kvadratické členy fluktuačńıch rychlost́ı v′i a obdrž́ıme tak lineárńı systém.

Na závěr odstavce poznamenejme, že experimentálńı ověřeńı teorie rozvoje infinitezimálńıch
poruch laminárńıho smykového prouděńı modelovaných obecně předpisem (1.4) provedli roku
1943 Schubauer a Skramstad [122]. Tyto poruchy dnes nazýváme Tollmienovy-Schlichtingovy
vlny.

V daľśım textu se budeme věnovat analýze stability dvou speciálńıch př́ıpad̊u paralelńıho
prouděńı, které maj́ı př́ımou souvislost s tématem dizertačńı práce. Jedná se o tvz. Kelvinovu-
Helmholtzovu nestabilitu a problém nestability mezńıch vrstev.
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Kapitola 1

Obrázek 1.1: Struktura oblak formovaných mechanismem Kelvinovy-
Helmholtzovy nestability.

1.2 Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Kniha [84] definuje Kelvinovu-Helmholtzovu (dále K-H) nestabilitu jako nestabilitu vznikaj́ıćı na
rozhrańı dvou paralelńıch horizontálńıch proud̊u s rozd́ılnými rychlostmi a hustotami, přičemž
tekutina s větš́ı hustotou se nacháźı vespod, viz obr. 1.2.

Předpokládáme-li, že rozhrańı mezi tekutinami je slabě zvlněné, pak se rychlosti prouděńı te-
kutin na konvexńı resp. konkávńı straně rozhrańı zvyšuj́ı resp. snižuj́ı v̊uči p̊uvodńım hodnotám.
Aplikaćı Bernoulliho rovnice docháźı k tlakovým výchylkám, které indukuj́ı urychlováńı tekutin
na rozhrańı, a p̊uvodně zvlněný povrch se tak stále v́ıce rozrušuje až docháźı k charakteristické
struktuře K-H nestability, viz obr. 1.1.

Obrázek 1.2: Výchoźı stav pro K-H nestabilitu.

Uved’me v daľśım odvozeńı základńıho kritéria K-H nestability s pomoćı principu lineárńı
analýzy stability uvedené v podkapitole 1.1.

Předpokládáme-li nev́ı̌rivost prouděńı v obou vrstvách, pak dle Kelvinovy věty bude nev́ı̌rivé
i př́ıpadně rozrušené prouděńı na rozhrańı a pro matematický popis problému je možno už́ıt teorii
rychlostńıch potenciál̊u. Z jejich definice v kombinaci s rovnićı kontinuity obdrž́ıme rovnice

∇2Φ1 = 0 , ∇2Φ2 = 0 , (1.9)

s podmı́nkami

Φ1 → 0 pro y →∞ , (1.10)

Φ2 → 0 pro y → −∞ . (1.11)

Na rozhrańı je třeba splnit kinematickou a dynamickou okrajovou podmı́nku. Kinematická
podmı́nka ř́ıká, že částice na rozhrańı se muśı pohybovat současně s t́ımto rozhrańım. Dynamická
podmı́nka vyžaduje spojitost tlaku na rozhrańı v př́ıpadě, že povrchové napět́ı je zanedbáno.
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Předpokládáme-li dále veličiny Φ1, Φ2 a ζ ve tvaru

(Φ1,Φ2, ζ) = (Φ̂1, Φ̂2, ζ̂)eiα(x−ct),

pak lze dle [84] linearizaćı problému aproximaćı

y = ζ −→ y = 0 , (1.12)

zanedbáńım nelineárńıch člen̊u a aplikaćı Bernoulliovy rovnice odvodit podmı́nku pro r̊ust ne-
stability ve tvaru

g(ρ2
2 − ρ2

1) < αρ1ρ2(U1 − U2)2, (1.13)

kde α je vlnové č́ıslo a g t́ıhové zrychleńı. Ze vztahu je patrné, že nestabilita prouděńı je
podmı́něna dvěma variabilńımi veličinami. Kromě rozd́ılu rychlost́ı záviśı rovněž na vlnové délce
uvažovaných apriorńıch rozruch̊u na rozhrańı. Vztah lze tedy posuzovat z v́ıce hledisek :

1. Pro konstantńı vlnovou délku obdrž́ıme podmı́nku

|U1 − U2| >

√
g(ρ2

2 − ρ2
1)

αρ1ρ2
(1.14)

vyjadřuj́ıćı hraničńı rozd́ıl rychlost́ı U1 a U2 pro nestabilńı režim prouděńı.

2. Druhé hledisko představuje př́ıpad s konstantńı rychlost́ı U2. Vztah (1.13) je pak implicitńı
funkćı rychlosti U1 a vlnového č́ısla α.

3. V nejobecněǰśım pohledu je kritérium (1.13) závislé na rychlostech U1, U2 a vlnovém č́ısle α.
Odpov́ıdaj́ıćı implicitńı funkce je zachycena na obrázku 1.3.
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Obrázek 1.3: Podmı́nky K-H nestability dle kritéria (1.13).

Grafy k př́ıpad̊um 1. a 2. pak obdrž́ıme vhodnými řezy grafu pro obecný př́ıpad.
Ze vztahu (1.13) je zřejmé, že kritérium nezáviśı na viskozitách tekutin ani povrchovém

napět́ı a uvažuje vrstvy nekonečné tloušt’ky. Vzhledem k tomu byla odvozena celá řada jiných
kritéríı s r̊uznou mı́rou empirie a univerzality. Zaměřme se v daľśım na kritéria K-H nestability
na rozhrańı kapalina–plyn, speciálně voda–vzduch.
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1.2.1. Kritéria Kelvinovy-Helmholtzovy nestability

Taitel a Dukler [131] formuluj́ı klasické kritérium pro rozvoj vln s infinitezimálńı amplitudou na
rozhrańı voda–vzduch mezi dvěma horizontálně umı́stěnými paralelńımi stěnami podmı́nkou

UG − UL ≥
[
ρL − ρG

ρG
ghG

]0,5

, (1.15)

kde hG je vzdálenost mezi horńı stěnou a hladinou v rovnovážném stavu. Ansari a Shokri [11]
uváděj́ı zobecněńı tohoto kritéria vztahem

UG − UL ≥ K
[
ρL − ρG

ρG
ghG

]0,5

(1.16)

a s pomoćı literatury specifikuj́ı hodnoty pro K :

• K = 1 pro p̊uvodńı klasické kritérium (1.15),

• K = 0, 5 pro úpravu klasického kritéria na základě experimentálńıch dat,

• K =

[
2
hG
h′
G

(
hG
h′G

+ 1
)]

pro př́ıpad vln konečné velikosti, kde h′G je vzdálenost vlny od horńı

desky a hG je vzdálenost horńı desky od rovnovážné hladiny. Toto kritérium přecháźı pro
infinitezimálńı amplitudy, tj.hG = h′G, v kritérium (1.15).

Př́ıkladem kritéria uvažuj́ıćıho viskozitu kapaliny je za předpokladu UG � UL a aproximace
UL
∼= cR podmı́nka, kterou Taitel a Dukler [132] odvodili na základě hypotézy dle Jeffreyse [75],

bĺıže viz podkapitolu 3.3,

UG ≥
[

4νL(ρL − ρG)g

CsρGUL

]0,5

, (1.17)

kde Cs je empirický koeficient. Podmı́nka predikuje vznik pravidelných dvoudimenzionálńıch
vln, což omezuje jej́ı použit́ı na kapaliny s viskozitou do 20 cP [9].

Jako posledńı uved’me neviskózńı kritérium pro nestabilitu na rozhrańı voda–vzduch v po-
trub́ı, které Andritsos a Hanratty [9] formuluj́ı nerovnost́ı

(UG − UL)2 ≥ [α2σ + (ρL − ρG)g]
HG

ρG

[
tanh(αHG)

αHG
+
ρG

ρL

tanh(αHL)

αHG

]
, (1.18)

kde HL resp. HG je tloušt’ka kapalné resp. plynné vrstvy a σ je povrchové napět́ı.
Srovnáńı kritéríı (1.18), (1.17), (1.16) a (1.13) uvád́ı obrázek 1.4 pro hodnoty: K = 0,5;

UL = 0,5 m/s, HL = 5 mm, HG = 3 cm, ρL = 1000 kg/m3, ρG = 1 kg/m3, g= 9,81 m/s2, Cs = 0,01;
σ= 0,074 N/m a νL = 10−6 m2/s.

Z obrázku 1.4 lze nahlédnout, že křivky neutrálńı stability se pro jednotlivá kritéria značně
lǐśı. Př́ıčinou jsou r̊uzné konstrukčńı předpoklady a hydrodynamické parametry odpov́ıdaj́ıćı
konkrétńım řešeným problémům. Původńı kritérium (1.13) neuvažuje viskozitu, povrchové na-
pět́ı ani tloušt’ky vrstev. S ohledem na tuto skutečnost se jev́ı jeho použit́ı vhodné zejména
na vyšetřováńı nestabilit např́ıklad v atmosférických vrstvách. Omezeńı kritéríı (1.16) a (1.17)
spoč́ıvaj́ı v absenci údaje o vlnové délce apriorńıch vln a použit́ı empirických koeficient̊u.

Pro účely nestability vodńı vrstvy se tak z uvedených vztah̊u založených na teorii ne-
viskózńı Kelvinovy-Helmholtzovy nestability jev́ı nejvhodněǰśı kritérium (1.18), které lze pro
př́ıpad voda–vzduch zjednodušit na tvar

(UG − UL)2 ≥
[
ασ

ρG
+
ρLg

ρGα

]
tanh(αHG) . (1.19)
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Obrázek 1.4: Kritéria Kelvinovy-Helmholtzovy nestability.

Graf křivky neutrálńı stability dle tohoto kritéria na obrázku 1.4 dokládá, že existuje takové
vlnové č́ıslo αm, pro něž je interval rychlosti vzduchu zp̊usobuj́ıćı nestabilitu neǰsirš́ı. Článek [9]
definuje tuto mez vztahem

αm =

√
ρLg

σ
. (1.20)

Pro parametry vody tomuto vlnovému č́ıslu odpov́ıdá vlnová délka 1,73 cm, která koresponduje
s vlnovou délkou pro minimálńı fázovou rychlost vlny viz (2.14).

Na závěr odstavce poznamenejme, že kritérium (1.18), resp. (1.19), zohledňuje velmi málo,
resp. v̊ubec, vliv tloušt’ky vodńı vrstvy. Obě kritéria jsou zkonstruována a testována pro př́ıpad
nestability vodńı hladiny v potrub́ı s vyrovnanými poměry kapalné a plynné fáze. Výsledky po-
zorováńı z podkapitoly 3.1, zejména obrázky 3.2 a 3.3, přitom ukazuj́ı kvalitativně významnou
souvislost mezi pozorovanými vlnami a tloušt’kou filmu. Daľśım nedostatkem uvedených kritéríı
a obecně teorie K-H nestability je zanedbáńı efekt̊u plynoućıch z rozd́ılných poměr̊u mezi visko-
zitami tekutin, které jsou pro rozhrańı voda–vzduch značné. Teorie tak dostatečně nepostihuje
vliv smykových sil vznikaj́ıćıch na rozhrańı mezi tekutinami.

Z dosud uvedeného vyplývá, že uvedená kritéria nejsou dostatečně vhodná pro popis ne-
stability kapalného stěnového filmu. K-H nestabilita tak představuje pouze výchoźı teoretický
rámec studovaného fenoménu a jej́ı kritéria lze už́ıt jen pro přibližné určeńı oblast́ı nestability,
př́ıpadně srovnáńı se sofistikovaněǰśımi výpočetńımi př́ıstupy, jejichž základńım princip̊um je
věnován následuj́ıćı odstavec.

1.3 Nestabilita paralelńıho viskózńıho prouděńı

Uvažujme nestlačitelné paralelńı prouděńı tekutiny s viskozitou ν. Squire v práci z roku 1933
vhodnou transformaćı ukázal, že ke každé tř́ıdimenzionálńı fluktuaci existuje taková dvoudi-
menzionálńı porucha, která vykazuje větš́ı nestabilitu, bĺıže viz např. [112]. S odkazem na tento
výsledek se v daľśım budeme zabývat pouze dvoudimenzionálńım problémem stability para-
lelńıho prouděńı, tj. rychlostńı a tlakové pole uvažujeme ve tvaru

[u, v] = [U(y) + u′(x, y, t), v′(x, y, t)], (1.21)

p = P (x, y) + p′(x, y, t), (1.22)
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Dosad́ıme-li veličiny u, v a p s vlastnostmi (1.21) a (1.22) do Navierových-Stokesových rovnic
a do rovnice kontinuity pro dvoudimenzionálńı nestacionárńı a nestlačitelné prouděńı (A.1)–
(A.3), pak linearizaćı rovnic, bĺıže viz př́ıloha A, obdrž́ıme systém :

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ v′

dU

dy
+

1

ρ

∂p′

∂x
= ν∆u′, (1.23)

∂v′

∂t
+ U

∂v′

∂x
+

1

ρ

∂p′

∂y
= ν∆v′, (1.24)

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
= 0. (1.25)

S ohledem na teorii lineárńı analýzy viz odstavec 1.1 definujme nyńı fluktuačńı složky u′, v′

a p′ analogicky k (1.6) pro dvourozměrný př́ıpad vztahy

u′ = û(y) exp(αcIt) exp[i(αx− αcRt)], (1.26)

v′ = v̂(y) exp(αcIt) exp[i(αx− αcRt)], (1.27)

p′ = p̂(y) exp(αcIt) exp[i(αx− αcRt)]. (1.28)

Dosazeńım (1.28) a (1.28) do pohybových rovnic (1.23)–(1.25) obdrž́ıme

iα(U − c)û+ v̂
dU

dy
= −iαp̂+ ν

(
dû

dy2
− α2û

)
, (1.29)

iα(U − c)v̂ = −dp̂

dy
+ ν

(
dv̂

dy2
− α2v̂

)
, (1.30)

iαû+
dv̂

dy
= 0 . (1.31)

Rovnice (1.29)–(1.31) definuj́ı problém stability dvourozměrného paralelńıho prouděńı s přede-
psaným rychlostńım profilem U(y) pro vybrané vlnové č́ıslo α. V praxi se však použ́ıvá ele-
gantněǰśı př́ıstup založený na vhodné definici proudové funkce, viz následuj́ıćı odstavec.

1.3.1. Orrova-Sommerfeldova rovnice

Rovnice kontinuity (1.25) pro fluktuačńı složky u′ a v′ nás opravňuje k zavedeńı proudové
funkce Ψ, kterou s ohledem na řešený problém, bĺıže viz např. [28] str. 577, definujeme ve
tvaru

Ψ = φ(y) exp[iα(x− ct)]. (1.32)

Rychlostńı fluktuace pak obdrž́ıme z definice proudové funkce jej́ımi derivacemi

u′ =
∂Ψ

∂y
=

dφ(y)

dy
exp[iα(x− ct)], (1.33)

v′ = −∂Ψ

∂x
= −iαφ(y) exp[iα(x− ct)]. (1.34)

V předpisu (1.32) znač́ı φ(y) komplexńı amplitudovou funkci, α reálné vlnové č́ıslo a c kom-
plexńı rychlost vlny v souladu s odstavcem 1.1.

Dosazeńım vztah̊u (1.33) a (1.34) do rovnic (1.23) a (1.24) a eliminaćı tlakového členu
obdrž́ıme tzv. Orrovu-Sommerfeldovu rovnici3

(U − c)(φ′′ − α2φ)− U ′′φ =
ν

iα
(φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ), (1.35)

3Jedná se o obyčejnou diferenciálńı rovnici, a tud́ıž φ′, U ′ zde a dále v textu znač́ı derivace dle nezávisle
proměnné y. Podobně také funkce F ′ v rovnici (1.52) a R′

ij v rovnici (4.41) v odstavci 4.4.1.
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kterou lze vhodnou transformaćı veličin, bĺıže viz [84], převést na bezrozměrný tvar

(U − c)(φ′′ − α2φ)− U ′′φ =
1

iαRe
(φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ), (1.36)

kde Re=U0D/ν definuje Reynoldsovo č́ıslo hlavńıho proudu s charakteristickým rozměrem D
a charakteristickou rychlost́ı U0. V př́ıpadě mezńıch vrstev vycházej́ı okrajové podmı́nky z před-
pokladu, že fluktuace rychlost́ı u′ a v′ muśı být nulové na stěně (y = 0) a ve volném proudu
(prouděńı je laminárńı), tj. ve velké vzdálenosti od stěny (y → ∞). Okrajové podmı́nky maj́ı
tud́ıž tvar

φ = φ′ = 0 v y = 0 , (1.37)

φ = φ′ = 0 pro y →∞ . (1.38)

Analýza stability laminárńıho prouděńı je nyńı převedena na problém vlastńıch č́ısel Orrovy-
Sommerfeldovy rovnice. Pro daný základńı tok definovaný profilem U(y) rovnice obsahuje para-
metry Re, α, cR a cI, z nichž za dané považujeme Re základńıho toku a parametr α prostřednic-
tv́ım vlnové délky poruch λ = 2π/α. Pro každou dvojici parametr̊u Re, α tedy řešeńım rovnice
s okrajovými podmı́nkami obdrž́ıme komplexńı funkci φ a komplexńı vlnovou rychlost c jako
vlastńı hodnoty rovnice.

Stejně jako v př́ıpadě fluktuaćı definovaných ve tvaru (1.4) v odstavci 1.1 je stabilita určena
znaménkem parametru cI. Tato skutečnost motivuje sestrojeńı křivky, na ńıž plat́ı cI = 0 v pro-
storu parametr̊u Re a α pro daný rychlostńı profil U(y). Explicitně řečeno, křivka pro daná
Reynoldsova č́ısla definuje vlnové délky fluktuačńıch vln, které nejsou ani zesilovány ani zesla-
bovány, a hovoř́ıme proto o tzv. křivce (mezi) neutrálńı stability.

Rayleighova rovnice

Vzhledem k tomu, že dle experimentálńıch pozorováńı se meze neutrálńı stability vyskytuj́ı
v oblasti vysokých Reynoldsových č́ısel (1/Re → 0) [120], lze uvažovat zanedbáńı viskózńıch
člen̊u na pravé straně rovnice (1.36).4 Výsledná diferenciálńı rovnice se označuje jako rovnice
neviskózńı stability nebo také Rayleighova rovnice

(U − c)(φ′′ − α2φ)− U ′′φ = 0. (1.39)

Je-li řešeńım rovnice nestabilńı prouděńı (cI < 0) pak hovoř́ıme o neviskózńı nestabilitě v pro-
tikladu k viskózńı nestabilitě určené řešeńım p̊uvodńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Zřejmě
je-li prouděńı neviskózně nestabilńı, pak je i viskózně nestabilńı. Prouděńı neviskózně stabilńı
může být viskózně nestabilńı, viz obr. 1.9.

Diskuśı Rayleighovy rovnice byly odvozeny následuj́ıćı teorémy, bĺıže viz např. [84], [112],
[120], specifikuj́ıćı souvislosti mezi rychlostńım profilem a stabilitou prouděńı:

• Reyleighovo kritérium inflexńıho bodu ř́ıká, že nutnou podmı́nkou neviskózńı nestability
je, aby profil měl inflexńı bod. Tud́ıž profil bez inflexńıho bodu je neviskózně stabilńı.
Z praktického hlediska je v této souvislosti významná spojitost inflexńıho bodu s tlakovým
gradientem ve směru prouděńı. Dle teorie mezńıch vrstev, např. [120], je prouděńı ve směru
klesaj́ıćıho tlaku definované rychlostńım profilem bez inflexńıho bodu a naopak rychlostńı
profil obsahuje inflexńı bod při prouděńı s nepř́ıznivým tlakovým spádem. Teorém in-
flexńıho bodu lze tedy alternativně reprodukovat teźı: Př́ıznivý resp. nepř́ıznivý tlakový
spád prouděńı stabilizuje resp. destabilizuje.

4Pravá strana Orrovy-Sommerfeldovy rovnice obsahuje derivace vyšš́ıch řád̊u, proto v oblastech, kde se hod-
noty φ rychle měńı v závislosti na y (např. v bĺızkosti stěny), nelze viskózńı členy eliminovat. Nav́ıc v oblasti
kritické vrstvy, viz dále v textu, kde U → c, jsou členy na levé straně O-S rovnice malé, a tedy viskózńı členy na
pravé straně nelze zanedbat z numerických d̊uvod̊u [154].
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• Silněǰśı kritérium dává tvz. Fjortoft̊uv teorém: Necht’ rychlostńı profil U má v bodě yI
inflexńı bod. Necht’ UI = U(yI). Nutnou podmı́nkou neviskózńı nestability je, aby někde
v proudu platila nerovnost

U ′′(U − UI) < 0. (1.40)

• Reyleigh̊uv druhý teorém ř́ıká, že rychlost š́ı̌reńı neutrálńıch perturbaćı v mezńı vrstvě je
menš́ı než maximálńı rychlost základńıho proudu, tj. cR < Umax. Indukuj́ı-li se v proud́ıćı
tekutině vlny neutrálńıch perturbaćı, pak v mezńı vrstvě nutně existuje tzv. kritická vrstva
definovaná jako okoĺı bod̊u yc(x) splňuj́ıćıch podmı́nku

U(yc) = c = cR. (1.41)

Z dosud uvedené teorie stability a odvozeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice vyplývá, že jej́ı
význam spoč́ıvá zejména ve vyšetřováńı podmı́nek vedoućıch k nástupu turbulentńıho režimu
prouděńı. Rovnice pro daný rychlostńı profil a Reynoldsovo č́ıslo hlavńıho proudu predikuje
v závislosti na vlnovém č́ısle vývoj rychlostńıch fluktuaćı u′, v′, které koresponduj́ı se vznikem
Tollmienových-Schlichtingových vln. Omezeńı rovnice vycházej́ıćı z linearizace a předpokladu
paralelńıho prouděńı vymezuj́ı oblast jej́ı použitelnosti předevš́ım na počátečńı fáze rozvoje
nestabilit. I přes toto vymezeńı je však princip Orrovy-Sommerfeldovy rovnice součást́ı mnohých
př́ıstup̊u k řešeńı nestability tenkého filmu, jak uvid́ıme v daľśım textu.

Z povahy rovnice vycházej́ı numerické metody jej́ıho řešeńı. Jedná se předevš́ım o meto-
du aproximace řešeńı Čebyševovými polynomy. Konkrétně v rámci Čebyševovy spektrálńı tau
metody nebo Čebyševovy spektrálńı kolokačńı metody. Dnes již tradičńı aplikaci prvńı metody
publikoval Orszag [111]. Jej́ımi modifikacemi se zabývaj́ı např́ıklad práce [41], [56], [128]. Druhou
metodu aplikuj́ı kupř́ıkladu publikace [37], [105], [134] a [144].

Aplikaci Orrovy Sommerfeldovy rovnice při řešeńı nestabilit paralelńıho prouděńı pomoćı
Čebyševovy kolokačńı metody demonstruje podrobněji následuj́ıćı odstavec. Uvedená metoda
řešeńı byla autorem dizertace publikována v [A8].

1.3.2. Aplikace Orrovy-Sommerfeldovy rovnice při řešeńı nestabilit
paralelńıho prouděńı

Stabilita Poisseuilleova prouděńı

Rychlostńı profil Poisseuilleova prouděńı v kanále je v bezrozměrných souřadnićıch dán ve tvaru
U(y) = 1 − y2. Řešeńı problému stability Orrovou-Sommerfeldovou (O-S) rovnićı vyžaduje do-
plněńı rovnice okrajovými podmı́nkami. V tomto př́ıpadě voĺıme

φ = 0 v y = ±1 , (1.42)

φ′ = 0 v y = ±1 . (1.43)

Podmı́nky reprezentuj́ı jednak útlum rozruch̊u na stěnách kanálu a jednak podmı́nku ulṕıváńı.
Rozřešeńı rovnice podává informaci o fázové rychlosti cR a tendenci r̊ustu nestabilit pomoćı

rychlosti cI v závislosti na vlnovém č́ısle poruchových vln α (obrázky 1.6 a 1.5) a dále infor-
maci o velikosti amplitud rychlostńıch fluktuaćı pomoćı amplitudové funkce φ v závislosti na
vzdálenosti od stěn potrub́ı y (obrázek 1.7). Vzhledem k tomu, že amplitudy fluktuaćı jsou infini-
tezimálně malé, spoč́ıvá význam řešeńı rovnice ponejv́ıce ve znaménku parametru cI v závislosti
na Reynoldsově č́ısle základńıho prouděńı a vlnové délce poruch. Křivka neutrálńı stability, na
ńıž rychlost cI nabývá nulové hodnoty, rozděluje prostor charakteristik (Re,α) na oblast stabi-
lity a nestability (obrázek 1.8) a hovoř́ıme tedy také o mezi stability. Minimálńı Reynoldsovo
č́ıslo, pro něž existuje nestabilńı frekvence, označujeme jako kritické a v př́ıpadě Poiseuilleova
prouděńı nabývá hodnoty Rekrit = 5772 pro αkrit = 1,02. Uvedené obrázky byly źıskány pomoćı
Čebyševovy kolokačńı metody uvedené v článku [105] a implementované v jazyce Matlab.
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Obrázek 1.5: Závislost rychlosti cR na vlnovém
č́ısle α. Poisseuilleovo prouděńı; Re=2000.

Obrázek 1.6: Závislost rychlosti cI na vlnovém
č́ısle α. Poisseuilleovo prouděńı; Re=8000.
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Obrázek 1.7: Amplitudová funkce. Poisseuilleovo
prouděńı, α=1,32; Re=1000.

Obrázek 1.8: Oblast nestability Poisseuilleova
prouděńı.

Stabilita mezńıch vrstev

Problematika řešeńı hydrodynamické nestability mezńıch vrstev pomoćı O-S rovnice se v porov-
náńı s Poisseuilleovým prouděńım vyznačuje okrajovými podmı́nkami

φ = φ′ = 0 v y = 0 , (1.44)

φ = φ′ = 0 pro y →∞ , (1.45)

které vyžaduj́ı specifické matematické př́ıstupy.
Pokud proudovou funkci definujeme ve tvaru

Ψ =

∫ y

0
U(y)dy + φ(y) exp[iα(x− ct)] , (1.46)

pak dle [135] maj́ı okrajové podmı́nky (1.44) tvar

φ(0) = 0 , (1.47)

φ′(0) = −U ′(0) , (1.48)

který byl užit v našem numerickém řešeńı na straně 18.
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Vzhledem k fundamentálńımu řešeńı O-S rovnice φ = e±αy pro y → ∞, viz [120], nab́ıźı se
ošetřeńı okrajové podmı́nky (1.45) předpisem

φ′(y∗) = −αφ(y∗), (1.49)

φ′′(y∗) = −αφ′(y∗), (1.50)

kde y∗ je vhodné č́ıslo. V našem numerickém řešeńı za y∗ dosazujeme krajńı bod výpočetńı
oblasti odpov́ıdaj́ıćı hodnotě bezrozměrné veličiny y = 1.

Literatura [120] uvád́ı, že stabilita mezńıch vrstev je zásadně ovlivňována pr̊uběhem druhé
derivace rychlostńıho profilu resp. př́ıtomnost́ı inflexńıho bodu. S ohledem na vztah mezi tla-
kovým gradientem a křivost́ı profilu U

µ

(
∂2U

∂y2

)
y=0

=
∂p

∂x
(1.51)

je zřejmá př́ımá souvislost mezi existenćı inflexńıho bodu v rychlostńım profilu a znaménkem
tlakového gradientu. Zřejmě rychlostńı profil má inflexńı bod, je-li tlakový gradient kladný
(hovoř́ıme o tzv. nepř́ıznivém tlakovém gradientu) a naopak, bĺıže viz např. [120]. Vliv inflexńıho
bodu na oblast stability reprezentuje obrázek 1.9, kde Reδ je Reynoldsovo č́ıslo př́ıslušné tzv.
posunovaćı tloušt’ce δ∗. Z obrázku je zřejmé, že inflexńı bod jednak snižuje kritické Reynoldsovo
č́ıslo a jednak pro velká Reynoldsova č́ısla rozšǐruje oblast nestability, která naopak pro prouděńı
s př́ıznivým tlakovým gradientem (bez inflexńıho bodu) miźı.

Obrázek 1.9: Křivky neutrálńı stability mezńıch vrstev. Převzato z [84], upraveno.

S ohledem na uvedené skutečnosti uved’me v daľśım výsledky řešeńı O-S rovnice pro Blasi̊uv
a Pohlhausen̊uv rychlostńı profil s uvážeńım tlakových gradient̊u.

Blasi̊uv profil

Zopakujme, že Blasiovým rychlostńım profilem rozumı́me řešeńı Prandtlovy rovnice mezńı vrstvy
bez tlakového gradientu. S ohledem na význam druhé derivace rychlostńıho profilu pro výpočet
nestability je zcela nepostačuj́ıćı použit́ı metody prosté např. polynomiálńı aproximace pro-
ložeńım bod̊u uváděných v tabulkách, nýbrž kýžený profil je třeba źıskat př́ımým výpočtem
z Blasiovy rovnice (odvozeńı viz např. [84], [120], [154])

2F ′′′ + FF ′′ = 0 (1.52)

s okrajovými podmı́nkami

F (0) = F ′(0) = 0 , (1.53)

F ′(∞) = 1 . (1.54)
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Pro naše účely byl pro výpočet Blasiova profilu použit kód numerického řešeńı blasius.m, do-
stupný online [66]. Rychlostńı profil včetně pr̊uběhu jeho normalizované druhé derivace je uveden
na obrázku 1.10. Z obrázku lze nahlédnout, že inflexńı bod se nacháźı na stěně, což koresponduje
s rovnićı (1.51) a deklaruje, že Blasi̊uv rychlostńı profil představuje hraničńı profil z hlediska
existence inflexńıho bodu.

Aplikaćı Čebyševovy kolokačńı metody s ošetřeńım okrajových podmı́nek dle [67] obdrž́ı-
me pro α= 2 a Re= 50 amplitudovou funkci, jej́ıž reálná a imaginárńı složka je zachycena na
obrázku 1.11.
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Obrázek 1.10: Blasi̊uv rychlostńı profil a jeho
druhá derivace d2U/dy2.

Obrázek 1.11: Reálná a imaginárńı složka
amplitudové funkce pro Blasi̊uv profil mezńı
vrstvy. α=2, Re=50.

Oblast nestability a rychlost cI pro Re= 630 a Re= 2200 dokumentuj́ı obrázky 1.12 a 1.13.
Lze nahlédnout, že pro Re= 2200 dojde k posunut́ı nestabilńıho pásma směrem k nižš́ım vlnovým
č́ısl̊um, avšak současně naroste maximálńı hodnota cI. Pro vyhodnoceńı změny rychlosti r̊ustu
fluktuaćı je třeba určit součin αcI.
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Obrázek 1.12: Oblast nestability pro Blasi̊uv pro-
fil mezńı vrstvy.

Obrázek 1.13: Závislost rychlosti cI na vlno-
vém č́ısle α pro Re=630 a Re=2200.
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Pohlhausen̊uv profil

Pohlhausenovými rychlostńımi profily chápeme rodinu profil̊u definovanou polynomem čtvrtého
stupně

U(y)

Ue
=

{
2y − 2y2 + y4 + Λ

6 y(1− y)3 pro 0 ≤ y < 1
1 pro y ≥ 1

(1.55)

kde Ue je rychlost vněǰśıho proudu a

Λ =
δ2

ν

dUe
dx

(1.56)

je tvarový parametr nabývaj́ıćı hodnot Λ∈ [−12; 12], přičemž pro Λ< 0 má rychlostńı profil
inflexńı bod [120].

Rychlostńı profily včetně jejich druhých derivaćı pro Λ = {3;−3} uvád́ı obrázek 1.14. Vliv
inflexńıho bodu profilu na oblast nestability je zachycen na obrázku 1.15.
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Obrázek 1.14: Pohlhausenovy rychlostńı profily
a jejich druhé derivace d2U/dy2.
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Obrázek 1.15: Oblasti nestability pro Pohl-
hausenovy profily mezńı vrstvy.

Pohlhausen̊uv profil pro Λ = 0 odpov́ıdá profilu bez tlakového gradientu, a tud́ıž kvalitativně
koresponduje s profilem Blasiovým. Porovnáńı obou rychlostńıch profil̊u a oblast́ı nestabilit
v logaritmických souřadnićıch reprezentuj́ı obrázky 1.16 a 1.17.
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Obrázek 1.16: Porovnáńı Blasiova a Pohlhause-
nova rychlostńıho profilu a jejich druhé derivace
d2U/dy2.
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Metoda řešeńı

Základem výpočetńıho př́ıstupu je Čebyševova spektrálńı kolokačńı metoda, jej́ıž aplikace je uve-
dena např́ıklad v [105]. Principem metody je aproximace řešeńı řadou Čebyševových polynomů

φ(yj) ∼= φ̃(yj) =

N∑
k=0

φ̃kTk(yj), j = 0, 1, . . . , N (1.57)

v kolokačńıch bodech definovaných Gaussovou-Lobatovou formuĺı

yj = cos
πj

N
, j = 0, 1, . . . , N . (1.58)

Čebyševovy polynomy Tk(y) jsou definovány na intervalu [−1, 1] předpisem

Tk(y) = cos(k arccos y). (1.59)

Výhodou Čebyševovy metody je aproximace derivaćı funkce φ̃ pomoćı derivačńıch matic Di :

diφ̃

dyi
(yj) =

N∑
k=0

Di
jkφ̃k , i = 1, . . . , 4 . (1.60)

Protože Čebyševovy polynomy jsou definovány na intervalu [−1; 1], je třeba provést transformaci

φ(y) → φ(
z + 1

2
) , (1.61)

y : [0; 1] → z : [−1; 1] . (1.62)

Ze vztah̊u pro derivaci složené funkce obdrž́ıme

Di =
1

2i
D̃
i
, (1.63)

kde D̃
i

jsou
”
derivačńı matice“ źıskané pomoćı kódu chebdif.m, který publikovali Weideman a

Reddy [144] a zprostředkovali online [145].
Substitućı vztahu (1.60) do O-S rovnice (1.36) obdrž́ıme zobecněný problém vlastńıch č́ısel

(A− cB)Φ = 0 , (1.64)

kde

A =
i

αRe
(D4 − 2αD2 + α4I) + U(D2 − α2I)−U′′ , (1.65)

B = D2 − α2I . (1.66)

Zde I je jednotková matice, U=diagU(yj) a U′′=diagU ′′(yj) jsou diagonálńı matice a konečně

Φ = [φ̃0, φ̃1, . . . , φ̃N ]T je vektor koeficient̊u Čebyševovy řady (1.57).
Okrajové podmı́nky (1.47)–(1.50) mohou být zapsány pomoćı derivačńıch matic ve tvaru

CΦ = b , (1.67)

kde užit́ım syntaxe I(i, :) pro i-tý řádek jednotkové matice I je

C =


I(N, :)
D(N, :)
D(1, :) + αI(1, :)
D2(1, :) + αD(1, :)

 , b =


0

−U ′(0)
0
0

 . (1.68)

Implementace okrajových podmı́nek (1.67) do problému vlastńıch č́ısel (1.64) byla provedena
dle postupu vyloženého v [67]. Výsledný problém vlastńıch č́ısel byl řešen v Matlabu pomoćı
funkce eig.
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N cR + icI (Motsa) cR + icI

30 0,23739952 + 0,00375098 i 0,23739952 + 0,00375098 i
40 0,23751460 + 0,00374111 i 0,23751460 + 0,00374111 i
50 0,23752612 + 0,00373920 i 0,23752612 + 0,00373920 i
60 0,23752650 + 0,00373967 i 0,23752650 + 0,00373966 i
64 0,23752649 + 0,00373967 i 0,23752649 + 0,00373967 i

Tabulka 1.1: Vlastńı hodnoty O-S rovnice formulované v problému stability
Poisseuilleova prouděńı v porovnáńı s řešeńım [105]. α= 1, Re= 10 000.

Zhodnoceńı výsledk̊u

Uvedený výpočetńı postup použitý k řešeńı nestability mezńıch vrstev lze v prvé řadě valido-
vat řešeńım nestability Poisseuilleova prouděńı a porovnáńım výsledných hodnot např́ıklad s
řešeńım dle článku [105]. Referenčńımi hodnotami v tomto př́ıpadě mohou být jednak vlastńı
hodnoty O-S rovnice, tj. rychlosti cR a cI, a jednak kritické Reynoldsovo č́ıslo. V prvém př́ıpadě
obdrž́ıme posloupnost hodnot v závislosti na počtu Čebyševových polynomů použitých v řešeńı,
viz tab. 1.1. Kritické parametry nestabilńıho režimu jsou dle literatury, viz např. [111], dány
hodnotami Rekrit = 5772,2 a αkrit = 1,021. Těchto hodnot dosahuje zvolený př́ıstup pro N = 50.

Výpočet oblast́ı nestabilit mezńıch vrstev je v porovnáńı s problémem nestability Poisseui-
lleova prouděńı náročněǰśı na ošetřeńı okrajových podmı́nek v nevlastńım bodě. V př́ıpadě Bla-
siova profilu pro vhodnou tloušt’ku mezńı vrstvy obdrž́ıme oblast nestability zachycenou na
obrázku 1.12. Kritické Reynoldsovo č́ıslo Rekrit = 520 pro αkrit = 0,3 včetně graf̊u rychlost́ı cI

z obrázku 1.13 pro zvolená Reynoldsova č́ısla odpov́ıdaj́ı výsledk̊um uvedeným v [133].
Výsledné grafy na obrázćıch 1.15 a 1.17 deklaruj́ı kvalitativńı shodu s teoríı vlivu inflexńıho

bodu rychlostńıho profilu na oblast nestability, viz obrázek 1.9. Použijeme-li jako kvantitativńı
charakteristiku validace řešeńı hodnotu Rekrit, pak v př́ıpadě Pohlhausenova profilu obdrž́ıme
hodnoty, které jsou v porovnáńı s výsledky uváděnými v literatuře, např́ıklad v [120], v závislosti
na parametru Λ v r̊uzné mı́̌re nadhodnoceny.

Shrnut́ı

Předcházej́ıćı text odstavce 1.3.2 představuje úvodńı př́ıspěvek k problematice nestability la-
minárńıho prouděńı řešené pomoćı teorie Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Na základě Čebyše-
vovy kolokačńı metody pro řešeńı diferenciálńıch rovnic byla sestavena programová procedura
v jazyce Matlab a jej́ı pomoćı byl řešen okrajový problém Orrovy-Sommerfeldovy rovnice pro
r̊uzné typy rychlostńıch profil̊u. Výsledná řešeńı kvalitativně odpov́ıdaj́ı výsledk̊um uváděným
v literatuře. V př́ıpadě Poisseuilleova prouděńı procedura dosahuje obdobné přesnosti jako
v př́ıpadě referenčńıho postupu z článku [105]. Oblast nestability Blasiova rychlostńıho profilu
vykazuje shodu s výsledky uvedenými v [120] i [133]. Hodnoty kritických Reynoldsových č́ısel
pro Pohlhausen̊uv profil mezńıch vrstev jsou však v porovnáńı s hodnotami uváděnými v [120]
nadhodnoceny. Tato diference je zřejmě zp̊usobena aplikaćı univerzálńıho ošetřeńı okrajových
podmı́nek, viz [67]. Přesto lze dosažené výsledky zejména z kvalitativńıho hlediska považovat
za dostatečně reprezentativńı dokumentaci vlivu rychlostńıch profil̊u na oblast nestability la-
minárńıho prouděńı. Zvolený postup nav́ıc prezentuje poměrně jednoduchou metodu řešeńı
problému vlastńıch hodnot diferenciálńı rovnice s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami,
jehož exaktńı rozřešeńı je v př́ıpadě Orrovy-Sommerfeldovy rovnice dosud tématem vědeckých
publikaćı.
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Vybrané poznatky mechanického vlněńı
kapalin

Předcházej́ıćı kapitola se zabývala teoretickým úvodem do problematiky obecné hydrodynamické
stability. Uvedené principy a př́ıstupy se věnovaly předevš́ım definici podmı́nek vzniku nesta-
bilit pomoćı děj̊u prob́ıhaj́ıćıch nejprve na mikroskopické úrovni. Následuj́ıćı kapitola bude po-
jednávat o makroskopickému projevu hydrodynamické nestability, kterým jsou předevš́ım r̊uzné
typy vln na hladině kapalin.

Principiálńım atributem mechanických postupných vln je přenos energie a informace ve formě
amplitudy a fáze pomoćı uspořádaného pohybu částic kontinua v d̊usledku p̊usobeńı setrvačných
a stabilizačńıch sil. Na volném povrchu kapalin v t́ıhovém poli vznikaj́ı tzv. povrchové vlny. Je-
li hlavńı stabilizačńı silou zemská t́ıže, hovoř́ıme speciálně o gravitačńıch vlnách (angl. surface
gravity waves) [28]. Uved’me v daľśım s použit́ım zdroje [84] několik poznámek k matematickému
popisu těchto vln maj́ıćıch př́ımou souvislost se studovanou tématikou.

2.1 Základńı parametry vln

Ačkoliv charakter postupných vln v kontinuu může mı́t několikerý pr̊uběh, lze za předpokladu
malých amplitud poruch považovat daný systém za lineárńı, a tud́ıž dle aplikace Fourierova
principu superpozice lze libovolný rozruch źıskat superpozićı sinusoidálńıch vln ve tvaru

η = a sin

[
2π

λ
(x− ct)

]
, (2.1)

kde a se nazývá amplituda, argument funkce sin fáze vlny, λ vlnová délka, c1 fázová rychlost a
x, t jsou souřadnice časoprostoru. Definováńım vlnového č́ısla

α =
2π

λ
(2.2)

můžeme vztah (2.1) zapsat v obvykleǰśım tvaru

η = a sinα(x− ct). (2.3)

Dále zaved’me periodu vlny

T =
λ

c
, (2.4)

a úhlovou rychlost (frekvenci)
ω = αc. (2.5)

1Vzhledem k analogii s vlnovou rychlost́ı perturbaćı v kapitole 1 zachováváme zde i dále v textu totéž značeńı c
pro vlnovou rychlost. Z kontextu lze snadno rozlǐsit, zda se jedná o vlnovou rychlost fluktuaćı, obecných mecha-
nických vln nebo vln na rozhrańı fáźı.
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2.2 Vlny na povrchu kapalin

Základńımi charakteristikami pro klasifikaci i kvalifikaci vln na hladině jsou údaje o hloubce
kapaliny h, vlnové délce λ, amplitudě a a jejich vzájemných poměrech. Kritériem, jehož splněńı
nás ospravedlňuje považovat problematiku vln za lineárńı, je předpoklad malých amplitud vln ve
smyslu podmı́nek

a

λ
� 1,

a

h
� 1. (2.6)

Podmı́nka a/λ implikuje plochý profil vlny a podmı́nka a/h omezuje rozd́ıl mezi hloubkou
zvlněného a hladkého povrchu kapaliny v ustáleném stavu. Formalizovaná teorie zdroje [84]
mezi zjednodušuj́ıćımi předpoklady dále uvád́ı ńızkou viskozitu kapaliny (vliv vazkosti tekutin
je omezen na oblast mezńıch vrstev), zanedbatelný vliv rotace Země a povrchového napět́ı a
rovnoměrnou hustotu kapaliny.

S ohledem na nev́ı̌rivost prouděńı lze zavést rychlostńı potenciál Φ(x, y, t) vztahy

u =
∂Φ

∂x
, v =

∂Φ

∂y
. (2.7)

Za výše uvedených zjednodušeńı a předpoklad̊u, kinematické a dynamické podmı́nky z od-
stavce 1.2 lze substitućı (2.7) do rovnice kontinuity sestavit okrajový problém:

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= 0 (2.8)

s podmı́nkami

∂Φ

∂y
= 0 pro y = −h,

∂Φ

∂y
=
∂η

∂t
pro y = 0,

∂Φ

∂t
= −gη pro y = 0,

kde x, y znač́ı prostorové souřadnice, t čas, g t́ıhové zrychleńı a η výchylku vlny od rovnovážné
hladiny, viz obrázek 2.1.

Obrázek 2.1: Náčrt vlny na povrchu kapalné vrstvy a souřadnicový systém.

Předpokládáme-li výchylku η ve tvaru (2.3), pak lze dle [84] z uvedeného okrajového problému
odvodit vztah pro fázovou rychlost vlny:

c =

√
g

α
tanhαh =

√
gλ

2π
tanh

2πh

λ
. (2.9)
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Vztah (2.9) ř́ıká, že rychlost š́ı̌reńı vlny záviśı na vlnové délce a tloušt’ce vrstvy. Pozname-
nejme, že v př́ıpadě splněńı podmı́nky mělké vody

h/λ� 1 (2.10)

lze už́ıt aproximačńı vztah
c =

√
gh ,

který ř́ıká, že rychlost vzr̊ustá s tloušt’kou vrstvy a nezáviśı na vlnové délce. Vztah nabývá
přesnosti 3 % pokud h< 0, 07λ. Za stejného předpokladu lze z výše uvedeného okrajového
problému odvodit zjednodušené vztahy pro komponenty rychlostńıho pole kapalné vrstvy

u =
aω

αh
cos(αx− ωt), (2.11)

v = aω
(

1 +
y

h

)
sin(αx− ωt), (2.12)

které za uvedené podmı́nky mělké vody ukazuj́ı, že vertikálńı komponenta rychlosti v je mnohem
menš́ı než horizontálńı komponenta u.

2.2.1. Vliv povrchového napět́ı

S uvážeńım vlivu povrchového napět́ı lze dle [84] odvodit vztah pro fázovou rychlost ve tvaru

c =

√(
g

α
+
σα

ρ

)
tanhαh =

√(
gλ

2π
+

2πσ

ρλ

)
tanh

2πh

λ
. (2.13)

Graf závislosti rychlosti c na vlnové délce λ, včetně aproximačńıch čar a vztah̊u pro př́ıpad
hluboké a mělké vody, je vykreslen na obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Závislost fázové rychlosti na vlnové délce. Převzato z [84].

Z grafu je zřejmé, že existuje vlnová délka λmin, pro niž fázová rychlost nabývá minima a
pod kterou nabývá na významu povrchové napět́ı. S uvážeńım aproximace pro hlubokou vodu,
tj. tanh(2πh/λ) ≈ 1 (v př́ıpadě h > 0,28λ), lze obdržet vztahy

cmin =

[
4gσ

ρ

]1/4

, λmin = 2π

√
σ

ρg
. (2.14)
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Pro rozhrańı voda–vzduch při teplotě 20 ◦C je povrchové napět́ı σ= 0,074 N/m, což dává
hodnoty

cmin = 23,2 cm/s , λmin = 1,73 cm .

Je ovšem třeba připomenout, že funkčńı závislost na obrázku 2.2 je vykreslena pro takové
hodnoty fyzikálńıch charakteristik, které v uvedeném př́ıpadě odpov́ıdaj́ı několikacentimetrové
tloušt’ce kapalné vrstvy. Pro výrazně rozd́ılné tloušt’ky h nebude graf s odvozenými hodnotami
zcela relevantńı.

Z uvedeného je zřejmé, že vliv povrchového napět́ı nar̊ustá se zmenšuj́ıćı se vlnovou délkou.
Vlny, u kterých je dominantńı stabilizačńı silou śıla t́ıhová a vliv povrchového již nelze zanedbat
(λ< 7 cm pro rozhrańı voda–vzduch), se nazývaj́ı gravitačně–kapilárńı (angl. gravity–capillary
waves). Vlny s ještě kratš́ı vlnovou délkou (λ< 4 mm) již nejsou významně ovlivňovány gra-
vitačńım p̊usobeńım a rozhoduj́ıćım stabilizačńım faktorem je tak povrchové napět́ı. Tyto vlnky
se označuj́ı jako kapilárńı vlny (angl. capillary waves př́ıpadně ripples) [84].

Význam povrchového napět́ı v poměru ke gravitaci zohledňuje Bondovo č́ıslo

Bo =
σα2

ρg
. (2.15)

Dle článku [136] maj́ı vodńı vlny gravitačně-kapilárńı charakter pro Bo v rozsahu od Bo = 0,03
(λ= 10 cm) do Bo = 1 (λ= 1,73 cm).

2.2.2. Vlny na mělké vodě - Kortewegova-de Vriesova rovnice

Uvažujme vlny charakterizované poměrem λ/h= 10−20. Korteweg a de Vries v roce 1895 ukázali,
že tyto vlny přibližně splňuj́ı rovnici

∂η

∂t
+ c0

∂η

∂x
+

3

8
c0
η

h

∂η

∂x
+

1

6
c0h

2 ∂
3η

∂3x
= 0,

kde c0 =
√
gh. Rovnice je mimo jiné známa jako př́ıklad nelineárńı parciálńı diferenciálńı rov-

nice, jej́ıž řešeńı lze nalézt analyticky. Analýza rovnice dává do souvislosti jej́ı nelineárńı a tzv.
disperzńı člen. Aproximaćı jejich poměru obdrž́ıme výraz aλ2/h3, na jehož základě lze usuzo-
vat o režimu vlněńı. V př́ıpadě, že je tento poměr menš́ı než 16, analýza rovnice ukazuje, že
jsou možné dva typy jej́ıho řešeńı. Jednak v podobě periodických vln a jednak řešeńı ve formě
solitárńı vlny, viz př́ıpady a) a b) na obrázku 2.3.

Obrázek 2.3: Periodické a solitárńı vlny jako řešeńı
Kortewegovy-de Vriesovy rovnice.

Rychlost š́ı̌reńı solitárńı vlny je dána vztahem

c = c0

(
1 +

a

2h

)
, (2.16)

který ř́ıká, že rychlost roste s amplitudou a naopak klesá s tloušt’kou vrstvy.
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Problematika nestabilit na tenkých
kapalných filmech

3.1 Experimentálńı poznatky a typy nestabilit

Charakter vln na tenkých filmech je primárně podmı́něn hodnotami Reynoldsových č́ısel vlast-
ńıho filmu ReL a doprovodného plynného proudu ReG. Reynoldsovo č́ıslo kapaliny

ReL =
Q

ν

je dáno poměrem objemového toku kapaliny na jednotku délky v př́ıčném směru Q ku kinema-
tické viskozitě ν a udává tedy informaci o tloušt’ce filmu a rychlosti proud́ıćı tekutiny.

Jednu z prvńıch praćı, která se teoreticky i experimentálně zabývá studiem nestabilit tenkého
filmu na rovné desce, publikoval Craik [36]. Kromě matematické analýzy nestabilit obsahuje
rovněž experimentálńı vyhodnoceńı typ̊u vln v závislosti na Reynoldsových č́ıslech, viz obr. 3.1.

Obrázek 3.1: Mapa režimu vln na tenkém filmu.
Převzato z [36], upraveno.

Obrázek 3.2: Mapa režimu vln na tenkém filmu.
Převzato z [36], upraveno.

V daném experimentu bylo při konstantńı rychlosti proud́ıćıho vzduchu Reynoldsovo č́ıslo ka-
paliny ř́ızeno velikost́ı jej́ıho pr̊utoku, který se projevuje r̊uznou tloušt’kou filmu. Pro velmi ńızká
Reynoldsova č́ısla resp. tloušt’ku filmu byl objeven dosud nepozorovaný typ neharmonických vln
s př́ıkrou předńı a dlouhou zadńı část́ı. Vzhledem k tomu, že pozorovaná rychlost š́ı̌reńı vln byla
menš́ı než rychlost povrchu filmu, Craik v [36] hovoř́ı o tzv. pomalých vlnách. Hřebeny těchto
vln jsou od sebe vzdáleny nejméně 10 cm, jejich amplituda roste se snižuj́ıćı se tloušt’kou filmu.

24



Kapitola 3

Název pomalé vlny dává Craik do protikladu s označeńım tzv. rychlých vln, které se objevuj́ı při
větš́ıch ReL. Tyto jsou periodické, s vlnovou délkou 1 – 2 cm a š́ı̌ŕı se rychleji než povrch filmu.

Z obrázku 3.1 je zřejmé, že existuje takové Reynoldsovo č́ıslo, pro něž je oblast stability mezi
oblastmi rychlých a pomalých vln nejrozlehleǰśı. V daném experimentu toto Reynoldsovo č́ıslo
odpov́ıdalo tloušt’ce 0,46 mm, viz obr. 3.2.

Vyšetřováńım vln na hladině kapalné vrstvy s o řád větš́ı tloušt’kou (h< 6 mm) se zabývali
Jurman a McCready ve studíıch [77] a [113]. Z jejich výsledk̊u mimo jiné vyplývá, že Rey-
noldsova č́ısla nejsou postačuj́ıćı pro identifikaci typu nestability resp. vln. Na základě expe-
rimentu v kanálu o pr̊uřezu 30×2,54 cm a délce 9 m źıskali celkem 4 r̊uzné typy chováńı ka-
palného filmu, které zakreslili v závislosti na Reynoldsových č́ıslech do map pro r̊uzné visko-
zity tekutin. Obrázek 3.3 zachycuje tuto tzv. mapu režim̊u1 (angl. regime map) pro viskozitu
µL= 0,030 Pa·s. Experimenty ukazuj́ı, že při vr̊ustaj́ıćı rychlosti plynu p̊uvodně hladký film
přecháźı ve dvoudimenzionálńı sinusoidálńı vlny, tyto se následně rozrušuj́ı za vzniku perio-
dických vln s tř́ıdimenzionálńım charakterem a konečně z vln s dostatečně velkým poměrem
amplitudy ku tloušt’ce kapalné vrstvy (a/h ∼ 1) a vlnovou délkou bĺızkou spektrálńımu ṕıku a
strmost́ı a/λ = 0,1−0,15 vznikaj́ı p̊usobeńım smykových sil asymetrické solitárńı vlny s př́ıkrou
předńı a sestupnou zadńı část́ı, tj. s geometrickým pr̊uběhem analogickým pomalým vlnám viz
obr. 3.4. Autoři usuzuj́ı, že kritický poměr a/h omezuje vznik solitárńıch vln jen pro dostatečně
malé tloušt’ky kapalné vrstvy (např. ReL< 15 pro µL= 0,030 Pa·s viz obr. 3.3) zřejmě vlivem
disperzńıho efektu.

Obrázek 3.3: Mapa režimu vln pro µL = 30 cP. Převzato z [113].

Poloha přechod̊u mezi jednotlivými typy režimů se lǐśı v závislosti na viskozitě kapaliny.
Z map režimů v článku [113], viz také obr. B.1 a B.2 str. 103, vyplývá, že s rostoućı viskozitou
docháźı k ustaveńı solitárńıch vln při nižš́ıch ReG, přičemž oblast výskytu tř́ıdimenzionálńıch vln
se zmenšuje. Nástup solitárńıch vln u tenkých filmů v závislosti na viskozitě kapaliny studoval
podrobněji Andreussi [8]. Při ńızkých viskozitách kapaliny se solitárńı vlny objevuj́ı nepravidelně
mezi dosud rozrušeným rozhrańım tř́ıdimenzionálńıch vln, zat́ımco pro vyšš́ı hodnoty viskozity
se s rostoućı rychlost́ı plynu vlnové délky nyńı stabilněǰśıch dvoudimenzionálńıch vln postupně
prodlužuj́ı a solitárńı vlny se tak jev́ı být jejich d̊usledkem. Obdobný mechanismus vzniku ka-
pilárńıch vln potvrzuje současně analýza stability [12].

1Mapu režimů kapalné vrstvy pro široký rozsah podmı́nek uvád́ı např. přehledová kapitola [25], pro prouděńı
v horizontálńı trubici články [9], [93].
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Obrázek 3.4: Charakteristický tvar tzv. pomalé resp. solitárńı vlny.

Jurman a McCready [77] usuzuj́ı, že pozorované solitárńı vlny jsou v podstatě téhož typu jako
tzv. roll waves, viz např́ıklad Hanratty a Hershman [62], pro ńızké hodnoty ReL, kdy nedocháźı
k

”
rolovaćımu efektu“ v d̊usledku rychleǰśıho pohybu hřebenu v̊uči údoĺı vlny.
Daľśım typem nestabilit jsou kapilárńı vlny (angl. capillary-gravity waves nebo capillary

ripples) vyskytuj́ıćı se při velkých rychlostech proud́ıćıho plynu (> 20 m/s) na velmi tenkých
kapalných filmech např. v př́ıpadě anulárńıch tok̊u v potrub́ı. Pro tyto vlny s malými vlnovými
délkami v řádech milimetr̊u jsou d̊uležité kapilárńı jevy a povrchové napět́ı. Naopak často lze
zanedbat vliv gravitačńıho p̊usobeńı. Vlny vykazuj́ı tentýž geometrický pr̊uběh jako pomalé vlny,
které pozoroval Craik [36]. Vzhledem k velmi rozd́ılným fyzikálńım podmı́nkám, za kterých se
oba typy nestabilit vyskytuj́ı, však Asali a Hanratty [12] usuzuj́ı, že nejsou tytéž podstaty.

Z předchoźıho odstavce, zejména obrázk̊u 3.2 a 3.3, lze pozorovat konzistenci mezi expe-
rimenty s přihlédnut́ım ke skutečnosti, že pozorované typy vln jsou závislé na tloušt’ce filmu.
Výsledky výše uvedených studíı lze shrnout v poznatku, že kapalné filmy vykazuj́ı v závislosti
na tloušt’ce kapalné vrstvy a rychlosti proud́ıćıho plynu následuj́ıćı režimy nestabilit :

• tzv. pomalé vlny v př́ıpadě velmi tenkých filmů (do 0,5 mm) š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı menš́ı než
povrch kapaliny a zanikaj́ıćı pro nadkritické hodnoty tloušt’ky filmu. Na hladkém povrchu
se pak při větš́ıch rychlostech plynu začnou tvořit

• dvoudimenzionálńı periodické vlny s fázovou rychlost́ı větš́ı než rychlost povrchu
kapaliny. Tyto pro velmi tenké filmy mohou koexistovat s předchoźım typem pomalých
vln, pro větš́ı tloušt’ky filmu však při větš́ıch rychlostech plynu přecházej́ı ve

• vlny s tř́ıdimenzionálńım charakterem, které se při dostatečně ńızkých hodnotách
Reynoldsova č́ısla kapalné vrstvy redukuj́ı na

• solitárńı vlny velkých amplitud s geometrickým charakterem podobným pomalým vlnám,
tj. př́ıkrou předńı a sestupnou zadńı část́ı, př́ıpadně na

• kapilárńı vlny (angl. ripples) vznikaj́ıćı z dvoudimenzionálńıch periodických vln pro
velmi tenké filmy a vysoké rychlosti plynu, přičemž pro nadkritické rychlosti plynu může
u těchto, př́ıpadně předchoźıch solitárńıch vln, nastávat

• tzv. atomizace, tj. odtržeńı fragment̊u kapaliny z vrchol̊u vln za vzniku kapek procesem
sekundárńı atomizace.

Z experimentálńıch poznatk̊u a uvedeného výčtu je zřejmé, že problematika vln na tenkých
filmech vykazuje značnou r̊uznorodost. Nekodifikované názvoslov́ı a absence některých cha-
rakteristik vyšetřovaného typu nestabilit pak znesnadňuje vzájemné srovnáváńı jednotlivých
analýz a model̊u. Zejména se jev́ı nedostatečné uvádět pouze Reynoldsovo č́ıslo kapalného filmu
resp. plynné vrstvy namı́sto údaje o uvažované tloušt’ce filmu resp. rychlosti prouděńı plynu
a rozměrech kanálu. V daľśım výkladu se proto nebudeme omezovat pouze na bezrozměrná
podobnostńı kritéria, nýbrž budeme uvažovat i reálné charakteristiky nestabilit a parametry
problému.

26



Kapitola 3

3.2 Aplikace lineárńı analýzy stability

S ohledem na výše uvedený výčet nestabilit je zřejmé, že využit́ı lineárńı analýzy definované
v podkapitole 1.1 je omezené předevš́ım na počátečńı fáze nestabilit, tj. na predikci dvoudimen-
zionálńıch, př́ıpadně tř́ıdimenzionálńıch vln.

Aplikaci lineárńı analýzy na problém nestabilit kapalného filmu v uzavřeném kanále vyložil
v přehledovém článku Hanratty [60]. Rozklad výšky hladiny po délce vlny na jej́ı pr̊uměrnou a
fluktuačńı složku je definován součtem

h = h+ h′, (3.1)

kde pro libovolné x0 a t0 plat́ı

h(x, t0) =
1

λ

∫ x0+λ

x0

h(x, t0) dx . (3.2)

Analogicky k odstavci 1.1 definujeme komplexńı funkci

h′ = a exp iα(x− ct), (3.3)

jej́ıž reálná složka
<[h′] = a exp(αcIt) cosα(x− cRt) (3.4)

popisuje výchylku rozhrańı od rovnovážné polohy h pomoćı funkčńı závislosti na vlnovém č́ısle
α = 2π/λ, souřadnici ve směru prouděńı x, komplexńı vlnové rychlosti c = cR + icI a čase t.
Vlny na rozhrańı jsou doprovázeny výchylkami rychlostńıho pole kapalné i plynné vrstvy in-
dukovanými, jak ukazuje následuj́ıćı podkapitola 3.3, výchylkami tlaku a smykového napět́ı na
rozhrańı. S ohledem na předpoklad malých výchylek veličin, předpokládané typy nestabilit a
poznatky uvedené v části 1.3 je adekvátńı zjednodušeńı problému na dvoudimenzionálńı pa-
ralelńı prouděńı, přičemž uvažujeme rychlostńı pole zvlášt’ pro plynnou a zvlášt’ pro kapalnou
vrstvu. Užit́ım obvyklého Reynoldsova rozkladu na pr̊uměrnou a fluktuačńı2 složku těchto veličin
obdrž́ıme pro rychlostńı pole kapalné resp. plynné vrstvy (j≡L resp. j≡G) a tlakové a smykové
napět́ı p̊usob́ıćı na rozhrańı po řadě vztahy

[Uj , Vj ] = [Uj(y) + U ′j , V
′
j ], (3.5)

Pw = Pw + P ′w, (3.6)

τw = τw + τ ′w . (3.7)

Předpokladem lineárńı analýzy je požadavek, aby amplituda a výchylky h′ byla dostatečně
malá pro splněńı linearity ve smyslu vztah̊u

U ′j

Ûj(y)
=

V ′j

V̂j(y)
=
P ′w

P̂w

=
τ ′w
τ̂w

= a exp iα(x− ct) , (3.8)

kde amplitudové složky Ûj(y), V̂j(y), P̂w a τ̂w jsou komplexńı, tj. zejména definujeme

P̂w = PWR + iPWI, (3.9)

τ̂w = τWR + iτWI. (3.10)

Separaćı reálných složek fluktuaćı P ′w, τ ′w definovaných předpisy (3.8)–(3.10) obdrž́ıme vztahy

<[P ′w] = a exp(αcIt)[PWR cosα(x− cRt)− PWI sinα(x− cRt)], (3.11)

<[τ ′w] = a exp(αcIt)[τWR cosα(x− cRt)− τWI sinα(x− cRt)]. (3.12)

2Jedná se o odchylky od rovnovážných hodnot v d̊usledku zvlněného povrchu.
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Analogicky k obecnému úvodu v podkapitole 1.1 je principem lineárńı analýzy stability do-
sazeńı veličin definovaných vztahy (3.3)–(3.10) do pohybových rovnic a vyšetřeńı jejich pr̊uběhu
v závislosti na geometrických a fyzikálńıch parametrech definovaných okrajovými podmı́nkami.
Ćılem analýzy je zejména určeńı rychlosti cI pro predikci trendu r̊ustu nestabilit v závislosti na
vlnovém č́ısle α, rychlosti vněǰśıho proudu U a tloušt’ce kapalné vrstvy h. Ze vztahu (3.4) přitom
plyne, že podmı́nka cI = 0 resp. cI > 0 definuje přechod ze stabilńıho režimu v nestabilńı resp.
r̊ust vln. Nejrychleji rostoućı vlny jsou takové, pro něž je součin αcI maximálńı.

Konkrétńı tvar př́ıslušných pohybových rovnic je odvozen z Navierových-Stokesových rov-
nic za předpokladu zjednodušeńı v d̊usledku př́ıpadných geometrických specifik a s využit́ım
adekvátńıch model̊u rychlostńıch profil̊u a tlakových resp. smykových účink̊u Pw resp. τw, ze-
jména jejich amplitudových složek PWR, PWI resp. τWR, τWI.

3.3 Fyzikálńı principy vzniku nestabilit

Klasická teorie hydrodynamické nestability, viz např. [84], vysvětluje destabilizaci kapalných
vrstev teoríı Kelvinovy-Helmholtzovy nestability, tj. změnou hustot a rychlost́ı tekutin na roz-
hrańı a aplikaćı fenoménu popsaného Bernoulliho rovnićı. Jak bylo uvedeno v podkapitole 1.2
nemůže být tato teorie použita k dostatečnému popisu pozorovaných nestabilit tenkých ka-
palných filmů. Uved’me proto v daľśım chronologický výčet princip̊u pokoušej́ıćıch se vysvětlit
vznik nestabilit z fyzikálńıho hlediska.

Jednu z prvńıch fyzikálńıch teoríı osvětluj́ıćıch vznik vln na vodńı hladině v d̊usledku prou-
d́ıćıho vzduchu uvedl Jeffreys v článku [75]. Pro navržený mechanismus se v angloamerické
literatuře ujalo označeńı sheltering hypothesis. Dle této hypotézy docháźı na závětrné straně
vlny k separaci mezńı vrstvy a k jej́ımu opětovnému přilnut́ı na straně návětrné. Důsledkem
této separace je tlaková asymetrie vzhledem ke hřebenu vlny vedoućı k následnému r̊ustu vlny.
Dř́ıvěǰśı měřeńı nad pevnými zvlněnými povrchy [106], [127] poukazovala ovšem na skutečnost,
že vznikaj́ıćı tlakové śıly jsou jednak př́ılǐs malé pro efektivitu navrženého mechanismu a nav́ıc
v př́ıpadě skutečných vln se tyto pohybuj́ı rychleji než proud vzduchu, a tud́ıž by mělo k separaci
docházet sṕı̌se na návětrné straně3, jak poukázal Ursell [138]. Tentýž autor však současně upo-
zornil na inkonzistenci tehdeǰśıch měřeńı a zpochybnil tak jejich význam ve vztahu k potvrzeńı
nebo vyvráceńı Jeffreyseho hypotézy. Pozděǰśı autoři nicméne interpretuj́ı zmı́něné poznatky
sṕı̌se v neprospěch hypotézy a navrhuj́ı jiné mechanismy, viz zejména Phillips [114], Miles [98],
a Lighthill [87]. Smykové koeficitenty vycházej́ıćı z p̊uvodńı hypotézy se však nadále objevuj́ı i
v některých pozděǰśıch př́ıstupech k modelováńı nestabilit kapalných filmů, viz např. [80].

Phillips [114], [115] navrhnul tzv. rezonančńı mechanizmus. Rychlostńı fluktuace turbu-
lentńıho prouděńı nad hladinou indukuj́ı fluktuace napět́ı v tangenciálńım i normálovém směru
vzhledem k rozhrańı. Tlakové fluktuace p̊usob́ı jako bud́ıćı člen v oscilátoru. Jestliže frekvence
fluktuaćı vystihuje rezonančńı frekvenci gravitačně-kapilárńıch vln, docháźı k jejich r̊ustu.

Miles v článku [98] na základě řešeńı Rayleighovy rovnice (1.39) odvodil, že rychlost přenosu
energie z plynného proudu je úměrná křivosti profilu v kritické vrstvě definované rovnost́ı (1.41),
kde cR znač́ı v tomto př́ıpadě fázovou rychost povrchových vln. V daľśıch článćıch [99]–[101]
vymezil uplatněńı navrženého mechanizmu kritické vrstvy na základě polohy kritické vrstvy.
Perturbace źıskávaj́ı energii z hlavńıho proudu kapalného filmu resp. z plynné vrstvy, pokud
vlnová rychlost je menš́ı resp. větš́ı než rychlost filmu na rozhrańı. Zřejmě v prvńım př́ıpadě
je kritická vrstva v kapalném filmu, ve druhém př́ıpadě v plynném proudu. Kim v dizertačńı
práci [81] v této souvislosti hovoř́ı o mechanismu

”
Tollmienovy-Schlichtingovy nestability“. Uve-

dený mechanismus v úvodu článku [97] shrnul Miesen a fyzikálně precizoval Lighthill [87].

3Diskusi podmı́nek vedoućıch k separaci vzdušného proudu nad pohybuj́ıćım se vodńım povrchem se věnuje
Banner [17]. Práce poukazuje na souvislost separace se zlomem vlny (angl. wave break) na závětrné straně.
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Iniciaci nestability jako d̊usledek skokové změny viskozit tekutin (tzv. viskózńı mechanismus
dle [109]) na rozhrańı uvád́ı Yih [153].

Cohen a Hanratty ve studii [33] pozorovali vždy větš́ı vlnovou rychlost než rychlost filmu,
z čehož vyvozuj́ı, že v př́ıpadě vln na povrchu kapalných filmů neńı energie transmitována
z hlavńıho proudu reprezentovaného pr̊uměrným rychlostńım profilem a zpochybňuj́ı tak Miles̊uv
mechanismus Tollmienovy-Schlichtingovy nestability. Infinitezimálńı Tollmienovy-Schlichtingovy
vlny, které jsou základem vzniku turbulence, viz např. [120], [133], mohou být tedy zodpovědné
pouze za apriorńı poruchy povrchu filmu. Podobně autoři usuzuj́ı, že vlny nejsou d̊usledkem
turbulence vzduchové vrstvy nad filmem, nebot’ hladký film byl pozorován i v př́ıpadech turbu-
lentńıho proudu plynu, ani Phillipsova rezonančńıho mechanismu, protože vlnové rychlosti jsou
mnohem menš́ı než pr̊uměrná rychlost plynu. Konečnou hypotézou autor̊u je tvrzeńı, že vlny
źıskávaj́ı energii z proudu plynu skrze fluktuace tlaku a smykového napět́ı zp̊usobené nerovnostmi
na povrchu filmu. Ke vzniku nestabilit tedy obecně docháźı pokud vliv destabilizačńıch sil se-
trvačných, smykových a tlakových převáž́ı nad účinky stabilizačńıch sil t́ıhových a povrchového
napět́ı, viz schéma na obrázku 3.5.

Obrázek 3.5: Schéma silového p̊usobeńı při vzniku nestabilit.

3.3.1. Silová p̊usobeńı v kapalném filmu

Detailněǰśı popis mechanismu nestability v tenkém kapalném filmu podává Smith [126] na
základě rozboru silových p̊usobeńı. Autor na základě dvou okrajových podmı́nek na rozhrańı
př́ıslušných dvěma modelovým problémům rozlǐsuje dvoj́ı mechanismus vzniku nestabilit:

• Iniciačńı mechanismus asociovaný s
”
podmı́nkou tangenciálńıho napět́ı τs na rozhrańı“

indukuj́ıćı dominantńı pohyb kapaliny; př́ıslušný modelový problém představuje stékáńı ka-
palného filmu na nakloněné rovinné stěně. Rychlostńı profil v bezrozměrných proměnných,
bĺıže viz [126], je předepsán ve tvaru

U(y) = (1 + τs)y −
1

2
y2. (3.13)

Při zvlněném rozhrańı se na hladině filmu indukuje smykové napět́ı tak, že celkové třećı śıly
v mı́stech nerozrušeného povrchu z̊ustávaj́ı konstantńı a smykové napět́ı ve vychýlených
bodech je úměrné součinu křivosti rychlostńıho profilu základńıho proudu a výchylky roz-
hrańı. Výchylky smykového napět́ı jsou tedy maximálńı na vrcholech zvlněného rozhrańı
a nulové v jeho uzlových bodech. Tyto fluktuace ovlivňuj́ı rozruchy proudu v podélném
směru a představuj́ı hlavńı energetický zdroj r̊ustu nestabilit.

• Růstový mechanismus spojený s
”
podmı́nkou tangenciálńı rychlosti Us na rozhrańı“

indukuj́ıćı nestabilńı pohyb hladiny; př́ıslušný modelový problém je rozš́ı̌reńım předchoźıho
o p̊usobeńı pohybuj́ıćı se stěny, která přiléhá na kapalný film shora. Rychlostńı profil je
předepsán ve tvaru

U(y) =
1

2
(y − y2) + Usy. (3.14)
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V př́ıpadě r̊ustového mechanismu jsou při poruše rozhrańı tangenciálńı rychlosti rozloženy
tak, že jejich celková velikost z̊ustává konstantńı v uzlových bodech. Amplituda výchylek
rychlost́ı je úměrná gradientu rychlostńıho profilu základńıho proudu na rozhrańı. Vý-
chylky rychlost́ı ovlivňuj́ı rozruchy proudu v podélném směru a představuj́ı tak hlavńı
energetický zdroj r̊ustu nestabilit.

V d̊usledku p̊usob́ıćıch sil docháźı v kapalném filmu obecně ke generováńı tř́ı smykových
napět́ı:

• Prvńı je odezvou kapaliny na dodatečný hydrostatický tlak v d̊usledku kapaliny nad pr̊u-
měrnou čárou hladiny. Svou podstatou výsledné gravitačńı śıly p̊usob́ı na tekutinu ve
směrech od vrcholu vlny a maj́ı tak stabilizačńı charakter.

• Druhé napět́ı je d̊usledkem advekce hlavńıho proudu v̊uči perturbaćım v podélném směru.
Za předpokladu, že fázová rychlost perturbaćı je v celé tloušt’ce kapalného filmu větš́ı než
rychlost libovolné částice v podélném směru, je výsledný efekt destabilizačńı povahy.

• Třet́ı napět́ı je d̊usledkem advekce perturbaćı v normálovém směru. Výsledný účinek je
závislý na př́ıslušné okrajové podmı́nce podmiňuj́ıćı rychlostńı profil.

V př́ıpadě diskutovaného problému nestability stěnového filmu se uplatňuj́ı oba mechanismy.
V d̊usledku rozd́ılných hustot obou vrstev (kapalná vrstva filmu a plynná vrstva vzduchu)
docháźı ke skokové změně geometrie rychlostńıho profilu na rozhrańı a tud́ıž k uplatněńı ini-
ciačńıho mechanismu. Obdobně v d̊usledku rozd́ılných viskozit tekutin docháźı ke skokové změně
gradientu rychlosti na rozhrańı a uplatněńı r̊ustového mechanismu, bĺıže viz Smith [126].

3.3.2. Silová p̊usobeńı plynného proudu

Z dosud uvedeného vyplývá, že stěžejńım problémem predikce nestability kapalného filmu je
určeńı tlakových a smykových sil p̊usob́ıćıch na rozhrańı volbou vhodného modelu. Ze vztah̊u
(3.9) a (3.10) plyne, že v př́ıpadě aplikace lineárńı analýzy stability jsou tyto veličiny modelovány
harmonickou funkćı fázově posunutou v̊uči povrchu vlny, jej́ıž geometrie je dle předpisu (3.4)
předpokládána rovněž harmonická. Adekvátnost těchto model̊u diskutuje podrobněji kapitola 5.
Prozat́ım pojednejme pouze o fyzikálńım významu amplitudových funkćı PWR, PWI, τWR a τWI.

Ze vztah̊u (3.9) a (3.10) plyne, že reálné komponenty veličin P ′w, τ
′
w, tj. veličiny PWR a τWR,

jsou ve fázi s amplitudou vln a imaginárńı komponenty PWI a τWI jsou ve fázi s
”
nulovými body“

vlny, viz obrázek 3.6. Fázová posunut́ı teoreticky harmonických pr̊uběh̊u výchylek P ′w, τ ′w v̊uči
povrchu filmu tedy závisej́ı na poměrech mezi jejich reálnými a imaginárńımi amplitudami.

Obrázek 3.6: Fyzikálńı význam veličin PWR, PWI, τWR, τWI.

Fyzikálńı význam jednotlivých komponent podává Hanratty v přehledové práci [60]. Z ana-
lýzy vyplývá, že vliv tlakových sil je dle principu Bernoulliho rovnice zásadńı pro vlny s velkou
amplitudou, význam smykových sil pak vzr̊ustá pro rostoućı rychlosti proud́ıćıho plynu. S odka-
zem na [60] uved’me v daľśım posouzeńı vlivu jednotlivých komponent tlakových a smykových
sil ve vztahu ke konkrétńım typ̊um nestabilit, jejichž výčet byl uveden v předchoźı části.
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Dvoudimenzionálńı vlny jsou podporovány tlakovými silami, které p̊usob́ı ve fázi s náběh-
ovou část́ı vlny. Této situaci odpov́ıdá kladná hodnota PWI a přenos energie z plynné fáze do
kapalné d́ıky rychlostńım fluktuaćım ve směru normálovém k rozhrańı. Pokud přenos této energie
překračuje jej́ı disipaci v kapalině, docháźı k r̊ustu nestabilit.

Druhým zp̊usobem přenosu energie ze vzduchu do kapalinového filmu je p̊usobeńı smykového
napět́ı ve fázi s vrcholy vln, ke kterému docháźı d́ıky rychlostńım fluktuaćım v tangenciálńım
směru. Tomuto zp̊usobu přenosu odpov́ıdá kladná hodnota τWR.

Protože je ovšem amplituda smykového napět́ı v porovnáńı s amplitudou tlakových sil malá,
je význam τw obvykle druhotný. V př́ıpadě velmi tenkých filmů (tanhαh̄ →0) jsou však rych-
lostńı fluktuace v tangenciálńım směru mnohem větš́ı než ve směru normálovém. Pak je význam
smykového napět́ı rovněž významný a za hraničńıch konstelaćı může dokonce dominovat. Vlny
vznikaj́ıćı t́ımto mechanismem jsou kapilárńı př́ıpadně pomalé solitárńı vlny.

Ačkoliv smykové śıly ve fázi s náběhovou část́ı vlny τWI maj́ı obecně destabilizačńı charakter,
Andreussi a kol. [8] uváděj́ı, že pro velké vlnové délky mohou mı́t naopak stabilizačńı účinek.

Pro silněǰśı vrstvy kapaliny se pro vysoké rychlosti vzduchu stávaj́ı dominantńım destabi-
lizačńım faktorem tlakové fluktuace ve fázi s vrcholem vln reprezentované amplitudou PWR.
V př́ıpadě velmi vysokých rychlost́ı mohou destabilizačńı účinky PWR převážit nad stabilizačńı
funkćı povrchového napět́ı. Za těchto okolnost́ı docháźı k odtržeńı menš́ıch vlnek z vrcholu so-
litárńı vlny - atomizaci - viz kapitolu 7.

3.4 Formulace problému

Silové účinky v kapalné vrstvě a na hladině filmu jsou matematicky popsány pomoćı pohybových
rovnic a př́ıslušný okrajový problém je uzavřen okrajovými podmı́nkami na stěně kanálu a na
fázovém rozhrańı. Ačkoliv rychlostńı profily obou vrstev lze pro stacionárńı prouděńı teoreticky
odvodit z pohybových rovnic, při praktickém př́ıstupu k řešeńı, viz kapitolu 4, se obvykle ma-
tematická formulace doplňuje vztahy pro rychlostńı profily vycházej́ıćı z konkrétńı konfigurace
problému. V daľśıch odstavćıch uvedeme základńı poznatky právě uvedené problematiky.

3.4.1. Výchoźı rovnice a předpoklady pro odvozeńı matematické formulace

Matematické modely diskutovaného problému vycházej́ı z klasických Navierových-Stokesových
rovnic (A.1), (A.2) pro viskózńı nestlačitelné prouděńı a rovnice kontinuity (A.3), viz př́ıloha.
Kromě předpokladu malých amplitud (2.6) a podmı́nky mělké vody (2.10) vycháźı odvozeńı
př́ıslušných modelových rovnic dále ze zjednodušeńı pohybových rovnic s ohledem na:

• stacionárńı prouděńı, tj.
∂u

∂t
= 0,

∂v

∂t
= 0, (3.15)

• vlastnosti mezńıch vrstev (změny rychlost́ı podél mezńı vrstvy prob́ıhaj́ı výrazně pomaleji
než změny např́ıč vrstvou), tj.

∂

∂x
� ∂

∂y
,

∂2

∂x2
� ∂2

∂y2
, (3.16)

• paralelńı prouděńı, tj.
v � u . (3.17)

Okrajovou podmı́nku na stěnách kanálu reprezentuje tzv. podmı́nka ulṕıváńı, tj.

u = 0, v = 0. (3.18)

Okrajové podmı́nky na hladině filmu zabezpečuj́ı jednak spojitost rychlost́ı a jednak rovnováhu
normálového a tečného napět́ı na rozhrańı.
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3.4.2. Rychlostńı profil v plynné vrstvě

Určeńı rychlostńıho profilu plynného proudu nad kapalinným povrchem je podmı́něno v prvé
řadě zodpovězeńım otázek:

• Uvažujeme stacionárńı prouděńı?

• Jedná se o prouděńı nad volným povrchem, v kanále nebo trubici?

• Je prouděńı plně vyvinuté?

• Je př́ıslušná mezńı vrstva laminárńı nebo turbulentńı?

• Je obtékaný povrch rovný nebo zvlněný?

• Jak zvlněnost povrchu ovlivňuje rychlostńı profil?

• Uvažujeme pevný nebo pohyblivý obtékaný povrch?

Ačkoliv v reálných aplikaćıch je třeba uvážit vliv př́ıslušné konfigurace na zodpovězeńı uve-
dených otázek, jsou modely nestabilit kapalného filmu běžně omezeny na př́ıpad stacionárńıho
plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı. Vzhledem k tomu, že profily plně vyvinutého turbu-
lentńıho prouděńı v kanále, trubici a nad rovným povrchem lze vyjádřit v zásadě stejnými
formulemi, bĺıže viz [120], nebudeme v daľśım až na výjimky tuto specifikaci rozlǐsovat.

Poznamenejme, že rychlostńı profily budeme v daľśım zapisovat pomoćı standardńıch bez-
rozměrných veličin. Výšku nad obtékaným povrchem reprezentuje veličina

y+ =
uτy

ν
, (3.19)

kde ν je kinematická viskozita a uτ tzv. třećı rychlost (angl. friction velocity) definovaná vztahem

uτ =

√
τw

ρ
. (3.20)

Ustálený turbulentńı profil pro hydraulicky hladký povrch formuluje Young [154] obecně
předpisem

U(y)

uτ
= y+, (3.21)

=
1

κ
ln

[
(y+ − y+

0 ) +
1

κ

]
+K, (3.22)

=
1

κ
ln y+ +K, (3.23)

kde κ je tvz. von Kármánova konstanta4, která spolu s hodnotami K a y+
0 definuje rozhrańı

mezi tzv. vazkou podvrstvou (angl. viscous sublayer př́ıpadně laminar sublayer) s laminárńım
prouděńım5 (3.21), přechodovou vrstvou (angl. buffer layer) s profilem (3.22) a plně turbulizo-
vanou vrstvou s logaritmickým profilem (3.23), viz obr. 3.7. Pro konstanty uvád́ı Young [154]
hodnoty κ= 0,4; y+

0 = 7,8; K = 5,5 nebo κ= 0,41; y+
0 = 7,2; K = 5,0; pro prouděńı v kanále preci-

zuje Schlichting [120] κ= 0,39; K = 5,56; Zilker [156] uvád́ı κ= 0,41; K = 5,1. Přechodová vrstva
se nacháźı přibližně v rozmeźı od y+= 10 do y+= 30 [154]. Z hlediska vlivu na smykové napět́ı
Schlichting [120] uvád́ı mezńı hodnoty y+= 5 a y+= 70.

4Diskusi hodnot von Kármánovy konstanty a problematice turbulentńıch mezńıch vrstev se věnuj́ı skripta [133].
5Přenos hybnosti a odpov́ıdaj́ıćı Reynoldsova napět́ı maj́ı nepatrný vliv ve srovnáńı s účinky viskozity; prouděńı

neńı ryze laminárńı. Bĺıže viz [133] str. 150.
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Obrázek 3.7: Rychlostńı profily turbulentńı mezńı vrstvy (3.21)-(3.23).

Vzhledem k tomu, že perturbovaný povrch filmu nelze považovat za hydraulicky hladký,
vycházej́ı někteř́ı autoři, např. [46], [92], [98], při modelováńı reálných profil̊u nad filmem z teorie
profil̊u nad drsnými povrchy ve tvaru

U(y)

uτ
=

1

κ
ln

y

ks
+K, (3.24)

kde ks je velikost zrna (angl. sand roughness) dle Nikuradseho definuj́ıćı tzv. relativńı ṕıskovou
drsnost, bĺıže viz např. [120]. Malamatenios a kol. [92] kladou rovnost mezi ks a amplitudou
výchylky filmu. Ačkoliv jedna z prvńıch aplikaćı profilu ve tvaru (3.24) poukazuje na rozd́ıly
mezi profilem nad zvlněným povrchem filmu a profily navrženými pro drsné povrchy [34], vali-
daci formule pro hodnotu κ= 0,40 provedli Dattatri a kol. [39] měřeńım profilu nad vzduchem
buzenými vlnami v kanálu.

Obdobou (3.24) je profil ve tvaru, který uvád́ı Miles [98],

U(y)

uτ
=

1

κ
ln
uτ (y + a)

ν
+K, (3.25)

kde a je amplituda vlny. Tentýž autor později [101] navrhuje profil ve tvaru

U(y)

uτ
=

{
y+ 0 ≤ y+ ≤ δ+

s

δ+
s + 1

κ

(
γ − tanh γ

2

)
δ+
s ≤ y+ (3.26)

kde δ+
s je tloušt’ka vazké podvrstvy (autor uvád́ı hodnoty 5–8) a parametr γ definuje formule

sinh γ = 2κ
(
y+ − δ+

s

)
. (3.27)

Profil (3.26) aplikuj́ı např. Boomkamp a kol. [22], Miesen a Boersma [97].
Mocninný rychlostńı profil ve tvaru

U(y)

uτ
= 8, 74

(
y+
) 1

7 (3.28)

využ́ıvá Craik v článku [36] pro výpočet smykového napět́ı na hladině filmu. Odvozeńı formule
na základě empirické Blasiovy rovnice třećıho odporu uvád́ı např. Schlichting [120].

Empirický rychlostńı profil turbulentńı mezńı vrstvy v trubici publikoval Reichardt [117] ve
tvaru

U(y)

uτ
=

1

κ
ln (1 + κy+) + 7,8

(
1− e−y

+/11 − y+

11
e−y

+/3

)
. (3.29)
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Akylas [3] s odkazem na monografii [65] použ́ıvá modifikovaný Reichardt̊uv profil ve tvaru

U(y)

uτ
=
Us

uτ
+

1

κ
ln (1 + κy+) + 7,4

(
1− e−y

+/δ+s − y+

δ+
s

e−0,33y+
)
, (3.30)

kde Us je rychlost filmu na rozhrańı.
Van Driest̊uv turbulentńı profil zavedený v [42] předpisem

d

dy+

(
U(y)

uτ

)
=

2

1 +
√

1 + 4κ2y+2 [1− exp(−y+/26)]2
(3.31)

aplikuje Abrams [1] při modelováńı prouděńı nad zvlněným povrchem, viz odstavec 4.4.1.
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Obrázek 3.8: Rychlostńı profily (3.26) pro δ+s = 6, (3.29), (3.28) a (3.23).

Ze vztahu pro v́ırovou (turbulentńı) viskozitu νt ve tvaru

νt
ν

= κ2(y+ + δy+
0 )2

(
1− e−y

+/A+
)2
∣∣∣∣∂u+

∂y+

∣∣∣∣ (3.32)

vycháźı Ebner a kol. [46] při odvozeńı diferenciálńıho tvaru rychlostńıho profilu

d

dy+

(
U(y)

uτ

)
=

1

2κ2
(
y+ + y+

0

)2
Df

2

(√
1 + 4κ2

(
y+ + y+

0

)2
Df

2 (1 + p+y+)− 1

)
, (3.33)

kde funkce
Df = 1− e−y

+/A+
(3.34)

a parametry A+ a y+
0 determinuj́ı přechod mezi turbulentńım jádrem a vazkou podvrstvou.

Jejich specifikace je uvedena v článku [46] pomoćı Reynoldsova č́ısla definovaného ve tvaru

Reks =
uτks
ν

, (3.35)

kde parametr
ks = 2hΨs (3.36)

je úměrný tloušt’ce filmu a tvarovému parametru Ψs źıskanému empiricky v závislosti na Ohne-
sorgovu a Weberovu č́ıslu.
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Porovnáńı rychlostńıch profil̊u (3.26) pro δ+
s = 6, (3.29), (3.28) a (3.23) pro κ = 0,40; K = 5,5

a κ = 0,41; K = 5,1 je uvedeno na obrázku 3.8. Z porovnáńı vyplývá, že mocninný profil velmi
dobře aproximuje klasický logaritmický profil v rozmeźı od y+ = 40 do y+ = 400.

Jak lze nahlédnout zejména z posledńıho profilu definovaného předpisem (3.33) a jak pozna-
menávaj́ı Náraigh a kol. [109], úskaĺım výše uvedených profil̊u při aplikaci na problém zvlněného
kapalného filmu je obecně stanoveńı řady parametr̊u obsažených at’ už explicitně v samotném
předpisu nebo implicitně v třećı rychlosti uτ . Autoři práce [109] proto navrhuj́ı komplexńı po-
stup, ve kterém je třećı rychlost i samotný rychlostńı profil pouze funkćı Reynoldsova č́ısla a
geometrických a fyzikálńıch parametr̊u.

Na závěr odstavce poznamenejme, že uvedené profily byly konstruovány ve snaze postihnout
rychlostńı profil základńıho proudu bez přihlédnut́ı k deformaćım profilu v závislosti na poloze
ve směru prouděńı v d̊usledku zvlněného povrchu filmu. V těchto př́ıpadech docháźı v závislosti
na poměru vlnové délky ku amplitudě vlny a Reynoldsově č́ısle plynného proudu k r̊uzně velkým
odchylkám od základńıho profilu, v krajńıch př́ıpadech až k separaci mezńı vrstvy v údoĺı vlny
a zpětnému prouděńı. Této problematice je bĺıže věnována kapitola 5. Zat́ım předešleme, že
měřeńım rychlostńıch profil̊u nad pevným zvlněným povrchem se zabývaj́ı práce [52], [156] (bez
separace mezńı vrstvy), [31], [86], [157] (včetně separace mezńı vrstvy), výsledky měřeńı profil̊u
nad zvlněnou vodńı hladinou uváděj́ı práce [17], [39], [149].

3.4.3. Rychlostńı profil v kapalném filmu

Vzhledem k ńızkým tloušt’kám kapalného filmu, tj. ńızkým př́ıslušným Reynoldsovým č́ısl̊um, je
nerozrušený kapalný film obvykle považován za laminárńı [97]. Klasické zjednodušeńı problému
iniciace nestabilit na obtékaném kapalném filmu tak předpokládá lineárńı [100],[36], př́ıpadně
parabolický [85], [88], [97] rychlostńı profil, přičemž konkrétńı formule je závislá na geometrickém
uspořádáńı (vodorovná nebo nakloněná rovina, prouděńı nad volným povrchem, v kanále nebo
trubici) a okrajových podmı́nkách na rozhrańı.

Při větš́ıch rychlostech plynu, př́ıpadně vyšš́ıch Reynoldsových č́ıslech filmu, lze v závislosti
na typu nestability kapalného filmu rozlǐsovat čistě laminárńı režim prouděńı, laminárńı režim
se zvlněným povrchem filmu nebo plně turbulizovaný film pro krajńı nestability. Některé studie
rovněž uvažuj́ı pomaleǰśı souvislou vrstvu kapaliny, nad kterou se pohybuj́ı solitárńı vlny [108].

Turbulentńı profil zvlášt’ pro souvislou a zvlněnou část kapalinné vrstvy uváděj́ı Malamate-
nios a kol. [92] s odkazem na publikaci [40] pro př́ıpad anulárńıho prouděńı.

Při modelováńı solitárńıch vln aplikuj́ı Andreussi a kol. [8] a Miya a kol. [108] turbulentńı van
Driest̊uv profil (3.31) pro κ= 0,6. Autoři v článku [108] poukazuj́ı na Carpenterovu-Colburnovu
hypotézu, viz [32], která předpokládá, že rychlostńı profil kapalného filmu je obdobný profilu v
př́ıstěnné oblasti v př́ıpadě turbulentńıho prouděńı jedné fáze. To znamená, že profil je laminárńı,
pokud tloušt’ka filmu je menš́ı než koresponduj́ıćı laminárńı podvrstva profilu jedné fáze.

Experimentálńım pozorováńım charakteristik zvlněného filmu s laminárńım režimem prou-
děńı na vertikálńı stěně se zabývaj́ı Moran a kol. [104].
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Př́ıstupy k řešeńı

Klasické př́ıstupy aplikované autory v počátečńıch pokusech o řešeńı [19], [33], [36], [60] vycházej́ı
z předpokladu, že pro velké poměry hustot a viskozit uvažovaných fáźı lze rozhrańı považovat
za pevné [61] a tud́ıž lze použ́ıt tzv. kvazi-statický př́ıstup (angl. quasi static approximation [97]
nebo divided attack [19]) sestávaj́ıćı ze dvou krok̊u:

1. Výpočet smykových resp. tlakových sil p̊usob́ıćıch na hladinu pomoćı prouděńı nad zvlně-
ným pevným povrchem definovaným poměrem λ/a.

2. Aplikace lineárńı analýzy nestabilit na př́ıslušné pohybové rovnice.

Vypočtené smykové a tlakové účinky jsou zahrnuty v okrajových podmı́nkách pohybových rov-
nic, př́ıpadně jako jejich parametry. V pozděǰśıch etapách vývoje model̊u nestabilit byl vyvinut
alternativńı př́ıstup spoč́ıvaj́ıćı v simultánńım řešeńı (angl. coupled) obou fáźı.

Př́ıslušné vedoućı rovnice jsou v př́ıpadě obou př́ıstup̊u odvozeny převážně na základě

• metody integrace pohybových rovnic ve směru kolmém na pr̊uměrný povrch kapalného filmu
[6], [8], [12], [26], [30], [62], [60], [77], [89], [92], [108] nebo pomoćı

• analýzy Orrovy-Sommerfeldovy rovnice [22], [33], [36], [57], [85], [88], [90], [97], [100], [109],
[125], [136], [140].

Porovnáńı výsledk̊u obou těchto převažuj́ıćıch př́ıstup̊u se věnuj́ı články [76], [83]. Jiné me-
tody řešeńı obvykle využ́ıvaj́ı souvisej́ıćıch teoretických východisek např. teorie rychlostńıch
potenciál̊u [9], [95], analýzy pohybové rovnice formulované s využit́ım proudové funkce [27], [43]
nebo Rayleighovy rovnice [3]. Použit́ı některých metod je omezeno na př́ıpad kapalného filmu
stékaj́ıćıho po nakloněném povrchu bez vlivu plynné fáze viz např. fluid sheet method [48].

S rozvojem CFD metod se objevuj́ı př́ıstupy založené na coupled CFD řešeńı kapalné a
plynné fáze. Principy řešeńı při modelováńı tvorby filmu pomoćı sprej̊u uvád́ı např. Bai v di-
zertačńı práci [16]. Nicméně se zdá, že submodely těchto př́ıstup̊u při aplikaci na nestabilitu
kapalného filmu jsou závislé na řadě empirických parametr̊u [46], [64], [121], př́ıpadně obsahuj́ı
zjednodušené analytické modely, jejichž univerzalita je nejasná [139]. Sṕı̌se ojedinělé jsou DNS
simulace prouděńı nad idealizovaným vodńım povrchem aplikované nav́ıc vzhledem k časové
náročnosti jejich řešeńı pouze na vybrané konfigurace geometrických a fyzikálńıch parametr̊u
[119], [129]. V posledńı době se objevuj́ı rovněž simulace založené na metodě VOF [54], [55],
[102]. Klasické analytické metody maj́ı však stále sv̊uj význam, použ́ıvaj́ı se jako referenčńı
řešeńı moderńıch metod [21], [54] a vycházej́ı z nich i nejnověǰśı pokusy o řešeńı [4], [7], [109].

Volba konkrétńıho př́ıstupu ke konstrukci vedoućıch rovnic, jakožto k výpočtu silových
účink̊u p̊usob́ıćıch na rozhrańı v př́ıpadě aplikace kvazi-statického př́ıstupu, je podmı́něna geo-
metríı apriorńıch vln a parametry kapalného filmu. Práce [30], [60] navrhuj́ı v př́ıpadě krátkých
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vln aplikaci O-S rovnice a za předpokladu dlouhých vln metodu integrace pohybových rovnic
mezńıch vrstev. Principy obou metod uváděj́ı následuj́ıćı dva odstavce.

4.1 Integrálńı metody

Aplikaci integrálńıch metod v analýze stability kapalných filmů demonstruje Hanratty [60].
Uved’me v daľśım nástin metody pro př́ıpad tenkého filmu s plochými vlnami, tj. za předpokladu
αh̄→ 0. Definujeme-li pr̊uměrnou rychlost kapalného filmu integrálem

ua =
1

h

∫ h

0
UL(y) dy , (4.1)

pak integrálńı forma rovnice kontinuity má tvar

∂h

∂t
+
∂(hua)

∂x
= 0 . (4.2)

Integrálńı formu pohybové rovnice ve směru osy x lze zapsat

∂(hua)

∂t
+
∂(hΓua

2)

∂x
= − h

ρL

∂P

∂x
+

1

ρL
(τs − τw) + gh cosϑ , (4.3)

kde τs zde znač́ı smykové napět́ı na rozhrańı fáźı, τw smykové napět́ı na pevné stěně, ϑ úhel
odklonu stěny od vektoru t́ıhového zrychleńı a

Γ =
1

hua2

∫ h

0
UL

2(y) dy (4.4)

je tvarový parametr rychlostńıho profilu. Pro U(y) = y zřejmě Γ = 4/3. Bruno a McCready [30]
udávaj́ı typické hodnoty Γ od 1,2 do 1,6.

Obrázek 4.1: Schéma problému při řešeńı integrálńı metodou.

Za předpokladu malých amplitud a velkých vlnových délek lze zanedbat vliv povrchového
napět́ı a tlak P pak dle Lin & Hanratty [89] vyjadřuje formule

P = Ps + (h− y)ρLg sinϑ . (4.5)

Precizněǰśı vztah pro tlak v kapalném filmu se zahrnut́ım vlivu povrchového napět́ı za předpo-
kladu (αh̄→ 0) uvád́ı Hanratty [60] ve tvaru

P = Ps + (h− y)ρLg sinϑ− σ∂
2h

∂x2
− 2µL

(
∂u

∂x

)
s

− 2τs
∂h

∂x
, (4.6)

kde Ps je tlak plynné vrstvy na rozhrańı.
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Dosazeńım (4.6) do (4.3), poděleńım rovnice výškou filmu h a zjednodušeńım s ohledem na
předpoklady obdrž́ıme pohybovou rovnici pro kapalný film ve tvaru

∂ua
∂t

+ (2Γ− 1)ua
∂ua
∂x

+ (Γ− 1)
ua

2

h

∂h

∂x
+ ua

2∂Γ

∂x
=

− 1

ρL

∂Ps

∂x
− g sinϑ

∂h

∂x
+

σ

ρL

∂3h

∂x3
+

1

hρL
(τs − τw) + g cosϑ . (4.7)

Obdobně lze dle [89] za předpokladu λ� (B−h) odvodit integrálńı formy rovnice kontinuity
a hybnosti plynné vrstvy

− ∂h

∂t
+
∂ [(B − h)Ua]

∂x
= 0, (4.8)

∂ [(B − h)Ua]

∂t
+
∂
[
(B − h)ΓGUa

2
]

∂x
=

− B − h
ρG

(
∂Ps

∂x
+ ρGg sin θ

∂h

∂x

)
− τs − τB

ρG
+ g(B − h) cos θ, (4.9)

kde Ub a ΓG jsou definovány analogicky k ua a Γ, tj.

Ub =
1

B − h

∫ B

h
UG(y) dy, (4.10)

ΓG =
1

(B − h)Ub
2

∫ B

h
UG

2(y) dy (4.11)

Aplikaćı teorie lineárńı analýzy stability ve smyslu vztah̊u (3.3)–(3.10) na veličiny vystupuj́ıćı
v rovnici (4.7) a (4.9) lze definovat

u′a
ûa

=
U ′b

Ûb
=

Γ′

Γ̂
=

Γ′G

Γ̂G

=
P ′w

P̂w

=
τ ′w
τ̂w

=
τ ′s
τ̂s

=
τ ′B
τ̂B

= a exp iα(x− ct) = h′ . (4.12)

Dosazeńım (4.12) do (4.2) a (4.7) obdrž́ıme po úpravě rovnici kontinuity ve tvaru

hûa = c− ua (4.13)

a pohybovou rovnici (4.7) eliminaćı ûa pomoćı (4.13) ve tvaru

c2 − 2uaΓc+ ua
2Γ− hua2Γ̂ =

− i

αρL

(
dPs

dx
− ρLg cosϑ

)
+ h

P̂s

ρL
+ gh sinϑ+

σ

ρL
α2h+

i

αρL
(τ̂s − τ̂w) , (4.14)

kde lze aproximovat
dPs

dx
− ρLg cosϑ =

τs − τw
h

. (4.15)

Kýžené hodnoty komplexńı rychlosti c v závislosti na vlnovém č́ısle α a parametrech rych-
lostńıho profilu ua a Γ lze obdržet komplexńım řešičem rovnic nebo ve tvaru c = cR +icI pomoćı
separace rovnice (4.14) na reálnou a imaginárńı část po dodefinováńı reálných proměnných τs,
τw a komplexńıch proměnných τ̂s, τ̂w, P̂s a Γ̂. Určeńı parametr̊u Γ a Γ̂ se kromě přehledové práce
[60] bĺıže věnuje článek [30]. Př́ıstupy k modelováńı silových účink̊u smykového napět́ı a tlaku
pro dlouhé vlny jsou uvedeny v odstavci 4.4.2.
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4.2 Metody Orrovy-Sommerfeldovy rovnice

Počátečńı řešeńı využ́ıvaj́ıćı analýzu O-S rovnice aplikovala převážně kvazistatický př́ıstup [33],
[36], tj. O-S rovnice je formulována pro kapalný film a silové účinky plynného proudu vstupovaly
do řešeńı prostřednictv́ım okrajových podmı́nek. V pozděǰśıch př́ıstupech se použ́ıvá rovněž
simultánńı řešeńı [15], [85], [136], [140]. S ohledem na přehlednost je v daľśım textu čerpáno
převážně z formulace simultánńıho řešeńı dle Boomkamp a kol. [22].

Proudové funkce a rychlostńı fluktuace kapalné a plynné fáze lze definovat analogicky ke
vztah̊um (1.32)–(1.34) ve tvaru

Ψj(x, y, t) = φj(y)eiα(x−ct), (4.16)

u′j =
∂Ψj

∂y
=

dφj(y)

dy
exp[iα(x− ct)], (4.17)

v′j = −∂Ψj

∂x
= −iαφj(y) exp[iα(x− ct)]. (4.18)

S použit́ım škálovaćıch měř́ıtek h pro délku, Uτ = τd1/ν1 pro rychlost, h/Uτ pro čas a ρLUτ
2

pro tlak je bezrozměrná Orrova-Sommerfeldova rovnice pro film dána ve tvaru

φ
(4)
L − 2α2φ

′′
L + α4φL = iαRe

[
(UL − c)(φ

′′
L − α2φL)− U ′′

LφL

]
, (−1 < y < 0) , (4.19)

a rovnice pro shora neohraničenou plynnou vrstvu ve tvaru

φ
(4)
G − 2α2φ

′′
G + α4φG = iαRe

r

m

[
(UG − c)(φ

′′
G − α2φG)− U ′′

GφG

]
, (0 < y <∞) , (4.20)

kde Re= ρLUτh/νL je Reynoldsovo č́ıslo kapalného filmu s charakteristickou rychlost́ı Uτ a dále
r= ρG/ρL resp. m= νG/νL je poměr hustot resp. kinematických viskozit.

Okrajové podmı́nky pro proudové funkce předepisuj́ı podmı́nku ulṕıváńı na stěně

φL = φ
′
L = 0 v y = −1 , (4.21)

útlum rozruch̊u v dostatečné vzdálenosti od rozhrańı

φG = φ
′
G = 0 pro y →∞ (4.22)

a rovnost rychlostńıch a smykových výchylek v normálovém a tangenciálńım směru na rozhrańı

φL = φG v y = 0 , (4.23)

φ
′
L + U

′
1φL/c = φ

′
G + U

′
GφG/c v y = 0 , (4.24)

φ
′′
L + α2φL + U

′′
LφL/c = m(φ

′′
L + α2φG + U

′′
GφG/c) v y = 0 , (4.25)

(φ
′′′
L−3α2φ

′
L)+iαR(cφ

′
L+U

′
LφL)−m(φ

′′
G−3α2φ

′
G)−irαR(Fr+α2S)φG/c = 0 v y = 0 , (4.26)

kde
We =

σ

ρLUτ
2dL

(4.27)

je inverzńı bezrozměrné Weberovo č́ıslo zohledňuj́ıćı význam povrchového napět́ı kapaliny σ v̊uči
setrvačným silám a

Fr =
g(ρL − ρG)dL

ρLUτ
2 (4.28)

je inverzńı bezrozměrné Freudeho č́ıslo zohledňuj́ıćı poměr setrvačných a t́ıhových sil.
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Obrázek 4.2: Schéma problému při řešeńı pomoćı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice.

Rovnice (4.19) a (4.20) s okrajovými podmı́nkami (4.21)–(4.26) definuj́ı zobecněný problém
vlastńıch č́ısel, tj. v tomto př́ıpadě komplexńıch rychlost́ı

c = c(α,Re,m, r,We,Fr). (4.29)

Citovaný zdroj [22] právě uvedené formulace se zabývá problémem nestability filmu přede-
vš́ım z hlediska zvoleného numerického př́ıstupu. Za t́ımto účelem je silový účinek τ proud́ıćıho
vzduchu substituován konstantńı hodnotou pro daný typ struktury rozhrańı. Je tedy zřejmé, že
uvedený okrajový problém, stejně jako daľśı obdobné formulace, viz např. [85], [97], neńı uzavřen
vzhledem k parametr̊um a jakkoliv je tento př́ıstup elegantńı z matematického hlediska, jeho
praktická úspěšnost je podmı́něna sestaveńım adekvátńıch model̊u smykového napět́ı a rych-
lostńıch profil̊u. Z teoretického hlediska je problém simultánńıch O-S rovnic vyjádřen otázkou,
nakolik lze O-S rovnice odvozené pro laminárńı prouděńı aplikovat na problém nestability ka-
palného filmu s turbulentńı vzdušnou vrstvou [136].

4.3 Nelineárńı p̌ŕıstupy a modely solitárńıch vln

Dosud uvedené př́ıstupy byly založeny na lineárńı analýze stability načrtnuté v podkapitolách 1.1
a 3.2. Př́ıslušné vedoućı rovnice jsou jednak lineárńı vzhledem k amplitudě výchylek a jednak jsou
sestaveny za předpokladu harmonického profilu vln i smykových a tlakových sil p̊usob́ıćıch na
zvlněnou hladinu filmu. S ohledem na speciálńı tvar solitárńıch vln velkých amplitud je zřejmé, že
harmonické modely nestabilit i p̊usob́ıćıch sil nemohou být zcela adekvátńı a současně linearita
modelu neumožňuje predikovat amplitudu vln. Dosud uvedené modely jsou proto omezeny na
modelováńı vývoje počátečńıch nestabilit.

Uvedená omezeńı motivovala vývoj nelineárńıch model̊u nestabilit. Rané modely se věnuj́ı
předevš́ım nestabilitám vertikálńıch stěnových filmů [71], [72] a filmů na nakloněné rovině [5],
[116]. Chang v článku [71] ukázal, že v př́ıpadě malého vlivu vněǰśıho proudu je odvozená
nelineárńı rovnice stability adekvátńı tzv. Kuramotově-Sivashinského rovnici. Vzhledem k tomu,
že implementace smykových a tlakových sil použitá v uvedeném článku neńı zcela adekvátńı
př́ıpadu, kdy nestability jsou d̊usledkem sil vněǰśıho proudu, nepovažuj́ı Jurman a McCready [76]
naznačený př́ıstup za vhodný pro nestabilitu filmů na horizontálńı stěně.

Návrhem nelineárńı rovnice včetně srovnáńı s výsledky lineárńıho př́ıstupu a experimentál-
ńım pozorováńım pro horizontálńı kanál s uvážeńım proud́ıćıho vzduchu se Jurman a McCready
zabývaj́ı v článćıch [76], [77], [113]. Při odvozeńı vycházej́ı z integrálńıho tvaru pohybových rov-
nic. Autoři nicméně upozorňuj́ı že publikovaná nelineárńı rovnice je adekvátńı jen pro nestability
druhého řádu a neńı proto vhodná pro úplný popis solitárńıch vln.

Studiu přirozených solitárńıch vln na nakloněné rovině se věnuje v dizertačńı práci Brock [29].
Podmı́nkami vzniku proud́ıćım plynem buzených solitárńıch vln v horizontálńım kanálu se
zabývaj́ı např. články [30], [62], [108].
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4.4 Modely tlakových a smykových sil p̊usob́ıćıch na povrch filmu

Z dosud uvedeného vyplývá, že modely nestabilit kapalného filmu jsou podmı́něny rozřešeńım
pr̊uběhu tlaku a smykového napět́ı p̊usob́ıćıch na hladinu filmu. Klasický výpočet silových účink̊u
v př́ıpadě kvazi-statického př́ıstupu využ́ıvá s ohledem na fyzikálńı konstanty vody a vzduchu
předpoklad, že zvlněné rozhrańı lze považovat za pevné [61]. Kýžené silové charakteristiky jsou
tedy spočteny pomoćı úlohy prouděńı plynu nad pevným zvlněným povrchem, přičemž rychlost
prouděńı je sńıžena o fázovou rychlost vln. Z DNS simulaćı prouděńı nad pevným pohybuj́ıćım
se povrchem, viz [119], vyplývá, že celková odporová śıla p̊usob́ıćı na vlnu ve směru prouděńı
je významně ovlivněna fázovou rychlost́ı cR pro cR/Ub> 0,2. Jak uvid́ıme dále v kapitole 6, pro
iniciaci nestabilit je charakteristický poměr přibližně cR/Ub≈ 0,1. Kvazistatický př́ıstup lze tedy
považovat za adekvátńı.

Výpočetńı př́ıstupy lze rozčlenit dle vlivu turbulentńıho režimu prouděńı vzduchové vrstvy,
př́ıpadně dle vlivu horńı stěny kanálu na rychlostńı fluktuace vzdušného proudu. Základńım
kritériem k tomuto účelu se dle [76] jev́ı být poměr λ/H, kde H je mocnost vzduchové vrstvy
nad filmem.

4.4.1. Model pro krátké vlny

Výpočtem smykových a tlakových sil p̊usob́ıćıch na zvlněný pevný povrch s uvážeńım tur-
bulence za předpokladu λ < 2πH se zabývá v dizertačńı práci Abrams [1]. Za předpokladu
malých amplitud vln v porovnáńı s délkou vln a tloušt’kou mezńı vrstvy vycháźı řešeńı z časově
zpr̊uměrovaného tvaru Navierových-Stokesových rovnic (RANS). Časově zpr̊uměrované veličiny1

vystupuj́ıćı v rovnićıch lze rozložit na pr̊uměrnou a fluktuačńı složku vzhledem k délce vlny:

U = U(y) + aÛ(y)eiαx , (4.30)

V = aV̂ (y)eiαx , (4.31)

−〈u′iu′j〉 = Rij = Rij(y) + aR̂ij(y)eiαx , (4.32)

∂P

∂x
=
∂P

∂y
+ aiαP̂ (y)eiαx , (4.33)

∂P

∂y
=
∂P

∂y
+ a

dP̂ (y)

dy
eiαx . (4.34)

S ohledem na proudovou funkci (1.46) uvažme jej́ı stacionárńı tvar

Ψ =

∫ y

0
U(y)dy + aφ(y)eiαx. (4.35)

Pak rychlosti U , V jsou dány vztahy

U =
1

ly

∂Ψ

∂y
, (4.36)

V =
−1

lx

∂Ψ

∂x
, (4.37)

kde lx, ly jsou metrické funkce definované ve tvaru

lx = 1, (4.38)

ly = 1 + aα2yeiαx. (4.39)

1Časově pr̊uměrnou hodnotu veličiny χ znač́ıme 〈χ〉. Všechny veličiny v odstavci 4.4.1 jsou přepočteny na
bezrozměrný tvar pomoćı uτ pro rychlosti, ν/uτ pro délky a ρuτ

2 pro napět’ové veličiny, tlak a turbulentńı
kinetickou energii k.
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Dosazeńım vztah̊u (4.30)–(4.33) do rovnice kontinuity a rovnic RANS a vhodnými úpravami,
bĺıže viz [1], obdrž́ıme rovnice pro komplexńı funkci φ ve tvaru

U
′′′

+R
′′
xy = 0 , (4.40)

iα[U(φ′′ − α2φ)− U ′′φ+ α2U
2
] = φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ+ 2α2U

′′ − α4U +R , (4.41)

kde
R = iα3Rxx + 3α2R

′
xy + iα(R̂′xx − R̂′yy) + α2R̂xy + R̂′′xy − iα3Ryy . (4.42)

Rovnice (4.41) je obdobou Orrovy-Sommerfeldovy rovnice (1.35) ovšem s přihlédnut́ım ke
člen̊um v d̊usledku užit́ı křivočarých souřadnic, členu R zohledňuj́ıćım Reynoldsova napět́ı Rij
a zejména k tomu, že v rovnici je jedinou neznámou funkce φ a nejedná se tedy o problém
vlastńıch hodnot, jak je tomu v př́ıpadě rovnice (1.35).

Uvážeńım okrajových podmı́nek

φ = 0 , φ′ = 0 pro y = 0, (4.43)

φ = U , φ′ = U
′

pro y →∞, (4.44)

lze pro smykové napět́ı na povrchu, tj. pro y= 0, odvodit předpis

τw = τ(0) + aτ̂(0)eiαx = U
′
(0) + aφ′′(0)eiαx (4.45)

a pro amplitudu tlakových fluktuaćı vztah

P̂ (0) =
−i

α
[φ′′′(0) + α2U

′
(0)] . (4.46)

Předpokládáme-li znalost rychlostńıho profilu U , pak výpočet kýžených charakteristik de-
finovaných vztahy (4.45) a (4.46) spoč́ıvá ve vyřešeńı rovnice (4.41) pro neznámou funkci φ,
což vyžaduje dodefinováńı Reynoldsových napět́ı ve členu R vhodným modelem turbulence.
Tzv. kvazi-laminárńı předpoklad [60] použ́ıvaný v počátečńıch př́ıstupech [19], [33] de facto
klade R = 0, tj. vliv turbulence je modelován pouze prostřednictv́ım rychlostńıho profilu. Expe-
rimentálńı měřeńı však poukazuj́ı na skutečnost, že tento př́ıstup je adekvátńı pouze pro velké
hodnoty bezrozměrného vlnového č́ısla α+=ανG/uτ [60]. Daľśı výzkum ve specifikaci Reynod-
sových napět́ı vyústil v konstrukci modelu označeného jako D* [1], který již poměrně dobře
vyhovuje experimentálńım měřeńım při prouděńı nad zvlněným povrchem [1], [2] a je proto
už́ıván řešiteli problému nestability kapalných vrstev kvazi-statickým př́ıstupem [9], [12].

Model D*

Reynoldsova napět́ı Rij v (4.42) lze vyjádřit předpisem

Rij = −2

3
kδij +

νt
ν

2Sij , (4.47)

kde δij je Kroneckerovo delta, k turbulentńı kinetická energie, νt turbulentńı viskozita a Sij
složky tenzoru rychlosti deformace.

Model D* patř́ı mezi tzv. bezrovnicové modely turbulence (angl. zero equation models),
založené na tzv. Prandtlově směšovaćı délce l0, tj. turbulentńı viskozita je dána ve tvaru

νt = l0
2|2Sxy| . (4.48)

V bĺızkosti pevné stěny, kde je významný vliv vazkosti tekutiny, je použ́ıván van Driest̊uv model
směšovaćı délky ve tvaru

l0 = κy [1− exp(−Dm)] , (4.49)
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kde Dm je tlumı́ćı funkce (angl. dumping function), která reprezentuje vliv viskozity na přenos
turbulence (v́ırová měř́ıtka) v bĺızkosti stěny. Původńı van Driestovu formuli pro Dm ve tvaru

Dm =
y

A

√
τw , (4.50)

kde A=A= 26 pro rovný povrch, nepovažuje Abrams [1] za vhodnou z d̊uvodu velké změny
smykového napět́ı se vzdálenost́ı od stěny v př́ıpadě zvlněného povrchu a navrhuje zaměnit
smykové napět́ı na stěně za lokálńı napět́ı τ(y) dané součtem vazkých a turbulentńıch napět́ı:

τ = 2Sxy +
νt
ν

2Sxy . (4.51)

Za předpokladu vln malých amplitud mohou být veličiny νt, l0, Sxy, A a τ vyjádřeny součtem
pr̊uměrné a fluktuačńı složky ve smyslu vztah̊u (4.30)–(4.34), kde pr̊uměrné hodnoty korespon-
duj́ı hodnotám pro rovný povrch. Pro fluktuačńı složky lze odvodit formule

l̂0 = κy exp(−y/A)
y

A

(
τ̂

2
− Â

A

)
, (4.52)

ν̂t
ν

=
νt
ν

[
Ŝxy

Sxy
+

2 exp
(
−y/A

)
1− exp

(
−y/A

) y
A

(
τ̂

2
− Â

A

)]
, (4.53)

τ̂(y) =

[(
2νtν + 1

)
2Ŝxy −

2
νt
ν
U

′
exp(−y/A)

[1−exp(−y/A)]

y

A
Â
A

]
[
1−

νt
ν
U

′
exp(−y/A)

[1−exp(−y/A)]

y

A

] , (4.54)

kde
Ŝxy

Sxy
=
F ′′ + α2F − α2U

U
′ . (4.55)

V př́ıpadech s rychle se měńıćım tlakem je prouděńı u stěny popsáno tzv. efektivńım tlakovým
gradientem definovaným rovnićı

d

dx

(
dP

dx

)
ef

=

dP
dx −

(
dP
dx

)
ef

kL
, (4.56)

kde kL≈ 3000 je relaxačńı konstanta. S využit́ım návrhu parametru A ve tvaru

A = A

[
1 + k1

dP

dx
+ k2

(
dP

dx

)2
]
, (4.57)

kde k1 a k2 jsou vhodné konstanty a za dP/dx je dosazen efektivńı gradient (dP/dx)ef , lze
z rovnice (4.56) pomoćı

P̂ef =
P̂

1 + iαkL
(4.58)

odvodit

Âef =
Ak1iαP̂

1 + iαkL
. (4.59)

Model D* je definován vztahy (4.53), (4.54) a (4.59). Diskuse konstant k1 a kL, detaily a validace
modelu viz [1], [2], [135].
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4.4.2. Model pro dlouhé vlny

Předpokladem př́ıstupu uvedeném v předchoźım odstavci byl zanedbatelný vliv horńı stěny
uvažovaného kanálu na rozruchy proud́ıćıho vzduchu. V opačném př́ıpadě, tj. pro λ � H, a za
předpokladu dlouhých vln navrhuje Hanratty [60] modifikaci standardńıho vztahu pro třećı śılu
ve tvaru

τ =
1

2
ρCfU

2 , (4.60)

kde Cf je smykový koeficient př́ıpadně součinitel třeńı (angl. shear stress coefficient př́ıpadně
skin friction coefficient). Smykové koeficienty na dolńı a horńı stěně kanálu a na rozhrańı budeme
po řadě označovat fw, fB a fs.

Smykové napět́ı na dolńı stěně a horńı stěně kanálu je pak dáno po řadě vztahy

τw =
1

2
ρLfwua

2 , (4.61)

τB =
1

2
ρGfBUb

2 . (4.62)

Smykové napět́ı na rozhrańı pohybuj́ıćım se rychlost́ı cR je aproximováno vztahem

τs =
1

2
ρGfs(Ub − cR)2 . (4.63)

Modely smykových koeficient̊u diskutuje podrobněji odstavec 4.4.3.
Vztahy určuj́ıćı amplitudu smykových fluktuaćı uvád́ı Hanratty [60] ve tvaru

τ̂WR = τs

(
2

B − h
+

1

h

cR

ua

ReL

fs

∂fs

∂ReL

)
, (4.64)

τ̂WI = 0 , (4.65)

kde

ReL =
hua
νL

. (4.66)

Vztahy pro amplitudy tlakových výchylek P̂SR a P̂SI lze odvodit dosazeńım (4.12) do lineari-
zované pohybové rovnice plynné vrstvy (4.9). Za předpokladu ΓG = 1 (ṕıstový profil) uvád́ı [60]
tyto veličiny ve tvaru

P̂WR =
ρG

B − h

[
−(Ub − cR)2 − 1

αρG
(τ̂WI + τ̂BI

]
, (4.67)

P̂WI =
1

α(B − h)

[
(τ̂WR + τ̂BR −

∂P

∂x

]
, (4.68)

kde

τ̂BR = τB
2

B − h
, (4.69)

τ̂BI = 0 (4.70)

určuj́ı amplitudu výchylek smykového účinku τB p̊usob́ıćıho na horńı stěnu kanálu a definovaného
vztahem (4.62). Nezjednodušené vztahy pro obecný profil uváděj́ı např. Lin a Hanratty [89].

V př́ıpadě, kdy vzduch proud́ı velkou rychlost́ı nad velmi tenkým filmem, se může jednat
o dlouhé vlny s ohledem na tloušt’ku filmu, tj. αh→ 0, avšak podmı́nka λ�H již nemuśı
být splněna. V tomto př́ıpadě použ́ıvá Asali [12] při modelováńı kapilárńıch vln kombinaci
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integrálńıho př́ıstupu k řešeńı pohybových rovnic a modelu silových účink̊u pro krátké vlny
z odstavce 4.4.1. Vzhledem k ńızké tloušt’ce filmu je uvažován laminárńı profil kapalného filmu,
tj. pro rychlost filmu na hladině plat́ı us = 2ua. Z klasického vztahu pro smykové napět́ı pak
plyne

τw = τs = 2µL
ua
h

=
2ρLua

2

ReL
. (4.71)

Amplitudy výchylek tlaku a smykového napět́ı pak pomoćı výsledk̊u modelu D* v rozsahu
podmı́nek výskytu kapilárńıch vln aproximuje vztahy

τ̂WR
∼= τ̂WI

∼= 7ατs , (4.72)

P̂WR
∼= −78ατs , (4.73)

P̂WI
∼= +45ατs . (4.74)

Miya a kol. v [108] v modelu solitárńıch vln definuj́ı smykové napět́ı na stěně ve tvaru

τw = 2ALµL
ua
h
, (4.75)

kde parametr AL je funkćı ReL

AL =
h+

L

2ReL
, (4.76)

h+
L =

huτ
νL

. (4.77)

4.4.3. Modely smykových koeficient̊u

S ohledem na souvislost mezi hodnotami smykového napět́ı a rychlostńımi profily jsou př́ıslušné
smykové koeficienty ovlivněny geometrickými a fyzikálńımi podmı́nkami zmı́něnými v úvodu
odstavc̊u 3.4.2 a 3.4.3. Zejména se jedná o:

• geometrii problému - prouděńı v trubici, kanále nebo nad volným povrchem, sklon stěny

• charakter prouděńı kapalné a plynné vrstvy - laminárńı nebo turbulentńı

• charakter povrchu - hladká nebo drsná stěna, periodické nebo solitárńı vlny na rozhrańı

• fyzikálńı vlastnosti tekutiny - speciálně kapalina nebo plyn

Smykové koeficienty na hladké stěně

Modely smykových koeficient̊u na stěnách lze odvodit z př́ıslušných rychlostńıch profil̊u pro
hydraulicky hladký povrch. Lin a Hanratty [89] použ́ıvaj́ı v analýze stability s odkazem na
Blasiovu rovnici a za předpokladu turbulentńıho prouděńı vztahy

fB = 0,0665ReG
−1/4, (4.78)

fw = 0,0665ReL
−1/4. (4.79)

Jińı autoři, např. [8], [10], [50], pro hladký povrch v protikladu k (4.78) předepisuj́ı

fB = 0,046ReG
−1/5. (4.80)

Problematice smykových koeficient̊u na stěně se bĺıže věnuje např. Schlichting [120], přehled
vztah̊u uvád́ı bakalářská práce [130].
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Smykové koeficienty na rozhrańı

Hodnota smykového koeficientu fs je závislá na struktuře zvlněného povrchu a jej́ı určeńı v mo-
delech nestabilit je vesměs založeno na úpravě tradičńıch vztah̊u na základě experimentálńıch
dat, viz např. [8], [108]. Ačkoliv tento př́ıstup umožňuje konstruovat poměrně úspěšné modely
nestabilit v konkrétńıch aplikaćıch, je zřejmé, že neńı optimálńı z hlediska univerzality model̊u.

V daľśım uvedeme několik model̊u smykového koeficientu, které jsou použ́ıvány v př́ıpadech
vyšš́ıch rychlost́ı prouděńı plynu, např. při anulárńım prouděńı, kdy se na rozhrańı nacházej́ı
solitárńı, př́ıpadně kapilárńı vlny. Tento předpoklad vedl k myšlence zohlednit strukturu rozhrańı
pomoćı ṕıskové drsnosti ks. Z př́ıslušného rychlostńıho profilu (3.24) odvodil Schlichting [120]
obecnou formuli pro smykový koeficient

Cf =
1

4

[
1,74 + 2 log

(
Dh

2ks

)]−2

, (4.81)

kde Dh je tzv. hydraulický pr̊uměr spočtený jako pod́ıl čtyřnásobku vnitřńıho pr̊uřezu daného
profilu potrub́ı ku jeho obvodu. Pro vertikálńı prouděńı v trubici navrhl Wallis [143] vztah pro
smykový koeficient na rozhrańı ve tvaru

fs = 0,005

(
1 + 300

h

Dh

)
, (4.82)

který koresponduje vtahu (4.81) za předpokladu ks = 4h a ks/Dh< 0,03, bĺıže viz [143].
Alternativu Wallisovy formule (4.82) publikoval Moeck [103]

fs = 0,005

[
1 + 1458

(
h

Dh

)1.42
]
. (4.83)

Původńı Wallisovu formuli (4.82) později s ohledem na experimentálńı data pro velmi tenké
filmy upravili Fore a kol. [50] vztahem

fs = 0,005

[
1 + 300

(
h

Dh
− 0, 0015

)]
, (4.84)

který dále precizovali zahrnut́ım závislosti na Reynoldsově č́ısle plynného proudu

fs = 0,005

{
1 + 300

[(
1 +

17 500

ReG

)
h

Dh
− 0, 0015

]}
, (4.85)

kde Reynoldsovo č́ıslo je spočteno pomoćı hydraulického pr̊uměru, tj. ReG = UGDh/νG.
Ze zobecněńı Wallisovy formule (4.82) ve tvaru

fs = fB

(
1 + 300

h

Dh

)
, (4.86)

vycházej́ı Andreussi a kol. [8] a navrhuj́ı smykový koeficient

fs = fB
(
δf + βfh

+
G

)
, (4.87)

kde βf , δf jsou funkćı ReG a kde
h+

G = hUτ/νG , (4.88)

Uτ =

√
τs
ρG

. (4.89)
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Obrázek 4.3: Modely smykových koeficient̊u na rozrušeném rozhrańı (4.82),
(4.83), (4.84), (4.85) a (4.87) pro βf = 0,023 a δf = 0,75 v porovnáńı s modely
pro hladký povrch (4.78) a (4.80) pro ReG = 50 000 (Dh = 5 cm, Ub = 15 m/s)
v závislosti na poměru pr̊uměrné tloušt’ky filmu v̊uči pr̊uměru trubice.

Z naměřených hodnot pro ReG> 24 000 Andreussi a kol. [8] kladou βf = 0,023 a δf = 0,75. Ačkoliv
formule vystihuje dobře naměřená data v závislosti na parametru h+

G, viz [8], porovnáńı s mě-
řeńım [107] pro r̊uzná Reynoldsova č́ısla ReG vykazuje jen hrubou shodu. Nepřesnost modelu
(4.86), tj. použit́ı koeficientu fB pro hladký povrch závisej́ıćım na ReG v modelu fs, zejména pro
větš́ı tloušt’ky filmu, poznamenávaj́ı Fore a kol. [50].

Modely smykového napět́ı na rozrušeném rozhrańı (4.82), (4.83), (4.84), (4.85) a (4.87)
jsou vykresleny na obrázku 4.3 v porovnáńı s modely pro hladký povrch (4.78) a (4.80) pro
ReG = 50 000 (Dh = 5 cm, Ub = 15 m/s). Andreussiho model (4.87) je vykreslen pro fB dle (4.78)
a pro βf = 0,023 a δf = 0,75 pomoćı Newtonovy iteračńı metody. Z grafu lze nahlédnout, že
smykové napět́ı nar̊ustá s rostoućım pod́ılem tloušt’ky filmu ku pr̊uměru trubice. Pro velmi
tenké filmy (malé poměry h/Dh) jsou smykové koeficienty přibližně rovny součiniteli třeńı pro
hladký povrch, přičemž asymptoticky splývá Wallis̊uv model (4.82) s modelem (4.83) dle Moecka
a obdobně oba Foreho modely (4.84) a (4.85) se sebou navzájem. Naopak pro velké tloušt’ky
filmu přecháźı asymptoticky (4.84) v p̊uvodńı Wallis̊uv model. Andreussiho model je závislý na
Reynoldsově č́ısle. Pro ReG menš́ı než 50 000 predikuje výrazně nižš́ı koeficienty než ostatńı mo-
dely. Experimentálńı data v rozsahu 10−3<h/Dh< 4 · 10−2 pro r̊uzné geometrické konfigurace
udávaj́ı např. Fore a kol. [50].

Měřeńı a model koeficientu smykového napět́ı v př́ıpadě solitárńı vlny uvád́ı Miya a kol. [108].
S ohledem na dř́ıvěǰśı poznatky poukazuj́ı na vliv pr̊utoku kapalného filmu na smykové koefici-
enty. Pomoćı metody integrace pohybových rovnic odvodili vztahy pro smykový koeficient mimo
hřeben solitárńıch vln

fs =
4ALνusρL(B − h0)

h0BρG(U0 − c)2
− h0fB

B
(4.90)

a nad hřebenem solitárńı vlny

fs =
4ALνρL(B − h0)3

[
c− h0(c−us)

hp

]
hpBρG(U0 − c)2(B − h0)2

− hpfB
B

, (4.91)

kde h0 je základńı tloušt’ka filmu, hp výška solitárńı vlny, viz obrázek 3.4, a U0 je rychlost plynu
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odvozená z rovnice kontinuity ve tvaru

(B − h)(Ub − c) = (B − h0)(U0 − c). (4.92)

Predikćı smykových koeficient̊u na rozhrańı při vertikálńım prouděńı se bĺıže zabývaj́ı např.
články [18], [150], analýzu a návrhy empirických vztah̊u na základě měřeńı v horizontálńı trubici
dále uváděj́ı např. [10], [50], [141], [148], vliv pohybu rozhrańı studuj́ı např. [78], [94].

4.5 Modely tloušt’ky filmu

Modely smykových napět́ı v předchoźım odstavci jsou v řadě př́ıpad̊u závislé na tloušt’ce filmu.
V reálných aplikaćıch je však často znám pouze objemový tok kapaliny. Proto byly odvozeny
modely výšky filmu v závislosti na Reynoldsově č́ısle.

Př́ıslušné vztahy lze jednoduše odvodit z definice Reynoldsova č́ısla ve tvaru

ReL =

∫ h+L

0
u+(y+)dy+. (4.93)

Kosky [82] pro Reynoldsovo č́ıslo Re4L = 4ReL na základě lineárńıho profilu pro laminárńı
podvrstvu u+ = y+ a mocninného profilu (3.28) odvodil předpis (4.94).

h+
L =

{ √
2

2 Re4L
1/2 pro h+

L < 25

0,0504Re4L
7/8 pro h+

L > 25
(4.94)

Miya a kol. [108] vycházej́ı z van Driestova rychlostńıho profilu (3.31) pro κ= 0,6.
Andreussi a kol. [8] s odkazem na článek [63] uváděj́ı korelaci

h+
L =

[(
1, 414ReL

0,5
)2,5

+
(
0, 132ReL

0,9
)2,5]0.4

. (4.95)

Modely (4.94), (4.95) a model odvozený z (4.93) pro van Driest̊uv rychlostńı profil jsou
zakresleny na obrázku 4.4.
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Obrázek 4.4: Modely tloušt’ky filmu.

Daľśı korelace na základě měřeńı tloušt’ky filmu při vertikálńım anulárńım prouděńı uváděj́ı
např. Fukano a Furukawa [53], měřeńı v závislosti na pr̊utoky kapaliny i plynu podávaj́ı Wolf
a kol. [147], analýzu tloušt’ky filmu v horizontálńım anulárńım prouděńı v závislosti na rychlosti
prouděńı vzduchu experimentálně provedli Schubring a Shedd [123]. Měřeńı i korelačńı vztah
tloušt’ky filmu v nakloněném horizontálńım kanále v závislosti na Reynoldsově, Weberově a
Freudeho č́ısle publikovali Ebner a kol. [47].
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CFD simulace turbulentńıho prouděńı nad
zvlněným povrchem

Úspěchy výpočtové mechaniky tekutin (CFD) při modelováńı turbulentńıho prouděńı na straně
jedné a složitost a r̊uznorodost model̊u smykových napět́ı a tlak̊u na straně druhé vedly k myšlen-
ce využ́ıt metodu CFD simulaćı k sestaveńı algebraických vztah̊u, které by bylo možno imple-
mentovat v kvazistatických modelech nestability kapalného filmu.

Ćılem CFD simulaćı popsaných v následuj́ıćı kapitole bylo tedy źıskat podklady pro sestaveńı
model̊u p̊usobeńı tlaku a smykového napět́ı na sinusoidálńı pevný povrch definovaný vlnovou
délkou λ a amplitudou a v kanále o výšce H, j́ımž protéká tekutina (vzduch) předepsanou středńı
rychlost́ı Ub (angl. bulk velocity) definované ve tvaru

Ub =
1

H

∫ H

0
U(y) dy . (5.1)

Protože výška kanálu i rychlost prouděńı ovlivňuj́ı sledované charakteristiky v r̊uzné mı́̌re, jsou
v simulaćıch uvažovány zvláště hodnoty obou proměnných a Reynoldsovo č́ıslo

Re =
HUb
ν

(5.2)

je už́ıváno ponejv́ıce pro srovnáńı s exterńımi studiemi.

5.1 Popis výpočtové geometrie

Z d̊uvod̊u ńıže uvedených byly kýžené hodnoty smykového napět́ı a tlak̊u źıskány simulacemi
stacionárńıho turbulentńıho prouděńı ve dvoudimenzionálńı oblasti se sinusoidálńı dolńı a rovnou
horńı stěnou, viz obr. 5.1.

Geometrie dolńı zvlněné stěny je definována harmonickou funkćı

y = a cos
2πx

λ
, (5.3)

tud́ıž a znač́ı amplitudu vlny a λ jej́ı délku. Horńı stěna oblasti je vzdálena H od středńı
polohy dolńı stěny. Rozměr oblasti ve směru prouděńı jsou dvě vlnové délky, přičemž ve všech
simulaćıch byla vlnové délka dána konstantńı hodnotou λ= 0,05 m. Zbylé rozměry byly voleny
tak, aby poměr délky vlny ku jej́ı amplitudě λ/a ležel v rozmeźı 20 až 200 a poměr výšky oblasti
ku délce vlny H/λ byl roven 0,6 až 1,4. Rychlost prouděńı Ub byla nastavena v rozmeźı od 2 do
20 m/s. Pro kinematickou viskozitu ν= 1,567 ·10−5 m2/s nabývá tud́ıž Reynoldsovo č́ıslo hodnot
od Re= 3830 (pro Ub = 2 m/s a H = 0,03 m) do Re= 89 400 (pro Ub = 20 m/s a H = 0,07 m).
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Obrázek 5.1: Výpočtová oblast a souřadnicový systém.

5.2 Metoda výpočtu

Vývoj metod výpočtové mechaniky tekutin spolu s rozvojem výpočetńı techniky v posledńıch
dvou dekádách umožnil použit́ı metody př́ımé numerické simulace (DNS) při simulaci turbu-
lentńıho prouděńı rovněž v oblasti s výše nadefinovanou geometríı, tj. v kanálu s jednou zvlněnou
stěnou [73], [91], [142]. Nadále velmi vysoká výpočetńı náročnost DNS metod však dosud ne-
umožňuje v rozumném čase provést řešeńı rozsáhleǰśı sady simulaćı, a proto byla provedena
studie aplikovatelnosti př́ıstupu pomoćı časově zpr̊uměrovaných Navierových-Stokesových rov-
nic (RANS). S ohledem na povahu problému byly vybrány tři turbulentńı modely: standardńı
Wilcox̊uv k-ε model [146], k-ω SST model [96] a k-ε V2F model [38]. Jak bude uvedeno po-
drobněji dále, výsledky simulaćı provedených pomoćı těchto model̊u byly pro vybranou konfigu-
raci porovnány s DNS řešeńımi Maass a Schumann [91] a Yoon a kol. [142]. Poznamenejme, že
výsledky výpočtu z článku [91] jsou př́ıstupné on-line [49] a spolu s experimentálńımi měřeńımi
publikovanými v disertačńı práci Hudson [69] jsou často použ́ıvány jako referenčńı data.

Protože prouděńı v kanále je považováno za homogenńı v př́ıčném směru, jsou při klasických
DNS výpočtech aplikovány periodické okrajové podmı́nky na bočńı stěny výpočtové oblasti. Při
porovnáńı odpov́ıdaj́ıćıho řešeńı metodou RANS s turbulentńım modelem k-ε V2F pro 2D a 3D
geometrii, viz obr. 5.2, bylo zjǐstěno, že odchylky obou řešeńı jsou zanedbatelné u smykového
napět́ı a akceptovatelné u tlakových sil. V daľśıch simulaćıch byla proto použita výhradně 2D
výpočetńı oblast s parametry definovanými v předcházej́ıćı podkapitole.

Vzhledem k tomu, že rozvoj mezńı vrstvy po délce kanálu ovlivňuje hodnoty sledovaných
veličin, byly ve směru prouděńı předepsány periodické okrajové podmı́nky s konstantńım hmot-
nostńım tokem spočteným z dané rychlosti prouděńı Ub. Na vstupu do domény byl přitom na
počátku simulace nastaven ṕıstový rychlostńı profil, z něhož se po konvergenci simulace vyvinul
profil reálného tvaru.

Poznamenejme, že vlastńı simulace byly provedeny v komerčńım CFD software STAR-CCM+
verze 6.04.016 firmy CD-adapco, přičemž výpočtová śıt’ byla vyhotovena v modeláři programu
ANSYS verze 13.0.

5.2.1. Výběr turbulentńıho modelu a jeho verifikace

Aplikovatelnost výše zmı́něných turbulentńıch model̊u na rozřešeńı tlaku a smykového napět́ı
p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch byla ověřována pomoćı simulaćı vycházej́ıćıch z konfigurace DNS
př́ıstupu v práci [91]. Poměr vlnové délky ku amplitudě vlny byl nastaven na hodnotu λ/a= 20,
výška kanálu H =λ a Reynoldsovo č́ıslo Re= 6760. Výpočetńı śıt’ byla definována Nx = 114 body
v podélném směru a Ny = 80 body ve směru př́ıčném na směr prouděńı. V podélném směru byla
použita rovnoměrně dělená śıt’, zat́ımco v př́ıstěnné oblasti byla užito zjemněńı śıtě v př́ıčném
směru za účelem dostatečně přesného rozřešeńı mezńı vrstvy. Kvalita zjemněńı byla posuzována
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Obrázek 5.2: Pr̊uběh tlaku a smykového napět́ı na zvlněné stěně pro 2D a 3D
geometrii. Při výpočtu byl použit k-ε V2F turbulentńı model.

Separace Přilnut́ı
Př́ıstup xS/λ xR/λ

Experiment, Hudson (1996) 0,22 0,58
DNS, Maass & Schumann (1996) 0,14 0,60
DNS, Yoon a kol. (2009) 0,14 0,62
k-ε V2F 0,14 0,66
k-ω SST 0,13 0,71
k-ω Wilcox 0,13 0,71

Tabulka 5.1: Poloha bod̊u separace a přilnut́ı dle vybraných turbulentńıch model̊u
v porovnáńı s experimentálńımi daty viz Hudson (1996) [70] a DNS výsledky viz
Maass & Schumann (1996) [91] a Yoon a kol. (2009) [142].

dle bezrozměrné charakteristiky y+. V př́ıpadě uvedené verifikačńı simulace byla hodnota y+

menš́ı než 0,2 po celé délce stěny.
Normalizované hodnoty tlaku1 a smykového napět́ı na zvlněné stěně jsou zakresleny na

obrázku 5.3. S uvážeńım definice tzv. bod̊u separace resp. přilnut́ı jakožto bod̊u, kde smykové
napět́ı nabývá nulové hodnoty, jsou př́ıslušné x-ové souřadnice těchto bod̊u rovny x/λ= 0,14
resp. x/λ= 0,60 dle DNS řešeńı [91] a x/λ= 0,14 resp. x/λ= 0,62 dle DNS řešeńı [142]. Z obrázku
5.3 a tabulky 5.1 lze nahlédnout, že bod separace je predikován poměrně přesně všemi použitými
RANS modely. Na druhé straně bod přilnut́ı je ve všech př́ıpadech nadhodnocen v porovnáńı
s DNS daty i experimentálńım měřeńım. Nejlepš́ı výsledek v predikci bodu přilnut́ı dává k-ε V2F
model. Polohy bod̊u separace a přilnut́ı spočtené pomoćı diskutovaných turbulentńıch model̊u
pro r̊uzné poměry λ/a jsou v porovnáńı s DNS řešeńım [142] uvedeny rovněž na obrázku C.1
v př́ıloze.

Model V2F dále poskytuje relativně dobré resp. velmi dobré výsledky při predikci extrémńıch
hodnot tlaku resp. smykového napět́ı. Oba k-ω modely poskytuj́ı obdobné pr̊uběhy sledovaných
veličin. Jejich odchylky se lǐśı nejv́ıce při predikci maximálńıch hodnot tlaku i smykového napět́ı.

1Hodnoty tlaku byly upraveny odečteńım lineárńı tlakové ztráty.
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Relativńı úspěšnost k-ε V2F modelu je v dobrém souladu s očekáváńım, nebot’ tento model
byl dle [139] navržen pro přesněǰśı rozřešeńı turbulentńıch efekt̊u v př́ıstěnné oblasti, což je
rozhoduj́ıćı fenomén pro predikci smykového napět́ı a separace proudu.
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Obrázek 5.3: Pr̊uběhy tlaku a smykového napět́ı na zvlněné stěně normalizované
hodnotou ρUb

2 a spočtené vybranými modely turbulence v porovnáńı s DNS řešeńım
Yoon a kol. (2009) [142].

Normalizované rychlostńı profily ve směru prouděńı v př́ıstěnné oblasti źıskané diskutovanými
modely turbulence jsou zachyceny na obrázku 5.4 pro x/λ=0,1; 0,3; 0,5 a 0,7. Z obrázku lze
nahlédnout, že rychlostńı profily v př́ıstěnné oblasti spočtené pomoćı vybraných RANS model̊u
vykazuj́ı obdobný pr̊uběh a jsou v dobré shodě s DNS daty pro x/λ= 0,1 a x/λ= 0,3. Nezachycuj́ı
dobře pouze zlom DNS profilu ve výšce y/λ= 0,08 pro x/λ= 0,1. Větš́ı odchylky jsou však patrné
ve zbylých polohách x/λ= 0,5 a x/λ= 0,7. Oba k-ω modely dávaj́ı stále podobné pr̊uběhy, avšak
tyto se již značně odchyluj́ı od DNS dat. Model k-ε V2F vykazuje stále dobrou shodu stejně jako
v předcházej́ıćıch polohách. Je zřejmé, že uvedené výsledky koresponduj́ı s oblast́ı separace, jej́ıž
poloha je dobře pozorovatelná z obrázku 5.3.

Souvislost mezi oblast́ı separace a rychlostńımi profily je rovněž dobře patrná z obrázku 5.5,
na kterém jsou zachyceny rychlostńı profily uy ve výše zmı́něných x-ových polohách. Z obrázku
lze nahlédnout, že největš́ı odchylky mezi DNS daty a řešeńımi dle obou k-ω turbulentńıch
model̊u vykazuj́ı profily pro x/λ= 0,7, což dobře souhlaśı s bodem přilnut́ı v bĺızkosti polohy
x/λ= 0,71. Profily spočtené modelem k-ε V2F jsou opět v poměrně dobré shodě s DNS výsledky,
ačkoliv v bĺızkosti bodu přilnut́ı jsou odchylky zřetelněǰśı.

Z dosud uvedené analýzy, zejména vzhledem k poměrně přesné predikci smykového napět́ı
a tlaku, viz. obr. 5.3, bylo usouzeno, že model k-ε V2F je s rozumnou mı́rou nepřesnosti apli-
kovatelný k predikci kýžených charakteristik v diskutovaném problému turbulentńıho prouděńı
nad zvlněným povrchem.

5.2.2. Nastaveńı a specifikace simulaćı

Vybraný turbulentńı model k-ε V2F, viz např. [38], [45], [74], p̊uvodně odvozený v [44], je
dvourovnicový model ve kterém jsou přenosové rovnice formulované pro turbulentńı kinetickou
energii k a rychlost disipace ε doplněny o rovnice pro turbulentńı napět́ı v normálovém směru
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Obrázek 5.4: Rychlostńı profily ve směru proudu v př́ıstěnné oblasti źıskané v x/λ=0,1; 0,3;
0,5 a 0,7 užit́ım vybraných RANS model̊u turbulence v porovnáńı s DNS výsledky Maass &
Schumann (1996) [91].
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Obrázek 5.5: Rychlostńı profily uy źıskané v x/λ=0,1; 0,3; 0,5 a 0,7 užit́ım vybraných RANS
model̊u turbulence v porovnáńı s DNS výsledky Yoon a kol. (2009) [142].
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a jeho redistribučńı funkci [139]. Model byl vytvořen za účelem přesněǰśı predikce turbulentńıch
jev̊u v př́ıstěnné oblasti, což je kĺıčový faktor pro přenos tepla, povrchové třeńı a separaci mezńı
vrstvy. Model byl v simulaćıch použit s tzv.

”
all y+“ ošetřeńım mezńı vrstvy. Rovnice a konstanty

modelu jsou uvedeny v př́ıloze D, podrobněǰśı specifikace modelu viz manuál [139].
Jak bylo zd̊uvodněno výše, byla užita dvoudimenzionálńı výpočetńı oblast a prouděńı bylo

simulováno jako stacionárńı. Za účelem analýzy vlivu výpočetńı śıtě na řešeńı bylo provedeno
několik simulaćı, z nichž vyplynulo, že největš́ı vliv na hodnoty sledovaných veličin má hod-
nota y+ na zvlněné stěně označovaná dále y+

wall.
Pro detailněǰśı posouzeńı vlivu y+

wall na smykové napět́ı a tlakový profil byly provedeny si-
mulace pro troj́ı hustotu śıtě, viz tab. 5.2. Jako testovaćı př́ıpad byla užita výpočetńı doména
s geometrickou konfiguraćı definovanou rozměry λ/a= 80, H=λ a proud vzduchu s Reynolds-
ovým č́ıslem Re= 31 916 (H= 0,05 m, Ub = 10 m/s). Výsledky uvedené v tabulce 5.2 a na obrázku
5.6 ukazuj́ı, že hodnoty tlaku se pro všechny zvolené śıtě měńı jen nepatrně (v rozmeźı jednoho
procenta) a hodnoty smykového napět́ı se lǐśı méně než o jedno procento, pokud y+

wall klesne
z hodnoty 0,8 na 0,6. Podobně odpov́ıdaj́ıćı rychlostńı profily na obrázku 5.7 deklaruj́ı, že kva-
lita výpočtové śıtě 3 z tabulky 5.2 by měla být dostačuj́ıćı pro źıskáńı reprezentativńıch dat.
Výpočetńı śıtě použité ve vlastńıch simulaćıch byly vyhotoveny tak, aby hodnota y+

wall byla vždy
menš́ı než 0,65 při rychlosti prouděńı Ub = 10 m/s. Výpočtová śıt’ včetně detailu př́ıstěnné oblasti
je zachycena na obrázku C.2 v př́ıloze.

Výpočtová śıt’ Počet buněk max y+
wall max Pw/ρUb

2 max τw/ρUb
2

1 120× 80 1,4 2,0600 (99,30 %) 0,0895 (96,86 %)
2 120× 88 0,8 2,0693 (99,74 %) 0,0918 (99,35 %)
3 120× 92 0,6 2,0746 (100 %) 0,0924 (100 %)

Tabulka 5.2: Parametry a charakteristiky použité pro analýzu vlivu výpočtové śıtě na řešeńı.
H=λ, λ/a=80, Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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Obrázek 5.6: Vliv hustoty výpočtové śıtě na hodnoty tlaku a smykového napět́ı.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=80, Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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Obrázek 5.7: Vliv hustoty výpočtové śıtě na rychlostńı profily v x/λ=0,5 (údoĺı
vlny) a x/λ=1 (vrchol vlny). H=λ, λ/a=80, Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).

5.3 Výsledky

Vzhledem k tomu, že diskutované simulace byly řešeny jako stacionárńı, reprezentuj́ı všechny
veličiny uvedené v této kapitole jejich časově pr̊uměrné hodnoty. Tlak a smykové napět́ı p̊usob́ıćı
na zvlněný pevný povrch definujeme analogicky jako pro vodńı hladinu v podkapitole 3.2 roz-
kladem na pr̊uměrnou a fluktuačńı část :

Pw =Pw + P ′ = Pw + <{P̂ eiαx} , (5.4)

τw = τw + τ ′ = τw + <{τ̂eiαx} . (5.5)

Ze vztah̊u (5.4) resp. (5.5) plyne poměr mezi amplitudami P̂w resp. τ̂w, viz podkapitolu 3.2,
uvažovanými nad vodńı hladinou a amplitudami P̂ resp. τ̂ nad pevným povrchem :

P̂ = aP̂w, (5.6)

τ̂ = aτ̂w. (5.7)

Amplitudy |P̂ | resp. |τ̂ | reálných fluktuaćı P ′ resp. τ ′ nyńı v protikladu k předpis̊um (3.11) resp.
(3.12) definuj́ı př́ıslušné amplitudové složky PSR, PSI, τSR a τSI vztahy

P ′=PSR cosαx− PSI sinαx = |P̂ | cos (αx+ θP) , (5.8)

τ ′= τSR cosαx− τSI sinαx = |τ̂ | cos (αx+ θτ ) . (5.9)

Profily smykového napět́ı a tlaku p̊usob́ıćı na zvlněný povrch jsou zakresleny na obrázćıch
5.8 resp. 5.9 v závislosti na rychlosti Ub resp. poměru λ/a. Z profil̊u na obou obrázćıch plyne, že
rychlost prouděńı plynu i poměr mezi vlnovou délkou a amplitudou vlny ovlivňuj́ı tvar profilu
i amplitudy p̊usob́ıćıch napět́ı. Z pr̊uběhu smykových napět́ı na obrázku 5.9 a polohy oblasti
separace na obrázku C.1 v př́ıloze je patrné, že k separaci prouděńı docháźı pro λ/a= 50, což je
v souladu s DNS simulaćı [142]. Z obrázk̊u C.1 a C.3 v př́ıloze při tom vyplývá, že tato hodnota
se s rychlost́ı prouděńı př́ılǐs neměńı. Z obrázku 5.8 lze ovšem nahlédnout, že oblast separace se
s rostoućı rychlost́ı zkracuje.
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Obrázek 5.8: Vliv rychlosti Ub na profil tlaku a smykového napět́ı.
Vykresleno pro H=λ, λ/a = 40.
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Obrázek 5.9: Vliv poměru na λ/a na profil tlaku a smykového napět́ı.
Vykresleno pro H=λ, Re=19 145 (H=0,05 m, Ub=6 m/s).

Složky sil p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch v d̊usledku smykového napět́ı a tlakového pro-
filu jsou zakresleny na obrázćıch 5.10 resp. 5.11 v závislosti na rychlosti Ub resp. λ/a. Śıla
p̊usob́ıćı v x-ovém směru v d̊usledku smykového napět́ı τw je značena Fτx, śıla p̊usob́ıćı ve směru
osy x v d̊usledku tlakového profilu Pw je značena FPx. Analogicky pro složky v y-ovém směru.
Z obrázku 5.10 je zřejmé, že obě p̊usob́ıćı śıly rostou s rostoućı rychlost́ı prouděńı, přičemž složka
Fτx přibližně lineárně, složka FPx přibližně kvadraticky. Růst silových složek v y-ovém směru je
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obdobný v obráceném sledu. Z obrázku 5.11 nicméně vyplývá, že zásadńı vliv na velikost silových
složek má tvar vlny, tj. poměr λ/a. S rostoućı plochost́ı vlny složky Fτy a FPx rychle klesaj́ı
k nulovým hodnotám, kterých nabývaj́ı pro hladký kanál. Podobně se asymptoticky k hodnotám
pro hladký povrch bĺıž́ı hodnoty složek Fτx a FPy.

Z analýzy p̊usob́ıćıch sil pro v́ıce vlnových délek lze učinit závěr, že pro vlny s poměrem λ/a
větš́ım než asi 25 až 30 v závislosti na rychlosti prouděńı je dominuj́ıćım faktorem pro silové
p̊usobeńı v x-ovém směru smykové napět́ı, zat́ımco dominuj́ıćımi silami p̊usob́ıćımi v y-ovém
směru v př́ıpadě všech vlnových délek jsou śıly tlakové.
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Obrázek 5.10: Závislost silových účink̊u tlaku a smykového napět́ı na rychlosti Ub.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=40 (H=0,05 m).
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Obrázek 5.11: Závislost silových účink̊u tlakových a smykových sil na poměru λ/a.
Vykresleno pro H=λ, Re=12 767 (H=0,05 m, Ub=4 m/s).

Ačkoliv p̊usob́ıćı śıly mohou být významných faktorem např́ıklad při tvorbě filmu, v modelech
nestabilit kapalných filmů se vyskytuj́ı pouze amplitudové charakteristiky př́ıslušných napět́ı,
př́ıpadně pr̊uměrné hodnoty smykového napět́ı. Vzhledem k tomu, že zvlněný povrch jen málo
ovlivňuje pr̊uměrné hodnoty smykového napět́ı na stěně, jak dokládá obrázek 5.9, omeźıme se
dále na analýzu amplitudových složek fluktuaćı P ′ a τ ′ tj. veličin PSR, PSI a τSR, τSI.
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5.3.1. Fluktuace tlaku

Komponenty tlakových fluktuaćı PSR, PSI byly spočteny z amplitudy tlaku |P̂ | a fázového po-
sunut́ı tlakového pr̊uběhu v̊uči povrchu vlny θP dle vztah̊u odvozených z rovnosti (5.8):

PSR = |P̂ | cos θP, (5.10)

PSI = |P̂ | sin θP. (5.11)

Amplituda tlakové fluktuace |P̂ | byla určena jako polovina rozd́ılu mezi maximálńı a minimálńı
hodnotou tlaku p̊usob́ıćıho na povrch o jedné vlnové délce. Závislost této veličiny na výšce H,
poměru λ/a a rychlosti Ub je zachycena na obrázku 5.12 v porovnáńı s amplitudou smykového
napět́ı |τ̂ |. Z obrázku je patrné, že závislosti obou veličin jsou obdobné. Amplitudy rostou s ros-
toućı rychlost́ı Ub, klesaj́ıćım poměrem λ/a a výškou kanálu H.
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Obrázek 5.12: Závislost amplitud fluktuaćı tlaku resp. smykového napět́ı, |P̂ | resp. |τ̂ |, na
rychlosti Ub, poměru λ/a a výšce kanálu H. Vykresleno pro H=λ, λ/a=100 a Re=31 916
(H=0,05 m, Ub=10 m/s).

V porovnáńı s amplitudou neńı určeńı fázového posunut́ı θP tak jednoznačné s ohledem
na deformaci tlakového pr̊uběhu zejména pro malé hodnoty rychlosti Ub a poměru λ/a, jak
demonstruj́ı obrázky 5.13 a 5.14. Fázové posunut́ı bylo stanoveno z posunut́ı maxima tlaku v̊uči
povrchu vlny ∆x1

P a z posunut́ı minima tlaku v̊uči údoĺı vlny ∆x2
P, jak ilustruje obrázek 5.13.

Odpov́ıdaj́ıćı úhly θ1
P a θ2

P byly spočteny pomoćı vztah̊u

θ1
P =

∆x1
P

λ
· 360◦ , (5.12)

θ2
P =

∆x2
P

λ
· 360◦ . (5.13)

Odpov́ıdaj́ıćı amplitudové složky P 1
SR resp. P 2

SR spočtené užit́ım fáźı θ1
P resp. θ2

P jsou zachy-
ceny na obrázku 5.15 v porovnáńı s př́ıslušnými algebraickými modely. Ze závislosti na λ/a je
patrné, že P 1

SR a P 2
SR se významně lǐśı pro λ/a < 50.

Algebraické modely př́ıslušných složek P 1
SR a P 2

SR byly odvozeny užit́ım lineárńı regrese a em-
pirického

”
fitováńı“ simulačńıch dat. Z výsledných vztah̊u (5.15) a (5.16) jakožto z obrázku 5.15

lze nahlédnout, že rozd́ıly mezi modely P 1
SR a P 2

SR nejsou př́ılǐs významné. Oba modely jsou
zakresleny na obrázku 5.15 v závislosti na uvažovaných proměnných v porovnáńı s modelem
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Obrázek 5.13: Deformace tlakového pr̊uběhu a fázové posunut́ı v̊uči povrchu vlny.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=40 a Re=12 767 (H=0.05 m, Ub=4 m/s).
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Obrázek 5.14: Závislost fázového posunut́ı tlaku a smykového napět́ı θP a θτ na H, λ/a a Ub.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=60 a Re=19 150 (H=0.05 m, Ub=6 m/s).

PWH
WR založeným na řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice, které použili Woodmansee a Ha-

nratty [151]. Z obrázku je patrné, že oba odvozené algebraické modely výborně prokládaj́ı CFD
data pro λ/a > 40 a shoda s modelem PWH

WR je velmi dobrá zejména v kvalitativńım smyslu.

PWH
WR = −0,131aρGUb

2α

(
αH

2

)−0,627

Re0,229 (5.14)

P 1
SR =−0,815H−0,357

(
λ

a

)−0,914

Ub
2,100 (5.15)

P 2
SR =−0,849H−0,359

(
λ

a

)−0,919

Ub
2,093 (5.16)

Zp̊usob určeńı fáze θP je mnohem významněǰśı pro výpočet složek PSI než v př́ıpadě složek
PSR, jak dokládá obrázek 5.16. Hodnoty PSI jsou v porovnáńı se složkami PSR obecně poměrně
malé kromě př́ıpad̊u, kdy zvlněńı je výrazné (λ/a malé). Odpov́ıdaj́ıćı algebraické modely jsou
definovány formulemi (5.17) a (5.18) a vykresleny rovněž na obrázku 5.16. Lze nahlédnout,
že hodnoty PSI v př́ıpadě závislosti na rychlosti Ub jsou vystiženy velmi dobře zejména pro
rychlosti Ub> 10 m/s. Pro klesaj́ıćı rychlosti relativńı chyba mezi CFD daty a modelem složek P 1

SI
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významně nar̊ustá. Model složek P 2
SI se odlǐsuje převážně pouze pro λ/a< 60. Predikce obou

složek v závislosti na výšce kanálu je velmi dobrá.

P 1
SI = 45,936H−0,124

(
λ

a

)−1,552

Ub
1,230 (5.17)

P 2
SI = 0,0369H−0,396

(
λ

a

)−0,481

Ub
1,600 (5.18)
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Obrázek 5.15: Závislost amplitudové složky PSR na výšce kanálu H, poměru λ/a a rychlosti
Ub v porovnáńı s analytickým modelem viz Woodmansee a Hanratty [151]. Vykresleno pro
H=λ, λ/a=100 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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Obrázek 5.16: Závislost amplitudové složky PSI na výšce kanálu H, poměru λ/a a rychlosti Ub.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=100 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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5.3.2. Fluktuace smykového napět́ı

Amplitudové složky výchylek smykového napět́ı τSR a τSI byly určeny obdobným zp̊usobem jako
v př́ıpadě tlakových fluktuaćı, tj. pomoćı vztah̊u

τSR = |τ̂ | cos θτ , (5.19)

τSI = |τ̂ | sin θτ . (5.20)

Amplituda fluktuace smykového napět́ı |τ̂ | byla stanovena jako pr̊uměr maximálńı a mi-
nimálńı hodnoty. Fáze θτ byla určena z posunut́ı maxima smykového napět́ı v̊uči povrchu vlny,
tj. pomoćı vztahu analogickému k formuli (5.12). Výsledné hodnoty složek τSR a τSI jsou zachy-
ceny na obrázku 5.17 spolu s odpov́ıdaj́ıćımi algebraickými modely definovanými vztahy (5.21)
a (5.22).

τSR = 0,303H−0,219

(
λ

a

)−1,080

Ub
1,356 (5.21)

τSI = 0,126H−0,263

(
λ

a

)−0,920

Ub
1,450 (5.22)

Omezeńı model̊u pro reprezentaci CFD dat je obdobné jako v př́ıpadě tlakových složek, viz
předchoźı odstavec. Odchylky jsou významné ponejv́ıce pro ńızké hodnoty λ/a, zejména při
predikci hodnot složky τSI.

Model pr̊uměrných hodnot smykového napět́ı byl na základě CFD dat odvozen ve tvaru

τw = 2,857·10−3H−0,224 U1,746
b . (5.23)
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Obrázek 5.17: Závislost složek τSR a τSI na výšce kanálu H, poměru λ/a a rychlosti Ub.
Vykresleno pro H=λ, λ/a=100 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).

5.4 Diskuse a validace výsledk̊u

Charakter fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı je přehledně dokumentován na obrázćıch 5.12
a 5.14 pomoćı závislost́ı na výšce kanálu H, poměru délky ku amplitudě vlny λ/a a rychlosti Ub.
Vyhodnoceńı široké sady konfiguraćı ř́ıd́ıćıch proměnných studovaného problému potvrzuje výše
uvedené tendence a závislosti:

61



Kapitola 5

• Amplitudy obou fluktuaćı se významně zvětšuj́ı s rostoućı rychlost́ı prouděńı a s rostoućı
amplitudou povrchových vln a mı́rně se zmenšuj́ı s rostoućı výškou kanálu.

• V závislosti na rychlosti Ub jsou amplitudy fluktuaćı smykového napět́ı |τ̂ | přibližně 10×
(pro Ub = 2 m/s) až 50× (pro Ub = 20 m/s) menš́ı než amplitudy tlakových fluktuaćı |P̂ |
a tento poměr se přibližně zachovává, i když se zbývaj́ıćı proměnné λ/a a H měńı.

• Posunut́ı maxima tlaku v̊uči vrcholu vlny se zvětšuj́ı s rostoućı rychlost́ı prouděńı a zmen-
šuj́ı s klesaj́ıćım poměrem λ/a. Vliv výšky kanálu neńı v tomto př́ıpadě př́ılǐs významný.
Odpov́ıdaj́ıćı fázová posunut́ı θ1

P spočtená dle formule (5.12) se pro H =λ měńı od 159◦

(pro Ub = 2 m/s a λ/a= 200) do 178◦ (pro Ub = 20 m/s a λ/a= 20).

• Posunut́ı minima tlaku v̊uči údoĺı vlny se zmenšuj́ı s rostoućı rychlost́ı Ub a poměrem λ/a
a jen velmi slabě s rostoućı výškou kanálu H. Koresponduj́ıćı fázová posunut́ı θ2

P se měńı
od 103◦ (pro Ub = 2 m/s a λ/a= 20) do 175◦ (pro Ub = 20 m/s a λ/a= 200).

• Posunut́ı maxima smykového napět́ı v̊uči vrcholu vlny se zvětšuj́ı s rostoućı rychlost́ı
prouděńı Ub a poměrem λ/a. Vliv výšky kanálu neńı opět významný podobně jako v př́ıpa-
dě posunu maxima tlaku. Fázové posunut́ı θτ se měńı od 29◦ (pro Ub = 2 m/s a λ/a= 20)
do 57◦ (pro Ub = 20 m/s a λ/a= 200).

• Komponenta PSR je záporná, zat́ımco všechny ostatńı jsou kladné. Kladná hodnota PSI

posouvá minimum tlaku směrem proti proudu v̊uči vrcholu vlny. Kladné hodnoty τSR a
τSI posouvaj́ı maximum smykového napět́ı proti proudu v̊uči povrchu vlny.

Z fyzikálńıch princip̊u nestabilit kapalného filmu diskutovaných v podkapitole 3.3 vyplývá
přednostńı význam minim tlakového p̊usobeńı a maxim smykového napět́ı. S ohledem na tuto
skutečnost se jev́ı, že amplitudové složky P 2

SR a P 2
SI spočtené pomoćı posunut́ı ∆x2

P by mohly
být vhodněǰśı pro účely př́ıslušných model̊u nestabilit, nebot’ lépe aproximuj́ı polohu minima
tlakových sil, zat́ımco použit́ı složek P 1

SR a P 1
SI vede k lepš́ı aproximaci maxima, jak je patrné

z obrázku 5.18.
Detailněǰśı vyšetřeńı přesnosti jednotlivých model̊u bylo provedeno užit́ım relativńıch odchy-

lek spočtených vztahy

∆|P̂ j |= |P̂
j | − |P̂CFD|
|P̂CFD|

, (5.24)

∆|τ̂ |= |τ̂ | − |τ̂
CFD|

|τ̂CFD|
, (5.25)

kde |P̂ j | a |τ̂ | jsou s ohledem na vztahy (5.8) a (5.9) dány formulemi

|P̂ j |=
√(

P jSR

)2
+
(
P jSI

)2
, (5.26)

|τ̂ |=
√

(τSR)2 + (τSI)2 . (5.27)

Výsledné závislosti relativńıch odchylek na parametrech prouděńı, viz obr. 5.19, ukazuj́ı, že
př́ıslušné algebraické modely nejsou adekvátńı pro popis CFD dat nejen pro ńızké hodnoty λ/a,
ale také pro ńızké rychlosti prouděńı. Nicméně relativńı odchylky od CFD dat jsou menš́ı než
asi 10 % pro libovolnou výšku kanálu, jestliže rychlost Ub je větš́ı než 6 m/s a poměr λ/a větš́ı
než 50.
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Obrázek 5.18: Porovnáńı tlakového pr̊uběhu spočteného dle modelu založeného na ∆x1P (P 1
SR, P 1

SI)
a ∆x2P (P 2

SR, P 2
SI). Vykresleno pro H=λ, λ/a=60 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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Obrázek 5.19: Relativńı odchylky amplitud výchylek tlaku a smykového napět́ı od CFD
výsledk̊u. Vykresleno pro H=λ, λ/a=100 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).

Pro validaci model̊u je třeba v prvé řadě ověřit splněńı předpokladu linearity a adekvátnost
použit́ı harmonických funkćı při modelováńı fluktuaćı a dále pak vyšetřit vlastńı přesnost pre-
dikce amplitud a fázových posunut́ı sledovaných veličin. Zilker a kol. [156] provedli měřeńı smy-
kového napět́ı pro r̊uzné amplitudy vln a vymezili lineárńı závislost pro λ/a> 60 a a+< 27,
kde

a+ = a
uτ
ν

(5.28)

je bezrozměrná amplituda přepočtená pomoćı kinematické viskozity ν a třećı rychlosti uτ spoč-
tené dle (3.20), kde τw je źıskané z řešeńı pro rovnou stěnu.

Abrams v dizertačńı práci [1] s odkazem na článek [135] uvád́ı, že pro mezńı vrstvy o velké
tloušt’ce je fázové posunut́ı smykového napět́ı θτ prostou funkćı bezrozměrného vlnového č́ısla

α+ =
2π

λ

ν

uτ
, (5.29)

amplituda smykového napět́ı |τ̂ | je lineárńı funkćı a+ a poměr bezrozměrné ku reálné amplitudě
a+/a je prostou funkćı α+. S ohledem na tyto poznatky a souvisej́ıćı analýzy v literatuře budeme
validaci model̊u dále vyšetřovat s užit́ım právě uvedených bezrozměrných proměnných.
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5.4.1. Validace simulaćı a model̊u smykového napět́ı

Linearita a amplitudy

Oprávněnost použit́ı harmonické funkce při modelováńı fluktuaćı smykového napět́ı demonstruje
př́ıslušný model v porovnáńı s měřeńım [156] na obrázku 5.20 pro λ/a= 64 a a+= 12. Z grafu je
patrná velmi dobrá shoda harmonického modelu s experimentálńımi daty až na hodnoty smy-
kového napět́ı v údoĺı vlny, přesněji od x/λ= 0,25 do x/λ= 0,45, v d̊usledku poněkud plochého
pr̊uběhu naměřených hodnot. Poznamenejme pro zaj́ımavost, že za podmı́nek definovaných bĺıže
v popisku obrázku je amplituda smykového napět́ı právě rovna jeho pr̊uměrné hodnotě, jak
dokládá čárkovaná čára v grafu.
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Obrázek 5.20: Srovnáńı modelu smykového napět́ı s měřeńım Zilker (1977) [156].
Vykresleno pro H=λ/2, λ/a=64, Re=6400, α+=0,0079 a a+=12.
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Obrázek 5.21: Srovnáńı modelu smykového napět́ı s měřeńım Abrams (1984) [1].
Vykresleno pro H=λ, λ/a=142,86, Re=13 360, α+=0,0082 a a+=5.

Pr̊uběh smykového napět́ı na obrázku 5.21 pro plošš́ı zvlněńı povrchu (λ/a= 142,86) a menš́ı
rychlost prouděńı (a+= 5), potvrzuje harmonický pr̊uběh fluktuaćı i deklarované odchylky mo-
delu od CFD dat. Jak plyne z analýzy na základě obrázku 5.19, amplitudy fluktuaćı smykového
napět́ı jsou nadhodnoceny asi o 15 % v̊uči CFD výsledk̊um pro odpov́ıdaj́ıćı podmı́nky. Jestliže
je tedy amplituda výchylky na obrázku 5.21 vynásobena konstantou 0,85, je predikce měřeńı se-
staveným algebraickým modelem velmi přesná. Pro validaci výchylek smykového napět́ı a tlak̊u
byly sestaveny bezrozměrné veličiny definované vztahy (5.30) a (5.31).

|τ̂+| = |τ̂ |
ρuτ 2

=
|τ̂ |
τw

(5.30)
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|P̂+| = |P̂ |
ρuτ 2

=
|P̂ |
τw

(5.31)

Bezrozměrné amplitudy výchylek smykového napět́ı normalizované bezrozměrnou amplitu-
dou a+ a př́ıslušná fázová posunut́ı θτ v závislosti na bezrozměrném vlnovém č́ısle α+ jsou
zachyceny na obrázku 5.22 v porovnáńı s měřeńım a dvěma komplexńımi modely publiko-
vanými v dizertačńı práci [1]. Př́ıslušné experimenty byly provedeny pro H =λ a λ/a= 142,86.
Jak lze nahlédnout z obrázku, náš model dává velmi dobrou shodu s experimentálńımi daty
v rozmeźı od α+= 0,0086 do α+= 0,0023. Pro uvedenou geometrickou konfiguraci tyto hod-
noty odpov́ıdaj́ı Reynoldsovým č́ısl̊um od Re= 13 000 (H = 0,05 m, Ub = 4 m/s) do Re= 58 000
(H = 0,05 m, Ub = 18 m/s), které dobře reprezentuj́ı př́ıslušné podmı́nky, za kterých byly prove-
deny simulace a konstrukce model̊u. Predikce modelu v uvedeném intervalu se zdá být dokonce
přesněǰśı než predikce modelu D* resp. tzv. relaxačńıho modelu dle Abramse viz [1] resp. [2],
které poněkud podhodnocuj́ı experimentálńı data. Je však třeba poznamenat, že náš model
silně nadhodnocuje data mimo tento interval. V př́ıpadě ńızkých rychlost́ı (α+> 0,0086) je tento
výsledek konzistentńı s obrázkem 5.19, který demonstruje nadhodnoceńı modelu v̊uči CFD
řešeńı. Z obrázk̊u 5.19 a 5.22 je zřejmé, že tento nesoulad je d̊usledkem konstrukce modelu
z hlediska nejlepš́ı shody s výsledky CFD simulaćı v okoĺı středńı hodnoty Reynoldsových č́ısel
simulovaného prouděńı. Obrázek 5.21 stejně jako shoda CFD výsledku pro nejvyšš́ı hodnotu α+

s modely Abramse, viz obr. 5.22, potvrzuje vysokou přesnost turbulentńıho modelu k-ε V2F při
predikci amplitud fluktuaćı smykového napět́ı pro ńızká Reynoldsova č́ısla (vysoké hodnoty α+).
Na druhé straně odvozený algebraický model stejně jako k-ε V2F nadhodnocuje naměřená data
pro velké rychlosti prouděńı (α+< 0,0086).
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Obrázek 5.22: Porovnáńı model̊u fluktuaćı smykového napět́ı (5.21) a (5.22) s měřeńım a modely
viz Abrams (1984) [1] a Abrams & Hanratty (1985) [2]. Vykresleno pro H=λ, λ/a=142,86.

Fázová posunut́ı

Z grafu na pravé straně obrázku 5.22 vyplývá, že model k-ε V2F a tud́ıž také odvozený alge-
braický model selhávaj́ı při predikci fázového posunut́ı smykového napět́ı v̊uči povrchu vlny.
Ṕık fázového posunut́ı se nacháźı v bĺızkosti α+= 0,002, což je hodnota bĺızká hodnotě experi-
mentálně zjǐstěné, ovšem fázová posunut́ı jsou silně podhodnocena na celém intervalu α+.
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5.4.2. Validace simulaćı a model̊u tlaku

Linearita a amplitudy

Tlakové profily studoval Zilker a kol. [156] pomoćı experiment̊u pro λ/a= 40 a Reynoldsova č́ısla
od 5650 do 30 000, nebot’ předchoźı měřeńı dokládala lineárńı závislost pro λ/a> 40. Výsledky ex-
periment̊u potvrdily, že všechny naměřené profily mohou být aproximovány harmonickou funkćı.
Tento závěr je konzistentńı s výsledky CFD simulaćı, jak je demonstrováno výraznými odchyl-
kami složek PSR a PSI harmonického modelu od hodnot źıskaných simulacemi pro λ/a< 40.

Bezrozměrné amplitudy tlakových fluktuaćı |P̂+| normalizované amplitudou a+ a korespon-
duj́ıćı fázová posunut́ı θP v závislosti na bezrozměrném vlnovém č́ısle α+ jsou zachyceny na
obrázku 5.23 v porovnáńı s modelem D* [1] a měřeńımi pro λ/a= 32 viz [79], λ/a= 36 viz [124],
λ/a= 45 a λ/a= 90 viz [68] a pro λ/a= 10 až λ/a= 64 viz [35]. V př́ıpadě posledńıch dvou zdroj̊u
jsou však bohužel neznámé použité konkrétńı poměry λ/a př́ıslušné k naměřeným hodnotám na
obrázku a stejně tak neńı známa přesná konfigurace, pro kterou jsou vykresleny pr̊uběhy tlaku
dle uvedeného modelu D*. S ohledem na převažuj́ıćı hodnoty λ/a byly naše výsledky vykresleny
pro H =λ a λ/a= 60.

Vzhledem k tomu, že měřeńı Kendall [79] nejsou zcela konzistentńı, zdá se být významnou
výborná shoda našeho modelu s experimenty Sigal [124] a Cook [35]. Naše predikce naměřených
hodnot je dokonce lepš́ı než výstupy modelu D*. Měřeńı autor̊u Hsu a Kennedy [68] byla
prováděna na stěně trubky na rozd́ıl od ostatńıch experiment̊u, č́ımž lze vysvětlit jejich ne-
konzistenci se zbylými daty.
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Obrázek 5.23: Porovnáńı model̊u fluktuaćı tlaku (5.15)–(5.18) s modely typu D* viz
Abrams (1984) [1] a měřeńımi viz Kendall [79], Sigal [124], Hsu & Kennedy [68] a Cook [35].

Z obrázku vyplývá, že modely tlakových fluktuaćı P̂ (P 1
SR, P

1
SI) resp. P̂ (P 2

SR, P
2
SI) jsou dobře

použitelné pro podmı́nky odpov́ıdaj́ıćı hodnotám α+< 0,006 resp. α+< 0,01. Pro vyšš́ı α+ rozd́ıly
mezi modely a CFD daty nar̊ustaj́ı z d̊uvod̊u uvedených výše v př́ıpadě smykového napět́ı, tj.
konstrukce modelu s ohledem na středńı hodnotu př́ıslušných Reynoldsových č́ısel.

Fázová posunut́ı

Modely fázových posunut́ı tlaku založené na P 1
SR a P 1

SI dobře souhlaśı s měřeńımi [79], [124]
a částečně [35], kteréžto nejsou konzistentńı v tomto př́ıpadě. Měřeńı [68] jsou opět poněkud
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vychýlená. Modely založené na P 2
SR a P 2

SI nevystihuj́ı naměřená data př́ılǐs úspěšně, což však
neńı relevantńı vzhledem ke specifickému určeńı fázového posunut́ı, který jistě nebyl použit
autory uvedených experiment̊u. Vzhledem k tomu, že model D* nadhodnocuje měřeńı až na
výsledky [124], provedl Abrams korekturu modelu specifikovanou bĺıže v dizertačńı práci [1].
Nicméně zdá se, že tento nový model predikuje lépe sṕı̌se konfigurace s vyšš́ım α+, jak dokládaj́ı
odchylky od měřeńı [124] a k-ε V2F výsledk̊u. Zat́ımco model θ2

P dobře koresponduje s CFD
daty v celém rozsahu α+, model θ1

P vystihuje CFD výsledky pro α+< 0,006, což je v souladu
s charakterem modelu amplitud uvedeným výše.

5.5 Shrnut́ı

• Uvedené algebraické modely byly založeny na interpolaci výsledk̊u stacionárńıch nume-
rických simulaćı spočtených pro výše specifikované konfigurace výšky kanálu H, poměru
délky ku amplitudě vlny λ/a a středńı rychlosti Ub.

• Z porovnáńı pr̊uběh̊u tlak̊u a smykového napět́ı jakožto rychlostńıch profil̊u spočtených pro
vybrané turbulentńı modely s DNS výsledky byla ověřena použitelnost nadále použ́ıvaného
modelu k-ε V2F. Výpočtová śıt’ byla vytvořena s ohledem na poznatek, že hodnoty pozo-
rovaných veličin se lǐśı velmi málo, pokud maximálńı hodnota y+

wall je nižš́ı než 0,8.

• Z analýzy sil p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch v d̊usledku proud́ıćıho plynu vyplývá, že celkové
smykové napět́ı i tlak p̊usob́ıćı na vlnu rostou s rychlost́ı prouděńı a amplitudou vlny. Pro
vlny s poměrem λ/a větš́ım než 25 až 30 (v závislosti na rychlosti prouděńı) je pro p̊usobeńı
v x-ovém směru dominuj́ıćı smykové napět́ı. V y-ovém směru jsou dominuj́ıćımi śıly tlakové
pro všechny vlnové délky. S ohledem na význam fluktuaćı p̊usob́ıćıch napět́ı pro nestabilitu
kapalného filmu byly dále studovány modely amplitud př́ıslušných napět́ı v závislosti na
geometrických parametrech a rychlosti prouděńı vzduchu.

• Algebraické modely fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku byly sestaveny pomoćı lineárńı
regrese a empirického fitováńı amplitudových složek PSR, PSI, τSR a τSI źıskaných z nu-
merických simulaćı. Z porovnáńı výsledných model̊u s p̊uvodńımi CFD daty vyplývá, že
navržené multiplikativńı modely hledaných veličin jsou dobře použitelné v definovaných
intervalech geometrických a fyzikálńıch parametr̊u.

• Relativńı odchylky model̊u od CFD dat jsou menš́ı než 10 % pro libovolnou výšku kanálu
v daném rozmeźı, jestliže rychlost Ub je větš́ı než 6 m/s a poměr λ/a vyšš́ı než 50.

• Neshoda navržených model̊u s experimentálńımi daty pro ńızké rychlosti je zp̊usobena kon-
strukćı modelu s ohledem na aproximaci CFD dat v okoĺı středńı hodnoty Reynoldsových
č́ısel. Modely zkonstruované pro ńızké rychlosti jsou uvedeny v následuj́ıćı kapitole. Jejich
porovnáńı s měřeńımi a jinými modely jsou zachycena na obrázćıch C.4 a C.5 v př́ıloze.

• S ohledem na deformace tlakového pr̊uběhu pozorované při ńızkých Reynoldsových č́ıslech
a poměrech λ/a, bylo definováno fázové posunut́ı θ1

P jako fázové posunut́ı maxima tlaku
v̊uči vrcholu vlny a fázové posunut́ı θ2

P jako fázové posunut́ı minima tlaku v̊uči údoĺı vlny.
Rozd́ıl θ1

P − θ2
P klesá s rostoućı rychlost́ı Ub a klesaj́ıćım poměrem λ/a.

• Amplitudy fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı rostou se zvyšuj́ıćı se rychlost́ı Ub a klesaj́ı
přibližně nepř́ımo úměrně s rostoućım poměrem λ/a a slabě s rostoućı výškou kanálu H.

• V závislosti na Ub, je amplituda smykového napět́ı |τ̂ | asi 10krát (pro Ub = 2 m/s) až 50krát
(pro Ub = 20 m/s) menš́ı než amplituda tlakové fluktuace |P̂ |.
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• Modely byly validovány z hlediska předpokladu harmonického pr̊uběhu a z hlediska přes-
nosti predikce amplitud a fázového posunut́ı sledovaných veličin. Harmonický pr̊uběh byl
potvrzen na základě experiment̊u pro λ/a> 60 a a+< 27 v př́ıpadě smykového napět́ı a
pro λ/a> 40 v př́ıpadě tlakového pr̊uběhu [156].

• Pr̊uběh naměřeného smykového napět́ı, viz [1] a [156], je velmi dobře aproximován har-
monickým modelem pro ńızké amplitudy a+. Model amplitud smykového napět́ı vykazuje
výbornou shodu s experimentálńımi daty v rozmeźı od α+= 0,0023 do α+= 0,0086.

• Výsledky použitého turbulentńıho modelu k-ε V2F vykazuj́ı pouze kvalitativńı shodu
s experimentálně zjǐstěným fázovým posunut́ım θτ smykového napět́ı v̊uči povrchu vlny.
Odvozený algebraický model tud́ıž podhodnocuje fázová posunut́ı v celém rozsahu α+.

• Predikce amplitud i fázového posunut́ı tlakových fluktuaćı je v souladu s experimenty
pro α+< 0,006. V tomto intervalu se zdaj́ı být dosažené výsledky dokonce v lepš́ı shodě
s měřeńımi než analytické modely publikované v [1], ačkoliv značný rozptyl a nedostatek
experimentálńıch dat neumožňuj́ı pr̊ukazné srovnáńı.

Poznatky předcházej́ıćı kapitoly lze shrnout konstatováńım, že k-ε V2F turbulentńı model
dává velmi dobré výsledky při predikci tlakového pr̊uběhu nad zvlněným povrchem v širokém
rozmeźı podmı́nek, avšak predikce fázového posunut́ı smykového napět́ı je dobře predikována
pouze v kvalitativńım smyslu a model amplitud smykového napět́ı je omezen rychlost́ı prouděńı.
S ohledem na velký poměr mezi amplitudou tlaku a smykového napět́ı lze nicméně predikci
výsledných napět́ı p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch v daném rozmeźı podmı́nek považovat za velmi
dobrou. Odvozené algebraické modely tak mohou s výhodou jejich jednoduché implementace
v numerických modelech nestabilit kapalného filmu představovat možnou alternativu k dosud
publikovaným poměrně složitým př́ıstup̊um.
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Model iniciace nestabilit

V nadcházej́ıćı kapitole uvedeme ukázku konkrétńıho modelu nestabilit kapalného filmu. S ohle-
dem na náročnost matematického řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice zejména v simultánńı
formulaci byl zvolen př́ıstup založený na metodě integrace pohybových rovnic. Odpov́ıdaj́ıćı ve-
doućı rovnice odvozené pro analýzu iniciace počátečńı nestability, tj. dvoudimenzionálńıch vln,
budeme čerpat z [60]. Př́ıslušné amplitudy fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı budou modelovány
pomoćı algebraických model̊u odvozených v předcházej́ıćı kapitole.

6.1 Vedoućı rovnice

Aplikace lineárńı analýzy na pohybové rovnice v integrálńım tvaru vede v př́ıpadě filmů o větš́ıch
tloušt’kách, tj. jestliže (αh)(hcR/νL) je velké č́ıslo, a za daľśıch předpoklad̊u, bĺıže viz [60], na
soustavu rovnic

α(us − c) coth(αh)− dU

dy

∣∣∣∣
y=h

(us − c) = G

+
iτ̂w
ρL

[
coth(αh)− 1

α(us − c)
dU

dy

∣∣∣∣
y=h

]

− (αh)1/2

(
−i
hc

νL

)
α(us − c)2[1− coth2(αh)]

+ 4iαh

[
h(us − c)

νL

]−1

α(us − c)2

[
coth(αh)− 1

α(us − c)
dU

dy

∣∣∣∣
y=h

]
,

(6.1)

G =
P̂w

ρL
+
σα2

ρL
+ g . (6.2)

Rovnice pro fázovou rychlost cR a rychlost r̊ustu fluktuaćı cI lze obdržet separaćı reálné
a imaginárńı části rovnic (6.1) a (6.2) a zanedbáńım výraz̊u vyšš́ıch řád̊u vzhledem ke členu
(hcR/νL). Výsledné rovnice maj́ı dle [60] tvar

0 = (cR − us)
2 +

dU

dy

∣∣∣∣
y=h

(cR − us)
tanh(αh)

α
−
(
PWR

αρL
+
ασ

ρL
+
g

α

)
tanh(αh) +

τWI

αρL

− cI
2 +

tanh(αh)

α

dU

dy

∣∣∣∣
y=h

τWI

αρL

[
cR − us

(cR − us)2 + cI
2
− τWR

αρL

cI

(cR − us)2 + cI
2

]
,

(6.3)
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PWI

ρL
+
τWR

αρL

[
α coth(αh) +

cR − us

(cR − us)2 + cI
2

dU

dy

∣∣∣∣
y=h

]
+
τWI

αρL

cI

(cR − us)2 + cI
2

dU

dy

∣∣∣∣
y=h

=

4α2νL(cR − us) coth(αh) + 4ανL
dU

dy

∣∣∣∣
y=h

+ 2(cR − us)cIα coth(αh) + cI
dU

dy

∣∣∣∣
y=h

+
νL

1/2α3/2(coth(αh)− 1)cR
1/2

[2(cR
2 + cI

2)]1/2

{ [
(cR − us)

2 − cI
2
]

(cos θ − sin θ)

+ (cR − us)2cI(cos θ + sin θ)
}
,

(6.4)

θ =
1

2
tan−1 cI

cR
. (6.5)

6.2 Pomocné modely

Vyřešeńı rovnic (6.3)–(6.5) vyžaduje doplněńı adekvátńım modelem rychlosti filmu na hladině us,
derivace rychlostńıho profilu dU/dy|y=h a modely fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı PWR, PWI,
τWR a τWI.

6.2.1. Rychlost filmu na hladině

Za předpokladu lineárńıho profilu kapalného filmu je derivace rychlosti rovna pod́ılu us/h a smy-
kové napět́ı na rozhrańı lze aproximovat vztahem

τs = µL
dU

dy

∣∣∣∣
y=h

∼=
us

h
. (6.6)

S uvážeńım mocninného rychlostńıho profilu (3.28) a za předpokladu symetrie profilu vzhledem
k ose kanálu je maximálńı rychlost vzduchu v kanále dle [36] přibližně dána vztahem

UGmax

uτ
= 8,74

(
Huτ
2νG

)1/7

. (6.7)

Substitućı (6.7) pro třećı rychlost uτ =
√
τs/ρG do (6.6) lze vyjádřit závislost povrchové rychlosti

filmu na maximálńı rychlosti plynu a tloušt’ce filmu ve tvaru

us =

(
U

8,74

)7/4(2νG

H

)1/4 hρG

µL
. (6.8)

Predikce rychlosti filmu na hladině v závislosti na tloušt’ce filmu a maximálńı rychlosti
prouděńı vzduchu odvozené pro Miles̊uv rychlostńı profil (3.26) pro δ+

s =6, Reichardt̊uv pro-
fil (3.29), mocninný profil (3.28) a van Driest̊uv profil (3.31) pro κ=0,4 a κ=0,6 v porovnáńı
s měřeńım v kanále o výšce 2,54 cm viz [36] je zachycena na obrázku 6.1 pro ρL = 1000 kg/m3,
µL = 0,001 Pa·s, ρG = 1,25 kg/m3 a νG = 1,46 · 10−5 m2/s. Maximálńı rychlost vzduchu byla pro
účely obrázku předpokládána ve středu kanálu (y=B/2) bez ohledu na výšku filmu. Značeńı vln
na obrázku koresponduje přechod̊um mezi typy nestabilit na obrázćıch 3.1 a 3.2 na straně 24.
Z obrázku lze nahlédnout, že van Driest̊uv profil pro uvedené konstanty κ ohraničuje predikci
pomoćı ostatńıch profil̊u. Van Driest̊uv profil pro κ=0,6 nejlépe vystihuje naměřená data pro
ńızké hodnoty poměru us/h, avšak odchyluje se výrazněji pro poměry vyšš́ı. Nejlepš́ı shody s ex-
perimentem je dosaženo pro mocninný a Reichardt̊uv rychlostńı profil zejména kolem středńı
hodnoty us/h.
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Z analýzy dokumentované obrázkem 6.1 plyne, že vzhledem ke specifickému poklesu ma-
ximálńı rychlosti plynu pro ńızké a vyšš́ı hodnoty koresponduj́ıćıho poměru us/h, nelze za
předpokladu lineárńıho profilu kapalného filmu žádným modelem založeným na logaritmickém
rychlostńım profilu plynné vrstvy precizně popsat závislost rychlosti filmu na hladině na ma-
ximálńı rychlosti plynu v širokém rozsahu poměr̊u us/h. Tato skutečnost je zřejmě zapřičiněná
bud’ asymetríı rychlostńıho profilu plynu vzhledem k ose vzdušného proudu nebo neadekvátnost́ı
předpokladu linearity rychlostńıho profilu kapalného filmu. Vzhledem k rozptylu naměřených
hodnot a podobnému pr̊uběhu sledované závislosti pro r̊uzné typy vln lze však naznačený př́ıstup
považovat za dobře použitelný. Poznamenejme dále, že hodnoty y+ koresponduj́ıćı problému si-
mulovanému na obrázku 6.1 jsou v př́ıpadě vzdušné vrstvy omezeny shora přibližně hodnotou
y+= 300. Vzhledem k tomu, že odchylky mocninného a logaritmického profilu jsou významné
až pro y+> 400, viz odstavec 3.4.2, budeme v daľśım rychlost filmu na hladině modelovat vzta-
hem (6.8).
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Obrázek 6.1: Predikce rychlosti filmu na hladině v závislosti na tloušt’ce filmu a maximálńı
rychlosti prouděńı vzduchu odvozené pro rychlostńı profily (3.26) pro δ+s =6, (3.29), (3.28)
a (3.31) pro κ=0,4 a κ=0,6 v porovnáńı s měřeńım v kanále o výšce 2,54 cm viz [36].

6.2.2. Modely smykových a tlakových sil

Použit́ı př́ıslušných model̊u smykových a tlakových fluktuaćı voĺı Hanratty [60] dle vlivu horńı
stěny kanálu a vlnové délky předpokládaných nestabilit. Pro krátké vlny navrhuje model D*,
viz odstavec 4.4.1, a pro dlouhé vlny aplikaci vztah̊u založených na smykovém koeficientu, viz
odstavec 4.4.2. S ohledem na uvažovanou testovaćı konfiguraci problému stoj́ıćı na pomeźı mezi
oběma typy vln, budeme s výhodou aplikovat algebraické modely odvozené na základě CFD simu-
laćı diskutovaných v kapitole 5. Př́ıslušné modely smykových a tlakových fluktuaćı je však třeba
konstruovat s přihlédnut́ım k rozsahu předpokládaných kritických rychlost́ı. Pomoćı postup̊u
uvedených v předcházej́ıćı kapitole byly sestaveny ńıže uvedené modely (6.9)–(6.12) fluktuaćı
smykového napět́ı a tlaku pro ńızké rychlosti prouděńı vzduchu. Porovnáńı model̊u s experi-
menty a modely uváděnými v literatuře je zachyceno na obrázćıch C.4 a C.5 v př́ıloze C.

τSR = 0,214H−0,219

(
λ

a

)−1,080

Ub
1,530 (6.9)

τSI = 0,070H−0,263

(
λ

a

)−0,920

Ub
1,720 (6.10)

71



Kapitola 6

PSR =−0,594H−0,357

(
λ

a

)−0,914

Ub
2,240 (6.11)

PSI = 21,532H−0,124

(
λ

a

)−1,552

Ub
1,550 (6.12)

6.3 Řešeńı a diskuse

Řešeńı rovnic (6.3)–(6.5) definuje rychlost r̊ustu vln v závislosti na vlnovém č́ısle α, tloušt’ce
filmu h, výšce plynné vrstvy H, rychlosti plynu Ub a fyzikálńıch parametrech kapaliny a plynu.

Model definovaný uvedenými rovnicemi bohužel neńı uzavřený, nebot’ vyč́ısleńı silových
účink̊u plynu, tj. amplitud PWR, PWI, τWR a τWI, pomoćı model̊u (6.11)–(6.10) vyžaduje určeńı
amplitudy vln. Dle práce [113] je poměr a/h menš́ı než 0,5 pro ReG< 104 a tento poměr se
s klesaj́ıćım Reynoldsových č́ıslem snižuje. Pro určeńı oblasti nestability bylo proto nastaveno
a/h= 1/3.
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Obrázek 6.2: Závislost rychlosti r̊ustu fluktuaćı na vlnovém č́ısle.
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,5 mm, ReG=3000, µL=3,9 mPa·s,
νG=1,66·105 m2s−1.

Ze závislosti rychlosti r̊ustu fluktuaćı na vlnovém č́ısle, viz obr. 6.2, lze jednoduše určit
vlnovou délku indukuj́ıćı nejrychleji rostoućı perturbace. Jak lze nahlédnout z obrázk̊u 6.3 a 6.4,
tato vlnová délka je přibližně rovna vlnovým délkám reálných vln pozorovaných experimentálně.

Z porovnáńı čar vlnových č́ısel s maximálńı rychlost́ı r̊ustu nestabilit, které spočetl Frede-
rick [51] pomoćı modelu D* [1], s výsledky našeho modelu vyplývá, že pro zvolený poměr α/h
sestavený model lépe vystihuje měřeńı Cohen a Hanratty [33] pro obě konfigurace specifikované
podrobněji pod obrázky. Z obrázku je ovšem rovněž patrné, že oblasti nestability definované
podmı́nkou αcI> 0 jsou výrazně rozlehleǰśı a kritická Reynoldsova č́ısla resp. kritické rychlosti
plynu jsou v obou př́ıpadech podhodnoceny. Tato skutečnost může být vysvětlena předpokladem,
že pro tak ńızká Reynoldsova č́ısla, kdy docháźı k iniciaci nestabilit, neńı amplituda vlny zda-
leka rovna předepsané hodnotě h/3. Vzhledem k tomu, že s rostoućı rychlost́ı plynu docháźı k
r̊ustu amplitud i změně poměru a/h, nelze zřejmě očekávat současně dobrou predikci kritického
Reynoldsova č́ısla i vlnových délek pozorovaných vln pro konstantńı hodnotu a/h.

S ohledem na právě uvedený předpoklad byl výpočet kritických rychlost́ı proveden pro v́ıce
konfiguraćı poměru amplitudy ku tloušt’ce filmu. Velmi dobré shody s naměřenými hodnotami
publikovanými v [33] bylo dosaženo pro hodnotu a/h= 1/8, jak dokumentuje obrázek 6.5.
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Obrázek 6.3: Porovnáńı oblasti stability a vlnových délek maximálńıho r̊ustu s řešeńım viz
Frederick (1982) [51] založeném na modelu D* [1] a měřeńım viz Cohen & Hanratty [33].
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,5 mm, ReG=3000, µL=3,9 mPa·s a νG=1,66·105 m2s−1.
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Obrázek 6.4: Porovnáńı oblasti stability a vlnových délek maximálńıho r̊ustu s řešeńım viz
Frederick (1982) [51] založeném na modelu D* [1] a měřeńım viz Cohen & Hanratty [33].
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,9 mm, ReG=3000, µL=0,9 mPa·s a νG=1,60·105 m2s−1.

Poznamenejme, že sestavený model je pro konfiguraci specifikovanou pod obrázkem použi-
telný pouze pro tloušt’ky filmu větš́ı než přibližně 2,3 mm z d̊uvodu předpoklad̊u pro odvozeńı
vedoućıch rovnic.

Z obrázku 6.5 lze dále nahlédnout, že hodnoty kritických rychlost́ı pro iniciaci dvoudi-
menzionálńıch vln naměřených autory Cohen a Hanratty [33] jsou poněkud nekonzistentńı
s podmı́nkami vzniku tzv. rychlých vln, které pozoroval Craik [36], viz obrázky (3.1) a (3.2),
ačkoliv oba experimenty byly provedeny v kanále o stejném pr̊uřezu i materiálu povrchových stěn.
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Obrázek 6.5: Predikce kritických rychlost́ı pro iniciaci nestabilit v porovnáńı s ex-
perimentálńım měřeńım viz Cohen & Hanratty (1695) [33] a Craik (1966) [36].
B=25,4 mm, ρL=1000 kg/m3, µL=0,92 mPa·s, ρG=1,14 kg/m3, νG=1,60·105 m2s−1.

Rozpor mezi výsledky je nav́ıc významněǰśı vzhledem k faktu, že Craik měřil maximálńı rych-
losti dosažené v kanále, zat́ımco Cohen a Hanratty uváděj́ı rychlost Ub. Možným vysvětleńım
z̊ustává vliv subjektu při identifikaci nástupu dvoudimenzionálńıch vln malých amplitud.

Vlnové délky koresponduj́ıćı kritickým podmı́nkám na obrázku 6.5 jsou zachyceny v grafu 6.6.
Nabývaj́ı hodnot od 1,7 do 2,4 cm, což je přibližně v souladu s pozorováńım i modely pro smykové
a tlakové śıly spočtené na základě Milesovy-Benjaminovy [19], [98] a Jeffresovy hypotézy [75],
viz Cohen a Hanratty [33]. Nár̊ust hodnot s klesaj́ıćı tloušt’kou filmu pozorovatelný na obrázku
je však v rozporu s vlnovými délkami 1–2 cm které u tenkých filmů (h< 1,6 mm) pozoroval Craik
a model proto neńı vodný pro určeńı vlnových délek počátečńıch nestabilit tenkých filmů, což
je ovšem v souladu s výše uvedeným omezeńım. Vlnové délky 1–2 cm dvoudimenzionálńıch vln
pro větš́ı rychlosti plynu nicméně souhlaśı s naměřenými hodnotami na obrázćıch 6.3 a 6.4.
Z uvedeného vyplývá, že validace predikce vlnových délek je obt́ıžná, nebot’ docháźı k jejich
zkracováńı s rostoućım ReG a neńı zřejmé, ve které fázi vývoje vln docháźı k odečtu hodnot.
Precizněǰśı validaci rovněž omezuje obt́ıžné určeńı přesných hodnot při vlastńım měřeńı.
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Obrázek 6.6: Závislost vlnových délek počátečńıch nestabilit na tloušt’ce filmu
v porovnáńı s experimenty a modely viz Cohen & Hanratty (1965) [33].

74



Kapitola 6

Fázová rychlost je zachycena na obrázku 6.7 v porovnáńı s analytickými modely disku-
tovanými v odstavci 2.2.1. Fázová rychlost je přibližně rovna 0,25 m/s, což je v dobré shodě
s univerzálńım analytickým modelem (2.13) zahrnuj́ıćım vliv povrchového napět́ı i hodnotou
0,3 m/s pozorovanou experimentálně [33].
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Obrázek 6.7: Závislost fázové rychlosti na vlnové délce v porovnáńı
s analytickým vztahem (2.13). Vykresleno pro ρL=1000 kg/m3, σ=0,73.

6.4 Shrnut́ı

• Vedoućı rovnice modelu iniciace nestabilit vycházej́ı z integrálńıho tvaru pohybových rov-
nic za předpokladu lineárńıho profilu kapalného filmu.

• Mocninný rychlostńı profil byl použit pro určeńı rychlosti kapaliny na hladině filmu.

• Smykové a tlakové účinky proud́ıćıho plynu byly odvozeny na základě výsledk̊u nume-
rických simulaćı pro adekvátńı rychlosti prouděńı.

• S ohledem na omezeńı vyplývaj́ıćı z předpoklad̊u pro odvozeńı rovnic, je výsledný model
použitelný pouze pro filmy s tloušt’kou přesahuj́ıćı asi 2 mm.

• V závislosti na tloušt’ce filmu, výšce kanálu a fyzikálńıch vlastnostech tekutin lze pomoćı
modelu predikovat kritickou rychlost, vlnovou délku a fázovou rychlost počátečńıch nesta-
bilit, které při daľśım r̊ustu rychlosti plynu vedou ke vzniku dvoudimenzionálńıch vln.

• Pro určeńı silových účink̊u je třeba specifikovat poměr amplitudy ku tloušt’ce filmu.

• Vlnové délky spočtené za předpokladu a/h= 1/3 jsou ve velmi dobré shodě s pozorováńım
dvoudimenzionálńıch vln.

• Kritické rychlosti plynu vedoućı k iniciaci počátečńıch nestabilit vykazuj́ı výbornou shodu
s měřeńım pro a/h= 1/8.

• Fázové rychlosti vln odpov́ıdaj́ı analytickému vztahu i experimentálńımu pozorováńı.
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Atomizace stěnového kapalného filmu

Atomizace kapalin představuje komplexńı problém vyskytuj́ıćı se jako př́ırodńı jev i v celé řadě
technických aplikaćı. Lze jej pozorovat např́ıklad při rozrušováńı vln na mořské hladině, je
významnou součást́ı procesu př́ıpravy paliva ve spalovaćıch motorech [46] nebo aerosolových
lékových forem. Jako nežádoućı jev se vyskytuje např́ıklad v potrubńıch systémech turb́ınových
stroj̊u [81].

Atomizace kapaliny z povrchu stěnového filmu představuje závěrečný typ nestability pozoro-
vaný pro dostatečně velké rychlosti vněǰśıho plynného proudu ve dvou základńıch geometrických
konfiguraćıch. V př́ıpadě potrub́ı malého pr̊uřezu může být atomizace př́ıčinou př́ıpadně součást́ı
anulárńıho typu prouděńı [9]. Při experimentech nestabilit filmu v kanálu byla atomizace pozo-
rována v souvislosti se vznikem solitárńıch vln, které se realizuj́ı pro dostatečně ńızké tloušt’ky
filmu [113]. V souladu s předchoźı část́ı disertačńı práce bude v této kapitole diskutována zejména
atomizace stěnového kapalného filmu na rovném povrchu. Toto vymezeńı umožňuje při řešeńı
vycházet ze standardńıch postup̊u studovaných v předchoźım textu v souvislosti s predikćı hydro-
dynamické nestability předcházej́ıćı atomizaci, ale současně také odpov́ıdá aplikaćım, ve kterých
lze zakřiveńı stěny s ohledem na ńızkou tloušt’ku filmu zanedbat.

7.1 Experimentálńı poznatky

Jedny z prvńıch vizuálńıch poznatk̊u týkaj́ıćı se atomizace tenkého filmu na rovné desce na
základě experiment̊u podávaj́ı van Rossum [118] a Woodmansee a Hanratty [151]. Hodnoty
pr̊utoku kapalného filmu a rychlosti vzduchu při pozorováńı solitárńıch vln a atomizace v hori-
zontálńım kanále jsou uvedeny na obrázku 7.2. Zaznamenané pr̊uběhy rychlost́ı naznačuj́ı sou-
vislost mezi ustaveńım solitárńıch vln a atomizaćı při takových pr̊utoćıch kapalného filmu, kdy
může doj́ıt ke vzniku solitárńıch vln, jak bylo diskutováno v podkapitole 3.1. Tato souvislost
je potvrzena vizuálńım pozorováńım děj̊u na solitárńı vlně [151]. Jak bylo již předesláno v 3.1,
při větš́ıch rychlostech plynu, než které jsou nutné ke vzniku solitárńıch vln, docháźı na jej́ım
vrcholu k tvorbě sekundárńıch vlnek (angl. ripples). Tyto vlnky jsou orientovány kolmo k ose
kanálu, tj. směru š́ı̌reńı solitárńıch vln, jejich hřebeny jsou deľśı než vlnové délky. Při nadkritické
rychlosti vněǰśıho proudu docháźı k akceleraci vlnky a odtržeńı jej́ı středńı části z povrchu filmu -
primárńı atomizaci - za vzniku fragmentu tekutiny, který se následně v d̊usledku sil povrchového
napět́ı zformuje v kapku nebo dále rozpadne procesem sekundárńı atomizace.

Dle Azzopardiho [14] s odkazem na dř́ıvěǰśı pozorováńı ve vertikálńı trubici, viz [13], nastává
při nižš́ıch pr̊utoćıch obou fáźı tzv. bag breakup, kdy se kapka d̊usledkem proudu plynu deformuje
a přetvář́ı v plochý disk se silným okrajem. Daľśı deformaćı se protahuje prostředńı část disku
až do rozpadu celého fragmentu. Z prostředńı tenké části se atomizuje velké množstv́ı malých
kapiček, zat́ımco ze silněǰśıho okraje méně větš́ıch kapek. Při vyšš́ıch rychlostech se fragment
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tekutiny odtržený ve formě tenkého provazce vzniklého z kapilárńı vlnky na povrchu solitárńı
vlny nestač́ı zformovat a k sekundárńı atomizaci de facto docháźı ještě před odtržeńım okrajových
část́ı provazce z povrchu solitárńı vlny. S ohledem na tvar fragmentu se v tomto př́ıpadě použ́ıvá
pojem ligament breakup. Model vymezeńı hranice mezi oběma jevy v závislosti na výšce vlny
navrhnul Azzopardi [13]. Fotografický záznam jev̊u podávaj́ı např. články [24], [59], [155]. Schéma
obou typ̊u sekundárńı atomizace v př́ıpadě kapky je uvedeno na obrázku 7.1.

Obrázek 7.1: Schéma sekundárńı atomizace kapky. Převzato z [14].

Z pozorováńı autor̊u v [59] vyplývá, že bag breakup mechanizmus se může realizovat př́ımo
z povrchu filmu a nikoliv pouze jako proces sekundárńı atomizace z odtržené kapky, jak bylo
uvedeno výše. Atomizace kapalného filmu je tedy poněkud složitěǰśı než modelové přibĺıžeńı
předpokládaj́ıćı odtržeńı části harmonické vlny, viz např. Maroteaux a kol. [95].
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Obrázek 7.2: Experimentálńı pozorováńı solitárńıch vln a atomizace
v závislosti na rychlosti vzduchu a pr̊utoku kapalného filmu. Měřeno
v horizontálńım kanále o výšce 2,54 cm viz [151].

Z mapy režimu vln na obrázku 3.3 vyplývá, že pro velká Reynoldsova č́ısla kapalného filmu
jsou kritické rychlosti zp̊usobuj́ıćı vznik solitárńıch vln jen málo závislé na změně výšky hladiny
nebo pr̊utoku. Graf na obrázku 7.2 dokládá, že totéž plat́ı rovněž pro atomizaci filmu. Autoři
v [151] uváděj́ı pro velké tloušt’ky filmu asymptoticky cca Ukrit =10,7 m/s, tj. ReG = 18 000 pro
B= 2,54 cm. Srovnáńı s měřeńım [118] (Ukrit = 18,0 m/s, tj. ReG = 180 000 pro B= 14,99 cm)
poukazuje na skutečnost, že Reynoldsovo č́ıslo plynného proudu neńı dostačuj́ıćı parametr pro
kritické podmı́nky vzniku atomizace. Kritické rychlosti při atomizaci jsou ovlivněny poměrem
tloušt’ky filmu v̊uči výšce kanálu, ačkoliv pro velmi tenké filmy tento poměr neńı již př́ılǐs pod-
statný [81]. Kritické rychlosti nar̊ustaj́ı s povrchovým napět́ım, avšak na rozd́ıl od solitárńıch
vln, viz podkapitolu 3.1, závislost na viskozitě kapalin nebyla pozorována [118].
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Obdobně jako v př́ıpadě solitárńıch vln kritické rychlosti nar̊ustaj́ı s klesaj́ıćı tloušt’kou filmu.
Pro velmi tenké filmy (v experimentu Woodmansee a Hanratty [151] pro ρLQ< 0,2 kg/m s) již
nedocháźı ke vzniku klasických solitárńıch vln a film se atomizuje současně se vznikem kapilárńıch
vln. Kritická rychlost přitom dramaticky nar̊ustá. Při pr̊utoku nižš́ım než 0,06 – 0,08 kg/m s
nebylo již v daném experimentu dosaženo odtržeńı kapaliny z filmu.

7.2 Fyzikálńı mechanismus atomizace

Z uvedených experimentálńıch poznatk̊u vyplývá př́ımá souvislost atomizace s nestabilitou ka-
palného filmu, zejména se vznikem solitárńıch vln. Je tedy zřejmé, že fyzikálńı princip atomizace
souviśı s mechanismem destabilizace kapalného povrchu za vzniku vln. Podobně jako v př́ıpadě
experiment̊u je i v oblasti základ̊u fyzikálńıch princip̊u a predikce odtrháváńı kapek z povrchu ka-
paliny významná práce [151]. Autoři ve shodě s principem r̊ustu solitárńıch vln od̊uvodňuj́ı proces
atomizace nerovnováhou mezi stabilizačńım vlivem gravitace a povrchového napět́ı a destabi-
lizačńımi vlivy tlakového propadu nad vrcholem vlny, viz obr. 3.5 v podkapitole 3.3. V principu
se tedy jedná o stejný mechanismus, který zp̊usobuje primárńı nestabilitu kapalného filmu a
v některých př́ıpadech autoři článk̊u zjednodušeně hovoř́ı o principu Kelvinovy-Helmholtzovy
nestability.

Vzhledem k tomu, že klasická K-H teorie hydrodynamické nestability předpokladá ṕıstový
rychlostńı profil proud́ıćıho vzduchu, je zřejmé, že dostatečně precizně nepostihuje fyzikálńı
princip atomizace, zejména pro velké rychlosti, kdy nar̊ustá význam smykových sil, jak bylo
již uvedeno v části 3.3. Kim a Peterson [80] rozlǐsuj́ı tři typy mechanismu odtržeńı kapaliny
z povrchu filmu v závislosti na významu smykových sil:

• V př́ıpadě ńızkých rychlost́ı plynu převažuje vliv tlakových sil. Autoři hovoř́ı o odtržeńı
v d̊usledku vln, které nastává z vrcholk̊u solitárńıch vln následkem výše uvedené silové
nerovnováhy. Odporová śıla (angl. drag force) je převážně d̊usledkem tlakového propadu
zp̊usobeném v́ıry a odtržeńım mezńı vrstvy za vrcholem vlny. Vzniklá výdut’ je následně
odtržena proudem plynu.

• V př́ıpadě rostoućıch rychlost́ı klesá tloušt’ka filmu a v d̊usledku malých amplitud vln klesá
současně vliv tlakových výchylek a naopak vliv smykových sil nar̊ustá.

• V krajńım př́ıpadě, kdy jsou smykové śıly dominuj́ıćımi, hovoř́ı autor o smykovém odtržeńı.

Na rozhrańı mezi oběma mechanismy je pak přechodový typ odtržeńı.

Důležitými parametry v problematice zejména sekundárńı atomizace je Weberovo a Ohne-
sorgovo č́ıslo zohledňuj́ıćı poměry p̊usob́ıćıch sil. Weberovo č́ıslo definováno vztahem

We =
ρU2D

σ
, (7.1)

kde D je charakteristický rozměr, vyjadřuje poměr rozrušuj́ıćıch hydrodynamických sil v̊uči
stabilizačńım silám povrchového napět́ı. Ohnesorgovo č́ıslo definované ve tvaru

Oh =
µL√
ρLDσ

=

√
We

Re
, (7.2)

zohledňuje poměr vazkosti kapaliny v̊uči povrchovému napět́ı a setrvačným silám. Vliv č́ısel na
velikost atomizovaných kapek studuje např. [155] (bag breakup), [110] (ligament breakup).

Vzhledem k tomu, že popis fenoménu a odvozeńı kritéríı sekundárńı atomizace by si vyžádal
samostatný text přesahuj́ıćı téma disertačńı práce, omeźıme se v daľśım pouze na atomizaci
primárńı jakožto navazuj́ıćı proces nestability kapalného filmu.
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7.3 Kritéria primárńı atomizace stěnového kapalného filmu

Pro přehlednost jsou dále uváděná kritéria rozlǐsena na kritéria závislá na vlnové délce vlny,
z jej́ıhož vrcholu docháźı k odtrháváńı fragment̊u kapaliny, a na kritéria zohledňuj́ıćı tloušt’ku
filmu. V prvńım př́ıpadě je základńım principem teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability a ve
druhém př́ıpadě jsou kritéria odvozena na základě definice Weberova č́ısla.

7.3.1. Závislost na vlnové délce

Z dosud uvedeného vyplývá, že základńım podkladem k modelováńı atomizace z povrchu filmu
je teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability. Silová rovnováha stabilizačńıch a destabilizačńıch
sil pak vede dle [151] k podmı́nce neutrálńı stability

PWR + gρL + σα2 = 0 . (7.3)

Teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability řeš́ı podmı́nku (7.3) předpokladem neviskózńıho
prouděńı s rovnoměrným rychlostńım profilem vedoućımu dle [60] ke vztahu

PKH
WR = −(UG − cR)2αρG , (7.4)

kde UG resp. ρG je rychlost resp. hustota plynu. Substitućı (7.4) do (7.3) obdrž́ıme za předpo-
kladu UL

∼= cR zjednodušenou podmı́nku neutrálńı stability

UG − UL =

(
gρL + σα2

αρG

) 1
2

. (7.5)

Klasické odvozeńı dle K-H teorie, viz [80], vede k podmı́nce

UG − UL =

(
[σα2 + (ρL − ρG)g](ρL − ρG)

αρLρG

) 1
2

. (7.6)

Evidentně z (7.5) plyne (7.6) pro ρL � ρG. Pro př́ıpad dvojice tekutin voda–vzduch obdrž́ıme
kritickou hodnotu UG krit = 6,95 m/s pro λkrit = 17 mm. S ohledem na výše uvedené nedostatky
K-H teorie ve vztahu k diskutovanému fenoménu je třeba navrhnout precizuj́ıćı úpravy vztah̊u
(7.4) a (7.5) resp. (7.6).

Woodmansee a Hanratty [151] spočetli tlakové výchylky PWR za předpokladu reálného rych-
lostńıho profilu pomoćı řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Výslednou závislost vyjádřili po-
loempirickým vztahem (5.14). Substitućı (5.14) do (7.3) źıskáme kritérium

UG =

(σα2 + ρLg)
(
αH2
)0,627

0,131ρLα
(
H
νG

)0,229


1

2,229

, (7.7)

které je vykresleno na obrázku 7.3 v porovnáńı s klasickým kritériem (7.5) a experimentálńımi
daty z článku [151]. Lze nahlédnout, že kritérium velmi dobře vystihuje naměřené hodnoty,
zat́ımco kritérium (7.5) založené na predikci amplitud tlakových fluktuaćı předpisem (7.4) data
výrazně podhodnocuje.

Jiný zp̊usob odvozeńı kritéria stability uváděj́ı Kim a Peterson [80] rozš́ı̌reńım př́ıstupu K-H
teorie o Jeffreysovu hypotézu zmı́něnou v podkapitole 3.3. Odvozené kritérium má tvar

UG = c+

[
4ρLc

CsρG

(
νLα

tanhαh
+

1

4 sinh2 αh

√
νLαc

2

)] 1
2

, (7.8)
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Obrázek 7.3: Srovnáńı atomizačńıch kritéríı (7.5), (7.7) a (7.8) pro Cs=0,05
za předpokladu h=λ/20 s měřeńım v kanále o výšce 2,54 cm viz [151].

kde Cs je koeficient v Jeffreysově hypotéze (angl. sheltering coefficient) a c je fázová rychlost
daná vztahem (2.13) uváděným také ve tvaru

c =

√(
1

α
g
ρL − ρG

ρL
+

σ

ρL
α

)
tanhαh . (7.9)
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Obrázek 7.4: Kritické rychlosti dle kritéria (7.8) pro Cs = 0,25 a vybrané
tloušt’ky filmu v závislosti na vlnové délce.

Na obrázku 7.4 je zachycen pr̊uběh kritických rychlost́ı dle kritéria (7.8) v závislosti na
vlnové délce a tloušt’ce kapalné vrstvy. Z experimentálńıch dat dle [80] plyne, že pro tloušt’ky
h=2,5–10 mm kritérium pro Cs = 0,25 udává rychlosti přibližně o 50 % nižš́ı než pozorované hod-
noty. Vzhledem k tomu, že kritérium odpov́ıdá mezi vzniku nestabilńıch vln, Kim a Peterson de-
dukuj́ı, že vznik těchto nestabilit neńı dostatečný pro odtrháváńı kapaliny. Druhým vysvětleńım
uvedené nesrovnalosti je omezeńı platnosti vztahu na př́ıpady, kdy je tloušt’ka kapaliny větš́ı
než polovina vlnové délky (h>λ/2), což neńı splněno pro h< 4 mm. Řešeńım uvedených rozd́ıl̊u
může být volba smykového koeficientu Cs. Pokles koeficientu o 50 % vede k nár̊ustu kritických
rychlost́ı přibližně o 40 %. Autoři však neudávaj́ı žádnou metodu pro volbu konkrétńı hodnoty.
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Dosud uvedená kritéria definuji kritické rychlosti v závislosti na vlnové délce předpokláda-
ných vln. Tento parametr však v reálném př́ıpadě neńı a priori znám a lze při tom předpokládat,
viz např. [12], že vlnová délka je závislá na tloušt’ce filmu, kterou kritéria nijak nezohledňuj́ı.
Woodmansee a Hanratty [151] na základě experiment̊u předpokládaj́ı vlnovou délku λ= 5hp, kde
hp je výška solitárńı vlny, z jej́ıhož vrcholu docháźı k atomizaci. Problém kritických rychlost́ı je
tedy závislý na predikci parametru hp, což ovšem neńı triviálńı úkol a uvedený článek se mu
nevěnuje. Uvedená atomizačńı kritéria tedy představuj́ı pouze d́ılč́ı řešeńı problému atomizace.

7.3.2. Závislost na tloušt’ce filmu

Pro př́ıpady kdy h< 1 mm je k dosažeńı atomizace třeba vyšš́ıch rychlost́ı, nar̊ustá vliv smy-
kových sil a povrchového napět́ı a, jak bude dokumentováno dále, kritéria založená na K-H
teorii již maj́ı omezenou platnost. Kim a Peterson [80] ve snaze postihnout uvedená specifika
při odvozeńı kritéria vycházej́ı z článku Milese [100], který na základě Orrovy-Sommerfeldovy
rovnice odvodil kritérium nestability definované hodnotou Weberova č́ısla

We =
ρU2h

σ
< 3 , (7.10)

kde ρ a U je hustota kapaliny resp. povrchová rychlost filmu.
Definujeme-li Weberovo č́ıslo pomoćı hustoty plynu a relativńı rychlosti plynu v̊uči povrchu

filmu, viz např. [151], lze kritérium atomizace jednoduše odvodit ve tvaru

UG =

√
Wekrit σ

ρGh
. (7.11)

Problém predikce kritické rychlosti se nyńı přesouvá na určeńı kritického Weberova č́ısla Wekrit.
Autoři v článku [151] na základě experiment̊u rozlǐsuj́ı kritické Weberovo č́ıslo spočtené pro
základńı tloušt’ku filmu h0, Wekrit = 1,5, a pro výšku solitárńı vlny hp

1, Wekrit = 5,5. Př́ısluš-
nou experimentálně źıskanou závislost kritického Weberova č́ısla na základńı tloušt’ce filmu lze
nahlédnout z obrázku 7.5. Je patrné, že uváděná hodnota Wekrit = 1,5 je dosažena pro filmy
o tloušt’ce přesahuj́ıćı cca 1 mm. Vyšš́ı hodnoty v př́ıpadě tenč́ıch filmů souvisej́ı s výrazně
vyšš́ımi rychlostmi potřebnými k atomizaci.
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Obrázek 7.5: Hodnoty kritického Weberova č́ısla v závislosti
na základńı tloušt’ce filmu. Naměřené hodnoty převzaty z [151].

V př́ıpadě Weberova č́ısla definovaného pomoćı povrchové rychlosti filmu, viz [80], autoři od-
vozuj́ı podmı́nku atomizace na základě rovnosti smykových napět́ı na hladině filmu definovaných

1Význam označeńı hp a h0 viz obrázek 3.4 na straně 26.
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vztahy

τs = fs
ρG

2
UG

2 = µL
Us

h
. (7.12)

Vyjádřeńım Us z rovnosti (7.12) a substitućı do kritéria (7.10) obdrž́ıme vztah pro kritickou
rychlost plynu ve tvaru

UG
2 =

2
√

3

fs

µL

ρGh

√
σ

ρLh
, (7.13)

kde autoři uvažuj́ı hodnotu Wekrit = 3 navrženou v p̊uvodńım kritériu (7.10). Hodnoty kritických
rychlost́ı definované vztahem (7.13) jsou nyńı závislé na určeńı smykového koeficientu fs. Autoři
už́ıvaj́ı vztah pro smykový koeficient dle Wallise (4.82). Odpov́ıdaj́ıćı kritérium je vykresleno na
na obrázku 7.7 spolu s kritérii pro smykové koeficienty spočtené dle vztah̊u (4.83) a (4.84) a
kritériem (7.11) pro Wekrit = 1,5 v porovnáńı s měřeńım [151].
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Obrázek 7.6: Poměr výšky solitárńı vlny při atomizaci v̊uči
základńı tloušt’ce filmu. Naměřené hodnoty převzaty z [151].

Jak bylo naznačeno v předchoźım odstavci, lze daľśı kritérium dle tloušt’ky filmu źıskat
z kritéria (7.7) volbou poměru mezi výškou solitárńı vlny hp a vlnovou délkou λ. Dle experi-
mentálńıch dat z článku [151], viz obrázek 7.6, je poměr mezi výškou solitárńı vlny a základńı
tloušt’kou filmu h0 při atomizaci cca hp/h0≈ 3–5. Pak pro λ= 5hp, viz [151], obdrž́ıme přibližnou
hodnotu λ/h0≈ 15–25. Př́ıslušné kritérium je na obrázku 7.7 vykresleno pro λ/h= 20. Obdobně
lze upravit kritérium (7.8) z předchoźıho odstavce. Odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběh kritických rychlost́ı je
zakreslen na obrázku 7.3 pro Cs= 0,05. Ačkoliv kritické rychlosti vykazuj́ı velmi dobrou shodu
s měřeńım, nedostatkem kritéria z̊ustává specifikace koeficientu Cs.

Z obrázku 7.7 lze nahlédnout, že kritérium (7.11) nevystihuje kritické rychlosti př́ılǐs dobře,
zejména pro krajńı hodnoty tloušt’ky filmu. Úspěšnost kritéria je evidentně závislá na optimálńı
volbě kritického Weberova č́ısla. Kritérium odvozené z (7.7) pro λ/h= 20 predikuje velmi dobře
naměřené hodnoty pro tloušt’ky filmu větš́ı než asi 0,2 mm. Pro menš́ı tloušt’ky filmu lze úspěšně
použ́ıt kritérium (7.13), přičemž nejlepš́ı shody s experimentem je dosaženo pro smykový koefi-
cient spočtený dle vztahu (4.84). Pro úplnost poznamenejme, že substituce součinitel̊u defino-
vaných vztahy (4.85) a (4.87) z odstavce 4.4.3 do kritéria (7.13) nedává dobrou shodu s měřeńım
použitým v obrázku 7.7.

7.4 Shrnut́ı

Experimentálńı data poukazuj́ı na souvislost mezi ustaveńım solitárńıch vln a vlastńı primárńı
atomizaćı. Výchoźım bodem řešeńı odtržeńı fragment̊u kapaliny z povrchu filmu je tedy poro-
zuměńı problematice vzniku a rozvoje počátečńıch nestabilit až do solitárńı fáze.
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Obrázek 7.7: Porovnáńı pr̊uběhu kritických rychlost́ı dle kritéríı (7.11)
pro Wekrit=1,5, (7.7) pro λ= 20h a (7.13) pro fs dle (4.82), (4.83) a (4.84).
Experimentálńı data převzata z měřeńı v kanále o výšce 2,54 cm viz [151].

Mechanismus atomizace a odvozená kritéria vycházej́ı z identifikace sil ovlivňuj́ıćıch proces
odtržeńı. V př́ıpadě silněǰśıch vrstev je hlavńı destabilizuj́ıćı vliv zp̊usoben tlakovým propa-
dem v okoĺı vrcholu vlny. Tato skutečnost umožňuje aplikaci teorie Kelvinovy-Helmholtzovy
nestability. Odvozená kritéria jsou závislá na přesnosti určeńı tlakových výchylek a vlnové
délky vln na povrchu filmu, což vyžaduje jejich doplněńı modely amplitud tlakových fluktuaćı
a předpokládaných vlnových délek v závislosti na tloušt’ce filmu a rychlosti vněǰśıho proudu.

V př́ıpadě, kdy d̊usledkem vyšš́ıch rychlost́ı nebo menš́ıho pr̊utoku klesá tloušt’ka filmu,
nar̊ustá vliv smykových sil a povrchového napět́ı a vhodným př́ıstupem je odvozeńı kritéríı na
základě definice Weberova č́ısla. Př́ıslušná kritéria nevyžaduj́ı informaci o vlnové délce a nav́ıc
zohledňuj́ı vliv tloušt’ky filmu. Úspěšnost predikce je v tomto př́ıpadě závislá na určeńı kritického
Weberova č́ısla př́ıpadně smykového napět́ı. Uvedené předpoklady byly potvrzeny porovnáńım
sestavených kritéríı s naměřenými daty. Kritéria založená na Kelvinově-Helmholtzově nestabi-
litě (7.8), resp. zohledňuj́ıćı vliv tlakových sil (7.7), vykazuj́ı dobrou shodu s měřeńım pro filmy
o tloušt’ce větš́ı než 0,2 mm. Naopak kritéria (7.13) odvozená z Weberova č́ısla založeného na
rychlosti filmu na rozhrańı definované pomoćı smykového napět́ı nezohledňuj́ı vliv tlaku a pre-
dikuj́ı tak dobře atomizaci v př́ıpadě velmi tenkých filmů, kdy jsou smyková napět́ı dominantńı,
zat́ımco značně podhodnocuj́ı kritické rychlosti atomizace filmů s větš́ı tloušt’kou, kdy s ohle-
dem na solitárńı vlny velkých amplitud nar̊ustá vliv tlakových fluktuaćı, speciálně propad̊u nad
vrcholy vln. Z teoretického hlediska je tedy použit́ı zvoleného typu kritéria závislé na poměru
destabilizuj́ıćıch sil, při praktické aplikaci kritéríı se jev́ı být postačuj́ıćı přihlédnout k tloušt’ce
filmu.

Na závěr kapitoly poznamenejme, že v posledńı době se modelováńım hydrodynamické ne-
stability na rozhrańı dvou viskózńıch vrstev až do atomizačńı fáze zabývaj́ı autoři v rámci
numerického řešeńı pomoćı tzv. VOF metody (angl. volume of fluid method). V článćıch [21],
[54] je prezentováno porovnáńı VOF metody s lineárńım př́ıstupem pomoćı simultánně řešených
Orrových-Sommerfeldových rovnic sestavených pro obě fáze viz [20], [152]. Uvedené studie jsou
ovšem omezeny na vzájemnou validaci numerickými př́ıstupy bez odkazu na experimentálńı data.
Precizněǰśı vyhodnoceńı př́ıstup̊u i prezentovaných kritéríı je tak limitováno malým počtem ex-
perimentálńıch dat pro r̊uzné geometrické podmı́nky.

83



Závěr

Experimentálńı pozorováńı ukazuj́ı, že nestability kapalných filmů lze rozřadit do několika typ̊u
v závislosti na geometrických parametrech. S výjimkou velmi tenkých filmů se počátečńı ne-
stability projevuj́ı jako dvoudimenzionálńı vlny, které se vzr̊ustaj́ıćı rychlost́ı prouděńı plynu
přecházej́ı v solitárńı, př́ıpadně neuspořádané tř́ıdimenzionálńı vlny. Při nadkritických rychlos-
tech docháźı k odtržeńı fragment̊u kapaliny - atomizaci - z povrchu solitárńıch vln. Z uvedeného
je zřejmé, že r̊uzné typy nestabilit stejně jako velké množstv́ı možných konfiguraćı problému
znemožňuj́ı použit́ı jednoho univerzálńıho př́ıstupu k řešeńı. Tato situace motivovala přehledový
charakter práce s ukázkami řešeńı pro vybrané př́ıpady geometrických charakteristik a typ̊u
nestabilit. Konkrétně byla v kapitole 4 uvedena formulace řešeńı pomoćı integrace pohybových
rovnic a pomoćı simultánńıho řešeńı soustavy Orrových-Sommerfeldových rovnic.

Jak bylo dokumentováno literárńı rešerš́ı v oblasti fyzikálńıch princip̊u vzniku nestabilit
v podkapitole 3.3, byly jako kĺıčové faktory vzniku nestabilit identifikovány fluktuace smykových
a tlakových sil p̊usob́ıćıch na hladinu filmu. V kapitole 4 byly nejpouž́ıvaněǰśı modely rozlǐseny dle
poměru předpokládaných vlnových délek ku výšce plynné vrstvy nad hladinou filmu. V př́ıpadě
krátkých vln je v literatuře nejčastěji aplikován model D*, viz odstavec 4.4.1, v př́ıpadě dlouhých
vln v porovnáńı s výškou kanálu se už́ıvaj́ı vztahy odvozené z formule pro odporovou śılu (4.60).
Oba typy model̊u lze aplikovat při řešeńı nestabilit kapalných filmů za předpokladu, že kapalný
zvlněný povrch lze považovat za pevný a fázová rychlost vln na hladině filmu je zanedbatelná
v porovnáńı s rychlost́ı plynu.

Relativńı složitost modelu D* a omezeńı použitelnosti formuĺı druhého typu vedly k myšlence
odvozeńı algebraických model̊u fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku na základě výsledk̊u CFD
simulaćı prouděńı vzduchu nad zvlněným povrchem pro r̊uzné rychlosti, výšku kanálu a poměry
vlnové délky ku amplitudě vlny. Specifikace, výsledky simulaćı a odvozené modely včetně jejich
validace experimenty jsou uvedeny v kapitole 5. Z porovnáńı vyplývá, že zvolený turbulentńı
model k-ε V2F poskytuje poměrně dobrou shodu s naměřenými hodnotami silových charakte-
ristik a odvozené modely je s výhodou jejich jednoduché implementace možné ve vymezeném
rozsahu podmı́nek aplikovat v numerických modelech nestabilit kapalného filmu.

Vzhledem k tomu, že většina publikovaných řešeńı je založena na lineárńım př́ıstupu k analýze
nestabilit odvozených za předpoklad̊u, jejichž platnost je v závislosti na tendenci r̊ustu nesta-
bilit dočasná, nelze s úspěchem predikovat vývoj vybraného typu nestability v deľśım časovém
horizontu jedńım modelem. Protože každá metoda nav́ıc představuje samostatný vědecký úkol,
bylo zájmové pole dizertačńı práce v oblasti návrhu matematického modelu omezeno na predikci
iniciace dvoudimenzionálńıch nestabilit a kritických rychlost́ı při atomizaci.

Model iniciace nestabilit odvozený pomoćı pohybových rovnic v integrálńım tvaru a alge-
braických model̊u p̊usob́ıćıch napět́ı sestavených v kapitole 5 je prezentován v kapitole 6. Uve-
dený model je třeba doplnit rychlostńımi profily kapalné a plynné vrstvy a poměrem amplitudy
vln ku tloušt’ce filmu. Za předpokladu lineárńıho profilu rychlost́ı filmu a mocninného profilu
proudu vzduchu dává sestavený model velmi dobré výsledky při určeńı kritických rychlost́ı pro
iniciaci nestabilit a predikci vlnových délek dvoudimenzionálńıch vln na hladině filmu. Źıskané
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charakteristiky lze v př́ıpadě daľśıho r̊ustu rychlost́ı vněǰśıho prouděńı využ́ıt v nelineárńıch
modelech solitárńıch vln, př́ıpadně v analýze vlivu zvlněného stěnového filmu na fyzikálńı vlast-
nosti konkrétńı technické části. Jak vyplývá z kapitol 3, resp. 5, zvlněný charakter filmu zpětně
ovlivňuje rychlostńı profil i vlastnosti mezńı vrstvy vzduchu, a bude tak mı́t vliv např́ıklad na
přestup tepla stěnou.

Modely kritických rychlost́ı pro atomizaci filmu jsou prezentovány v kapitole 7 s využit́ım
model̊u smykových koeficient̊u z odstavce 4.4.3. Uváděná kritéria jsou rozlǐsena dle typu ve-
doućı veličiny na kritéria závislá na vlnové délce a kritéria zohledňuj́ıćı tloušt’ku filmu. Prvńı
typ kritéríı je vhodněǰśı pro vlny s větš́ı amplitudou, kdy rozhoduj́ıćı destabilizuj́ıćı silou je tla-
kový propad nad vrcholem vlny, zat́ımco druhý typ lépe zohledňuje vliv smykových sil, které
nabývaj́ı na významu v př́ıpadě atomizace tenkých filmů za vysokých rychlost́ı. Po doplněńı
adekvátńım modelem tloušt’ky a tvorby filmu by bylo možné př́ıslušná kritéria použ́ıt např́ıklad
při předcházeńı erozi lopatek turb́ın dopadem kapiček odtržených z filmu kondenzuj́ıćıho na
př́ıvodńım potrub́ı.

V souvislosti s naměřenými daty použitými v dizertaci je třeba poznamenat, že analýza
a validace dosavadńıch model̊u nestability kapalných filmů je limitována souvisej́ıćımi experi-
mentálńımi studiemi. Většina experimentálńıch dat použitých pro validaci prezentovaných mo-
del̊u byla naměřena precizńımi studiemi provedenými v počátćıch výzkumu nestabilit, nebot’ se
zdá, že studium diskutovaného fenoménu z hlediska základńıho výzkumu ustoupilo do pozad́ı
speciálńım aplikaćım a nověǰśı měřeńı kritických rychlost́ı umožňuj́ıćı sestaveńı map režimů ne-
stabilit pro široké podmı́nky vstupńıch parametr̊u nejsou k dispozici. Symptomatickými této
skutečnosti jsou např́ıklad články citované v závěru kapitoly 7, kde porovnáńı s experimenty
zcela chyb́ı, př́ıpadně článek [109] z roku 2011 vydaný v impaktovaném časopise, kde aplikace
poměrně složitého modelu rychlostńıho profilu nad kapalným filmem v modelu nestabilit je
dokumentována nevhodným grafem kritických rychlost́ı naměřených v roce 1966. Je zřejmé,
že konstrukce komplexńıch numerických model̊u fyzikálńıch jev̊u by neměla snižovat význam
ověřeńı jejich použitelnosti v reálné praxi.

Závěrem lze př́ınos dizertačńı práce ke studiu problematiky a jej́ı p̊uvodńı výsledky shrnout
v následuj́ıćıch bodech:

• Byla vytvořena přehledová studie včetně souhrnu literárńıch pramen̊u souvisej́ıćıch s té-
matem nestabilit kapalných filmů.

• Byla sestavena procedura na řešeńı zobecněného problému vlastńıch č́ısel s nehomogenńımi
okrajovými podmı́nkami aplikovatelná na Orrovu-Sommerfeldovu rovnici popisuj́ıćı iniciaci
hydrodynamické nestability.

• Pomoćı CFD metod byla provedena studie turbulentńıho prouděńı nad zvlněným povrchem
a výpočet série simulaćı umožňuj́ıćıch analýzu vlastnost́ı př́ıslušné mezńı vrstvy a silového
p̊usobeńı.

• Na základě výsledk̊u soustavy CFD simulaćı byly sestaveny algebraické modely fluktuaćı
smykových napět́ı a tlak̊u p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch v závislosti na geometrii vln,
rozměrech kanálu a rychlosti prouděńı.

• Pomoćı formuĺı pro smyková napět́ı byly navrženy modely umožňuj́ıćı predikci odtržeńı
kapek z povrchu filmu v závislosti na rychlosti vzduchu a tloušt’ce filmu.

Dı́lč́ı výsledky práce byly použity při řešeńı projektu GAČR GA101/08/0096, Moderńı me-
toda Large Eddy Simulation pro řešeńı dvoufázového turbulentńıho prouděńı a kapalný stěnový
film.
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Seznam použitých zdroj̊u

[1] Abrams, J.: Turbulent flow over small amplitude solid waves, Ph.D. Disertation, University
of Illinois at Urbana-Champaign, 1984.

[2] Abrams, J., Hanratty, T. J.: Relaxation effects observed for turbulent flow over a wavy
surface, J. Fluid Mech., 151, pp. 443–455, 1985.

[3] Akylas, T. R.: A note on the generation of surface waves by inviscid shear flows, Wave
Motion, 6, pp. 141–148, 1984.

[4] Aktershev, S. P., Alekseenko, S. V.: Influence of condensation on the stability of a liquid
film moving under the effect of gravity and turbulent vapor flow, International Journal of
Heat and Mass Transfer, 48, pp. 1039–1052, 2005.

[5] Alekseenko, S. V., Nakoryakov, V. E., Pokusaev, B. G.: Wave formation on vertical falling
liquid films, International Journal of Multiphase Flow, vol. 11, no. 5, pp. 607–627, 1985.

[6] Alekseenko, S. V., Nakoryakov, V. E.: Instability of a liquid film moving under the effect
of gravity and gas flow, Int. J. Heat Mass Transfer, vol. 38, no. 11, pp. 2127–2134, 1995.

[7] Alekseenko, S. V., Aktershev, S. P., Cherdantsev, A. V., Kharlamov, S. M., Markovich, D.
M.: Primary instabilities of liquid film flow sheared by turbulent gas stream, International
Journal of Multiphase Flow, 35, pp. 617–627, 2009.

[8] Andreussi, P., Asali, J. C., Hanratty, T. J.: Initiation of roll waves in gas-liquid flows, AIChE
Journal, vol. 31 , no. 1, pp. 119–126, 1985.

[9] Andritsos, N., Hanratty, T. J.: Interfacial instabilities for horizontal gas-liquid flows in
pipelines, Int. Multiphase Flow, vol. 13, no. 5, pp. 583–603, 1987.

[10] Andritsos, N., Hanratty, T. J.: Influence of interfacial waves in stratified gas-liquid flows,
AIChE Journal, vol. 33, no. 3, pp. 444–454, 1987.

[11] Ansari, M. R., Shokri, V.: New algorithm for the numerical simulation of two-phase stratified
gas-liquid flow and its application for analyzing the Kelvin-Helmholtz instability criterion
with respect to wavelength effect, Nuclear Engineering and Design, 237, pp. 2302–2310,
2007.

[12] Asali, K. C., Hanratty, T. J.: Ripples generated on liquid film at high gas velocities, Int.
Multiphase Flow, 19, pp. 229–243, 1993.

[13] Azzopardi, B. J., Gibbons, D. B.: Annular two-phase flow in a large diameter tube, Chem.
Eng., 398, pp. 19–31, 1983.

[14] Azzopardi, B. J.: Drops in annular two-phase flow, Int. J. Multiphase Flow, 23, pp. 1–53,
1997.

86
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Seznam použitých zdroj̊u

[49] European research Community on Flow, Turbulence and Combustion Database, Classic
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Seznam použitých zdroj̊u

[121] Schmehl R., Rosskamp, H, Willmann, M., Wittig, S.: CFD analysis od spray propagation
and evaporation including wall film formation and spray/film interactions, International
Journal of Heat and Fluid Flow, 20, pp. 520–529, 1999.

[122] Schubauer, G. B., Skramstad, H. F.: Laminar boundary layer oscillations and the stability
of laminar flow, J. Aero. Sci., 14, pp. 69–78, 1947.

[123] Schubring, D., Shedd, T. A.: Critical friction factor modeling of horizontal annular base
film thickness, International Journal of Multiphase Flow, 35, pp. 389–397, 2009.

[124] Sigal, A.: An Experimental Investigation of the Turbulent Boundary Layer over a Wavy
Wall, Ph.D. Thesis, Department of Aeronautical Engineering, California Institute of Tech-
nology, 1970.

[125] Smith, M. K., Davis, S. H.: The instability of sheared liquid layers, J. Fluid Mech., 121,
pp. 187–206, 1982.

[126] Smith, M. K.: The mechanism for the long-wave instability in thin liquid films, J. Fluid
Mech., 217, pp. 469-485, 1990.

[127] Stanton, T., Marshall D., Houghton, R.: The growth of waves on water due to the action
of the wind, Proc. R. Soc. Lond. A, 137, pp. 282, 1932, DOI: 10.1098/rspa.1932.0136.

[128] Su, Y. Y., Khomami, B.: Numerical solution of eigenvalue problems using spectral tech-
niques, Journal of Computational Physics, 100, pp. 197–305, 1992.

[129] Sullivan, P. P., McWilliams, J. C., Moeng, Ch.-H.: Simulation of turbulent flow over idea-
lized water surface, J. Fluid Mech., 404, pp. 47–85, 2000.
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Seznam použitých symbol̊u a zkratek

Symbol Jednotka Popis

a m Amplituda vlny
A, A+ – Konstanta tlumı́ćı funkce Df resp. Dm, def. (3.34) resp. (4.50)
AL – Parametr smykového napět́ı, def. (4.76)
B m Pr̊uměr trubice, výška kanálu
Bo – Bondovo č́ıslo, def. (2.15)
c m · s−1 Rychlost vlny
Cf – Součinitel třeńı, def. (4.60)
Cs – koeficient v Jeffreysově hypotéze (angl. sheltering coefficient)
D m Charakteristický rozměr

Df , Dm – tlumı́ćı funkce turbulentńıho profilu, def. (3.34), (4.50)
Dh m Hydraulický pr̊uměr
e – Eulerovo č́ıslo
f – smykový koeficient
F – Složka proudové funkce
Fr – Freudeho č́ıslo, def. (4.28)
g m · s−2 T́ıhové zrychleńı
h m Výška kapalinného filmu (vrstvy)
hp m Výška solitárńı vlny, def. obr. 3.4
h0 m Základńı tloušt’ka filmu, def. obr. 3.4
H m Výška plynné vrstvy
i – Imaginárńı jednotka
i, j – Indexy
k J · kg−1 Turbulentńı kinetická energie
ks m Parametr ṕıskové drsnosti
K m Aditivńı konstanta turbulentńıho profilu
l – Metrická funkce, def. (4.38), (4.39)
m – Pod́ıl kinematických viskozit plynu a kapaliny
Oh – Ohnesorgovo č́ıslo, def. (7.2)
p, P Pa Tlak
Q m2 · s−1 Objemový pr̊utok na jednotku délky v př́ıčném směru
r – Pod́ıl hustot plynu a kapaliny
Rij – Reynoldsova napět́ı
Re – Reynoldsovo č́ıslo

R – Člen ř́ıd́ıćı rovnice modelu D*, def. (4.42)
< – Reálná část komplexńıho č́ısla
Sij – Tenzor rychlosti deformace, def. (D.8)
u, U m · s−1 Rychlost ve směru osy x
ua m · s−1 Pr̊uměrná rychlost filmu, def. (4.1)
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us m · s−1 Rychlost filmu na hladině
uτ m · s−1 Třećı rychlost, def. (3.20)
Ub m · s−1 Pr̊uměrná rychlost plynu, def. (4.10)
v, V m · s−1 Rychlost ve směru osy y
v, V m · s−1 Vektor rychlosti

t s Čas
T s Perioda vlny
We – Weberovo č́ıslo, def. (7.1)

x, y, z m, - Kartézské souřadnice

α m−1 Vlnové č́ıslo ve směru osy x
β m−1 Vlnové č́ıslo ve směru osy z
γ – Parametr rychlostńıho profilu, def. (3.27)
Γ – Tvarový parametr rychlostńıho profilu, def. (4.4)
δ m Tloušt’ka mezńı vrstvy
δ+
s m Bezrozměrná tloušt’ka vazké podvrstvy
δ∗ m Odtlačovaćı tloušt’ka mezńı vrstvy
ε m2 · s−3 Rychlost disipace turbulentńı energie
θ ◦, rad Fázové posunut́ı

ϑ ◦, rad Úhel odklonu stěny od vektoru t́ıhového zrychleńı
κ – von Kármánova konstanta
λ m Vlnová délka
Λ – Tvarový parametr Pohlhausenova rychlostńıho profilu, def. (1.56)
µ Pa · s Dynamická viskozita
ν m2 · s−1 Kinematická viskozita
νt m2 · s−1 Turbulentńı viskozita
ρ kg ·m−3 Hustota
σ N ·m−1 Povrchové napět́ı
τ Pa Smykové napět́ı
φ m2 · s−1 Amplitudová funkce př́ıslušná proudové funkci Ψ
Φ m2 · s−1 Rychlostńı potenciál
Ψ m2 · s−1 Proudová funkce

ω s−1 Úhlová frekvence

Dolńı index Popis

B Hodnota veličiny na horńı stěně kanálu

BI Imaginárńı část amplitudy

BR Reálná část amplitudy

G Plyn

I Imaginárńı složka veličiny

krit Kritická hodnota veličiny

L Kapalina

max Maximálńı hodnota veličiny

P Tlak

R Reálná složka veličiny

SI Imaginárńı část amplitudové veličiny na zvlněném povrchu

SR Reálná část amplitudové veličiny na zvlněném povrchu

s Hodnota veličiny na rozhrańı

w Hodnota veličiny na stěně (rozhrańı)

WI Imaginárńı část amplitudové veličiny na rozhrańı

WR Reálná část amplitudové veličiny na rozhrańı
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Akcent Popis

¯ Pr̊uměrná hodnota veličiny po délce vlny
′

Fluktuace, resp. derivace dle y v př́ıpadě veličin F , Rij a φ̂ Amplituda
+ Bezrozměrná veličina
1 Veličina odpov́ıdaj́ıćı posunut́ı ∆x1

P, def. obr. 5.13
2 Veličina odpov́ıdaj́ıćı posunut́ı ∆x2

P, def. obr. 5.13

Zkratka Popis

CFD Výpočtová mechanika tekutin
DNS Metody př́ımé numerické simulace
K-H Kelvinova-Helmholtzova nestabilita
O-S Orrova-Sommerfeldova rovnice

RANS Časově pr̊uměrované Navierovy-Stokesovy rovnice
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3.2 Mapa režimu vln na tenkém filmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.1 Schéma problému při řešeńı integrálńı metodou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Schéma problému při řešeńı pomoćı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice . . . . . . . . 40
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5.5 Rychlostńı profily uy źıskané užit́ım vybraných RANS model̊u turbulence v po-
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5.11 Silových účinky tlakových a smykových sil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Př́ıloha D: Model k-ε V2F

101



Př́ıloha A: Pohybové rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice pro 2D nestacionárńı nestlačitelné prouděńı
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∂t
+ u
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∂x
+ v
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=−1

ρ
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+ ν

(
∂2u
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X (A.1)
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+ ν
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∂2v
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1

ρ
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Rovnice kontinuity pro 2D nestacionárńı nestlačitelné prouděńı

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (A.3)

Odvozeńı pohybových rovnic paralelńıho prouděńı
Dosazeńım paralelńıho prouděńı

[u, v] = [U(y) + u′(x, y, t), v′(x, y, t)], (A.4)

p=P (x, y) + p′(x, y, t), (A.5)

do rovnic (A.1)-(A.3) obdrž́ıme po zanedbáńı objemových sil a člen̊u s kvadrátem fluktuačńıch
rychlost́ı systém

∂u′
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)
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∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
= 0 . (A.8)

Navierovy-Stokesovy rovnice základńıho proudu degeneruj́ı v systém

0 =
1

ρ
+ ν

∂2U

∂y2
, (A.9)

0 =
1

ρ

∂P

∂y
. (A.10)

Odečteńım (A.9) a (A.10) od (A.6) a (A.7) obdrž́ıme pohybové rovnice paralelńıho prouděńı
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1

ρ
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1
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∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
= 0 . (A.13)
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Př́ıloha B: Mapy režimů nestabilit

Obrázek B.1: Mapa režimu vln pro µL = 8 cP. Převzato z [113], upraveno.

Obrázek B.2: Mapa režimu vln pro µL = 15 cP. Převzato z [113], upraveno.
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Př́ıloha C: Dodatky CFD simulaćı
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Obrázek C.1: Poloha bod̊u separace a přilnut́ı simulovaná pomoćı vybraných
turbulentńıch model̊u v porovnáńı s DNS řešeńım Yoon a kol. (2009) [142].
Simulováno pro H=λ, Re=6760 (H=0,05 m, Ub=2,118 m/s).

Obrázek C.2: Ukázka výpočtové śıt’e. H/λ=0,6; λ/a=60.
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Př́ıloha C
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Obrázek C.3: Vliv středńı rychlosti Ub na profil smykového napět́ı pro H=λ, λ/a = 50.
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Obrázek C.4: Porovnáńı model̊u fluktuaćı smykového napět́ı (6.9)–(6.10) pro ńızké
středńı rychlosti Ub s měřeńım a modely viz [1], [2]. Vykresleno pro H=λ, λ/a=142,86.
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Obrázek C.5: Porovnáńı model̊u fluktuaćı tlaku (6.11)–(6.12) pro ńızké rychlosti Ub
s modelem D* viz Abrams (1984) [1] a měřeńımi Kendall [79], Sigal [124], Hsu &
Kennedy [68] a Cook [35]. Vykresleno pro H=λ, λ/a=60.
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Př́ıloha D: Model k-ε V2F

Rovnice modelu převzaté z [74] jsou formulované pro turbulentńı kinetickou energii k, rychlost
disipace ε, turbulentńı napět́ı v normálovém směru v2 a jeho redistribučńı funkci f22. Rovnice
jsou zapsány pomoćı Einsteinovy sumačni konvence, ∇2 znač́ı Laplace̊uv operátor. Podrobněǰśı
implementace modelu v software Star-CCM+ verze 6.04.016 viz [139].

Rovnice turbulentńı kinetické energie
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Rovnice rychlosti disipace turbulentńı energie
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Délkové měř́ıtko
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Časové měř́ıtko
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Turbulentńı viskozita
νt = Ts min

{
Cµstdk,Cµv2v2

}
(D.7)

Použité výrazy a konstanty
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σk σε σh Cε1 Cε2 C1 C2 CL Cη CkT Cµstd Cµv2
1,0 1,3 0,9 1,4 1,9 1,4 0,3 0,023 70,0 6,0 0,09 0,22
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