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Abstrakt

Tato prace se zabyva teorii geometrického tizeni na nilpotentnich Lieovych grupéach. V
praci jsou popsény zakladni pojmy diferencidlni geometrie a teorie fizeni, které jsou na-
sledné pouzity pro popis riznych mechanismi. Nésledné prace navrhuje fizeni pomoci
dosazenych vysledki.

Abstract

This thesis deals with the theory of geometric control of the trident robot. The thesis
describes the basic concepts of differential geometry and control theory, which are sub-
sequently used for describing various mechanisms. Finally, the thesis proposes the ma-
nagement using inferred results.
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1 Uvod

Obsahem této zavérecné préce je aplikovat geometrickou teorii fizeni na riizné piiklady
plandrnich mechanismi, jejichZ pohyby jsou vazany neholonomnimi podminkami. Ma-
tematickym modelim takovych mechanismi se proto také fikd neholonomni systémy a
jejich pohyby z pohledu geometrické teorie fizeni odpovidaji kiivkdm na vhodné Lieové
grupé, muzeme tedy vyuzit algebraické vlastnosti této grupy pro navrh fizeni. Cilem této
prace je nalézt vhodnou Lieovu grupu, popsat jeji (infinitesimalni) automorfismy, které
transformuji k¥ivky v konfigura¢nim prostoru, a tyto vysledky demonstrovat na ptikladech
Fizeni.

Kazdy, kdo vyuziva hromadnou nebo individualni automobilovou dopravu, se s teorii
fizeni kazdy den setkava. Vezméme si napiiklad systém samorizenych souprav metra v
metropolich, nova automobilova vozidla jsou vybavena asistenty udrzovani vozidla v jizd-
nim pruhu, moduly samoc¢inného parkovani anebo dokonce systémy autopilotaze. VSemi
témito problémy se odborné zabyva teorie Fizeni a tato prace byla motivovana pravé ii-
zenim automobilu.

Hlavnim modelem bude mechanismus nazyvany Dubin’s car slouzici jako ptiklad pro
budovani teorie tizeni. Toto vozidlo se miize pohybovat pouze vpred a vzad a miize ménit
otoceni v roviné. V druhé kapitole nalezneme prvky jeho tidici Lieovy algebry a disku-
tujeme doplnéni o parametr, ktery popisuje otoc¢eni kola v zavislosti na prekonané draze.
V obou pripadech nalezneme fidici Lieovu algebru a obé tyto algebry porovname. Jak
se ukaze, tyto algebry sice nejsou identické, nicméné na lokalni ¥izeni nemé volba mezi
témito Lieovymi algebrami vliv.

Ve tieti kapitole budou pfedchozi tivahy formalizovany pojmy diferencidlni geometrie,
konfigurac¢ni prostor systému bude definovan jako hladka varieta. Dale zavedeme pojem
distribuce, ktery systému v kazdém bodé priradi linearni te¢ny podprostor, tedy fidi pohyb
mechanismu, a nakonec pojem Philip-Hallova béaze, ktera je bazi této distribuce.

Jelikoz obecné neni Lieova algebra nilpotentni, uvedeme algoritmus zvany nilpotentni
aproximace vytvoireny A. Bellaichem, ktery z ¥idici algebry vytvoii nilpotentni algebru.
Jak se ukaze, tento velmi robustni algoritmus je ve studovanych ptipadech podstatné
zredukovan. Kromé uz zminéného auta uvedeme dals$i dva mechanismy, a sice planarni
mechanismus tficlankového robotického hada a Trident mechanismus. Pro dalsi dvahy
tyto dva zminéné mechanismy uz ale vyuzivat nebudeme, jelikoz jsou zatiZzeny velkou
vypocetni naroc¢nosti.

Dalsi kapitola analyzuje Heisenbergovu geometrii. V odvozenych vlastnostech tohoto
typu geometrie se ukaze, ze podkladova Lieova grupa modelu Dubin’s car ma strukturu
Heisenbergovy grupy. To pak vyuZijeme pfi konstrukei Tanakova prodlouzeni, coz je algo-
ritmus, ktery nalezne infinitesimalni automorfismy, které zachovavaji horizontalnost kiivek
vici distribuci, to znamen4, ze zachovava i Heisenbergovu geometrii.

Posledni kapitola ukazuje navrhy tizeni modelu Dubin’s car, které demonstruji pred-
chozi vysledky. Nejprve bude zvolen vstupni signal jako kombinaci feSeni systému tohoto
modelu. Tento signal budeme posouvat pomoci infinitesimélni automorfismu po konfigu-
ra¢nim prostoru. Ukaze se, ze nékteré automorfismy tento signal pouze reparametrizuji.
V dalsim kroku bude zvolena integralni kiivka, kterd bude také transformovana témito
automorfismy. Narozdil od predchoziho pfipadu se ukaze, ze existuji i automorfismy, které
tuto kiivku skutecné transformuji. Tyto transformace budou blize popsany.
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2 Motivace: Dubin’s car a jeho fFizeni

Uvazujme automobil, kterému se v literatuie ¥ikA Dubin’s car [1], jehoZ stav je popsan

polohou jeho hmotného stiedu z = (21, 29) € R? a natocenim 6 € S* vzhledem k ose z'.

Konfiguracni prostor naseho systému je tedy tiidimensionalni hladka varieta

M={q=(z,0)]r € R*,0 € S'} = R* x S*.

A
)

-
s ol

, T

Obrazek 1: Znazornéni orientace Dubin’s car na varieté M.

Predpokladejme, Ze se tento automobil mize pohybovat nasledujicimi sméry. Muze jet
vpred a vzad konstantni rychlosti u; € R a miize se otocit kolem svého hmotného stiedu
konstantni dhlovou rychlosti uy € R. Tyto pohyby miizeme libovolné kombinovat.
Rovnice popisujici pohyb vpied a vzad jsou tedy

1 = uq cosb,
:,1'72 = U1 sin 6,

6 =0.

Rovnice popisujici rotaci kolem tézisté jsou

i =0,
ij = Oa
é: Uo.

Ridicf parametr u = (uy,uy) miZe mit libovolné hodnoty v dané podmnozing U C RZ.
Piedchozi dvé soustavy obycejnych diferencialnich rovnic lze vektorové zapsat jako

¢ =uVi(q), 4 =musVa(q),

kde
1 cos f 0
q = ) 5 W(Q) = sin ) ‘/Q(Q) = 0
0 0 1
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Potom miizeme systém piepsat jako
Gg=u1Vi(q) + u2Va(q), g€ M, wuel. (1)
Ziejmé lze z pocatecniho stavu ¢y = (xy,6;) € M dosdhnout libovolného stavu ¢; =

vy

koncového stavu Ize dosdhnout pohybem podél vektorovych poli Vi a V,. Ozna¢me P}, P}
zminéné pohyby chépané jako toky vektorovych poli Vi a V5 na M a vypoctéme jejich
komutator nasledujicim zpusobem:

T x1 + (cos )t x1 + (cos )t
PyitoP"oPioPl x| =Pyto P o P | wg+ (sinf)t | = Pyto Pt | @y + (sin )t
6 6 0+t
x1 + (cosO)t — cos(0 + t)t x1 + (cos )t — cos(0 + t)t
=Py | 29+ (sinf)t —sin(f +t)t | = | 29+ (sinf)t — sin(f + t)t
0+t 0

Spocitejme Tayloruv rozvoj tohoto toku v bodé tg = 0, tj. konkrétné jednotlivych sourad-

nic.
vy = 1 + (cosf — cos(f + t))t = Ul}to =1,

U1 = cos —cos(0 +t) +tsin(f +t) — mto =0,

Uy =sin(0 +t) +sin(@ +¢) + tcos(f +t) = i}l‘to = 2sin0,

Vg = Xy + (sinf —sin(d + t))t = v2|t0 = Ty,

Uy = sinf — sin(0 +t) — tcos(f +t) = Dz‘to =0,

Uy = —cos(f +1t) —cos(f +t) +tsin(f +t) = i}z‘to = —2cosb,
vg =0 — v31t0:9,

03 =0 = @), =0,

i3 =0 = @), =0

Taylorovym rozvojem toku v bodé ¢ = 0 dostaneme ekvivalentni vyraz

1 1 sin 6
PytoPtoPloPl x| = | 2o | + | —cost | 24+ O(?).
0 0 0

Definice 2.1. Necht Vi, V5 jsou vektorova pole na varieté M. Potom definujme Lieovu
zévorku vektorovych poli [-, -] jako vektorové pole

def dVs avy
Vi, Va] = i Vi(q) a0 Va(q),

kde dd—‘(f je Jacobian vektorového pole V; a v nasem pifpadé pro M = R? x S' dostaneme

dvi ol ovl vl

dgq 9,  Oxy 00

dV; _ dvy _ ov]  Ovy Ovl
- dq o Ory Oz 00,

dg dvl ool vy Ol
dq oxs Oxo 00
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Potom miZzeme Lieovu zavorku [V7, V5] spocitat ve smyslu piedchozi definice jako

av; %C?SQ 0 0 —sind
- = gsnb | =10 0 cosf |,
1 40 00 0
q
d
20
v, 4 0 0O
T \41 000
q
0 —sin @ sin @
Vig:=[Vi,Va] = [0 | — [ cos@ | = | —cosd
0 0 0

a vidime, ze [V, V5] je kvadratickym ¢lenem v predchozim Taylorové polynomu. Spodi-
tejme jesté navic dvé zavorky vyssiho fadu.

0 0 —sinf sin 6 0 0 —cosf cos 0
Vior == [[V1, Vo, Vil = [0 0 cosf —cosf | — |0 O —sinf sinfd | =101,
00 0 0 00 0 0 0
000 sin @ 0 0 —cosb 0 cos 0
Vige :=[[V1, Vo], Vo] = [0 0 0O —cosf@ | — [0 0O —sinf 0] = |sinfg | =V.
00O 0 00 0 1 0

Pole Vi, V5, Vig tvoii tedy vektorovy prostor uzavieny na Lieovu zavorku, takovému vek-
torovému prostoru se fika Lieova algebra. Tato pole tedy tvofi algebru s multiplikativni
tabulkou

['7 ] Vl ‘/2 V12
Vi |0 Vig |0
Vo | =Via |0 Vi
Vig |0 -0

Tabulka 1: Multiplikativni tabulka algebry generované vektorovymi poli Vi, V5

Vypodtem lze ukazat, ze tiplny Tayloriv rozvoj zobrazeni Py "o P "o Pio P!(q) v bodé
to =0 je

1 00 1 sin 0 1 cos
T(0) = — | —cosO | t?* + — | sin0 | 2.
(0) Y + ; 2k —1)! Cgs T ok SIE

Vsimnéme si, Ze ¢leny tohoto polynomu jsou Lieovy zavorky vysSich fada. Z multiplika-
tivni tabulky vyplyva, Ze se jedn& o konec¢né generovanou Lieovu algebru. Piedstavme si
nyni, ze automobil je v pocatku, tedy v bodé ¢y = (0,0,0). Potom tedy

0

1 0
Vilgo) =0, Val@o) =10, Vi:=[V1,Vol(q) = | —1
0 1 0
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Jako dalsi krok provedme transformaci takovou, aby tato vektorova pole byla v bodé ¢
v nésledujicim tvaru: '
01
‘/;(QO) = 6% )
03
kde ¢} je Kroneckertiv symbol. Transformujme soufadnice (1, 22,6) do novych soufadnic

(ylay%y?))'
Y1 = T, Yo = 07 Ys = —T2

Potom jsou vektorova pole Vi, V5, V3 v novych souradnicich nasledujici

COS Yo 0
Vi= 0 , Va=11
—sinys 0

Vektorova pole jsou opét tvofena goniometrickymi funkcemi a zavorky téchto tiech poli
budou generovat dalsi pole. Vyuzijeme-li v okoli bodu ¢y znamé aproximace sin(x)
x,cos(z) ~ 1 mizeme piedchozi pole aproximovat poli tvofenymi polynomy.

1 0
Vi=| 0 |, Vh=11
—Y2 0

Spocitame-li Lieovu zavorku téchto poli

0
Vig := [V, Vo] = | O
1
a navic jesté spocitame zavorky druhého radu
000 1 0 0 O 0 0
Vie == [Vi, [Vi, W]l = [0 0 0O 0O 1—-—(0 0 O 0]=10],
0 00 —Ys 0 -1 0 1 0
0 00 0 0 0 0 0 0
‘/212 = [‘/27 [‘/17‘/2]] =10 00 1l —10 0 0 0]=10 )
0 00 0 0 —1 0 1 0

je zifejmé, Ze tato Lieova algebra ma nasledujici multiplikativni tabulku.

[" ] Vl V2 V12
Vi |0 Via | O
Vo | =Via |0 |0
Vis |0 0 0

Tabulka 2: Multiplikativni tabulka Lieovy algebry po aproximaci

Viimnéme si, ze zavorky vyssich fada (napiiklad [ Xy, [Xo, [Xs, [Xi, Xj]]]]) jsou uz nu-
lové. Takové algebte se Tika nilpotentni [2|, my tuto vlastnost budeme definovat pozdéji.
Smyslem téchto tvah je, Ze v okoli zvoleného bodu ¢y miizeme vektorovi pole nahradit
vektorovymi poli takovymi, ktera tvoii nilpotentni algebru.

16



Obrazek 2: Znézornéni parametru otoceni kola ¢

V literatufe se bézné uvazuje model, kde vnitini konfigurace mechanismu zahrnuje
parametr otoceni kola ¢. Budeme pozadovat, aby kolo, které je oporou auta, se otacelo v
zavislosti na pozici vozidla, viz obrazek 2. Jinymi slovy nebude dochéazet k prokluzu, ale
budeme pozadovat, aby se kolo ptirozené valilo po podstavé a to bez prokluzu. Pifidanim
tohoto Fidiciho parametru se nam zméni konfigura¢ni prostor na M = R? x St x St. Potom

miizeme tuto zavislost vyjadrit jako
t1 = cos(0),
To = sin(f)¢,

neboli
i1 — cos()¢ =0,

T9 — sin(f)p = 0,

a maticové

T
1 0 0 —cos(@)) |42] _ (0
0 1 0 —sin(h) 61 \0o/)°
©
Pti volbé parametri u; := ¢ a ug := 0 je TeSeni
T cos(f) 0
x . in(6 0
6'2 =q=wuVi(q) +u2Va(q) = wy smo( ) Tuz |y
O 1 0
Spocitejme nyni zavorku [V7, V5.
0 0 0 0\ [cos(0) 0 0 —sin(f) 0\ /0 sin(6)
o [0 00O sin(6) 0 0 cos(@) O] [0] | —cos(d)
V=MVl =14 ¢ ¢ o o | (oo o offr|" 0
00 0O 0 00 0 0 0 0

17



V&imnéme si podobnosti se zavorkou [V1, V3] z pfedchoziho vypoctu, odpovida totiz stej-
nému toku. Spocitejme jesté zavorku vyssiho fadu.

0 0 cos(@) 0\ /0 0 0 0 0\ [cos(h) cos(0)

Vi, Via] = 0 0 sin(@) O[O |0 0 0 O] |sin®) | _ | sin(d)
B 00 0 o0f]t 0000 0 0
0 0 0 0 0 0000 0 0

Tyto vypocty shrneme do nésledujici multiplikativni tabulky.

] [ A Va Vis | Varo
Vi 10 Vi 0 0

Vs —Vi2 | 0 Vaio | Vi
Vor2 | 0 —Vis |0 0

Tabulka 3: Multiplikativni tabulka po pfidani parametru ¢

Algebram generovanym vektorovymi poli ur¢ujicimi systém (1), tj. v naSem piipadé
Lie{V1, V4 }, se fiké algebry fiditelnosti a maji primy vztah k ¥izeni, jak ukazuje nasledujici
véta Chow-Rashevského o lokélni riditelnosti kontrolnich systémi.

Véta 2.2. (Chow, Rashevsky) Necht M je hladkd varieta a Xy, ..., X, je m hladkych
vektorovgch poli na M. Necht navic Lieova algebra

Lie{Xy,..., X} x)=T,M, Nz e M.
Pak systém

i=1

je lokdlné tiditelny pro kazZdé t v kazZdém bode x € M.

Je pfimo vidét, Ze nase algebry toto splhuji, ¢ili systém (1) ma feSeni a je lokalné
fiditelny.

3 Diferencialni geometrie

V této kapitole budeme formalné definovat pojmy diferencidlni geometrie, které nam po-
mohou v dalsi analyze modelového piikladu. Nejprve definujme jeho konfigura¢ni prostor
jako hladkou varietu.

Definice 3.1. Necht (M, 7) je Hausdorffav topologicky prostor. Potom mnozina dvojic
{(Va, ¥a) }as

kde V,, € 7 jsou oteviené mnoziny a 1, : V, — R" je zobrazeni, se nazyva atlas na M,

pokud
Vo Voo = (V) CR”

je homeomorfismus oteviené podmnoziny V,, mnoziny M do oteviené podmnoziny ¢, (Vy,)

mnoziny R" a
U=V

18



Zobrazeni 1, nazyvame mapy a v soufadnicich mohou byt definovany jako

Vo) = (X' (p),-...X"(p)) ,
kde x': V, = R, p e V,.

Definice 3.2. Prostor (M, 7) se nazyva hladka varieta, pokud existuje atlas {(V,,%q)},
na M takovy, ze pro V, NV # () zobrazeni

(I)a,B = wa o wgl : w;l(va N V,B) — wa(va N Vﬁ)
je hladka funkce.

Definice 3.3. Necht M je hladka varieta a F(M) je mnozina vSech hladkych funkei
definovanych na M, pak teénym prostorem T,M variety M v bodé xr € M nazveme
mnozinu vSech funkcionala W : F(M) — R spliujicich

L W(af +8g) = aW(f) + AW (g), a.BER,f,geF(M),

2. W(fg) = f(x)W(g)+g(@x)W(f), f.g€eFM).
Kazdy prvek T, M nazveme te¢nym vektorem M v bodé x.

Definice 3.4. Necht T, M je te¢ny prostor v bodé x € M. Sjednoceni

TM = U T,M

zeM

nazyvame te¢ny bandl variety M.

Definice 3.5. M¢jme hladkou varietu M, pak vektorovym polem V na M nazveme zob-
razeni
x—V(x), V(x)eT,M,ze M,

kde T, M je te¢ny prostor M v bodé z.

V dalgich tivahéch budeme konfigurac¢ni prostor uvazovat jako hladkou varietu.

3.1 Distribuce na hladké varieté

Definice 3.6. k—rozmérnou distribuci D na varieté M nazveme pravidlo, které kazdému
bodu z € M piitazuje k—rozmérny linearni podprostor D(z) C T, M.

Distribuce D tadu k na varieté M pritazuje kazdému bodu p € M k-dimenzionalni
linedrni podprostor D, prostoru 7,M. Distribuce D se nazyva diferencovatelné, pokud
kazdy bod p € M ma na okoli v k diferencovatelnych vektorovych poli X;, X5..., X} na
v, které tvoii bazi D, pro vSechna p € v, takze muzeme psat D = span {X;, ..., X} na
v. Distribuce D se nazyva involutivni, pokud [X, Y] € D,, pro kazdé¢ X,Y € D,,Vp € M.
Integralni podvarieta distribuce D je podvarieta N variety M takova, Ze

Tf(T,N)=D,,Vp € N,

kde f: N — M je vnofeni. Varieta /N se nazyvd maximalni integralni podvarieta distri-
buce D, pokud neexistuje zadnéa dalsi integralni podvarieta distribuce D, ktera obsahuje
N. Distribuce D, kterd mé pouze jednu maximalni integralni podvarietu ve vSech bo-
dech, se nazyva integrovatelna distribuce. Horizontalni vektorova pole jsou vektorova pole
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X:M—TM,zep— X(p) € D,,Vp € M al'(D) je mnozina horizontalnich vektorovych
poli na M, kterd tvoii vektorovy prostor. Definujme nésledujici posloupnost vektorovych
podprostori I'(D):

{[X,Y]; X,Y e (D)},
{[[X,Y],2];X,Y,Z e T(D)},
={[c®. 2],z eT(D)},

cW
c®
c®

ct) = {[c™,Z];Z e I(D)},

kde C™ je mnozina vektorovych poli ziskana n-tou iteraci Lieovy zavorky horizontalnich
vektorovych poli. Vektor
1) ©) (n+1)
(1C7L1C2 ], O, )

nazyvame vektorem filtrace distribuce D, v bodé p.
Definice 3.7. Distribuce D se nazyva nilpotentni, pokud existuje ¢islo n > 1 takové, ze

C™ = 0, tj. viechny n-té iterace Lieovy zavorky jsou nulové. Nejmensi z téchto Gisel n
splnujici tuto podminku se nazyva nilpotentni fad distribuce D.

Definice 3.8. Definujme posloupnost vah v bodé p, w; = w;(p),i = 1,...,n tak, ze
w; = s pokud

ns—l<p) < ] < ns<p)a no = 07
kde (nq1(p),...,n.(p)) je vektor filtrace.

Priklad 3.9. V piipadé algerby Fiditelnosti Dubinova auta (Tabulka 1) v R? dostavame
vektor filtrace (2,3) v kazdém bodé&. Pak posloupnost vah v kazdém bodé je

U)l:IUQ:l,wg:Q.

3.2 Philip Hallova baze na distribuci D

Dvojice (IN(T'M), [-,-]), kde T'(T'M) jsou vektorova pole, tvoii vektorovy prostor s operaci
[-, -] majici tyto vlastnosti:
a) bilinearita

lax + by, z] = alx, z] + bly, 2], [z, ay + bz] = ax,y] + bz, 2]
b) antikomutativita
[l’,y] = _[yv l’]

c¢) Jacobiho identita
[z, [y, 2]l + [z, [z, 9l + [y, [z, 2] = O

Pokud Xy, ..., X} je baze D, Lieovu algebru generovanou Xy, ..., Xy oznacujeme Lie{ X1, ...

Piiklad 3.10. Mé&jme 7-dimenzionélni varietu o souradnicich (x,y, z, k, I, m,n) a néasle-
dujici vektorova pole.

X, =9y%0, + (z +1)0.,

X2 = ZI}am + k:381,

X3 = 20y, + 40y,

Xy = 6kOy + 1°0,.
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Sestrojme ¢ast multiplikativni tabulky Lieovy algebry Lie{X;, Xs, X3, X4} generované
touto distribuci.

] | Xa Xo X3 Xy | Xi2 Xz | Xy
X, |0 X2 X3 0 X112 Xz |0
Xy | —Xpp |0 0 Xog | Xoio Xoiz |0
X3 | X3 |0 0 0 X312 X313 | 0
X4 |0 —Xo4 |0 0 0 0 0
X | —Xp2 | —Xo12 | —X312 | 0 0 X213 | 0
Xz | =Xz | —Xoi3 | = X313 | 0 — X213 | 0 0
Xos | O 0 0 0 0 0 0

Vidime, 7Ze po prvnich nékolika iteracich nevypad4, 7e by se proces zastavil. Muze se
totiz stat, ze Lieova algebra je nekonecna.

Piiklad 3.11. Sestrojme multiplikativni tabulku Lieovy algebry Lie{X;, X3, X3} na dis-
tribuci dimenze 4, generovanou tremi vektorovymi poli.

X1 — \/ﬂﬁy,
XQ = Zan -+ 81],
X3 = az + Zaln

X23 = [XQ,Xg] = —2281;

Pocitejme dalsi Lieovy zavorky.

Nyni jiz muzeme sestavit multiplikativni tabulku Lieovy algebry generované touto distri-
buci.

] | Xu | Xy X3 KXoz | X323
X3 0 0 0 0 0
X9 0 0 Xo3 0 0
X3 |0 | —Xp3|0 X323 | 0
Xoz |0 0 —X393 | 0 0
X323 | 0 0 0 0 0

Vidime, Ze v tomto piipadé je kone¢na a dokonce i nilpotentni.

Necht Lie{X1,...,X,} je Lieova algebra generovana mnozinou vektorovych poli
Xy, ..., X,. Jako vektorovy prostor je algebra Lie{Xi,...,X,} generovani mnozinou
vSech algebraickych generatori a vSech jejich Lieovych zavorek. Nicméné ne vSech Lie-
ovy zavorky jsou linearné nezavislé, napiiklad kvuli antisymetrii Jacobiho identity. Philip
Hallovy béze jsou jednou z moznosti, jak vybrat bazi s ohledem na identity, které zavorka
spliiuje.
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Definice 3.12. Méjme mnozinu generatora { X, ..., X, }. Definujme hloubku Lieovy za-
vorky jako
I(X)=1 i=1,....n
I([A, B]) = I(A) +(B),

kde A a B jsou vektorova pole ziskana Lieovou zavorkou z vektorovych poli Xi,..., X,,.

Definice 3.13. Philip Hallova baze je uspofadand mnozina vektorovych poli a jejich
Lieovych zavorek H = {B;} spliujici:
1. X,eH,i=1,....,n
2. Pokud l(Bl) < Z(B]>, pak B; < Bj
3. [B;, Bj| € H, pravé tehdy kdyz
(a) B;,Bj € Ha B; <Bja
(b) bud plati B; = X}, pro né&jaké k nebo B; = [By, B,], kde B;, B, € H a B; < B,..

Prvni podminka inicializuje algoritmus konstrukce Philip Hallovy baze predpokladem,
ze dana vektorova pole generujici distribuci tvoii bazi. Druh& podminka srovna vektorova
pole podle jejich hloubky. Plati, Ze se zvySujici se hloubkou mize dojit k linearni zavislosti
na jiz existujicich prvcich béaze, jak uvidime v dalsim ptikladu. Samotny princip hledani
Philip Hallovy baze vysvétluje tieti podminka. Ziejmé pro konstrukci Philip Hallovych
bazi lze tuto definici omezit pouze na podminku 3.

Piiklad 3.14. Philip Hallova béaze stupné 3
Baze nilpotentni Lieovy algebry stupné 3 generovana vektorovymi poli Xy, Xy, X3 je

X1 X X
(X1, Xo] (X2, X3] (X3, Xq]
(X1, [X1, Xof] [Xo, [X0, Xa] [Xy, [X0, Xof] [ Xy, [X0, X3
[XQ’ [X27X3H [X3'[X1>X2H [X?n [leXSH [X?n [XQvXSH

Poznamenejme, Ze skuteéné napiiklad vektorové pole [ X, [X2, X3]] v této bazi neni, pro-
toze

[X1> [XQ’X3]] - [X2> [X3’X1H - [X?n [X1>X2H

tj. podle Jacobiho identity je pole [X, [Xs, X3]] linedrni kombinaci poli [Xs, [ X3, X1]],
[ X3, [ X1, Xo]], ktera uz tvoii Philip Hallovu bézi.

4 Nilpotentni aproximace

V predchozich ptikladech jsme zjistili, Ze ridici distribuce vétSinou nebyly nilpotentni. To
je ale vlastnost, kterd nas zajima. Nyni uvedeme algoritmus aproximace, ktery vytvori
nilpotentni algebru. Ozna¢me x = (z1,...,x,) kanonické souradnice v R".

Pozndmka. Mnozinou H zna¢ime indexovou mnozinu.

Pro kazdy bod p na varieté M, vytvoiime nilpotentni aproximaci A(p) poli (Xq, ..., X;n)
v bodé p néasledujicim zptlisobem:

1. Vezméme Xy, kde I; € H.

2. Vypoctéme afinni transformaci soufadnic x — y = (yi,...,¥,) takovou, ze nové
soufadnice y spliuji 9,, = X7, (p),j =1,...,n.
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3. Vytvorme systém privilegovanych soufadnic Z = (Z1, ..., Z,) pomoci nasledujici ite-
rativni formule

w;—1
’gj =Y — Z hk(yl; SR 72/3‘—1)7
k=2
proj =1,...,n anavic pro k = 2,...,w; — 1 plati
k—1 yc” yqjil
h e Yilg) = X9 X5 (g =Y h 2 ... 0
k(yla » Yj 1) MZ::k I I (yj p—r Q)<y> y=00€1! Oéj_ll,

w(o) <w;

kde || = a3+ - -+ a,. V piipadé Dubinova auta obsahuje posloupnost vah nejvyssi
vahu 2. Tudiz se vyrazné zjednodusi konstrukce privilegovanych soutadnic na vyraz

zj =Yj,
nebot suma v puvodnim pripadé postrada smysl. V celé praci budeme pracovat
s mechanismy, jejichz vahy budou nejvyse 2. Tudiz budeme pouzivat pouze tuto
zredukovanou variantu konstrukce privilegovanych soutradnic.
4. Pro ¢ = 1,...,m vypocitejme Tayloriv rozvoj pole X;(Z) v bodé p a vyjadiime
kazdé vektorové pole jako sumu vektorovych poli,

X5 =x"5+x93)+...,

kde XZ»(k)(i) oznacujeme sumu vSech vyrazi hloubky filtrace k. Jelikoz ve vSech
pripadech mame hloubku filtrace k£ = 2, pak budeme vektorova pole aproximovat
Taylorovym rozvojem stupné 2.
5. Definujme vektorova pole )A(f,...,)?ﬁl na €2 jako )?f’ = XZ-(_l) pro vsechna 7 =
1,...,m, anavic A(p) :== (X?,..., XP).
6. Definujme ®(p,-) jako zobrazeni x — 2.
Vystup algoritmu jsou zobrazeni ® a A, kde ® je spojité ménici se systém privilegovanych
soufadnic a A je spojita nilpotentni aproximace poli (X, ..., X,,) na .

4.1 Privilegované soutradnice

Na varieté M méjmé v okoli bodu p € M lokalni souradnice (z1,. .., xg). Necht Xy, ..., X
je k diferencovatelnych vektorovych poli na varieté M, takove, ze T, M = (X;(p), ... Xk(p)).

Vektorova pole X, ..., X} zapisme v soufadnicich (z1, ..., z)) lokidlné v maticovém tvaru:
X1 661,1(19) o al,k(]?) Oz,
=1 : (2)
Xk ak,1(])) . ak,k(p) Oz,
Zvolme nyni bod p a hledejme nové lokalni soufadnice (y1, . . ., yx) takové, Ze vektorova pole
Xq,..., X} vyjadfené v novych soutadnicich yq, ..., y, odpovidaji parcidlnim derivacim v
bodé p € M, tj. splhuji
X1|p = ayu
XQ‘P = ayw
(3)
Xk|p = aykv
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tedy
Xi(ys)lp = 0ijy
kde 9;; je Kroneckeriv symbol. Tedy maticové (2) a (3) dava

o) o )
a1a1(p) aiz(p) ... ak(p) @d_;;(P) g—;(p) ﬁ(p)
as1(p) asa2(p) ... ask(p) s (0) 520 - FEWD)
I, = : : . : . . . : , (4)
aea(p) ar2(p) - anx(p)) \Z2() 2(p) ... SE(p)
kde y; = fi(x1,...,x,) jsou funkce transformace soutradnic, I; je jednotkova matice Fadu
k. Zifejmé
2] o 9 .
@) ) . G0 ai(p) ara(p) .. avk(p)
a—Q(P) a—ﬁ(p) 8—£§(p) _ az1(p) aga(p) azi(p)
W) L(p) ... ) \awa®) aca(p) . axsp)

kde predpokladame, ze volime bod p € M, pro ktery inverze existuje. Navic predpokla-
dejme, Ze transformacni funkce jsou vzhledem k souradnicim (zy,...,xy) lineadrni. To pro
splnéni podminky (3) v bodé p staci. Pak zfejmé se v j-tém sloupci nachézi derivace podle
xj. Upravou piedeslych vyrazi ziskame nasledujici rovnost.

_1\ T
U1 Cl1,1(p) e Gl,k(]?) I
L= P : (5)
Yk ag1(p) .- ark(p) Tk
Tyto soufadnice yi, . ..,y spliuji podminku (3) a nazyvame je privilegované souiadnice.

Piiklad 4.1. Mé&jme hladkou varietu M dimenze 4 majici souradnice (x,y, z,v) a na ni

vektorova pole
Xl = _xaa: + lﬁ&z - y3aw;

Xy =220, — 0, + (x + y)Ow,
X3 =(y—w)o, + gaz + 2Yy0Oy,
X, = w228y + Oy + 2w0,,.

Naleznéme vzhledem k témto polim privilegované soutadnice (j,k,l,m) v bodé p =

(%, %, %, %) Dosazenim bodu do koeficientu téchto vektorovych poli ziskdme matici A:
2 4 1
3 (1) 9 8
A 0 5 -1 ¢
I 11>
6 5, 3 1
L 5 0 3
takze dostavame transformaci souradnic
2304 24624 306 216
, : S T A
k _ AT LY | Ti969 1969 1969 179 Y
I e 156 14958 3609 216 -
1969 1960 7876 17
m w 459 13923 1818 o 18_8 w
1969 1969 15752 179
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Dale nase tvahy zobecnime na hladkou varietu spolu s distribuci. Mé&jme tedy k di-
ferencovatelnych vektorovych poli Xi,..., X, na varieté M dimenze n, pficemz k < n.
Tato vektorova pole pfifadi kazdému bodu p € M k-dimenziondlni podprostor D, pro-
storu T,,M takovy, ze D, C T,M a k < n, tedy dostaneme distribuci. Potiebujeme doplnit
bazi T'M pomoci dalsich n — k vektorovych poli na M, abychom mohli pouzit predchozi
uvahy. Tato vektorova pole miuZeme nalézt pomoci operatoru Lieovy zévorky [-,-]. V pii-
padé, ze pomoci Lieovy zavorky [-, ] dostaneme celé T'M, pak k nalezeni privilegovanych
souradnic mazeme vyuzit rovnic (2),(3),(4) a jejich duasledku.

Piiklad 4.2. Mé&me hladkou varietu M dimenze 5, na varieté M méjme soufadnice
(x,y, z,v,w) a vektorova pole

X1 =0y +y0, —v0, — 20,,

Xo = 0y — 20y — 20, + v0,,

X3 = 0y + w0y + y0, + v0,,

Xy = 0y — 20, + 00, + w0,.

Naleznéme privilegované soufadnice (j, k, [, m,n) vzhledem k polim X3, X5, X3, X; v bodé
p=(1,1,2,1,1).

Protoze k = 4 < 5 = n pro algoritmus nalezeni privilegovanych soutradnic vybereme
tedy z Philip Hallovy baze jesté jedno vektorové pole X5. Polozme proto napiiklad
X5 = [Xla XQ] = (—1 -+ CL')ay -+ 2’(}82 — 2281)

a spoCteme matici koeficienti A = [a;;(p)]. Vidime, ze matice A je pro tuto volbu inver-
tibilni.

1 1 -1 =20
1 -1 -2 1 0
A=|1 1 1 0 1
-2 1 1 1 0

0o 0 2 —-40

Podle rovnice (5) vypo¢teme transformaci souiadnic jako

] N (kA

k Y -1 =2 =% =5 T ||V

[ |=A"|z[=[0 0 0 o0 1 z
1 4 2 12

" 50 A S A S A B

n w T2 7 "1 Tu7 w

Abychom demonstrovali, Ze se jedna o privilegované sourfadnice, derivujme funkce nékolika
soufadnic ve sméru puvodnich vektorovych poli. Napiiklad

1 4 12
Xi(m)=-14w (—?> +y (—?) + v



a vidime, Ze po dosazeni bodu p tato transformace spliiuje podminky (3)

Xi(ilp =1,
Xi(m)[, =0,
X5(w)|, = 1.

V predchozim prikladé jsme ukazali jak nalézt transformac¢ni funkce mezi soufadni-
cemi (z1,...,2,) — (y1,...,Yr), nyni ukdZzeme jak nalézt transformace mezi parcialnimi
derivacemi (0, ...,04,) — (Oy, . - ., 0y, ). Potom vyjadiime vektorova pole Xi,..., X, v
novych soufadnicich (yi,...,yx). VSimnéme si, Ze z rovnic (2) a (3) plyne

-1

8:1:1 Cl1,1(p) Gl,k(p) ayl
L= : : Fl (6)

3xk ak,1(P) cee ak,k(p) ayk

Ozna¢me prvky matice A~' = [b;;], prvky matice A budeme znadit jako v predchozim
piipadé A = [a, j]. Pak lze vyjadfit tyto transformacni vztahy pro parcialni derivace jako

8%, = (bi,l ce bz,n) = wi((?yl, cee ,Oyn)

a déle transformac¢ni vztahy pro soutradnice

Ti = (%1 a'i,n) = fiye e )
Yn

Pak pole Xy,..., X, mizeme psat jako
Xi = ai(fiyn - yn)ee s faWrs o yn))wi (O, -y,
j=1

kde a;; jsou koeficienty vektorovych poli, f; jsou funkce transformace soufadnic a w; je
transformace baze (X1,...,X,).

4.2 Nilpotentni aproximace

Poznamenejme, Ze privilegované soutadnice odpovidajici polim vzniklych aplikaci Lieovy
zavorky poli z distribuce miizeme v jistém smyslu chapat jako souradnice vyssich radu. Po
nalezeni privilegovanych soutradnic je dalsim krokem nilpotentni aproximace. Dava smysl
aproximovat koeficienty vSech vektorovych poli z piikladu 4.2 vahovanym Taylorovym
polynomem stupné 2. V nasem piipadé pouzijeme k vypoctu vypocetni systém Maple
Software a jeho piikaz mtaylor. Pouziti této aproximace demonstrujeme na nasledujicim
prikladu.

26



Ptiklad 4.3. Mé&jme hladkou varietu M, souradnice (x,y, z, v) a vektorova pole X, Xy, X3.
Spo¢téme privilegované soutadnice (7, k, [, m) vzhledem k témto polim v bodé p = (1,2, 3, 2)
a provedme vahovanou aproximaci koeficientu téchto poli.

Xl - \/gay,
X2 = 22838 + am
X3 = az + Zav;

[XQ,Xg] = —22’035
Dosazenim bodu p do koeficientt téchto poli dostaneme matici A = [a;;]:

0 V2 0 0

9 0 01
A= 0 0 1 3
-6 0 00
Pak dostavame transformaci vektorovych poli
N 0, 0 V2 0 0\ /9
Oy | A |l |9 0 01 Ok
o, g1 0o 0 13 0,
Oy Om -6 0 00 Om,
a transformaci soutradnic
j x 0 ¥ 0 0\ [«
k . “NT 1Y | _ 0 0 -3 1 Yy
| (A7) zl 1o 0 1 0 z
m o)\ o -3y
neboli
x j 0 9 0 -6 Jj
vl _ | B V2 00 0 k
2| Il [0 01 0 |
v m 0 1 3 0 m
Nyn{ aproximujme koeficienty a;; vektorovych poli v soufadnicich (7, k,, m) pomoci Ta-

ylorova rozvoje.

ao/l"]- 2
N \/ﬁj%——i—\/_.

22
2 42 Taylor
22— 2 Tr, g 46,
o Taylor l,
Taylor

—2z = =2l —— —2I.
Vyjadieni vektorovych poli X1, Xs, X3, [ X2, X3] v novych soufadnicich je tedy

1 2
X = (5 + \/7—‘7> (90; + Om)

Xy = (—9 +6l) (gak) — 60,
X3 = 0 + 30, — 610,
(X5, X3] = —2V/210,.
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Pfiklad 4.4. Mé&jme hladkou varietu M, soutradnice (z,y,z) a vektorova pole X, Xo.
Spoc¢téme privilegované soutadnice vzhledem k témto polim v bodé p = (0,1,2) a pro-
vedme aproximaci koeficienti téchto poli.

X, = 9?0, + (z + 1)0.,
Xy = (2 + 2)0,,
(X1, Xo] = —2(z + 2)y0, + (v* + x + 1)0,.

Privilegované souiadnice tedy budou nésledujici:

J 0 0 1 x
_ 3 1 3
Fl=1{5 2 —5) (v

Hledejme inverzni transformace x = f; (5, k, 1),y = f5 '(5, k, 1), 2 = f5 (5, k, 1) :

4 j
3
0

S NN O

1
=10
1

INIS S

l

Naslednym pouzitim aproximace dostaneme tyto vztahy

= (2k + 31)2 = 4k? + 12k1 + 1> T 9 4 4k,

pl=j—4l+1 29 5

Y

v =2j — 4l Y 95 o
—2(x + 2)y = —2(25 — 41)(2k + 31) = —8jk + 16kl — 1251 + 2412 T2 9 — 8k — 4j,
o+ l=k+302+j -4l +1 =4k + 12kl + 12+ j — 4l + 1 2% 1 4 4k + 5.

Pak vektorova pole X7, Xs, [ X, X5 jsou tvaru

3 1 3 1
. 3. 3 1. 1
ak+ k@k}_ _al kal+]a] —8j — gjak+§ak+1jal — Zal

3 3 9 1. 3
] )8+(—§]+ k'f‘ >8k+(zl]—k—1)81,

3 1 1 1
(X1, Xo] = (2 — 8k — 4) (gak - -al) + (2 + ok + ]> O

3 1
ak — Bkﬁk — 5]8k — 58{ + 2k81 + ]al + ak + 2/<;8k + jak

_0
8
10
( j—k+ 8)8k+(j+2k——)0l
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4.3 Dalsi mechanismy

V této podkapitole ukdzeme nékolik piikladi aplikaci vybudovaného aparatu na planarni
mechanismy.

Piiklad 4.5. Uvazujme mechanismus t¥i¢lankového hada|3]. Neholonomni vazby budou
reprezentovat kolecka umisténa uprostied prvniho a tfetiho ¢lanku. Druhy c¢lanek muze
ménit svoji délku. élénky budou mezi sebou spojeny servomotory viz Obrazek 3. Popis
soufadnic odpovida variet¢ M = (R? x St x S! x S! x R1).

i

Obrazek 3: Schématické znazornéni uvazovaného tiriclankového hada

Prvné uré¢ime kinematické retézce dvou neholonomnich vazeb vzhledem ke stfedu dru-
hého ¢lanku hada.

[ 7 T
T = 5005(9—1—1) 1OS<9+Z+¢1>,
[ s Ly . s
=y —goin(0+7) = i (04 T +en)
i (0+W)+L2 (0475 +¢)
Lo =X 2cos 1 5 Ccos 1 Y2,
—ytis <9+W>+L2' (0+7% +¢)
y2 =y + 5 sin 1 5 Sin TR

x’lzi—i—ésin(Q—l—4)0—%008(04—4>l+%sin<9+%+g&1) (0’+go'1),
y'lzy—%cos@—i—%)@ %in(@—l—%)i—%cos(ﬁ—kg—i—gol)<9+¢1),
x'g:x'—%sin(@+£)0+%cos(0+%)i—%sin(@+£+gpg> (6"+g0'2>,
ygzy—l—écos(Q—l—%) %sin(&—i—%)ﬁ—%cos(&—i—%—kg@) (9—1—@).

[\]
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Normélové vektory vazeb maji toto vyjadieni:
. s . T
n = (COS <0+Z—I—<,01> ,—sm<9+z—|—g01>>,
. s . s
Ty = (COS <9+Z—I—g02> ,—81n<9+z+<p2>>.

Vynéasobenim vektort rychlosti a normalovych vektort vazeb ziskdme soustavu dvou ne-

holonomnich podminek:

L
cos(@%—%—l—gol)ﬁb—sin(éjt%—i—gpl)g)—i— (ésin<26+g+2901)

[ . s - Ly s _ 1 7 .
+581n(29+§+g01>>9+71sm(29+§+2g01)g01—5008(29+§+<p1)l:0,

L
cos(€+%+902>i:—sin<6+%—i—gog)y— (fsin(%—i—g—i—%@)

[, T . Ly | T , 1 T -
+§Sln<29+§+902>)9—7281n<29+§—|—2302>Q02+§COS(2@+§+(,02)ZIO.

Regenim tohoto systému jsou ¢tyti vektorova pole

2cos (0 + % + 1) 2cos (0 + 7 + ¢2)
Xlza + w1 . T P2
L181H(2¢9+ +<,0) L281n(29+§+902)
2sin (0 4+ 5 + ¢1) 2sin (0 + § + )
XQZay - ©1 . T ®2)
Llsln(29+—+90) L281n<9+‘+902)
Xy + Llsm(29+ —|—2g01)+lsm(9—|— +¢1)8¢1
sm(29—{—2+2g01) Ly
Losin (20 + F + 22) + Isin (6 + 5 + )
+ . Oz
sin (20 4+ + 2¢3) Lo
Xy =8 — cos (0 + 2 + ¢1) cos (0 + 2 + o) .

L sin (29+ 5 —i—gal) L Losin (29+ z —|—902)

a spoctéme jejich zavorky

4 4

Xio = [X1,Xy] = cos? (5) — 18@1 cos? (%) 18@2’
2sin (=) , _ 2sin(-5)

Xoy = [Xo, Xy] = cos? (g) i 18@1 cos? (g) : 18@2

Vsimnéme si, ze tato distribuce ziejmé neni nilpotentni. Proto spoc¢téme privilegované
soutadnice a k nim odpovidajici transformaci soutadnic v bodé p = (x,y,0,1,¢1,¢2) =

(0,0,0,1,0,0).
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X i) i)

Yy Y2 Y2

01 |0 0,

) =4 Ih | Iy ’
©1 (3 V219 — /2y + 20 — 4y + /21y
V2 () —V2x3 + V2yp + 20 — dhy — /24y
855 am awg - a’(l)g
ay 8y2 ayz + 8¢2
Op — 4! (902 _ 892 + %azﬁl
al 812 8[2
8991 awl _%aﬂbl + \/Tﬁa%

Oy Oy —10y, — %20y,

Vyjadreme vektorova pole X1, Xo, X3, X4, X192, Xo4 v novych souradnicich a aproximujme
jejich koeficienty vahovanym Taylorovym polynomem v bodé gy = (2, Yo, 02, la, 11, 19) =
(0,0,0,1,0,0).

;92 + 82 ) Dy, + (3\/592 + —\/5@28_ va) _ 1) D

s (i Yo e ),

8 32 8 16
1 V2
X12 = _gaz/)l + Taww
V2
X14 —_— ——a¢1 4 a¢2-

Mnozina téchto Sesti vektorovych poli tvori spolu s operaci Lieovy zavorky Lieovu algebru
s nasledujici multiplikativni tabulkou.

[', ] X4 Xo X3 Xy X2 | X
X |0 X | -3Xu | Xy |0 |0
Xy | —X12|0 3Xu | —Xu [0 |0
X5 [3Xy | —-3X1u |0 —5X52 |0 |0
Xy | =X | Xy X1 |0 0 0
X2 |0 0 0 0 0 |0
X1 |0 0 0 0 0 o
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Piiklad 4.6. Uvazujme planarni mechanismus typu Trident[4]. Pfedpokladejme, Ze robot
je vybaven tiemi rota¢nimi klouby, které spojuji ramena tridenta s jeho trojihelnikovym
télem. Navic bude mit jedno prodluzovaci rameno.

=

Obrazek 4: Schématické znazornéni uvazovaného trident mechanismu

Méjme varietu M = {(x,y,1,0, 01,02, ¢3) € R* x S} dimenze 7. Uvazujme nyni
vektorova pole, které jsou fesenim neholonomniho systému tohoto robota:

1
X, =0, + 7 sin(f + a1 + ¢1)0,, +sin(0 + as + p2)0,, + sin(f + o + ©3)0,.,

1
X2 = 8y — 7 COS(Q + aq + @1)8[101 — COS(Q + (6] + ()02)8@2 — COS(@ + (0% + @3)89037
X3 - 817

1
X4=0p = 71+ c08(1))8p, — (1 + c08(02))0, — (1 + c08(123)) 0o,

kde oy = —%71’, as=0aa3= §7r jsou konstanty. Spoc¢téme nilpotentni aproximaci téchto
poli v bodé p = (0,0,0,1,0,0,0), a provedme jejich nilpotentni aproximaci. Nasledné po
vyjadieni poli v novych privilegovanych soutradnicich sestavme multiplikativni tabulku
Lieovy algebry na distribuci D. Proto uvazujme naptiklad:

1 2
X12 = [XI,XQ] = <7) (9@1 +(9<p2 + 84)03,

1\’ 1
X14 = [Xl, X4] = [(7) COS(Q + al) + 7 COS(Q + o1 + ()01) a@l
+ [cos(0 + a2) + cos(0 + o + @2)] O,
+ [cos(0 + aiz) + cos(0 + ag + ¢3)] Oy,
1\ 1
X24 = [X% X4] = [<7> sin(@ + Oél) -+ 7 Sin(e + o + 901) acpl

+ [sin(f + az) +sin(0 + ao + 2)] Oy,
+ [sin(0 + a3) + sin(@ + o + ©3)] O,y
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Spocitejme matici A = [a;;(p)] v bodé p :

1000 % 0o ¥
o100 & -1 1
0010 0 0 0
A=|0001 -2 -2 -2
0000 1 1 1
0000 -3 1 -1
0000 - o £

Ozna¢me nové privilegované soufadnice jako (zg,ys, la, 02,11, 12, 13). Spocitejme je jako

>~ R

[y

BSERSERS
[\

3

o
o

a pro parcialni derivace dostaneme

880
860
8503

[l

V]

Nyni jiz muzeme

Ty 1 0 0 0 0
n O 1 0 0 0 0 0
A 0 0 1 0 0 0 O
— AT, |l=] 0 0 0 1 0 0 O
V3 V3
Py —73 % 0 -2 1 —% —73
o 0 -1 0 -21 1 0
V3 V3
V3 ol 021 -1 £
Ou, 10000 0 -1 Ou,
By, 01000 1 0 Oy
O, 00100 0 0 O,
A9, |=]0001T2 0 0 s,
1 1 V3
Dy, 0000§—5 —2 ] 9y,
Dy 00005 2 0 Dy
Oy 00001 1 B/,

Vyjadflt vektorova pole Xl,X27X3,X4,X12,X14,X24

(22, Ya, L2, 02, U1, o, 13).
Xl = 8932 — 81/’3
s+ 5+ P — 5yp — v+ 50 + )

T2
Y2
ly
02
(G
(o
V3

v souradnicich

1 1 V3
lo <36’1/J1 - gawz - 381/)?,)

] 1 2
+ sin (=02 — y2 + 1 + 12) <33¢,1 + 33w2)

_ or V3 1 1 V3 1 1 V3

+ sin (—92 + 5 + 5 %2 + Y2 + Yy — §¢2 + 21113) <35w1 — g&pz) + 35w3> )
Xy = 8y2 + 81/,2

cos(fy + & + Ly — Lyo — 1+ Lps + Los) (1 1 V3

- 781111 - 781#2 - 781113
lo 3 3 3
1 2
—cos (=l — y2 + 11 + 12) (Sawl + 33w2>
o V3 1 1 V3 1 1 V3

— cos (—6‘2 + 5 + 7332 + §y2 +pr — 51/12 + 21#3) (381/)1 - gawg + 33w3> )

X3 =0,
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X4 = 0p, + 20y,
62 + COS(*@IQ +2ys — 205 + 1 — $1bo — £¢3 ( 1 \/ga )
- V3

0 =0y, — —
0, Y1 T 3 P2 3
1 2
— (14 cos(—202 — ya + 1 +92)) <33w1 + 38%)

3 1 1 3 1 1 3
_ <1 + cos (—292 — gl'z + §y2 + 1/11 - 57/12 + \g'l/)B)) <38¢1 - gaﬂ)g + \3[81113) y

1 1 V3 1 2 1 1 V3
X9 = 12 < 8¢1 38¢2 — 381113) + (Saﬂn + 381/12) + <33w1 - gaﬂlz + 33w3> )

cos(—@z—l-%ﬁ) 1 1 V3 1 2
Xyy=——-"0 32 Z0y, — =0y, — ~— Oy, +cos(9)(31+32>
14 l% 3w 3¢ 3 P 2 31/1 3¢

1 1 V3
S0y, — =0y, + 220
(3 1111 3 P2 + 3 1["3) )
sin (—6‘2 + ) 1 1 V3 . 1 2
Xoy=————32 | 20y, — 20y, — ~5- 0y, | +sin(6:) ((’9 ,+ 30 2>

. or\ [ 1 1 V3
-+ sin (92 + 3) (38¢1 — §8¢2 + 38w3> .

Nyni provedeme aproximaci vadhovanym Taylorovym polynomem. Pripomenme, zZe bod
p=1(0,0,1,0,0,0,0) se transformaci zobrazi na bod ¢ = (0,0, 1,0,0,0,0).

X1 =0y, — Oy

V3 1 V3 1 V3 1 1 V3
<—2 + 502 T$2 - Z?/Q + = 9 (12 - 1) gaﬂil - §8¢2 - ?aﬂf%

1 2
— (02 + y2) <3w1 + 33w2)
LCIC IS 1 1 V3
_ <_ + — 4 2+ ZyQ - 502 581/)1 - ga'l/iz + ?awd ’

1
Xo = 8y2 + g%

V3 3 V3 1 1 1 V3 1
(1 + 792 + 1332 - TQQ - §l2 561/11 - gal/iz - ?81/13 - gawl

1 3 V3 o V3, V3
_<_2_4 2—72/24- 9 )(61121 a¢2+38¢3>7

X3 =0,

2 0o +1 (1 1 3 2 23
KXo =09, + 504, — = <3w1 ff%) \3f

O - L0, ] - 20, - 200
0 3 Yo 3 3 P2 V3>
Xq9 = [Xl,XQ] = (91/,1,

V3 V3

1
X1z = [X1,X3] = —?&m + ?81,,2 + §a¢3’
X1y = [ X1, Xy] = Oy,,
1 1 V3

Xoz = [X27X3} = Gaﬂil - 68¢2 - ?&Jis?

X24 - [XQ,X;J - 81[,3,
X34 = [X37X4} =0.
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Vsimnéme si, Ze pole X3, Xo3 jsou zavisla na ostatnich polich. Zfejme tedy je vystupem
algoritmu nilpotentni algebra. Nyni sestrojime multiplikativni tabulku této algebry,

o] | Xa Xo X3 | Xy | Xig | Xyg | Xy
X, |0 X9 Xi3| X410 0 0
Xy | = X120 Xoz | Xos | O 0 0
X3 | = X3 — X310 0 0 0 0
Xs | = Xuu| —Xou |0 0 0 0 0
Xi2]0 0 0 0 0 0 0
X410 0 0 0 0 0 0
Xos | 0 0 0 0 0 0 0

kde X3 = —%ng + %§X14 + %X24,X23 = %XIQ - %X14 - \/?P:Xm-

5 Heisenbergova geometrie

Vratme se zpét k modelu Dubin’s car. Pfipomeiime, Ze jeho Fidici algebru tvoii vektorova

pole
Vi = cos 00, + sin 60,

Va = 0Oy,
Vig = sin 00, — cos 00,
a jejich nilpotentni aproximace
Vi =0y, — 420y,
Vo = 0y,
Vig = Oy,

tvofi nilpotentni algebru s multiplikativni tabulkou

['7 ] Vl VQ V12
Vi |0 Vig | 0
Vo | =Vi2 |0 |0
Vig | 0O 0 0

Ukaze se, Ze tato nilpotentni algebra souvisi s Heisenbergovou algebrou, proto se nyni
budeme zabyvat rozborem Heisenbergovy geometrie.

Definice 5.1. Heisenbergova grupa Hz = (M3, %) je mnozina hornich trojuhelnikovych
matic tvaru

1 a ¢

A=10 1 b

0 0 1

spolu s operaci maticového nasobeni.
Bijekce ¢ : R® — M;3(R),

1 Tr1 I3
¢($17x27$3) = 0 1 X2
0 0 1
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dava nekomutativni strukturu na R? s nidsobenim
/ / / / / / /
(@1, g, x3) 0 (2], &%, x5) = (21 + Y, T2 + T, T3 + T4 + 1175),

nazyvanou nesymetrickd tiidimenziondlni Heisenbergova grupa.
Pfipomenme, Ze nasobeni zleva na grupé (G,-), kterd je vybavena strukturou hladké
variety (Lieova grupa)

L,:G— G, L,g=uag,Vg €GqG,

je diffeomorphismus s inverzi L;' = L_,,.

Definice 5.2. Vektorové pole X =Y. X'0,. je levoinvariantni na Lieové grupé G pokud

X! = X, (2;) = Xe(x; 0 Ly),

kde x; je i-ta soutradnice a X, je vektorové pole X v pocatku.

Lemma 5.3. Mé&jme na varieté M = R3 vektorovd pole
Vi=0u, Va=0u +210s, Vi=0y.
Tato vektorovd pole jsou levoinvariantni vzhledem k nekomutativni Heisenbergové grupé
(21,22, x3) 0 (2], 5, 25) = (x1 + 2], Ty + Xh, T3 + X5 + 1175).
na R3.
Diikaz. Nasobeni zleva prvkem a = (a1, ag, a3) je definovano jako
Lo(1, 72, 73) = (a1 + 71, ap + 22, a3 + 23 + a1 7).

Necht X je levoinvariantni vektorové pole. Potom Va = (aj,as,a3) € G miZeme psat
X, =", X.0,,, tyto komponenty pak splituji

X! = Xo(z;) = Xe(z; 0 Ly),

kde z; je i-t4 soufadnice a X, je vektorové pole X v pocatku. Necht (by,b,b3) € G,
potom
( x a1 + by = x1(a) + z1(b),
(w9 0 Lg)(b) = x2(Lyb) = x2(ab) = ag + by = x2(a) + x2(b),
(x3 0 La)(b) = w3(Leb) = x3(ab) = az + by + a1by = x3(a) + x3(b) + x1(a)z2(b).
Vynechanim b dostavame
(x10 Ly) = z1(a) + 1,
(220 Lq) = x2(a) + o,
(z30 L,) = z3(a) + x5+ x1(a)zs.
Oznac¢me X, = £10,, + £20,, + £30,, vektorové pole X v pocatku. Pak dostavame
X, = Xe(m1(a) + 1) = &,
X3 = Xe(wa(a) + 22) = €,
X3 = Xe(ws(a) + x5 + 21(a)xg) = € + 21(a)€?,
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takZe levoinvariantni vektorové pole X je dano parametry &°

X =810, + &0, + (€ + 118%) Ony
= &0, + & (Ou, + 110y,) + £,
= EVI+ 8V, + Vs
a dostavame tedy line4drni kombinaci vektorovych poli Vi, V5, V3. O
Pokud v pfedchozim lemmatu pouzijeme aproximovana vektorova pole modelu Dubi-
nova auta, tedy Vi = 0, + 00,, Vo = 0y, spolu s transformaci z, 1= 0,25 = 2,23 ==y

dostaneme vektorova pole v tvrzeni tohoto lemmatu. Na konfiguraci Dubinova auta tedy
méame strukturu Heisenbergovy grupy.

Pozndmka. Predstavme si nyni model valici se kulicky. Protoze se kulicka mize valit
kdykoliv ve vSech smérech, neni jeji dynamika omezena neholonomnimi podminkami. Na
konfiguraci takové kulicky pak mame grupovou strukturu Eukleidovské grupy E,.

Horizontalni distribuce v pitipadé Heisenbergovy grupy je definovana jako
H:x— H, = span{Vi, Vo}

linearni kombinace dvou linedrné nezavislych vektorovych poli. Vektorové pole V' se nazyva
horizontalni pravé tehdy, kdyz V, € H,,Vz € R3. Kiivka c se nazyva horizontalni pokud
vektor ¢ je horizontéalni vektorové pole podél c.

Ptiklad 5.4. Kiivka ¢ = (21, %2, x3) je horizontalni vzhledem k vektorovym polim V; =
Oy, , Vo = Oy, + 110,, pravé tehdy, pokud
jﬁ'g = .7711.'2.
Vektor ¢ mizeme napsat jako
¢ = 10y, + T20,, + 30,
= m’lﬁxl + i’g(am — xlﬁm) + Illtgaa% + jfgam
=21 Vi + 2oVo + (3 — 2182) 0.

Aby tato kfivka byla horizontalni musi byt tato derivace lineadrni kombinaci vektorovych
poli Vi, V5. Proto musi platit rovnost &3 = z125.

Véta 5.5. Pokud c(s) je horizontdlni krivka, pak ¢(s) = Lac(s) je horizontdlni kiivka pro
vsechny prvky a € H Heisenbergovy grupy H.

Diikaz. Pro ¢ = (¢1,¢9,c3) a ¢ = (¢4, Ca, C3) plati
ci=a1+c = ¢ =¢
Co =09+ Cy = Cy = Cy
C3 =as+ c3+ a1y => C3 = C3+ a1Ce

Protoze ¢ je horizontalni kiivka, pak s vyuzitim pfedchoziho piikladu dostavame

C3 = ég + alég

= Cléz + a1é2
= ¢y(ay + c1)
= (91 = Cal,

coz s vysledky predchoziho piikladu zarucuje, ze kiivka ¢(s) je také horizontalni. O
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Disledek 5.6. Tecny vektor horizontdlni kifivky ¢(s) = Lac(s) je
c(s) = 61(5)1/1|5(S) + ég(S)‘/Q‘E(S).
Diikaz. Protoze kiivka ¢(s) je horizontalni z piedchozich vysledkii dostaneme

c(s) = él(s)Vﬂ
= 01(8)‘/”

- é2(5>‘/2‘6(s)

+ él(s)%‘é(s)'

c(s)
e(s)
[l

V této kapitole jsme tedy ukazali, Ze model Dubinova auta je lokalné tiditelny v po-
c¢atku. Vektorova pole tohoto tidictho systému jsou levoinvariantni vici Heisenbergové
grupé, tj. tato pole jsou jednoznacné definovana v poc¢atku a miazeme je posouvat nasobe-
nim a tak lze auto fidit na celé varieté M. Toto nasobeni odpovida napiiklad jizdé rovné
vpred.

6 Tanakovo prodlouZeni

V minulé kapitole jsme vidéli vidéli, ze levé nasobeni na Hj3 zachovava distribuci. V dalsim
popiSeme algoritmus, ktery nalezne dalsi zobrazeni, kterd zachovavaji distribuci.

Definice 6.1. Gradovanou Lieovou algebrou nazveme takovou Lieovu algebru g, ktera je
primym souctem
i=Pyd'

i€Z
spliujici
o', 0] C g'".

Necht my = ijl_k g’ + g° je nekladna gradovana Lieova algebra s operaci Lieovy
zavorky [-,-]. V dalsich uvahach budeme ptredpokladat, ze negativni ¢ast m := Z;{k g
algebry mg je fundamentalni, tj. generovana ¢asti g—*. Definujme posloupnost vektorovych
prostori g"(r > 1) takovych, ze my := m+ ZLO g’ (f >0),g" C gl"(m,_,), kde gV (m) :=
{.A S g[(m),A(mZ) C mz-+j,Vi S Z} Necht

g ={Aegl(m), Alr.y]=[A@).yl+[z.Ay)], Vr.yem},

dale predpokladejme, ze g° C gl*(m,_;) zname pro kazdé 1 < s < r. Definujme

g = {Ae g (), Alny] = [A@) ] + 5 AW)], Veyem),  (7)
V predchozi rovnosti (7) [-,-] : m x m, — m, roz§ifuje Lieovu zavorku [-,-] na m x mg a
[z, 2] = —[z,2] = —2(x), zemzeg’®Cgli(m,y),l1<s<r (8)

Vsimnéme si, ze pro kazdé A € g" C gl"(m,_;) vynuluje nezapornou ¢ast Z;& g’ algebry
m,_1, takze bychom méli uvazovat g" C Hom'”(m,m,_1).

Véta 6.2. Vektorovy prostor (mg)™ :=mg+ Y -, " nazyvany Tanakovo prodlouzeni my
md strukturu gradované Lieovy algebry s Lieovou zdvorkou s ndsledujicimi vlastnostmai:
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1. Lieova zdavorka dvou prvki z wmy je jejich Lieova zdvorka v Lieové algebfe my;
2. Lieova zdvorka [z, z], kde x € m a z € g°(s > 1) je dana rovnosti (8);
3. Lieova zdvorka [f1, fo], kde f1 € 3 ,-,8" a fo € 32,5, 0" je definovdna jako

Lf1, fol(2) = [fi(2), fo] + [f1, fa(2)], fi€9™ fa€9” 2z eEmM

Necht tedy mg = 37", m’ + g° je nekladnd gradovana Lieova algebra, (mg)> = mg +

o oo [ - U
> o1 8 jeji Tanakovo prodlouzeni a (my)=? = >~ g* nezdporna ¢ast m; =mg+» ., g".

Definice 6.3. Necht H je distribuce a J : H — H je definovano jako J(X;) = — X, J(Xs) =

X;. J nazyvame komplexni strukturou horizontalni roviny.

Definice 6.4. Hermitovska metrika na readlném vektorovém prostoru V' s komplexni struk-
turou J je nedegenerativni, positivné definitni vnitini soucin h takovy, ze

h(JX,JY)=h(X)Y), X YeV
Definice 6.5. Fundamentalni 2-forma & je definovana jako
o(X,Y)=hn(X,JY), VXY

Hermitovska metrika na vektorovém prostoru V' s komplexni strukturou J nazyvame
Kahlerovou metrikou, pokud jeji fundamentalni 2-forma je uzaviena.

6.1 Algebraické Tanakovo prodlouzeni

Necht
0= SpCLTL{A?, Ag}a

kde zvolime
ANXY) = X1, AYUXL) = Xo, AY(X)) =X, AYXy) =—X,.

Volba téchto automorfismi neni ndhodnéa, zachovavaji totiz Heisenbergovu geometrii a
komplexni strukturu. Protoze A? jsou derivace, pak miiZzeme pocitat

AT(X3) = AY([X1, Xo]) = [A(X0), Xo + [ X1, AY(X2)] = [X0, Xo] + [ X1, Xo] = 2X5,
AY(X3) = AJ([X1, X)) = [AJ(X1), Xo] + [ X1, AY(X2)] = [Xo, Xo] 4 [X1, —X1] =0
Protoze ' € Hom(g™',¢°) @ Hom(g2,¢~ ") pak
51(X1) = CknA(l) + 0612/\(2), (Sl(Xg) = OézlA(l) + OéQgAg,
pro n&jaké ;;, 1 < i,j < 2. Pokud ' € g* pak
51(X3) = [51(X1),X2] + [Xh 51(X2)] = [04111\(1) + CY12A(2), Xz] + [Xl, 0421/\(1) + 0622/\3]
= anA}(Xo) + apAg(Xa) — anA)(X1) — aneAY(X)
= a X — appX) —an Xy — apXy = (CY11 - 0422)X2 + (—0412 - a21)X1-
Podobné dostaneme
51 ([X1, X)) = [01(X1), X3] 4 [X1,6" (X3)]
= [OénA(l) + Oéleg,X:a] + [ X1, (—agg — a91) Xy + (011 — qa9) Xo]

= a1 AV (X3) + apA(X3) + (g + a9)[ X1, X1] + (a1 — ao9)[ X1, X3
= 2011 X3 + (au - @22)X3 =0,
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coz implikuje
a1 = Qia.
Dale
' ([X2, X)) = [01(Xa), X3] 4 [X2, 6" (X3)]
= [0421/\(1) + 0422/\(2)7 Xs] + [Xo, (—o12 — a21) X1 + (11 — ag2) X
= 0421A(1)(X3) + CY22A(2)(X3) + (12 + a91) [ X7, Xo] + (11 — a92)[Xo, X5
=209 X35+ (12 + a21) X5 =0
implikuje
31 = —a

tedy
(51 (Xl) = OéllA(l) — 30521]\8, 51 (XQ) = OéglA? + 30{11/\8.

Pro vypocet g* zvolme nyni parametry a1, o1 jako (aqy, an1) = (1, 0) respektive (a1, aor) =
(0,1), tedy dostavame

AM(X0) =AY A(XG) =3A%, Ay(X0) = —3A%, Ay(X,) =AY
Spo¢téme nyni vyjadieni pole X3 v A}.
AL(Xs) = [AL(X0), X6] + [0, AL(G)] = A2, X] — [3A, X] = X, — 3, = ~2X,
Ay(X3) = [A5(X1), Xo] + [X1, Ay(Xo)] = [3A5, Xo] — [AY, X1] = 83X, — X, = 2X,
Nyni predpokladejme, Ze 6> € Hom(g™', g') @ Hom(g™2, g°), takze
0*(X1) = Buly + Biady,  0%(Xo) = By + Bz,

pro néjaké f£;;,1 < 4,5 < 2. Vypoctéme nyni vyjadieni poli Xj, [X1, X3], [X2, X3] pro
5% € g
52(X3) = [52(X1), Xo] + [ X7, 52(X2)] = [511/\% + 512/\%,)(2] - [521/\% + 522/\%,)(1]
= 3/311/\8 + 512/\(1) — 521/\? + 3522/\3 = (P12 — 521)/\(1) + (3011 + 3522)/\3

Z vyjadreni zavorek [X1, X3], [Xa, X3] v 62 vypocteme hodnoty koeficienti f3;;.

0%([X1, Xs]) = [Buad) + Pr2fg, Xs] = [(Brz — B) AT + (311 + 322) A3, X1
= —2011 X2 + 2612 X1 + (Bo1 — B12) X1 — (3011 + 3522) Xo
= (Bi2 + B21) X1 + (=581 — 3822) X2 = 0

63 ([ Xy, X3]) = [BorAl + BosAL, X5] — [(Br2 — Ba1)AY + (3611 + 3822)AY, Xo]
= —2051 X5 + 2822 X1 + (Bo1 — P12) X2 + (3611 + 3822) X1
= (3811 + 5B22) X1 + (—Pa1 — P12) X2 =0

Tyto dvé rovnice implikuji nasledujici soustavu rovnic

Bia + P21 =0
=511 — 3822 =0
3011 + 5022 =0
—f21 — B2 =0
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jejimz feSenim je By = fog = 0, f12 = — a1, tedy

0%(X1) = — A,

63(Xz) = BarAj.

Pokusme se nyni vypocitat g3. Zvolme tedy f2; = 1 a potom [y = 0, kde ziejmé toto

zobrazeni degraduje.

A%(Xl) = _A;

A%(Xz) = Aia A%(Xl) =0, Ag(Xz) =0

Spo¢téme nyni vyjadieni pole X3 v A?.

AH(X5) = [AT(X)), Xo] + [X1, A(Xa)] = [—A5, Xo] — [AL, Xi] = A] =AY =0
Ag(X3) = [Ag(Xl)aXﬂ + [XlaAg(XQ)] = [07X2] - [OaXl] =0

Nyni piedpokladejme, ze 6° € Hom(g™', g*), potom

53(X1> = fVlAi

63(X2> = '72A%7

pro n&jaké v;,7 = 1,2. Nyni vypocitame vyjadieni poli X3, [X;, X3], [Xs, X3] v 6% € g°.

5°(X3)

8 ([X1, X3]) = [nA7, Xs] —
53([X27X3]) = [72/\%7)(3] -

[0°(X1), Xo] + [X1,0°(X2)] = (1AL, Xo] — [12A7, Xi1] = 1AL + 72A]
[ViA] + 2L, Xi] = 0 — 11 AT — 379A9
[71/\% + 72/\%, Xz] =0- 371/\(2) - VQA?

Vidime, Ze jedinym feSenim je 71 = 75 = 0. Dopocitejme nyni ostatni zavorky [Ag, Al a
sestavme multiplikativni tabulky této Lieovy algebry.

(AT, AS)(X)
(AT, AS](X)
[A1, AY)(X)
(A1, AY](X)
(AL A5](X0)
(A1, A3)(X:)
[As, AY](X)
[A, AY](X:)
[As, AS)(X)
[As, AS](X)
(A1 A3)(X)
(A1, A3](X)
[A%, AT)(X)
(A%, AY)(X:)
[A%, AS)(X)
[A%, AS)(X:)
[A%, A7) (X))
[A%, A7) (X)
(A%, A5)(X)
[A%, A3)(X:)

[X1,Ag] + [A?,Xz] =—-Xo+Xo=0
[XQuAg] + [A(l]a _Xl] = _(_Xl) - Xl =0
(AT, AS] + [Ag, X1] = A}
[3A9, AV 4 [A], Xo] = 3A9
[AY, AS] + [A], Xo] = 3A9
[BA9, A9] + [AL, =X = —A?
[—3A9, AY] + [AL, X1] = —3A9
[AD, AY] + [A], Xo] = A}
[—3A5, AJ] + [AL, Xy] = A0
[A%, A9] + [AL, —X1] = 3A)
[AT, Ag] + [Af, —3A%] = 24,
[BA%, Ag] + [A}, AY] = —2A4
[—AS, A + [A?%, X1] = —2A)
(AL, A+ [A%, Xo] = 24
[—A%, Ag] + [A2,X2] =
(AL, A9] +[A%, =X4] =
(A, Aj] + [A% A]] =
[A7, A]] + [A%,3A5] =0
[—A3, AY] + [A%, —3A9] =0
(A1, A5l +[A%A]] =0

0
0
0
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Dostavame tedy osmidimenzionalni Lieovu algebru s nasledujici multiplikativni tabulkou:

[ X [ Xe [ Xy [AY O JAS JAL A A
X; |0 X; |0 X1 | =Xy | =AU [3A7 [ Al
X, |-X5 [0 |0 X, | X1 | —3AJ[—AU [ Al
X; |0 0 |0 —2X; |0 | 2X, | —2X; |0
ATXD [ X, [2X; |0 0 “AT AL [ —2A?
AUTX, [=X1]0 0 0 |AL |[=Al [0
AU TAY [3A7 [—2X, [AT [ =AL0 —2A% [0
AL T=3A0[AY [2X; [AL [AT [2A7 [0 0
AT [=AL AT o 2A7 [0 |0 0 0

Tabulka 4: Multiplikativni tabulka Tanakova prodlouzeni pro Dubin’s car

6.2 Geometrické Tanakovo prodlouzeni

Pro zjednoduseni nyni ozna¢me prvky Tanakova prodlouzeni (mg)> jako e;, takZze mame
multiplikativni tabulku

] | e €9 €3 €4 es €6 er es

el 0 es 0 —ey —eq | —eq | 3es er

€9 —e3 |0 0 —ey | e —3es | —eq | —eg
€3 0 0 0 —263 0 262 — 261 0

€4 €1 €9 263 0 0 —E€g —€7 —268
€5 €9 —e€1 0 0 0 €7 —E€g 0

€6 €4 365 —262 €6 —€7 0 —268 0

er —3es | ey4 2eq er g 2eg 0 0

es —e7 | eg 0 2es 0 0 0 0

Nasim cilem je najit osm vektorovych poli na M, které tvoii stejnou Lieovu algebru,
a jejichz zavorka zachovava pivodni distribuci. Takovym polim se #ika infinitesimalni
automorfismy. Nasledujici vypocet je zaloZzen na algoritmu, ktery je mozné nalézt v [5].
Abychom tato pole nasli, zavedeme si takzvanou Maurer-Cartan formu, tedy zobrazeni
w:TM — g takové, ze w = wydr + wydy + wpdf splije w(X;) = e;. Dostaneme tedy

e1 = (wydr + wydy + wedh)(0y) = we,
e2 = (wydzr + wydy + wedf) (0, + 00,) = w, + Ow,,
e3 = (wedr + wydy + wedh)(0y) = wy,.

Potom
w = (e2 — Oez)dx + e3zd, + e;dx = dfe; + dxey + (dy — Odx)es

a oznacme )
w™ " = dbey + dxes,

w2 = (dy — Odx)es.
Necht e3 € g~2, pak hledané Y,, spliujici

w(}/;3) = U_Q’
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kde u™? = e3, je pravé Y., = 9,. Necht nyni e; € g~' takové, ze hledame Y,, spliujici

w(Ye,) =u "t +u2 kde

ul = €s,

du™? = [u™t,w™].
Vypoctem téchto rovnic

uw = €9

du™? = [ey, dfe; + dwes] = —dbes

davajici u™! = ey, u™2 = —fez, je Fefeni Y,, rovnice w(Y,,) = e; — fes.

Y., = 0, + 00, — 00, = 0,
Necht nyni e; € g~! takove, Ze hledame Y,, spliujici w(Y;,) = u™! + u~2, kde

u = €1,
du™? = [u™',w™].
Vypoctem téchto rovnic

ul= €1

du™? = [ey, dfe; + dwey] = dxes

1

davajici u=! = e;,u™2 = we3, je Feseni Y., rovnice w(Y,,) = e; + xes.

Y., = Oy +l‘8y

Dostéavame tak algebru (Y;,, Y,,, Yz,) izomorfni s algebrou (X, X5, X3). Necht nyni e, € g°
takové, ze hledame Y,, spliujici w(Y;,) = u® +u~! + w2 kde

UO = €4,
du™t = [u®,w™],
du™? = [utw ]+ [u’,w?].
Vypoctem téchto rovnic
UO — €4
du™" = [eq, dfe; + dwey] = dfe; + dwey
davajici u® = eq,u™! = e, + xey a navic
du™? = [fey + weq, dfe; + dxes] + ley, (dy — Odx)es] = (0dx — xdb)es + 2(dy — Oz)es
davajici u=? = (2y —x0)es, ziskdme Fegeni Y,, rovnice w(Y,,) = e4+0e; +xes+ (2y —x6)es.
Y., = 20, + 2y0, + 00y
Necht nyni e5 € g¥ takové, ze hledame Y., spliwjici w(Y,,) = u® +u~! + u™2, kde

UO = €5,

du™" = [u”, w77,

du™® =[u ™t w ] + [u’w 2.
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Vypocétem téchto rovnic
UO = €5
du™t = [es,dfe; + dwes] = dfey — dxe,

davajici u® = eq,u™! = ey — e, a navic

du™? = [fey — xey, dfe; + dwes) + [es, (dy — 0dx)es] = (—0df — xdx)es
davajici u=2 = —%(92 + 2?)es, ziskdme Feseni Y., rovnice w(Y,.) = e5 + Oeg — ze — %(92 +
z?)es.

1
Y., =00, — 5(1’2 —0%)0, — 20y

Necht nyni e € g' takové, ze hledame Y., splimjici w(Ye,) = u' +u® + v + w2, kde
Ul = €g,
du’ = [ut,w™],
du™' = [u',w™?] + [u® w1,
du™? = [u™t W + W, w2

Vypoétem téchto rovnic

ul = €4
du’ = [eg, dfe; + dvey) = dfey + 3dxes

davajici u! = eg, u® = fey + 3zes a navic
du™! = [fes+3zes, dei +dres)+es, (dy—0dx)es] = (3xdf+30dx—2dy)es+(0d0—3zdx)e

davajict u™! = (6% — 32?)e; + (326 — 2y)e, a jesté z rovnice

1
u? = {5 —32%)e; + (3260 — 2y)ey, dfe; + dl’€2:| + [Oey + 3zes, (dy — Odx)es]
2 Lo 3
= | 20dy — 20°dx — 30xdf + 2ydb + 59 dr — 3% dr | e3

ziskdme u™? = (2y0 — 36%x — 302%) e3.Z téchto rovnic ziskime Fesenf Y, rovnice w(Ye,) =
es + Oeq + 3wes + 5 (02 — 32?) ey + (3x0 2y)es + (2y — 3620 — 1a%) es.

1 1
Ye, = (592 — 3x2> g + (320 — 2y)0, + <g«92x — 2y + 2y — §x3> Oy

Necht nyni e; € g' takové, Ze hledame Y,. spliujici w(Y,) = u!' +u® +u™t +u™2 kde

ul = ér,

du’ = [u',w™],
du™' = [u',w™?] + [u’, w1,

du™? =[u ™t w ] + [u’ w2
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Vypocétem téchto rovnic

Ul = €7
du’ = [e7, dfe, + dxey) = dwey — 3dfes

0 = xe, — 30e; a navic

davajici u' = e, u

du™! = [ze,—30es, dfe;+dres)+[er, (dy—0dr)es] = (xdr—30d0—2dy)ey+(0dr+rdi+2dy)e;

davajici u™! = (0z + 2y)es + 5(2? — 36%)es a jeStd z rovnice
1
du? = {(Qx +2y)e; + 5(202 — 30%)ey, dfe; + dI€2:| + [zeq — 3bes, (dy — Odz)es]

1 3
= <2$dy + 2ydx — Qxdx — §x2d9 + 592d9> €3

ziskdme u? = (2zy — 1027 + 107) e3.7 téchto rovnic ziskime Feseni Y, rovnice w(Y,,) =
er + zeq — 3bes + (0 + 2y)er + 2 (2% — 36%)es + (20y — 1027 + 16%) e

Yo, = (2y + 0x) Op + %(ﬁ — 300, + (2zy — 6%) 9,

Vypocitali jsme tedy sedm infinitesimalnich automorfismi, které zachovavaji horizontalni
distribuci. Posledni vektorové pole jsme nedopocitali, vypocet se komplikuje a bylo by
potieba podrobnéjsi analyzy systému diferencidlnich rovnic. V dalsi kapitole provedeme
simulace demonstrujici tuto vlastnost na zvoleném vstupnim signélu a na zvolené inte-
gralni kiivce.

7 Navrhy rizeni
V této podkapitole budeme simulovat pohyb mechanismu pomoci vstupniho singalu. Po-
znamenejme, Ze vypocty a grafy byly vygenerovany softwarem Maple Software. Vstupni
signal X uvazujeme jako kombinaci vektorovych poli ze systému (1).

X = Acos(t)Vi(q) + Asin(t)Va(q)
Tuto kombinaci jsme zvolili proto, abychom parametrem t € (—m;m) ziskali tfidu kom-
binaci. Parametr A € (0;5) pak reprezentuje amplitudu signilu. Tento signil budeme
posouvat nasobeni zleva pomoci infinitesiméalniho automorfismu z Tanakova prodlouzeni,
tedy automorfismem, ktery zachovava horizontalnost. Prvné vezméme automorfismus Y,,,
pak nasobeni zleva realizujeme Lieovou zavorkou jako

Ty = [Ye,, X| = —Asin(t)0, — Asin(t)z0, — A cos(t)0,.

Tok pole T} je tedy
1, 1, ,
Op, (1) = | Acos(t) — A, _A_LA sin (2t) + §A t,—Asin(t) ) .
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Obrazek 5: Zobrazeni toku ®1, v jednotlivych projekcich

Nyni provedme stejné uvahy pro automorfismus Y, .
Ty :=[Ye,, X| = —Acos(t)d, + Az cos(t)0, + Asin(t)0,
Spocitame tok P, ().

A’sin(2t) A%
4 2

O, (t) = (—A sin(t) + z, — + A(A+ 2)sin(t) +y, —Acos(t) + A+ z)

L I B 2 s e
-30-20-10 0 10 20 30

(a) Projekce zy (b) Projekce yz (c) Projekce xz
Obrazek 6: Zobrazeni toku @, v jednotlivych projekcich
Z Obrazku 7 je vidét, ze automorfismy Ye,,Y.. pouze reparametrizuji vstupni sig-

nalovou plochu. Je to zptsobeno tim, ze toky odpovidaji homomorfismum distribuce.
Uvazujme nyni integralni kiivku ¢ zadanou parametrickymi rovnicemi

T =t,

y=t,
1

z:—tQ,
2

pro parametr t € (=27, 2m). Tuto kiivku budeme posouvat levym nasobenim stejné jako ve
véte (5.5). To miuzeme realizovat toky infinitezimalnich automorfimi Y., ..., Y.,. Trans-
formujme tuto kiivku nejdiive automorfismy Y, , Ye,.
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Obrazek 7: Transformace kiivky ¢ automorfismem Y,

(a) Projekce zy (b) Projekce xz (¢) Projekce yz

Obrazek 8: Transformace kiivky c automorfismem Y,

Vidime, ze automorfismy Y., Y., zachovavaji vrchol paraboly c, ale transformuji jeji
tvar. Transformujme kiivku ¢ automorfismem Y,,.

(a) Projekce zy (b) Projekce xz (c) Projekce yz

Obrazek 9: Transformace kiivky c automorfismem Y,

Ziejmé tento automorfismus naopak zachovava tvar paraboly, ale posouva jeji vrchol.
Transformujme parabolu automorfismem Y,,.
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(a) Projekce zy (b) Projekce xz (c) Projekce yz
Obrazek 10: Transformace kiivky ¢ automorfismem Y,
Tento automorfismus reparametrizuje danou kfivku c. V pripadé automorfismu Y,

dochazi ke slozité transformaci kiivky c. V tomto piipadé je parabola transformovana na
prostorovou krivku, jak je mozné vidét na obrazku 11.

(a) Projekce zy (b) Projekce xz (c) Projekce yz

Obrazek 11: Transformace krivky c¢ automorfismem Y,

48



8 Zaveér

Obsahem této prace bylo analyzovat fiditelnost neholonomnich systémi, nalézt jejich fidici
algebry a nakonec nalézt automorfismy, které zachovavaji integralni kiivky konfigura¢niho
prostoru.

Nejdiive jsme analyzovali zjednoduSenou verzi modelu Dubin’s car. Pak jsme do to-
hoto modelu pfidali dalsi fidici parametr, nicméné se ukazalo, Ze na lokdlni fizeni tento
parametr ma minimalni vliv. Protoze jeho tidici algebra neni nilpotentni, uvedli jsme
Bellaicheuv algoritmus nilpotentni aproximace, ktery z podkladové Lieovy algebry vytvori
nilpotentni algebru. Ukézalo se, Ze ve studovanych ptipadech, jejichz hloubka filtrace je
maximalné 2, lze tento algoritmus znacné zredukovat. Pro ptivodni model jsme tedy se-
strojili nilpotentni aproximaci véetné multiplikativni tabulky. Jeho nilpotentni algebra mé
tii vektorova pole. Stejné tvahy jsme pak provedli i pro dalsi modelové mechanismy (ro-
boticky had, Trident mechanismus), av8ak kvuli pracnosti dalgich vypo¢ti jsme v dalsim
rozboru pracovali pouze s modelem Dubin’s car.

Ukéazalo se, ze fidici algebra modelu Dubin’s car m4 strukturu Heisenbergovy algebry.
Tento fakt jsme s vyhodou pouzili pro konstrukci Tanakova prodlouzeni, které zachovava
Heisenbergovu geometrii, nasledné jsme sestrojili iplnou multiplikativni tabulku Tanakova
prodlouzeni (Tabulka 4) pro tento model a dale jsme nalezli infinitesiméalni automorfismy
zachovavajici horizontalnost kiivek na distribuci D. Téchto automorfismi mé mit tato
algebra celkem osm, avSak se dokazalo spocitat pouze sedm z nich.

V posledni kapitole jsme vlastnosti téchto algeber ukézali na navrhu tizeni. Nejprve
jsme zvolili kombinaci feseni neholonomniho systému (1). Tuto kombinaci jsme zobrazo-
vali automorfismy na konfigura¢ni prostor, av8ak jsme zjitili, ze tyto automorfismy tuto
kombinaci pouze reparametrizuji, protoze tato kombinace je jednoparametricka soustava
horizontalnich kiivek. Pak jsme vzali ndhodné zvolenou integralni kiivku a pomoci tokt
infinitesimélnich automorfismi ji pievedli na jinou horizontalni kiivku. Tyto transformace
jsme nasledné popsali.
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