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Abstrakt
Tato prace popisuje vlastnosti hyperbolické geometrie. Je zde odvozena parametrizace
kiivky traktrix a plochy pseudosféry. Dale jsou ukazany dva modely hyperbolické geome-

trie odvozené z parametrizace pseudosféry.

Abstract
The present thesis deals with hyperbolic geometry. We derive parametric equations of the
curve tractrix and the surface pseudosphere. Then we discuss two models of hyperbolic

geometry, which are derived from the parametrization of pseudosphere.
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Uvod

V nasem redlném svété jsme zvykli vnimat okolni svét ocima eukleidovské geometrie.

To se projevuje zejména v tom, jak vyhodnocujeme vzdélenosti, plosné obsahy, popi.
jak si hledame nejkratsi cestu.

Po formalni strance je eukleidovska geometrie postavena na péti postulatech.

Paty z nich tika, Zze bodem, ktery nelezi na dané ptimce, 1ze vést pravé jednu rov-
nobézku. Pokud tento postulat pozménime, dostaneme jiny typ geometrie, coz se projevi
v hodnoceni vzdélenosti, velikosti uhlu a podobné.

Prvni kapitola predlozené prace uvadi historii objevovani hyperbolické geometrie,
ktera 1zce souvisi s patym postulatem. Vyznam tohoto postulatu spociva v tadé tvr-
zeni, kterd jsou s nim ekvivalentni.

Pokud tento postulat odmitneme, musime se ztict i téchto ¢asto presveédcivych tvr-
zeni. Tak vznikne neeukleidovskd geometrie. Pokud paty postulat nahradime tvrzenim,
ze bodem P, ktery nelezi na piimce, lze vést vice rovnobézek s touto primkou, dostavame
hyperbolickou geometrii. V zavéru kapitoly je provedeno srovnani hyperbolické, eliptické
a eukleidovské geometrie.

Druha kapitola zavadi zéakladni pojmy klasické diferencialni geometrie kiivek a ploch,
které jsou potiebné k hlubsimu zkoumé&ni vlastnosti hyperbolické geometrie. Jsou to
zejména Gaussova kiivost, prvni zakladni forma plochy, geodetiky.

V nasledujicich kapitolach se zabyvame hledanim vhodné plochy, na niz je mozné
hyperbolickou geometrii sestrojit. Takovou plochou je napiiklad pseudosféra. Namisto
piimek zde figuruji geodetiky. Pseudosféra je rotaéni plocha, jejiz profil tvori kiivka
traktrix. Odvozeni této kiivky se vénuje tfeti kapitola. Ve ¢tvrté kapitole jsou odvo-
zeny zakladni charakteristiky pro obecnou rota¢ni plochu. Tyto jsou pak vyuzity v paté
kapitole, kterd se podrobnéji zabyva geometrii pseudosféry. V poslednich dvou podka-
pitolach je uveden popis nékterych modelu hyperbolické geometrie odvozenych z pseu-
dosféry. Jednd se o podmnozinu R? nebo komplexni roviny s piidruzenou prvni zdkladni
formou. V téchto modelech vzdélenosti definujeme pomoci metriky, kterd vychazi z prvni
zékladni formy a tvaru geodetik. Takto muzeme zkoumat vlastnosti hyperbolické geome-
trie v roviné a nejsme vazani na prostorovy model.

Poznamenejme jesté, ze vice nez dva tisice let trvajici historie patého postulatu a
nasledny vznik neeukleidovskych geometrii v devatenactém stoleti patii k nejuizasnéjsim
pribéhum matematiky vubec. Je rovnéz tieba uvést, ze neeukleidovské geometrie nasly
své uplatnéni a maji celou radu aplikaci, naptiklad v teorii relativity. Toto je vsak jiz
mimo rozsah této prace.

Vlastni obrazky jsou tvoreny v programech GeoGebra a Matlab.



1 DMotivace

V této kapitole ¢erpame zejména z knihy [4]. Eukleidovskd geometrie, se kterou jsme se
setkali na zakladni nebo stredni skole, je vystavena na nésledujicich péti postulatech, které

napsal Eukleides kolem roku 300 pfed Kristem ve svém nejznaméjsim dile Zaklady:
1. Lze vytvorit usecku, ktera spojuje dva dané body.
2. Danou tusecku lze na jedné i druhé strané prodlouzit tak daleko, jak potfebujeme.
3. Lze vytvorit kruh o daném stiedu, na jehoz obvodé lezi dany bod.
4. Vsechny pravé thly sobé rovny jsou.

5. Necht dvé tsecky protinaji tfeti tisecku tak, Ze soucet vnitinich ihli na jedné strané
je mensi nez dva pravé thly. Potom lze na této strané prodlouzit prvni dvé usecky

tak, aby se jejich prodlouzeni protnula.

Zhruba feceno, postuldty jsou vyroky, jejichz pravivost prijimame bez diukazu a které
predstavuji naprosto ziejmé a intuitivni pravdy. Na zdkladé axiomu a postulatu se pak
pomoci logickych dedukei dokazuji dalsi tvrzeni. V této souvislosti uvddime odkaz na
posledni ¢esky preklad Eukleidovych Zakladu s komentéii Petra Vopénky, viz [3].

Prvni ¢tyti postulaty zni jednoduse a asi bychom je nezpochybnovali. Na druhou
ziejmy jako prvni ¢tyfi postuldty a ma dokonce témér charakter tvrzeni (tj. matematické
véty). Nemuzeme se tedy divit tomu, ze tento postuldt matematiky v prubéhu historie
provokoval. Nékteii pochybovali o tom, zda se skutecné jedna o postulat a snazili se
ho dokazat pomoci predeslych ¢tyf. To se ovSsem nikomu nepodatilo, podarilo se tak
jen najit tvrzeni, ktera jsou s nim ekvivalentni. I tato déle uvedena tvrzeni zni logicky
a vétsinou je bereme jako fakt. Nyni uvedeme néktera tvrzeni, ktera jsou ekvivalentni

s patym Eukleidovym postulatem:

e Pythagorova véta: V pravouhlém trojihelniku se ¢tverec nad preponou rovnd souctu

¢tvercu nad obéma odvésnami.
e Gaussuv postulat o obsahu trojuhelnika: Obsah trojihelnika muze byt libovolné velky.

e Postulét o tfech bodech, jehoz autorem je Mad ar Janos Bolyai: TF body, které nelezi

na jedné primce, vZdy jednoznacné urcuji kruznici.

e Postulat ekvidistance, ktery formuloval tecky filozof Proklos: Rovnobézka k dané

primce k ni md v kaZdém bodé stejnou vzdalenost.

e Soucet vnitrnich uhli trojuhelnika se rovnd dvéma pravym whlim.



o FExistuji podobné troujuhelniky, které nejsou shodné.

e Postuldt rovnobézek (ktery formuloval John Playfar): Bodem, ktery nelezi na dané
primce, prochdzi pravé jedna rovnobézka. Toto tvrzeni se nejcastéji pouziva misto

puvodniho Eukleidova patého postulatu.

Vyse uvedeny vycet neni uplny, ale poslouzi k predstavé o dulezitosti patého po-
stulatu.

Jak jsme jiz uvedli vyse, vice nez 2000 let trvajici nespokojenost s patym Eukleidovym
postulatem v prubéhu historie podnitila fadu matematiku, aby se jej snazili dokéazat
z predchozich ¢tyt. Tyto (marné) snahy byly ukonceny v prubéhu devatendctého stoleti,
kdy si néktefi matematici polozili ”"revoluéni” otazku: a co kdyz paty Eukleiduv postulat
neplati? To nakonec vedlo ke vzniku tzv. neeukleidovskych geometrii (tj. geometrii, ve
kterych neplati paty Eukleiduv postulat). Ke vzniku neeukleidovskych geometrii nejvice
prispéli Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij, Janos Boylai, Karl Fridrich Gauss a Bernhard Rie-
mann. V dalsim se budeme neeukleidovskym geometriim vénovat podrobnéji.

Rusky matematik Nikolaj Lobacevskij (1792-1856) a madarsky matematik a kava-
lerista Janos Bolyai (1802-1860) jsou povazovéni za zakladatele hyperbolické geometrie.
Zili ve stejné dobg, ale jejich prace byla nezdvisla. Bolyai byl ptivodné distojnik kavale-
rie, vynikal v§ak v mnoha smérech. Kvili spatnému zdravotnimu stavu odesel roku 1833
do penze a nechal se pohltit svétem neeukleidovské geometrie. Jeho otec Farkas Bolyai,
také matematik, se ho pokousel od ,,marnéni casu“ polemikami s postulatem rovnobézek
odradit. Dokonce si na Janose stézoval svému piiteli Carlu Friedrichu Gaussovi. Gauss se
ale Janose zastal a tekl, ze dosel ke stejnym vysledkim.

Lobacevského préce probihala nezavisle, dosel svou vlastni cestou k podobnym vy-
sledkum. Netuspéch pii hleddni dukazu patého postulatu ho vedl k myslence, co by se
stalo, kdyby tento postulat odmitl. Je zfejmé, Ze timto odmitd i ostatni ekvivalentni
tvrzeni. Potfeboval tedy néjakou ndhradu. Proto zménil postulat rovnobézek na tento:
Bodem P, ktery nelezi na primce, prochdzeji dvé ruzné rovnobézky k této primce. Zde
pojem rovnobézka nabyva jiného vyznamu, nez na ktery jsme zvykli. Vyse uvedenou
formulaci vznikl zdklad hyperbolické (Lobacevského) geometrie.

Bernhard Riemann se zabyval jinou alternativou patého postulatu: Bodem P, ktery
neleZi na primce, neprochdzi Zadnd rovnobézka k této primce. Tim Riemann polozil zédklad
pro geometrii eliptickou.

Pro pocet ruznych rovnobézek prochéazejicich bodem nelezicim na dané primce mame

tedy nésledujici tfi moznosti:

e Bodem P, ktery nelezi na dané primce, prochdzi prdvé jedna rovnobézka. (Euklei-

dovska geometrie).



e Bodem P, ktery nelezi na primce, prochdzi vice riznijch rovnobézek k této primce.

(Hyperbolické geometrie).

e Bodem P, ktery nelezi na primce, neprochdzi Zadnd rovnobézka k této primce. (Elip-

tickd geometrie).

Geometrii eukleidovskou nalezneme napiiklad v roviné. Jeji vlastnosti dobfe zname
a nebudeme se ji v této praci dale zabyvat. Ve zbytku této kapitoly popiseme nékteré
vlastnosti hyperbolické a eliptické geometrie. Poznamenejme, ze v neeukleidovskych geo-
metriich muze byt pozménén vyznam nékterych zakladnich geometrickych pojmu. Napf.
piimka je jakdkoli ¢ara, ktera nejkratsim zpusobem spojuje dva body. Tedy ”piimky”’na
sféte (kterda je modelem neeukleidovské geometrie) jsou zakiivené - jednd se o hlavni
kruznice sféry. Rovnobézky jsou piimky, které se neprotinaji.

V tabulce 1 jsou prehledné uvedeny hlavni rozdily mezi eukleidovskou, hyperbolickou

a eliptickou geometrii.

Typ geometrie Eukleidovska Hyperbolicka Elipticka
Autor Eukleides Bolyai a Lobacevskij Riemann
Typicka plocha rovina pseudosféra sféra
Pocet riznych rovnobézek 1 vice nez 1 0
Soucet uhlu trojihelnika 7r méné nez vice nez w
Max. pocet pravych
uhla trojuhelnika 1 1 3
Obsah trojuihelnika neomezeny omezeny omezeny
Obvod kruznice (o poloméru r) 2mr km (et —eF) vice nez 2mr

(Kruznici rozumime mnozinu bodi, které maji od stiedu stejnou vzdédlenost.)

Tabulka 1: Srovnani geometrii

Ve srovnani typu geometrii a jejich typickych ploch uvidime souvislost s Gaussovou

kiivosti. Rovina ma v kazdém bodé nulovou kiivost, sféra kladnou a pseudosféra zapornou.

1.1 Elipticka geometrie

Piikladem plochy, na niz je mozné sestrojit eliptickou geometrii, je elipsoid. Nejjed-
nodussim elipsoidem je sféra. Za sféru bychom mohli povazovat napiiklad povrch Zemé,
ktery je nam dobie znamy. Pfesvédéme se nyni, zda je na sfére splnén pozadavek patého

postulatu.



Postulat o rovnobézkach

Vidime, ze se jakékoli dvé hlavni kruznice na sféfe protinaji ve dvou protilehlych bo-
dech, tedy pozadavek postuldtu o rovnobézkach pro eliptickou geometrii je jisté splnén.
K ,pfimce”’l nenajdeme zadnou jinou rovnobézku, natoz dvé ruzné, prochazejici tymz

bodem. Jednd se tedy o vhodny model eliptické geometrie.

Krivost

S typem geometrie tzce souvisi Gaussova kiivost plochy, na niz ji lze sestrojit. Pojem
bude definovan pozdéji, zatim nam postaci intuitivni predstava a vzorec pro Gaussovu
kiivost sféry: K = %. Sféra se s rostoucim polomérem R vice a vice podobd roviné. Napf.
polomér Zemé vétsinou natolik prevysuje vzdalenosti, které denné urazime, ze muzeme
o svém pohybu uvazovat, jako by se odehrdval v roviné. Podobné malé plochy (napf.

pozemky) bereme jako rovinné.

Neplatnost ekvivalentnich tvrzeni

Kdyz jsme se rozhodli odmitnout puvodni paty postulat a zvolili jsme si jiny, odmitli
jsme spolu s nim i ostatni ekvivalentni tvrzeni. Podivame se, jaky dopad ma tato zména.
Vezméme trojihelnik na Zemi (na obrazku 1), jehoz vrcholy tvoii severni pél C' a dva
body A, B na rovniku. Obsah trojihelnika CAB se zvétsuje, kdyz se A, B vzdaluji a
zaroven se zvétsuje i hel u pélu C'. Vidime tedy, ze oproti roviné neni soucet vnitinich

thla roven 7.

Obrazek 1: Sférické trojuhelniky (pfevzato z [1])

D4 se ukazat, ze na sfére o poloméru R je plocha trojuhelnika ABC' zavisla na souctu



vnitinich thla «, £, v takto
S(ABC) = (a+ B+~ — m)R>.

Toto plati i naopak. Kdybychom chtéli trojihelnik ABC' zvétsit nebo zmensit, zménil by se
soucet vnitinich ihlu a vznikly trojihelnik nebude podobny. Vsechy podobné trojihelniky

jsou shodné. Presunime se nyni k hyperbolické geometrii.

1.2 Hyperbolicka geometrie

Muzeme k ni pfistupovat prfimo ze strany axiomu nebo najit konkrétni plochu, na niz lze
sestrojit geometrii, ktera splnuje pozadované axiomy. Protoze zde predstava plochy trochu

"pokulhava”, budeme se hyperbolické geometrii vice vénovat v kapitole o modelech.

Rovnobéznost

Na obrazku 2 vidime ptimku [ a bod P, ktery na ni nelezi. Paty postulat pro hyperbo-
lickou geometrii zada, aby bodem P prochazelo vice rovnobézek s [. Piimky prochézejici
bodem P se déli na rovnobézky (neprotinaji ) a ruznobézky (protinaji [). Piimky m a n
se nazyvaji hrani¢ni a oddéluji rovnobézky od ruznobézek. Ptimky m a n sviraji ihel 2«
v jehoz rozmezi se pohybuji ruznobézky. Uhel a se nazyva uhel rovnobéznosti. Existuje

konstanta k, pro niz plati:

hraniéni pfimka n

P vzdalenost d hraniéni pfimka m

o Q  piimkall

Obréazek 2: Axiom rovnobézek v hyperbolické geometrii



Plocha trojihelnika

Hyperbolickd geometrie je v nékterych aspektech protéjskem eliptické geometrie, v jinych
se ji podoba. Napi. pro trojiuhelnik v hyperbolické geometrii plati, ze, ¢im je vétsi, tim
mensi je soucet jeho vnitinich thlu. A opét ¢im je mensi, tim vice se podobd rovinnému.

V obou geometriich je plocha trojuhelnika omezené.

Plochy

Hyperbolickou plochou je naptiklad sedlo nebo rozsitujici se konec trubky. Vhodnou plo-
chou pro studium hyperbolické geometrie je pseudosféra. Jedna se o plochu s konstantni
zapornou Gaussovou kiivosti a konci trubky se trochu podobé. Pseudosfére se vénujeme
podrobné v paté kapitole. Budeme se v ni vénovat modelim hyperbolické geometrie, které

maji pro pseudosféru podobny vyznam jako mapy pro Zemi.

1.3 Trigonometrie

Podivame se, jak podobné jsou kosinova a sinova véta pro trojuhelnik ABC' se stranami
a, b, ¢, v ruznych geometriich (viz obrazek 3). Sféra je jednotkovd, Gaussova kiivost
hyperbolické plochy je —1. (Argumentem hyperbolickych a goniometrickych funkei jsou
thly nebo délky stran.)

Rovinny trojuhelnik Hyperbolicky trojuhelnik Sféricky trojuhelnik

Obrazek 3: Trojihelniky v ruznych geometriich
Srovndni sinové véty:

e Vv rovine:

sinaw sinf3’

e ve sférické geometrii:
sina  sinb

sina sin 3’



e v hyperbolické geometrii:
sina  sinf

sinha  sinhb’
Srovnani kosinové véty:

® Vv rovineé:

a’ = b* + ¢ — 2bccos a,

e na sfére:

cos a = cos b cos ¢ + sin bsin c cos «,

e v hyperbolické geometrii:

— véta o uhlech:

cosa = — cos 3 cosy + sin B sin~y cosh a,
— véta o stranach:

cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh b sinh ¢ cos a.

Specidlnim ptipadem kosinové véty je Pythagorova véta, kdy 1hel a je roven 7. Plati:
e Vv rovineé:
a> +b* =,
e na sfére:
cosa = cosbcosc,
e v hyperbolické geometrii:
cosh a = cosh bcosh c.
Uvedeme vztahy pro pouzité hyperbolické funkce:

. et —e " et +e”
sinhx = — coshy = ——



2 Zakladni pojmy

V této kapitole uvedeme nékteré zakladni pojmy a vysledky z klasické diferencialni geome-
trie kiivek a ploch, které budeme potiebovat v dalsi ¢asti prace. Budeme cerpat zejména
ze skript [2]. Uvazujme vektorovy prostor R". Zobrazeni v : I +— R"™ se nazyvé vekto-
rova funkce na intervalu I C R. Ve standardni béazi vektorového prostoru R" ma pak
v soufadnicové vyjadieni v = (vl,...,v"), kde v* : I — R jsou redlné funkce, které se

nazyvaji slozky vektorové funkce v.

Definice 2.1 Vektorova funkce v ma v bodé toy € I limitu vy € R", jestliZe ke kaZdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

}t-to’ <6, t?ét0:>||1](t>—1}0“ < e.

Vektorovd funkce v se nazyvd spojitd v bodé ty, jestlize lim; ., v(t) = v(to).
Definice 2.2 Jestlize existuje limita lim,_,,, %ﬁfto), pak tuto limitu nazyvdme derivaci

dv (to)
dt

vektorové funkce v(t) v bodé ty a znacime nebo téz v'(ty). Iteraci pak definujeme

derivace vyssiho rddu.
Plati

Veéta 2.1 Vektorovd funkce je spojitd v bodé ty € I, pravé kdyz jsou v tomto bodé spojité
vSechny jeji slozky. Vektorovd funkce v(t) md derivaci v bodé ty € I, prdave kdyz vsechny

jeji slozky v'(t) magi v tomto bodé derivaci, pricemz plati

dv(to) [ dv'(to) dv™(to)
dt _( dt 7 dt )

2.1 Kirivky

Definice 2.3 Spojité zobrazeni: f : I — R™ se nazijvd pohyb v prostoru R".

Rekneme, ze pohyb f je tiidy C", jestlize viechny jeho slozky f%(t) maji spojité derivace
az do fadu r. Vektor f' = % : I — R" se pak gazyvé vektor rychlosti pohybu f. Rekrﬁme
dale, ze pohyb f je reguldrni, jestlize % # 0. Bod f(tg) € R™ splaujici % = 0 se
nazyva singularni bod pohybu f.

Je-li zobrazeni f injektivni, pohyb se oznacuje jako jednoduchy. U tohoto pohybu

tedy nedochazi k samoprotnuti.

Definice 2.4 Jednoduchd krivka tridy C" je podmnozZina C C R", pro kterou existuje
jednoduchy reguldarni pohyb f : I — R"™ tridy C" tak, zZe C = f(I).



Zobrazeni f se pak oznacuje jako parametrizace jednoduché kiivky C a vektor f'(t) se
nazyva tecny vektor kiivky C. Piimka uréend bodem f(ty) € C a te¢nym vektorem f'(to) je
tecna kiivky C v jejim bodé f(to). Je ziejmé, ze podminka regularity nam zajisti existenci
tecny v libovolném bodé kiivky C.

Jedna a tatdz kiivka muze mit nekoneéné mnoho parametrickych vyjadieni. Podle

nasledujici véty se kazdé dvé parametrizace téze jednoduché kiivky lisi o reparametrizaci.

Véta 2.2 Zobrazeni f(t) : I — R" a g(7) : J — R" jsou dvé parametrizace téze jed-

noduché krivky C tridy C", prdvé kdyz ezistuje bijekce ¢ @ J — I, t = @(1) tridy C”

do
dr

reparametrizace nebo téZ transformace parametru krivky C.

takovd, Ze pro vsechny T € J plati 52 # 0 a g(7) = f(p(7)). Funkce ¢ se pak nazjvd

Definice 2.5 PodmnoZina C C R™ se nazyvd krivka tridy C", jestliZe pro kazdy bod X € C
existuje takové jeho okoli U v R", Ze CNU je jednoducha krivka tridy CT. Parametrizace

pruniki C NU se pak nazyvaji lokalni parametrizace krivky C.

Pripomenme dale, ze podle znamého vzorecku z matematické analyzy je délka oblouku
jednoduché kiivky C = f(I) mezi body f(t1) a f(t2) rovna

/j 17| du.

Necht nyni f : I — R" je parametrizace jednoduché kiivky C = f(I). Tato parame-
trizace se nazyva prirozena, jestlize H 1 (S)H = 1. Parametr s se pak nazyva oblouk nebo
téz prirozeny parametr. Pfi parametrizaci obloukem ma tedy pohyb po kiivce v kazdém
bodé jednotkovou rychlost a rozdil parametru (sy — s1) vyjadiuje délku oblouku kiivky
mezi body f(s1) a f(s2).

Definice 2.6 Rekneme, Ze dvé kiivky C,C C R™ maji ve spolecném bodé X € CNC
styk k-tého Tddu, jestlize existuji takové jejich lokdlni parametrizace f(t) a f(t), f(to) =
f(to) = X, ze plati
d'f(to) _ d'f(to)
dt? dt?

pro vsechna i =1,..., k.

Pak te¢na kfivky C je jedina primka, kterd ma s touto kfivkou styk prvniho fadu. Pokud
ma C v néjakém bodeé styk druhého radu se svoji tecnou, bod se oznacuje jako inflexni
bod ktivky C.

D4 se rovnéz ukazat, ze v neinflexnim bodé rovinné kiivky C C R? existuje k této
kiivce jedind kruznice, ktera ma s C styk druhého fadu. Tato kruznice se oznacuje jako
oskulaéni kruznice kiivky C. Prevracena hodnota poloméru oskulacni kruznice rovinné

ktivky C v jejim neinflexnim bodé X € C se pak nazyva kiivosti kiivky C v bodé X a
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znadi se symbolem k. Je-li f prirozend parametrizace kiivky C, vektor f” se nazyva vektor

krivosti a jeho velikost je rovna krivosti kiivky, tj.

w(s) = | £/ s)])

2.2 Plochy

Definice 2.7 Mnozina S C R?® se nazjvd jednoduchd plocha tridy C", jestlize existuje
oteviend mnozina D C R? a injektivnd zobrazeni f : D — R tridy C" takové, ze S = f(D)
a vektory f. a fl jsou linedrné nezdvislé v kazdém bodé z D. MnozZina D se nazyvd oblast

parametriy a zobrazeni f parametrizace jednoduché plochy S.

Podminka linedrni nezavislosti vektoru f,, a f! zajisti existenci te¢né roviny 7xS v libo-
volném bodé X € S. Tecnd rovina 7x S je pak uréena bodem X € § a lineadrné nezavislymi
tecnymi vektory f! a f. Tecnym prostorem plochy S nazyvame dvourozmeérny vektorovy
prostor Tx S, jehoz bazi tvoii tecné vektory f., fi.

Analogicky jako u kiivek definujeme plochu jako podmnozinu R3, kterou lze v okoli

jejiho libovolného bodu lokalné parametrizovat.

Definice 2.8 Podmnozina S C R? se nazyjvd plocha tridy C”, jestlize pro kaZdij bod X € S
existuje takové jeho okoli U v R, e SNU je jednoduchd plocha tiidy C”. Parametrizace

pruntku S NU se pak nazyvaji lokdlni parametrizace plochy S.

Podle néasledujici véty je prostorova kiivka C lezici na plose § urcena zadanim rovinné
krivky ¢ v oblasti parametru D plochy S.
Véta 2.3 Necht c je jednoduchd krivka v oblasti parametri D jednoduché plochy S =
f(D). Necht v : I — D, v(t) = (u(t),v(t)) je parametrizace kiivky ¢ a f : D — R? je
parametrizace plochy S. Pak fory: 1 — R3, (fov)(t) = f(u(t),v(t)) je parametrizace
krivky C leZici na plose S.
K orientaci na plose slouzi soufadnicova sit. Je to obraz rovinné sité v oblasti parametri
D, ktera je tvorena piimkami u = const a v = const. Ptislusné ktivky na plose S se pak
nazyvaji soutadnicové kfivky plochy S.

Koeficienty prvni zédkladni formy plochy S definujeme jako skalarni souc¢iny bazovych

tecnych vektoru

g11 = fq: : f;, g12 = g21 = f; : fq/n go2 = f;, : fqu‘

Definice 2.9 Pruni zdkladni forma plochy S je kvadraticka forma na vektorovém prostoru

TxS definovand vztahem
®1 (CL) = gndu2 + 2912dudv + QQQdU2
pro a = (du,dv) € TxS.
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Pomoci prvni zékladni formy umime vypocitat délky oblouku kiivek, plosné obsahy a 1ihly

krivek na plose.

Véta 2.4 Délka oblouku krivky (u(t),v(t)) na plose f(u,v) mezi body o parametrech tq,ts

je rovna
/t2 @ ’ + 2 d_u@ + @ 2dt
" g11 dt g12 di dt 922 i .

Véta 2.5 Plosnyg obsah ohranicené plochy f(u,v) na ohranicené oblasti parametri D C

R? je roven

// \/911922 - (912)2 dudov.
D

Véta 2.6 Jsou-lia = a'f'+a’f’ ab=0b'f +b*f tecné vektory kiivek C, C ve spolecném
bodé¢ X € CNC, pak pro jejich thel plati

|gijaibj|
\/gijaiaj \/gmblb]

V predchozi vété se pouziva Einsteinova sumacni konvence, tj. ¢, 7 jsou s¢itaci indexy.

Ccosa =

Normala plochy § v bodé X € S je ptimka kolma k tecné roviné 7xS. Pak jednotkovy

vektor normély je tvaru
Conxa
1 12|

Necht nyn{ C je kfivka na plose S prochézejici bodem X € S. Je-li v(s) piirozend
parametrizace kiivky C, tak ‘;27;’ je vektor krivosti.

Definice 2.10 Normdalovou krivosti krivky C na plose S v bodé X rozumime ¢islo k,, =
. 3273'

Jednd se o skalarni soucin vektoru kiivosti Z%;Y kiivky a jednotkového vektoru normaly
plochy. Geometricky je x, rovna velikosti kolmého prumétu vektoru ktivosti ZQT} do sméru
normaly. V klasické diferencidlni geometrii se da ukazat, ze normalova kiivost k, je pro
vSechny kiivky na plose &, majici v bodé X € & spolecnou tec¢nu, v tomto bodé stejna. Ma
tedy smysl definovat normalovou kiivost k% plochy v daném bodé X € § a daném tecném
sméru a € TxS. Konkrétné, pro jednotkovy tecény vektor a = fl—z € TxS definujeme
normalovou kfivost x¢ plochy & ve sméru vektoru a jako skalarni soucin k2 = n - ‘C%Y. Je-li
a € TxS libovolny (ne nutné jednotkovy) teény vektor, definujeme ¢ jako normélovou

a

kiivost ve sméru jednotkového vektoru Tal

ol Takto definovana normélova kiivost plochy

pak vyjadfuje zakfiveni (ohybéni) plochy ve sméru vektoru a € TxS.
Smeéry, ve kterych normélova kiivost nabyva v daném bodé extrému, nazyvame hlavni

sméry. K jejich urceni poslouzi druhé zakladni forma:

wa(a) = hydu® + 2hadudv + hoydv?,  a = (du, dv) € TxS,

12



jejiz koeficienty jsou definovany jako nésledujici skalarni souciny
hir = fyu-n,  hia=hor = fil,-n,  hay = f,-n.

Véta 2.7 Necht a = (du,dv) € TxS je teényj vektor. Pak pro normdlovou krivost ve

sméru a plati K& = Zf—&.

—

Hlavni sméry (du, dv) spliuji nasledujici rovnost

dv? —dudv du?
911 g12 g2 | = 0. (1)
hir hia ho

Extrémni hodnoty normalové kiivosti se nazyvaji hlavni kiivosti k1, k. Jedna se o normalové

kiivosti v hlavnich smérech. Hlavni kiivosti splnuji kvadratickou rovnici

kg1 — hi1 kg2 — hio

=0. (2)
Kgi2 — hia  Kgaa — hao

Bod se nazyva sféricky, jestlize ¢a(ug,vp) je konstantnim nasobkem ¢ (ug,vg). V ta-
kovém bodé je normalova krivost ve vSech smérech stejna a hlavni sméry nejsou defi-

novany.

Definice 2.11 Necht k1, ko jsou hlavni krivosti v nesférickém bodé X € S. Jejich soucin

K = Ky - ko nazgvame Gaussovou (uplnou) krivosti.

Ve sférickém bodé je Gaussova kiivost definovana jako souc¢in normdlovych kiivosti v li-

bovolnych dvou smérech. Pro vypocet Gaussovy kiivosti lze vyuzit také vzorec

o det(h”)
det(gw) )
Body na plose jsou eliptické pro K > 0, hyperbolické pro K < 0, parabolické pro K = 0.

Definice 2.12 Geodetickd krivost krivky C na plose S v bodé X je cislo kg = Z%;Y (nx fl—Z).

Geometricky se jedna o velikost kolmého prumétu vektoru kiivosti ZQT;’ do tecné roviny
7xS. Z Pythagorovy véty pak plyne nésledujici vztah mezi kiivosti x, normalovou ktivosti

kn & geodetickou kiivosti x4 kiivky C na plose S
2 2 2
K™ = Ky + K.

Definice 2.13 Krivka na plose se nazyvd geodetikou, jestlize v kaZdém bodé této krivky

je geodetickd krivost kg nulovd.
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Geodetiky maji na kiivé plose podobnou roli jako piimky v roviné - jsou to nejkratsi
spojnice bodi.

V posledni casti této kapitoly se budeme vénovat zobrazenim mezi plochami. Bijek-
tivni zobrazeni ¢ : S +— S se nazyva izometrie, jestlize ¢ zachovavé délky odpovidajicich
si kiivek na S a S. Pokud ¢ zachové thly, oznacuje se jako konformni zobrazeni. Pokud
g zachovéava obsahy odpovidajicich si ¢asti ploch na S a S, nazyva se rovhoploché zobra-
zeni. Necht ¢; a @ jsou prvn{ zdkladn{ formy ploch S a S a necht g;; a g;; jsou pifslugné
koeficienty.

Véta 2.8 Necht g : S — S je bijektivnd zobrazeni. Pak plati:

(1) g je izometrie pravé tehdy, kdyz v odpovidagicich si bodech plati p; = @7,

(2) g je konformni zobrazeni, prdavé kdyz v odpovidajicich si bodech jsou dumérné proni
zakladni formy obou ploch,

(3) g je rovnoploché zobrazent, prdavé kdyZ v odpovidajicich si bodech plati det (g;;) =
det (Gij)-
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3 Traktrix

V této kapitole cerpame z knih [4] a [5] . Pseudosféra je rotacni plocha, jejiz profil tvoii
krivka zvand traktrix. V nasledujicim textu popiSeme zakladni vlastnosti traktrix.
Nézev traktrix vychdzi z latinského trahere (tdhnout) [6]. Nejdiive odvodime dife-
rencialni rovnici traktrix. Pfesuiime se do roviny xz a uvazujme objekt umistény do bodu
[1,0] a provazek délky 1 natazeny k poc¢atku. Za provazek tahnéme v kladném sméru osy z
tak, aby byl po celou dobu napnuty. Posun probihéd ve sméru teény k provazku. Trajekto-
rie objektu pak opisuje ¢ast kiivky traktrix. Nyni tuto situaci popiseme rovnici. Oznacime
A = [z, 2] polohu objektu, B = [0, z,) bod, ve kterém konec provazku drzime, a déle bod
C = [0, z]. Takto dostaneme pravouhly trojihelnik ABC. Délka piepony AB, kterd od-
povida délce provéazku, je po celou dobu tazeni rovna jedné. Plati, ze 2, — z = V1 — 22.
dz

Posun objektu probéhne o (dz,dz). Pomér ¢ odpovidd poméru stran BC' a C'A. Dife-

rencialni rovnice traktrix je tedy

dz V19— 22

dr x

1.4

0.2 ™

Obrézek 4: Vznik traktrix tazenim provazku

V literatufe se vSak pouziva obecnéjsi diferencidlni rovnice (kterd odpovidd provézku

o délce a > 0)
dz " a? — z?
dr r
Ukazeme si feseni této diferencidlni rovnice s kladnou pravou stranou

dz Va? — x?

v~ @
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Obréazek 5: Traktrix

Pouzijeme substituci z = asinv, tedy dx = a cos vdv.

dz a? — (asinv)?
a cos vdv asinv
(acosv)2acosvdv  acos’vdv  a(l —sin?v)dv  adv _
dz = - = - = - = —— —asinvdv
asinv sin v sin v sinv

a .
z = —dv— [ asinvdv =14 acosv
sin v

Nyni se budeme zabyvat prvnim integralem oznacenym . Pouzijeme substituci cosv = t,

tedydv:—sithv.
a
I = dv = — + ——dt
/sinv v /1—t2 /1—t+1+t
a 1-t¢
]:—l 1—t)—In(l1+1t) =alny/——
(0 (1= 0) = In(1+1)) = alny /T
Prevedeme zpét do proménné v. A vyuzijeme vztah cosv = Cos2 — sin? 5
[1—t /1 — 1 — cos® % + sin* %
I=alny/—— =aln ST 22
1+t 1+ cosw 1+ cos? § —sin §
2sin? ¢
I =aln 2 — glntan -
2cos? § 2
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dz _ Va?—z?
dr ~— T

Dostavame tak parametrické vyjareni feseni
T = asinv
v
z=a lntg§ +cosv ) .

Nyni vyjadiime z pomoci z. Nejprve zjednodusime argument ptirozeného logaritmu

1—COSUCL a—+Va?—2%2 [a—+a? — 2?2

v
2 1+cosva a+vaZ—22\V a—-va—z2

a— Va2 — 12 _a—\/a2—x2
N R

tg

Odtud
a—+va?— x?
z=aln (—) + Va? — 22
x
Resenfm diferencidlni rovnice % = ——“1230_1’2, z(a) = 0 je funkce

z=ualn a? — a2, (4)

a+va?— x?
x
kterd ma asymptotu bez smérnice x = 0. Grafem funkce (4) je kiivka, kterd se nazyva
traktrix.
Piimym derivovanim (3) ihned dostaneme, Ze tecny vektor traktrix je roven

a cos® v
f(v) = (acosv, : ) ,

S v

takze tato kiivka méa pro vy = 5 singuldrni bod, ¢emuz odpovida bod [a, 0].
Kromé vyse uvedené parametrizace (3) traktrix se jesté pouzivaji nasledujici parame-

trizace (uvedeny jsou rovnice pro a = 1)

1 1
z=-, z:\/l—ﬁ—argcosh(w) (5)

r=ce" z=+/1-¢e% —argcosh(e™™), (6)

$+e x

kde arg cosh(x) je inverzni funkce k hyperbolickému kosinu cosh(x) = . Ptitom plati
znama identita

arg cosh(z) = In(x + Va2 —1). (7)
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4 Obecna rotacni plocha

Rotacni plocha vznikne rotaci rovinné kiivky kolem osy rotace. Jako osu rotace si zvolime

osu z. Pokud kfivka lezi v roviné prochazejici osou, nazyva se profil. Je-li
v=ux(u), z=2z(u) (8)

kiivka neprotinajici osu z, kterd rotuje kolem osy z (tj. profil), tak lokélni parametrizace

obecné rotacni plochy s profilem (8) je

flu,v) = (z(u) cos(v), z(u) sin(v), z(u)). (9)

Rotaci jednoho bodu profilu kolem osy rotace vznikne tzv. rovnobézkova kruznice, tedy
krivka s konstantnim u. Polednik je kfivka s konstantnim v. Rovnobézkové kruznice a
poledniky se nazyvaji soufadnicové kiivky a tvoii souradnicovou sit. Souiradnicovou sit
obecné rotacni plochy tedy tvori poledniky v = const a na né kolmé rovnobézkové kruznice
u = const.

Pro tecné vektory plati

fu = (@'(u) cos(v), 2'(u) sin(v), ' (w)),
1l = (—z(u) sin(v), z(u) cos(v), 0).

Normalu ziskdme vektorovym soucinem tec¢nych vektoru:

n=f xfl=(=2(u)z(u)cos(v), =2 (u)z(u) sin(v), z(u)x'(u)) .

(10)

Pro velikost normaly plati

Infl = |2 (w) |2/ (w)? + 2 (w)2.

Normaéla neni nikdy rovna nulovému vektoru. Dale ur¢ime koeficienty prvni zakladni

formy:

g1 = f{L : f; = xlz(u) + ZIQ(U); g12 = g21 = fq: : f{; =0, g»n= f{, : f; = $2(U)

Piimym vypoc¢tem ihned odvodime, Ze prvni zékladni forma obecné rotaéni plochy ma

tvar
o1 = (2"%(u) + 22 (u))du® + 2*(u)dv’. (11)

Protoze koeficient g5 prvni zdkladni formy je roven nule, tak ze vzorce pro tihel dvou
kiivek na plose ihned plyne, Ze soutadnicové kiivky obecné rotacni plochy tvori ortogonalni
souradnicovou sit. Pfimym vypoctem pak odvodime vyjadieni pro druhou zdkladni formu.

Pro koeficienty druhé zakladni formy plati
hiy=mn- fz/L/u7 hig = hoy =mn - fﬁm hoo =m - f{),m
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kde n je minén jednotkovy vektor normaly. Druha zédkladni forma ma tvar

(@ (u)2" (u) — 2" (u)2 (w)) du® + x(u)2' (u)dv?
P2 = \/x/Q + 2’2 ) ) (12>

Hlavni sméry (dv,du) spliuji rovnost (1). Koeficienty g2 1 hi2 jsou nulové. Pii vypoétu

determinantu tedy zustava pouze rovnice dudv (g11hes — gaoh11) = 0. du nebo dv musi
byt nulové, tedy u = const a v = const.

Hlavni kfivosti jsou extrémni kfivosti, kterych mohou nabyvat kiivky prochazejici
danym bodem. Jsou fesenim kvadratické rovnice (2). Koeficienty g2 i hqa jsou nulové.
Resfme tedy rovnici (kg11 — h11)(Kgag — hog) = 0.

h —2'(u)x" (u) + 2" (u)x'(u h 2'(u
o2 ) ) e @ "~
gn (x'2(u) + 2'%(u))?2 922 (u)y/7" 2(u) + 2"2(u)
Ve skriptech [2] je déle ukdzéano, ze Gaussova kiivost obecné rotacni plochy mé vyjddient
#(u) 2"(w)a' (u) — 2" (u)2'(u)

w(u)  (22(w) + 2%(u))’

V piipadé obecné rotaéni plochy muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze jeji

K = Riko = (14)

profil mé pfirozenou parametrizaci, tj.
22 (u) 4+ 2 *(u) = 1. (15)
Pak (11) pfejde na jednodussi tvar
= du® + 2*(u)dv?,
rovnice(12) piejde na tvar
o = (' (u)2"(u) — 2" (u) 2 (u)) du® + 2 (u)2 (u)dv?

a Gaussova kiivost obecné rotaéni plochy [5] je

(16)
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5 Pseudosféra
Nyni se budeme vénovat pseudosféie, coz je rotacni plocha, jejiz profil tvori nase kiivka
traktrix. Ze vztahu (3), (8) a (9) ihned plyne, ze parametrické rovnice pseudosféry jsou
T = aSinu cos v,
Yy = asinusinv, (17)
u
z=a (lnth + cosu) .

Dosazenim do vztahu (14) pak dostaneme Gaussovu kiivost pseudosféry rovnu

2 —— — “j””T’)T“T

08
06
02 04

Obréazek 6: Pseudosféra

V dalsim ukazeme, ze pseudosféra je jedina rotac¢ni plocha s touto vlastnosti. Zde
cerpame z knihy [5]. Presnéji feceno, ur¢ime rovnice rotacni plochy z podminky pro
predepsanou Gaussovu kfivost tvaru K = —1. Je zfejmé, ze stac¢i najit rovnice rotujici
kiivky (tj. profilu (8)). Ze vztahu (16) pro Gaussovu kiivost dostaneme diferencidlni rov-

nici 2”(u) — z(u) = 0, kterd méa obecné feseni
x(u) = ce" +de™™, ¢, d€R.

Druhou funkei z(u) z rovnice profilu (8) pak uréime z podminky pro pfirozenou parame-
trizaci profilu. Funkei z(u) vSak lze vyjadiit z rovnice (15) pomoci elementarnich funkef
pouze tehdy, kdyz jedna z konstant ¢, d je rovna nule. Predpokladejme tedy d = 0. Repa-
rametrizaci u — u + const pak dosdhneme toho, ze ¢ = 1, takze celkem proc=1ad =10
je x(u) = e*. Z podminky (15) pak dostaneme 2'(u) = /1 — 2, takze

z(u) = /mdu.
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Aby byl u vyse uvedeného integralu vyraz pod odmocninou kladny, musime predpokladat

u < 0. Integral pak vypocteme substituci cosa = e* a nakonec vyjde
/mdu =1 —e2— In(e™ + m)
S vyuzitim identity (7) pak dostdvame
z(u) = V1 — e — argcosh(e™).

Intagracni konstantu jsme mohli polozit rovnu nule vzhledem k moznym translacim plo-
chy. Odvodili jsme tak vyse uvedenou rovnici (6) traktrix. Rotaci kolem osy z nakonec
dostaneme plochu, kterd ma ve vsech bodech konstantni Gaussovu ktivost K = —1. Po-
znamenejme, ze vzhledem k vyse uvedenému predpokladu u < 0 plati 0 < x(u) = e* < 1.
Substituci w = e™" dostdvame parametrické vyjadreni traktrix (9) a parametrizaci pseu-

dosféry nazyvanou Upper half plane model.

5.1 Upper half plane model

Poznamenejme na zacatek, ze vSechna tvrzeni z této i néasledujici kapitoly jsou dokazana
v knize [5]. Podle véty 5.5 uvedené nize, na pseudosféie neplati axiom rovnobézek. Pseu-
dosféra je tedy jednim z modelu neeukleidovské geometrie. Tento model déle oznacujeme
symbolem H.

Uvazujme parametrizaci traktrix (5) a prislusnou parametrizaci pseudosféry

flw,v) = (i Cosv,%sinv, \/1— % —In(w+ vw? — 1)) . (18)

Plocha je korektné definovand pro w > 1. Podle [5], geodetiky této plochy odpovidaji
segmentum kruznic a piimkam kolmo protinajicim osu v v roviné parametru vw. Pro

tecné vektory plati

, 1 1 . w? — 1
fw = —E COSU,—ESIII’U,——2 s

w
1 1
fi= (—— sinv, — COSU,O) .
w w
Koeficienty prvni zakladni formy jsou pak tvaru
1, ., , o wrol 1 , 1
gnzﬂ(sm v+ cos”v) + 0 :—E(quw —l)zﬁ,

. . 1
g2 = —3(c0svsmv —sinvcosv) =0, g = —5.
w w

Takze prvni zakladni forma je rovna

B dw? + dv?
T w?

Y1 (19)
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Podle zndmé Hilbertovy véty (viz [5]) neexistuje plocha s konstantni Gaussovou
kiivosti, ktera je " geodeticky kompletni”, tj. plocha v niz lze vSechny geodetiky nekonecné
prodluzovat v obou smérech. To se da obejit tak, ze vSechny vlastnosti plochy zavisejici

na prvni zakladni formé (tj. délky, thly, geodetiky apod.) studujeme v oblasti
H = {(v,w) € R*}|w > 0} (20)

se zadanou prvni zdkladn{ formou (19). V H totiz umime sestrojit geodetiky, jak uvidime
dale. Vyse uvedené vlastnosti se pak nazyvaji hyperbolické délky, hyperbolické wihly apod.
Oznaceni (20) pak ospravedlinuje nézev této kapitoly ”Upper half plane model”. Vyuziva
se také identifikace R? s mnozinou komplexnich ¢isel C' pomoci zobrazeni (v, w) — v +iw,
takze

H ={z € C|lm(z) > 0}.
o

roviny (v, w, 0), tak existuje konformni zobrazeni z H do roviny. Plat{ tedy

Protoze prvni zdkladni forma (19) je =5 ndsobkem prvni zdkladni formy dw? + dv?

Véta 5.1 Hyperbolické ihly v H jsou stejné jako eukleidovské whly.
Vidime, ze se jedna o konformni model. Nasledujici véta popisuje geodetiky v H.

Véta 5.2 Geodetiky v H jsou poloprimky rovnobézné s imagindrni osou a segmenty kruznic

se stredy na redlné ose.

Jak jiz bylo feceno, roli pfimek v hyperbolické geometrii zastupuji geodetiky, pricemz
na H je nazyvame hyperbolickymi primkami. Tedy uvedené kiivky v oblasti parametru
se zobrazuji na geodetiky na pseudosfére. Na plochu pseudosféry se zobrazi pouze ta
¢ast pulkruznice nebo polopiimky, ktera lezi nad pfimkou w = 1 neboli Im(z) = i. Na

obrazcich 7 a 8 si odpovidaji kiivky se stejnou barvou.

05

Obrézek 7: Geodetiky na pseudosféte
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Obrazek 8: Geodetické piimky v ‘H

Véta 5.3 Libovolnymi dvéma ruznymi body na H prochazi jedindg hyperbolickd primka.

Za ruzné body pritom povazujeme ruzné body v H, i kdyz se zobrazi na stejny bod
pseudosféry. Geodetika je urc¢ena jednozna¢né dvéma body v H, nikoli jen dvéma body

na pseudosfére, jak je vidét na obrazcich 9 a 10.

Obrazek 10: Ruzné hyperbolické piimky: AB; a ABs

Protoze existuje jedina hyperbolickd pifimka prochazejici libovolnymi dvéma body
a,b € H, ma smysl definovat tzv. hyperbolickou vzddlenost dy/(a,b) bodu a,b jako délku
hyperbolického primého segmentu, ktery tyto body spojuje. Hyperbolicka vzdalenost bodu
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je tedy urcena délkou useku geodetiky, kterd jimi prochazi. Body a, b jsou komplexni ¢isla

v H. Oznacme a komplexné sdruzené ¢islo ke komplexnimu ¢islu a. Pak plati

Veéta 5.4 Hyperbolickd vzddlenost mezi dvéma body a,b € H je

[~ 4]

dy(a,b) = 2arg tanh

[p—al’
Pritom argtanh(x) zna¢i inverzni funkci k hyperbolickému tangensu
et —e”
tanh(z) = ———.
er+e "

Pripomenme zde znamy vzorec

1 1
arg tanh(z) = éln (1—1_—§> :

Poznamenejme, ze hyperbolicky tangens v predchozi vété je dalsim ospravedlnénim toho,
ze geometrie v H se nazyva hyperbolickou geometrii. Na prvni pohled by se mohlo zdat,
ze hyperbolicka piimka tvorend pulkruznici je kratka. Kdyz vSsak uvazime metriku dy,
vidime, ze hyperbolické primky jsou nekonecné.

Podle néasledujici véty je H modelem neeukleidovské geometrie.
Véta 5.5 V H neplati axiom rovnobézZek.

Na obrazku 11 vidime hyperbolickou piimku A a bod P, kterym prochazi dvé ruzné

hyperbolické piimky ¢, d rovnobézné s h.

25

Obrazek 11: Axiom rovnobézek v H

Nésledujici véta uvadi vzorec pro vypocet plosného obsahu hyperbolického polygonu,

tj. polygonu, jehoz strany tvoii hyperbolické ptimky.

Véta 5.6 Necht P je hyperbolicky n-ihelnik v H, jehoZ vnitini ihly jsou aq, g, . .., ay,.
Pak pro hyperbolickou plochu tohoto n-uhelnika plati:

AP)=(n—2)r —a; —ag — ... — Q.
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5.2 Poincarého diskovy model

Od Upper half plane modelu se presuneme k Poincarého diskovému modelu pomoci zob-

razeni .
P() = (21)

z24+1
Jedna se o bijekci mezi komplexni rovinou bez —i a komplexni rovinou bez 1. Inverzni

zobrazeni vypada takto:
z+1

(z—1)i
Je ziejmé, ze zobrazeni P je definovano ve vSech bodech H. Urcéime nyni obraz H pri

zobrazeni P. Plati

P(2) =

v+i(w—1)

P(v +iw) :—v+i(w+1)’

takze

v +wr4+1-2w 1/2
v+ w2414+ 2w ’

|77(v + zw)‘ = (
Odtud dostéavame }P(v + wz)| < 1 prave kdyz w > 0, !77(1) + wz)’ =1lprow =0 a
}P(v + wz)’ > 1 pro w < 0. Tedy P zobrazi ‘H na jednotkovy disk

D={z€C||z| <1}

a realnou osu na jednotkovou kruznici C danou rovnici |z| = 1. Poincarého diskovy model
Dp hyperbolické geometrie je disk D s prvni zakladni formou takovou, ze P : H — Dp je
izometrie. Zobrazeni P : H — Dp je ilustrovano obrazky 12 a 13.

Piimym vypoc¢tem odvodime:

Véta 5.7 Proni zdkladni forma je tvaru

4(dw?* + dv?)
Y1 = :
(1— 02— w?)?

)]

e

=
w—

Obrazek 12: Geodetiky v H
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Obrézek 13: Geodetiky v Dp

Podle predchozi véty Dp je opét konformnim modelem hyperbolické geometrie. Vzdalenost
dvou bodu v Dp definujeme vztahem

Ay (a,0) = du (P~ (@), P (b)).
Pak plati nasledujici véta:
Véta 5.8 Pro vzddlenost bodu a,b € Dp plati:

dp..(a,b) = 2argt p L=l
a,b) = 2arg tanh———-.
Pr J |1 —ab|
Pro hyperbolické ptimky v Dp plati:
Veéta 5.9 Hyperbolické primky v Dp jsou primky a segmenty kruznic, které kolmo protinaji
hranicni kruznici C.

Obrézek 14: Axiom rovnobézek v D

Axiom rovnobézek opét neplati. Na obrazku 14 bodem P prochéazeji geodetiky e a f
rovnobézné s h. Geodetiky ¢ a d jsou hranicni.
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6 Zaveéer

V prvni kapitole jsme uvedli tvrzeni, na kterych je postavena hyperbolickd geometrie.
Srovnali jsme geometrii eukleidovskou, eliptickou a hyperbolickou. Ukazali jsme, ze vhod-
nou plochou pro studium vlastnosti hyperbolické geometrie je pseudosféra, na které hraji
roli pifimek geodetiky. Bohuzel na pseudosfére neni mozné geodetiky libovolné prodluzovat.
Parametrizaci pseudosféry jsme ziskali Upper half plane model, ktery umoznuje libovolné
prodluzovani geodetik. Kvalitou tohoto modelu je, Ze je konformni. Pomoci vhodné trans-
formace jsme pak ziskali Poincarého diskovy model, ktery vyuziva pouze jednotkovy kruh

v komplexni roviné. Jedna se také o konformni model.
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