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2.2 Aplikace lineárńı analýzy stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3 Fyzikálńı principy vzniku nestabilit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Úvod

Dizertačńı práce se věnuje úvodu do problematiky matematického modelováńı nestabilit stěno-
vých kapalných filmů. Kapalné filmy se uplatňuj́ı při odváděńı tepla z pevných povrch̊u, ovlivňuj́ı
kvalitu nátěru v technologii povlakových vrstev, objevuj́ı se jako pr̊uvodńı jev kondenzace vodńı
páry, př́ıpadně jsou už́ıvány jako lubrikant v ropných potrub́ıch. Nestabilita kapalných filmů
je studována v souvislosti s prouděńım na kř́ıdlech letadel, tvorbou aerosolových lékových fo-
rem nebo atomizaćı paliva spalovaćıch motor̊u. Jako nežádoućı fenomén se objevuje např́ıklad
v př́ıvodńım potrub́ı turb́ınových stroj̊u. S ohledem na právě uvedené aplikace je v technické
praxi z konstrukčńıho i technologického hlediska žádoućı porozuměńı př́ıčinám iniciace nestabilit
na mikroskopické úrovni i podmı́nkám vývoje nestabilit k makroskopickému projevu ve formě
r̊uzných typ̊u vln a struktur až do atomizačńı fáze, tj. odtržeńı fragment̊u kapaliny z povrchu
filmu.

Snaha o sestaveńı uceleného úvodu do problematiky včetně návrhu matematických model̊u
umožňuj́ıćıch predikovat iniciaci i vývoj nestabilit motivovala postup praćı i strukturu dizertace.
Vzhledem k rozmanitosti nestabilit a skutečnosti, že každý typ nestability vyžaduje speciálńı
model, bylo středisko zájmu orientováno na

• sestaveńı algoritmu pro vyšetřeńı podmı́nek iniciace infinitezimálńıch hydrodynamických
nestabilit v mezńıch vrstvách tekutin,

• predikci dvoudimenzionálńıch vln na hladině filmu,

• konstrukci kritéríı pro určeńı kritických rychlost́ı vedoućıch k odtržeńı kapek z povrchu
filmu.

S přihlédnut́ım k uvedenému zaměřeńı, významu smykových a tlakových sil p̊usob́ıćıch na
hladinu filmu v d̊usledku proud́ıćıho plynu a celé řadě možných konfiguraćı problému je dizertačńı
práce obsahově vymezena následuj́ıćımi předpoklady:

• Kapalný film se nacháźı na pevné stěně a je vystaven prouděńı plynu.

• Prouděńı plynu je primárńı př́ıčinou vzniku nestabilit.

• Zakřiveńı stěny a odtoková hrana nejsou uvažovány.

• Fyzikálńı vlastnosti tekutin jsou bĺızké dvojici voda–vzduch.

Uvedené uspořádáńı odpov́ıdá časté aplikaci v rámci potrubńıch systémů, kdy lze zakřiveńı
stěny vzhledem ke tloušt’ce filmu zanedbat, a materiálové vymezeńı usnadňuje porovnáńı výsled-
k̊u model̊u s experimenty.
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KAPITOLA 1

Vybrané poznatky teorie hydrodynamické
stability

Z hlediska obecné fyzikálńı teorie je problematika stability kapalného filmu součást́ı obecného
problému hydrodynamické stability jej́ıž teoretické základy byly předmětem studia od konce 19.
stolet́ı. Pojem hydrodynamické nestability zahrnuje několik druh̊u fyzikálńıch fenomén̊u (např.
Kelvinova-Helmholtzova nestabilita, Rayleighova-Taylorova nestabilita, přechod do turbulentńı-
ho režimu) jejichž společným jmenovatelem je proces transformace p̊uvodńıho typu prouděńı.
Ačkoliv nový režim prouděńı může mı́t laminárńı charakter a vznik nestabilit je možné vysvětlit
zákony dynamiky (např. Bernoulliho rovnice v př́ıpadě Kelvinovy-Helmholtzovy nestability), ve
většině př́ıpad̊u jsou hydrodynamické nestability spojeny s přechodem do turbulentńıho režimu
prouděńı. Dle současné teorie přechodu je prvotńı př́ıčinou tohoto jevu nestabilita rovnováhy
sil v laminárńı smykové oblasti [38]. Tato vnitřńı silová nestabilita následně zesiluje i p̊uvodně
nepatrné poruchy (perturbace) ideálńıho laminárńıho prouděńı, které jsou inherentńı součást́ı
reálné proud́ıćı tekutiny, at’ již v d̊usledku tepelné fluktuace (Brown̊uv pohyb), akustických
vliv̊u nebo turbulence vněǰśıho prostřed́ı [38].

Matematický popis umožňuj́ıćı teoreticky zkoumat vývoj těchto počátečńıch nestabilit v čase
a prostoru byl sestaven právě na základě snahy o vysvětleńı přechodu laminárńıho prouděńı do
turbulentńıho režimu na přelomu 19. a 20. stolet́ı, lze jej však dobře použ́ıt i k predikci nestabilit
kapalného filmu. Př́ıslušný aparát je nazýván lineárńı analýza stability.

1.1 Princip lineárńı analýzy stability

Obecná analýza hydrodynamické stability je založena na predikci vývoje drobných poruch rych-
lostńıho pole laminárńıho základńıho proudu. Uvedený př́ıstup objevil lord Rayleigh (1842-1919)
na základě předpokladu, že v př́ıpadě malých amplitud výchylek se systém chová lineárně, a lze
tedy dle Fourierova principu superpozice nahradit obecnou poruchu superpozićı sinusoidálńıch
oscilaćı (poruchových vln) základńıho prouděńı. Princip řešeńı pak spoč́ıvá ve sledováńı tendence
r̊ustu amplitud poruchových vln š́ı̌ŕıćıch se ve směru základńıho prouděńı.

Z matematického hlediska vycháźı analýza stability z tzv. Reynoldsova rozkladu rychlosti v
a tlaku p :

v(x, y, z, t) = V(x, y, z) + v′(x, y, z, t), (1.1)

p(x, y, z, t) = P (x, y, z) + p′(x, y, z, t)′. (1.2)

Časově pr̊uměrné hodnoty rychlosti a tlaku, V a P , definuj́ı stacionárńı základńı proud
a veličiny v′i a p′ odpov́ıdaj́ı časově proměnlivým fluktuaćım. S ohledem na aplikace lze pro
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Kapitola 1

jednoduchost obecný př́ıpad daný rovnicemi (1.1) a (1.2) omezit na tzv. paralelńı prouděńı, kde
základńı proud splňuje

V = [U(y), 0, 0] . (1.3)

Lineárńı teorie stability se zabývá analýzou vývoje perturbaćı, speciálně rychlostńıch fluk-
tuaćı v′, za předpokladu, že tyto fluktuace jsou malé v porovnáńı se základńım proudem. Dle
výše zmı́něného Fourierova sumačńıho principu lze následně rychlostńı poruchy v př́ıpadě para-
lelńıho prouděńı reprezentovat ve formě vlny š́ı̌ŕıćı se v rovině (x,z) s amplitudou závisej́ıćı na y.
Pro popis fluktuačńıch složek se tak s výhodou zavád́ı předpis

v′ = v̂(y) exp[i(αx+ βz − αct)], (1.4)

kde v̂ = [û, v̂, ŵ] je vektor komplexńıch amplitudových funkćı, α je vlnové č́ıslo ve směru osy x,
β vlnové č́ıslo ve směru osy z a c je komplexńı rychlost vlny, kterou lze zapsat ve tvaru

c = cR + icI . (1.5)

Dosazeńım (1.5) do (1.4) dostáváme

v′ = v̂(y) exp(αcIt) exp[i(αx+ βz − αcRt)], (1.6)

odkud je evidentńı fyzikálńı význam komponent cR a cI. Fluktuace ve fixńım bodě osciluje
s frekvenćı ω = αcR, přičemž amplituda oscilaćı v daném směru je dána součinem př́ıslušné am-
plitudové funkce a výrazu exp(αcIt). Z jiného pohledu představuje cR fázovou rychlost fluktuačńı
vlny, jej́ıž amplituda roste exponenciálně v čase s exponentem αcI.

Prouděńı považujeme za stabilńı resp. nestabilńı, jestliže fluktuačńı složka rychlosti klesá
resp. roste. Ze vztahu (1.6) a výše uvedeného lze tedy lehce nahlédnout, že pro otázku stability
je zásadńı signum komponenty cI. Plat́ı:

cI < 0 ⇒ prouděńı je stabilńı,
cI > 0 ⇒ prouděńı je nestabilńı,
cI = 0 ⇒ prouděńı je neutrálně stabilńı.

(1.7)

Analýza stability uvažuj́ıćı komplexńı rychlost c a reálná vlnová č́ısla α a β se nazývá analýza
časové stability. Zvoĺıme-li reálnou rychlost c a komplexńı vlnové č́ıslo α, pak rychlostńı fluktuace
nabývaj́ı tvar

v′ = v̂(y) exp[i(αRx+ βz − αRct)]exp(αIcx), (1.8)

rostou v závislosti na souřadnici x a odpov́ıdaj́ıćı analýza pak definuje problém prostorové sta-
bility. Dle práce [14] jsou však oba př́ıstupy ekvivalentńı v matematickém smyslu.

Př́ıslušné rovnice pro výpočet rychlost́ı cR a cI źıskáme dosazeńım vztah̊u (1.1) a (1.2) s rych-
lostńımi fluktuacemi ve tvaru (1.6) resp. (1.8) do pohybových rovnic. V př́ıpadě lineárńı teorie
přitom zanedbáváme kvadratické členy fluktuačńıch rychlost́ı v′i a obdrž́ıme tak lineárńı systém.

1.2 Nestabilita paralelńıho prouděńı a Orrova-Sommerfeldova
rovnice

Z hlediska mechaniky tekutin lze problematiku nestability kapalného filmu modelovat pomoćı
pohybových rovnic sestavených pro dvoudimenzionálńı paralelńı prouděńı

[u, v] = [U(y) + u′(x, y, t), v′(x, y, t)], (1.9)

p = P (x, y) + p′(x, y, t), (1.10)
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Kapitola 1

Rovnice kontinuity pro fluktuačńı složky u′ a v′ nás opravňuje k zavedeńı proudové funkce Ψ,
kterou s ohledem na řešený problém, bĺıže viz např. [6] str. 577, definujeme ve tvaru

Ψ = φ(y) exp[iα(x− ct)]. (1.11)

Rychlostńı fluktuace pak obdrž́ıme z definice proudové funkce jej́ımi derivacemi

u′ =
∂Ψ

∂y
=

dφ(y)

dy
exp[iα(x− ct)], (1.12)

v′ = −∂Ψ

∂x
= −iαφ(y) exp[iα(x− ct)]. (1.13)

V předpisu (1.11) znač́ı φ(y) komplexńı amplitudovou funkci, α reálné vlnové č́ıslo a c kom-
plexńı rychlost vlny v souladu s odstavcem 1.1. Dosazeńım vztah̊u (1.12) a (1.13) do Navie-
rových-Stokesových rovnic pro dvoudimenzionálńı nestacionárńı a nestlačitelné prouděńı, linea-
rizaćı rovnic a eliminaćı tlakového členu obdrž́ıme tzv. Orrovu-Sommerfeldovu rovnici

(U − c)(φ′′ − α2φ)− U ′′φ =
1

iαRe
(φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ), (1.14)

kde φ′, U ′ znač́ı derivace dle nezávisle proměnné y, Re=U0D/ν definuje Reynoldsovo č́ıslo
hlavńıho proudu s charakteristickým rozměrem D a charakteristickou rychlost́ı U0. V př́ıpadě
mezńıch vrstev vycházej́ı okrajové podmı́nky z předpokladu, že fluktuace rychlost́ı u′ a v′ muśı
být nulové na stěně (y = 0) a ve volném proudu (prouděńı je laminárńı), tj. ve velké vzdálenosti
od stěny (y →∞). Okrajové podmı́nky maj́ı tud́ıž tvar

φ = φ′ = 0 v y = 0 , (1.15)

φ = φ′ = 0 pro y →∞ . (1.16)

Analýza stability laminárńıho prouděńı je nyńı převedena na problém vlastńıch č́ısel Orrovy-
Sommerfeldovy rovnice. Pro daný základńı tok definovaný profilem U(y) rovnice obsahuje para-
metry Re, α, cR a cI, z nichž za dané považujeme Re základńıho toku a parametr α prostřednic-
tv́ım vlnové délky poruch λ = 2π/α. Pro každou dvojici parametr̊u Re, α tedy řešeńım rovnice
s okrajovými podmı́nkami obdrž́ıme komplexńı funkci φ a komplexńı vlnovou rychlost c jako
vlastńı hodnoty rovnice.

Stejně jako v př́ıpadě fluktuaćı definovaných ve tvaru (1.4), resp. 1.6, v odstavci 1.1 je stabilita
určena znaménkem parametru cI. Tato skutečnost motivuje sestrojeńı křivky, na ńıž plat́ı cI = 0
v prostoru parametr̊u Re a α pro daný rychlostńı profil U(y). Explicitně řečeno, křivka pro
daná Reynoldsova č́ısla definuje vlnové délky fluktuačńıch vln, které nejsou ani zesilovány ani
zeslabovány, a hovoř́ıme proto o tzv. křivce (mezi) neutrálńı stability.

Z dosud uvedené teorie stability a odvozeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice vyplývá, že jej́ı
význam spoč́ıvá zejména ve vyšetřováńı podmı́nek vedoućıch k nástupu turbulentńıho režimu
prouděńı. Rovnice pro daný rychlostńı profil a Reynoldsovo č́ıslo hlavńıho proudu predikuje
v závislosti na vlnovém č́ısle vývoj rychlostńıch fluktuaćı u′, v′, které koresponduj́ı se vznikem
Tollmienových-Schlichtingových vln. Omezeńı rovnice vycházej́ıćı z linearizace a předpokladu
paralelńıho prouděńı vymezuj́ı oblast jej́ı použitelnosti předevš́ım na počátečńı fáze rozvoje
nestabilit. I přes toto vymezeńı je však princip Orrovy-Sommerfeldovy rovnice součást́ı mnohých
př́ıstup̊u k řešeńı nestability tenkého filmu.
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KAPITOLA 2

Problematika nestabilit na tenkých
kapalných filmech

2.1 Experimentálńı poznatky a typy nestabilit

Charakter vln na tenkých filmech je primárně podmı́něn hodnotami Reynoldsových č́ısel vlast-
ńıho filmu ReL a doprovodného plynného proudu ReG. Reynoldsovo č́ıslo kapaliny

ReL =
Q

ν

je dáno poměrem objemového toku kapaliny na jednotku délky v př́ıčném směru Q ku kinema-
tické viskozitě ν a udává tedy informaci o tloušt’ce filmu a rychlosti proud́ıćı tekutiny.

Experimentálńım pozorováńım nestabilit na tenkých kapalných filmech pro r̊uzné geome-
trické i fyzikálńı parametry se zabývali např. Craik [10], Cohen a Hanratty [8], Jurman a
McCready [20], [30]. Výsledky experiment̊u byly zakresleny do tzv. map režim̊u nestabilit, viz
např. obr. 2.1. Pozorováńı ukazuj́ı, že kapalné filmy vykazuj́ı v závislosti na tloušt’ce kapalné
vrstvy a rychlosti proud́ıćıho plynu následuj́ıćı režimy nestabilit:

• tzv. pomalé vlny v př́ıpadě velmi tenkých filmů (do 0,5 mm) š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı menš́ı než
povrch kapaliny a zanikaj́ıćı pro nadkritické hodnoty tloušt’ky filmu. Na hladkém povrchu
se pak při větš́ıch rychlostech plynu začnou tvořit

• dvoudimenzionálńı periodické vlny s fázovou rychlost́ı větš́ı než rychlost povrchu
kapaliny. Tyto pro velmi tenké filmy mohou koexistovat s předchoźım typem pomalých
vln, pro větš́ı tloušt’ky filmu však při větš́ıch rychlostech plynu přecházej́ı ve

• vlny s tř́ıdimenzionálńım charakterem, které se při dostatečně ńızkých hodnotách
Reynoldsova č́ısla kapalné vrstvy redukuj́ı na

• solitárńı vlny velkých amplitud s geometrickým charakterem podobným pomalým vlnám,
tj. př́ıkrou předńı a sestupnou zadńı část́ı, př́ıpadně na

• kapilárńı vlny (angl. ripples) vznikaj́ıćı z dvoudimenzionálńıch periodických vln pro
velmi tenké filmy a vysoké rychlosti plynu, přičemž pro nadkritické rychlosti plynu může
u těchto, př́ıpadně předchoźıch solitárńıch vln, nastávat

• tzv. atomizace, tj. odtržeńı fragment̊u kapaliny z vrchol̊u vln za vzniku kapek procesem
sekundárńı atomizace.
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Kapitola 2

Obrázek 2.1: Mapa režimu vln pro µL = 30 cP. Převzato z [30].

2.2 Aplikace lineárńı analýzy stability

Aplikaci lineárńı analýzy na problém nestabilit kapalného filmu v uzavřeném kanále vyložil
v přehledovém článku Hanratty [15]. Rozklad výšky hladiny po délce vlny na jej́ı pr̊uměrnou a
fluktuačńı složku je definován součtem

h = h+ h′, (2.1)

Analogicky k odstavci 1.1 definujeme komplexńı funkci

h′ = a exp iα(x− ct), (2.2)

jej́ıž reálná složka
<[h′] = a exp(αcIt) cosα(x− cRt) (2.3)

popisuje výchylku rozhrańı od rovnovážné polohy h pomoćı funkčńı závislosti na vlnovém č́ısle
α = 2π/λ, souřadnici ve směru prouděńı x, komplexńı vlnové rychlosti c = cR + icI a čase t.
Vlny na rozhrańı jsou doprovázeny výchylkami rychlostńıho pole kapalné i plynné vrstvy in-
dukovanými, jak ukazuje následuj́ıćı podkapitola 2.3, výchylkami tlaku a smykového napět́ı na
rozhrańı. S ohledem na předpoklad malých výchylek veličin, předpokládané typy nestabilit a
poznatky uvedené v části 1.2 je adekvátńı zjednodušeńı problému na dvoudimenzionálńı pa-
ralelńı prouděńı, přičemž uvažujeme rychlostńı pole zvlášt’ pro plynnou a zvlášt’ pro kapalnou
vrstvu. Užit́ım obvyklého Reynoldsova rozkladu na pr̊uměrnou a fluktuačńı složku těchto veličin
obdrž́ıme pro rychlostńı pole kapalné resp. plynné vrstvy (j≡L resp. j≡G) a tlakové a smykové
napět́ı p̊usob́ıćı na rozhrańı po řadě vztahy

[Uj , Vj ] = [Uj(y) + U ′j , V
′
j ], (2.4)

Pw = Pw + P ′w, (2.5)

τw = τw + τ ′w . (2.6)

Předpokladem lineárńı analýzy je požadavek, aby amplituda a výchylky h′ byla dostatečně
malá pro splněńı linearity ve smyslu vztah̊u

U ′j

Ûj(y)
=

V ′j

V̂j(y)
=
P ′w

P̂w

=
τ ′w
τ̂w

= a exp iα(x− ct) , (2.7)
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Kapitola 2

kde amplitudové složky Ûj(y), V̂j(y), P̂w a τ̂w jsou komplexńı, tj. zejména definujeme

P̂w = PWR + iPWI, (2.8)

τ̂w = τWR + iτWI. (2.9)

Separaćı reálných složek fluktuaćı P ′w, τ ′w definovaných předpisy (2.7)–(2.9) obdrž́ıme vztahy

<[P ′w] = a exp(αcIt)[PWR cosα(x− cRt)− PWI sinα(x− cRt)], (2.10)

<[τ ′w] = a exp(αcIt)[τWR cosα(x− cRt)− τWI sinα(x− cRt)]. (2.11)

Analogicky k obecnému úvodu v podkapitole 1.1 je principem lineárńı analýzy stability
dosazeńı veličin definovaných vztahy (2.2)–(2.9) do pohybových rovnic a vyšetřeńı jejich pr̊uběhu
v závislosti na geometrických a fyzikálńıch parametrech definovaných okrajovými podmı́nkami.
Ćılem analýzy je zejména určeńı rychlosti cI pro predikci trendu r̊ustu nestabilit v závislosti na
vlnovém č́ısle α, rychlosti vněǰśıho proudu U a tloušt’ce kapalné vrstvy h. Ze vztahu (2.3) přitom
plyne, že podmı́nka cI = 0 resp. cI> 0 definuje přechod ze stabilńıho režimu v nestabilńı resp.
r̊ust vln. Nejrychleji rostoućı vlny jsou takové, pro něž je součin αcI maximálńı.

Konkrétńı tvar př́ıslušných pohybových rovnic je odvozen z Navierových-Stokesových rov-
nic za předpokladu zjednodušeńı v d̊usledku př́ıpadných geometrických specifik a s využit́ım
adekvátńıch model̊u rychlostńıch profil̊u a tlakových resp. smykových účink̊u Pw resp. τw, ze-
jména jejich amplitudových složek PWR, PWI resp. τWR, τWI.

2.3 Fyzikálńı principy vzniku nestabilit

Klasická teorie hydrodynamické nestability vysvětluje destabilizaci kapalných vrstev teoríı Kel-
vinovy-Helmholtzovy nestability, tj. změnou hustot a rychlost́ı tekutin na rozhrańı a aplikaćı
fenoménu popsaného Bernoulliho rovnićı. Jej́ım principem je vznik tlakových propad̊u a extrémů
nad apriori zvlněným povrchem. Vzhledem ke geometrickým specifikám nestabilit tenkých filmů
a skutečnosti, že kritéria K-H nestability nezohledňuj́ı vliv smykových sil nar̊ustaj́ıćıch pro velké
rychlosti proud́ıćıho plynu, nemůže být tato teorie použita k dostatečnému popisu pozorovaných
nestabilit tenkých kapalných filmů.

Cohen a Hanratty ve studii [8] pozorovali vždy větš́ı vlnovou rychlost než rychlost filmu,
z čehož vyvozuj́ı, že v př́ıpadě vln na povrchu kapalných filmů neńı energie transmitována
z hlavńıho proudu reprezentovaného pr̊uměrným rychlostńım profilem. Podobně autoři usuzuj́ı,
že vlny nejsou d̊usledkem turbulence vzduchové vrstvy nad filmem, nebot’ hladký film byl pozo-
rován i v př́ıpadech turbulentńıho proudu plynu, ani Phillipsova rezonančńıho mechanismu, viz
[31], [32], protože vlnové rychlosti jsou mnohem menš́ı než pr̊uměrná rychlost plynu. Konečnou
hypotézou autor̊u je tvrzeńı, že vlny źıskávaj́ı energii z proudu plynu skrze fluktuace tlaku a
smykového napět́ı zp̊usobené nerovnostmi na povrchu filmu. Ke vzniku nestabilit tedy obecně
docháźı pokud vliv destabilizačńıch sil setrvačných, smykových a tlakových převáž́ı nad účinky
stabilizačńıch sil t́ıhových a povrchového napět́ı, viz schéma na obrázku 2.2.

Obrázek 2.2: Schéma silového p̊usobeńı při vzniku nestabilit.
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Z dosud uvedeného vyplývá, že stěžejńım problémem predikce nestability kapalného filmu je
určeńı tlakových a smykových sil p̊usob́ıćıch na rozhrańı volbou vhodného modelu. Ze vztah̊u
(2.8) a (2.9) plyne, že v př́ıpadě aplikace lineárńı analýzy stability jsou tyto veličiny modelovány
harmonickou funkćı fázově posunutou v̊uči povrchu vlny, jej́ıž geometrie je dle předpisu (2.3)
předpokládána rovněž harmonická.

Ze vztah̊u (2.8) a (2.9) plyne, že reálné komponenty veličin P ′w, τ
′
w, tj. veličiny PWR a τWR,

jsou ve fázi s amplitudou vln a imaginárńı komponenty PWI a τWI jsou ve fázi s
”
nulovými body“

vlny, viz obrázek 2.3. Fázová posunut́ı teoreticky harmonických pr̊uběh̊u výchylek P ′w, τ ′w v̊uči
povrchu filmu tedy závisej́ı na poměrech mezi jejich reálnými a imaginárńımi amplitudami.

Obrázek 2.3: Fyzikálńı význam veličin PWR, PWI, τWR, τWI.

Fyzikálńı význam jednotlivých komponent podává Hanratty v přehledové práci [15]. Z ana-
lýzy vyplývá, že vliv tlakových sil je dle principu Bernoulliho rovnice zásadńı pro vlny s velkou
amplitudou, význam smykových sil pak vzr̊ustá pro rostoućı rychlosti proud́ıćıho plynu.

2.4 Matematická formulace problému

Silové účinky v kapalné vrstvě a na hladině filmu jsou matematicky popsány pomoćı pohybových
rovnic a př́ıslušný okrajový problém je uzavřen okrajovými podmı́nkami na stěně kanálu a na
fázovém rozhrańı. Matematická formulace je doplněna vztahy pro rychlostńı profily vycházej́ıćı
z konkrétńı konfigurace problému.

Matematické modely diskutovaného problému vycházej́ı z klasických Navierových-Stokes-
ových rovnic pro viskózńı nestlačitelné prouděńı a rovnice kontinuity. Kromě předpokladu malých
amplitud a podmı́nky mělké vody vycháźı odvozeńı př́ıslušných modelových rovnic dále ze zjed-
nodušeńı pohybových rovnic s ohledem na:

• stacionárńı prouděńı, tj.
∂u

∂t
= 0,

∂v

∂t
= 0, (2.12)

• vlastnosti mezńıch vrstev, tj.

∂

∂x
� ∂

∂y
,

∂2

∂x2
� ∂2

∂y2
, (2.13)

• paralelńı prouděńı, tj. v � u.

Okrajovou podmı́nku na stěnách kanálu reprezentuje tzv. podmı́nka ulṕıváńı, tj.

u = 0, v = 0. (2.14)

Okrajové podmı́nky na hladině filmu zabezpečuj́ı jednak spojitost rychlost́ı a jednak rovnováhu
normálového a tečného napět́ı na rozhrańı.

11



Kapitola 2

2.5 Rychlostńı profily

Klasické zjednodušeńı problému iniciace nestabilit na obtékaném kapalném filmu předpokládá
lineárńı [10], př́ıpadně parabolický [25] rychlostńı profil, přičemž konkrétńı formule je závislá na
geometrickém uspořádáńı a okrajových podmı́nkách na rozhrańı.

Profil plynné vrstvy je v reálných aplikaćıch závislý na př́ıslušné konfiguraci problému. V pu-
blikovaných př́ıstupech k řešeńı jsou modely nestabilit kapalného filmu běžně omezeny na př́ıpad
stacionárńıho plně vyvinutého turbulentńıho prouděńı. Ačkoliv některé př́ıstupy vycházej́ı z kla-
sického logaritmického zákona pro turbulentńı profil, př́ıpadně z teorie profil̊u nad drsnými
povrchy, je většina profil̊u konstruována s přihlédnut́ım ke zvlněné hladině filmu.

Miles [28], Boomkamp a kol. [5], Miesen a Boersma [25] aplikuj́ı profil ve tvaru

U(y)

uτ
= U+ =

{
y+ 0 ≤ y+ ≤ δ+s
δ+s + 1

κ

(
γ − tanh γ

2

)
δ+s ≤ y+

(2.15)

kde δ+s je tloušt’ka vazké podvrstvy (Miles uvád́ı hodnoty 5–8) a parametr γ definuje formule

sinh γ = 2κ
(
y+ − δ+s

)
. (2.16)

Mocninný rychlostńı profil ve tvaru

U+ = 8, 74
(
y+
) 1

7 (2.17)

využ́ıvá Craik v článku [10] pro výpočet smykového napět́ı na hladině filmu.
Empirický rychlostńı profil turbulentńı mezńı vrstvy v trubici publikoval Reichardt [33]

U+ =
1

κ
ln (1 + κy+) + 7,8

(
1− e−y

+/11 − y+

11
e−y

+/3

)
. (2.18)

Van Driest̊uv [11] profil aplikuje Abrams [1] v modelu prouděńı nad zvlněným povrchem:

dU+

dy+
=

2

1 +
√

1 + 4κ2y+2 [1− exp(−y+/26)]2
. (2.19)

Porovnáńı rychlostńıch profil̊u je uvedeno na obrázku 2.4. Z porovnáńı vyplývá, že mocninný
profil velmi dobře aproximuje klasický logaritmický profil v rozmeźı od y+ = 40 do y+ = 400.

10
0

10
1

10
2

10
3

10
40

5

10

15

20

25

30

35

y+

U
(y

)/
u τ

 

 

 Miles (1962), δ+=6

 Reichardt (1951) − empirický

 mocninný profil, U+=8,74(y+)1/7

 univerzální, κ=0,4; K=5,5

 Zilker (1976), κ=0,41; K=5,1

s

Obrázek 2.4: Srovnáńı model̊u turbulentńıch rychlostńıch profil̊u.
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Př́ıstupy k řešeńı

Klasické př́ıstupy aplikované autory v počátečńıch pokusech o řešeńı [4], [8], [10], [15] vycházej́ı
z předpokladu, že pro velké poměry hustot a viskozit uvažovaných fáźı lze rozhrańı považovat
za pevné [16] a tud́ıž lze použ́ıt tzv. kvazi-statický př́ıstup (angl. quasi static approximation [25]
nebo divided attack [4]) sestávaj́ıćı ze dvou krok̊u:

1. Výpočet smykových a tlakových sil p̊usob́ıćıch na hladinu pomoćı prouděńı nad zvlněným
pevným povrchem definovaným poměrem λ/a.

2. Aplikace lineárńı analýzy nestabilit na př́ıslušné pohybové rovnice.

Vypočtené smykové a tlakové účinky jsou zahrnuty v okrajových podmı́nkách pohybových rov-
nic, př́ıpadně jako jejich parametry. V pozděǰśıch etapách vývoje model̊u nestabilit byl vyvinut
alternativńı př́ıstup spoč́ıvaj́ıćı v simultánńım řešeńı (angl. coupled) obou fáźı.

Př́ıslušné vedoućı rovnice jsou v př́ıpadě obou př́ıstup̊u odvozeny převážně na základě

• metody integrace pohybových rovnic ve směru kolmém na pr̊uměrný povrch kapalného filmu,
např. [3], [7], [15], [20], [23] nebo pomoćı

• analýzy Orrovy-Sommerfeldovy rovnice, např. [5], [8], [10], [25], [27].

Volba konkrétńıho př́ıstupu ke konstrukci vedoućıch rovnic, jakožto k výpočtu silových
účink̊u p̊usob́ıćıch na rozhrańı v př́ıpadě aplikace kvazi-statického př́ıstupu, je podmı́něna geo-
metríı apriorńıch vln a parametry kapalného filmu. Práce [7], [15] navrhuj́ı v př́ıpadě krátkých
vln aplikaci O-S rovnice a za předpokladu dlouhých vln metodu integrace pohybových rovnic
mezńıch vrstev. Principy obou metod uváděj́ı následuj́ıćı dva odstavce.

3.1 Integrálńı metody

Aplikaci integrálńıch metod v analýze stability kapalných filmů demonstruje Hanratty [15].
Uved’me v daľśım nástin metody pro př́ıpad tenkého filmu s plochými vlnami, tj. za předpokladu
αh̄→ 0. Definujeme-li pr̊uměrnou rychlost kapalného filmu integrálem

ua =
1

h

∫ h

0
UL(y) dy , (3.1)

pak integrálńı forma rovnice kontinuity má tvar

∂h

∂t
+
∂(hua)

∂x
= 0 . (3.2)
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Obrázek 3.1: Schéma problému při řešeńı integrálńı metodou.

Integrálńı formu pohybové rovnice ve směru osy x lze zapsat

∂(hua)

∂t
+
∂(hΓua

2)

∂x
= − h

ρL

∂P

∂x
+

1

ρL
(τs − τw) + gh cosϑ , (3.3)

kde τs zde znač́ı smykové napět́ı na rozhrańı fáźı, τw smykové napět́ı na pevné stěně, ϑ úhel
odklonu stěny od vektoru t́ıhového zrychleńı a

Γ =
1

hua2

∫ h

0
UL

2(y) dy (3.4)

je tvarový parametr rychlostńıho profilu.
Vztah pro tlak v kapalném filmu se zahrnut́ım vlivu povrchového napět́ı za předpokladu

(αh̄→ 0) uvád́ı Hanratty [15] ve tvaru

P = Ps + (h− y)ρLg sinϑ− σ∂
2h

∂x2
− 2µL

(
∂u

∂x

)
s

− 2τs
∂h

∂x
, (3.5)

kde Ps je tlak plynné vrstvy na rozhrańı.
Dosazeńım (3.5) do (3.3), poděleńım rovnice výškou filmu h a zjednodušeńım s ohledem na

předpoklady obdrž́ıme pohybovou rovnici pro kapalný film ve tvaru

∂ua
∂t

+ (2Γ− 1)ua
∂ua
∂x

+ (Γ− 1)
ua

2

h

∂h

∂x
+ ua

2∂Γ

∂x
=

− 1

ρL

∂Ps

∂x
− g sinϑ

∂h

∂x
+

σ

ρL

∂3h

∂x3
+

1

hρL
(τs − τw) + g cosϑ . (3.6)

Obdobně lze dle [23] za předpokladu λ� (B−h) odvodit integrálńı formy rovnice kontinuity
a hybnosti plynné vrstvy.

Aplikaćı teorie lineárńı analýzy stability ve smyslu vztah̊u (2.2)–(2.9) na veličiny vystupuj́ıćı
v rovnici (3.6) lze definovat

u′a
ûa

=
Γ′

Γ̂
=
P ′w

P̂w

=
τ ′w
τ̂w

=
τ ′s
τ̂s

=
τ ′B
τ̂B

= a exp iα(x− ct) = h′ . (3.7)

Dosazeńım (3.7) do (3.2) a (3.6) obdrž́ıme př́ıslušné pohybové rovnice.
Kýžené hodnoty komplexńı rychlosti c v závislosti na vlnovém č́ısle α a parametrech rych-

lostńıho profilu ua a Γ lze obdržet komplexńım řešičem rovnic nebo ve tvaru c = cR +icI pomoćı
separace rovnic na reálnou a imaginárńı část po dodefinováńı reálných proměnných τs, τw a
komplexńıch proměnných τ̂s, τ̂w, P̂s a Γ̂. Určeńı parametr̊u Γ a Γ̂ se kromě přehledové práce [15]
bĺıže věnuje článek [7].
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3.2 Metody Orrovy-Sommerfeldovy rovnice

Počátečńı řešeńı využ́ıvaj́ıćı analýzu O-S rovnice aplikovala převážně kvazistatický př́ıstup [8],
[10], tj. O-S rovnice je formulována pro kapalný film a silové účinky plynného proudu vstupo-
valy do řešeńı prostřednictv́ım okrajových podmı́nek. V pozděǰśıch př́ıstupech se použ́ıvá rovněž
simultánńı řešeńı, tj. O-S rovnice je formulována zvlášt’ pro kapalnou a pro plynnou fázi. S ohle-
dem na přehlednost je v daľśım textu čerpáno převážně z formulace simultánńıho řešeńı dle
Boomkamp a kol. [5].

Proudové funkce a rychlostńı fluktuace kapalné a plynné fáze lze definovat analogicky ke
vztah̊um (1.11)–(1.13) ve tvaru

Ψj(x, y, t) = φj(y)eiα(x−ct), (3.8)

u′j =
∂Ψj

∂y
=

dφj(y)

dy
exp[iα(x− ct)], (3.9)

v′j = −∂Ψj

∂x
= −iαφj(y) exp[iα(x− ct)]. (3.10)

S použit́ım škálovaćıch měř́ıtek h pro délku, Uτ = τd1/ν1 pro rychlost, h/Uτ pro čas a ρLUτ
2

pro tlak je bezrozměrná Orrova-Sommerfeldova rovnice pro film dána ve tvaru

φ
(4)
L − 2α2φ

′′
L + α4φL = iαRe

[
(UL − c)(φ

′′
L − α2φL)− U ′′

LφL

]
, (−1 < y < 0) , (3.11)

a rovnice pro shora neohraničenou plynnou vrstvu ve tvaru

φ
(4)
G − 2α2φ

′′
G + α4φG = iαRe

r

m

[
(UG − c)(φ

′′
G − α2φG)− U ′′

GφG

]
, (0 < y <∞) , (3.12)

kde Re= ρLUτh/νL je Reynoldsovo č́ıslo kapalného filmu s charakteristickou rychlost́ı Uτ a dále
r= ρG/ρL resp. m= νG/νL je poměr hustot resp. kinematických viskozit.

Okrajové podmı́nky pro proudové funkce předepisuj́ı podmı́nku ulṕıváńı na stěně (3.14),
útlum rozruch̊u v dostatečné vzdálenosti od rozhrańı (3.14) a rovnost rychlostńıch a smykových
výchylek v normálovém a tangenciálńım směru na rozhrańı, viz [5].

φL = φ
′
L = 0 v y = −1 , (3.13)

φG = φ
′
G = 0 pro y →∞ (3.14)

Rovnice (3.11) a (3.12) s př́ıslušnými okrajovými podmı́nkami definuj́ı zobecněný problém
vlastńıch č́ısel, tj. v tomto př́ıpadě komplexńıch rychlost́ı

c = c(α,Re,m, r,We,Fr). (3.15)

Obrázek 3.2: Schéma problému při řešeńı pomoćı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice.
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3.3 Modely tlakových a smykových sil p̊usob́ıćıch na povrch
filmu

Z dosud uvedeného vyplývá, že modely nestabilit kapalného filmu jsou podmı́něny rozřešeńım
pr̊uběhu tlaku a smykového napět́ı p̊usob́ıćıch na hladinu filmu. Klasický výpočet silových účink̊u
v př́ıpadě kvazi-statického př́ıstupu využ́ıvá s ohledem na fyzikálńı konstanty vody a vzduchu
předpoklad, že zvlněné rozhrańı lze považovat za pevné [16]. Kýžené silové charakteristiky jsou
tedy spočteny pomoćı úlohy prouděńı plynu nad pevným zvlněným povrchem, přičemž rychlost
prouděńı je sńıžena o fázovou rychlost vln. Z DNS simulaćı prouděńı nad pevným pohybuj́ıćım
se povrchem, viz [36], vyplývá, že celková odporová śıla p̊usob́ıćı na vlnu ve směru prouděńı
je významně ovlivněna fázovou rychlost́ı cR pro cR/Ub> 0,2. Protože pro iniciaci nestabilit je
charakteristický poměr přibližně cR/Ub> 0,1, viz kapitolu 5, lze kvazistatický př́ıstup považovat
za adekvátńı.

Hlavńı výpočetńı př́ıstupy vycházej́ı jednak z řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice doplněné
o vhodný turbulentńı model, [1], př́ıpadně z model̊u smykových koeficient̊u.

Modely smykových koeficient̊u na povrchu filmu

Hodnota smykového koeficientu fs na rozhrańı je závislá na struktuře zvlněného povrchu a
jej́ı určeńı v modelech nestabilit je vesměs založeno na úpravě tradičńıch vztah̊u na základě
experimentálńıch dat. Ačkoliv tento př́ıstup umožňuje konstruovat poměrně úspěšné modely
nestabilit v konkrétńıch aplikaćıch, je zřejmé, že neńı optimálńı z hlediska univerzality model̊u.

V daľśım uvedeme několik model̊u smykového koeficientu, které jsou použ́ıvány v př́ıpadech
vyšš́ıch rychlost́ı prouděńı plynu, např. při anulárńım prouděńı, kdy se na rozhrańı nacházej́ı
solitárńı, př́ıpadně kapilárńı vlny. Tento předpoklad vedl k myšlence zohlednit strukturu rozhrańı
pomoćı ṕıskové drsnosti ks. Z př́ıslušného rychlostńıho profilu odvodil Schlichting [35] obecnou
formuli pro smykový koeficient

Cf =
1

4

[
1,74 + 2 log

(
Dh

2ks

)]−2
, (3.16)

kde Dh je tzv. hydraulický pr̊uměr spočtený jako pod́ıl čtyřnásobku vnitřńıho pr̊uřezu daného
profilu potrub́ı ku jeho obvodu. Pro vertikálńı prouděńı v trubici navrhl Wallis [41] vztah pro
smykový koeficient na rozhrańı ve tvaru

fs = 0,005

(
1 + 300

h

Dh

)
, (3.17)

který koresponduje vtahu (3.16) za předpokladu ks = 4h a ks/Dh< 0,03, bĺıže viz [41].
Alternativu Wallisovy formule (3.17) publikoval Moeck [29]

fs = 0,005

[
1 + 1458

(
h

Dh

)1.42
]
. (3.18)

Původńı Wallisovu formuli (3.17) později s ohledem na experimentálńı data pro velmi tenké
filmy upravili Fore a kol. [12] vztahem

fs = 0,005

[
1 + 300

(
h

Dh
− 0, 0015

)]
, (3.19)

který dále precizovali zahrnut́ım závislosti na Reynoldsově č́ısle plynného proudu

fs = 0,005

{
1 + 300

[(
1 +

17 500

ReG

)
h

Dh
− 0, 0015

]}
, (3.20)

kde Reynoldsovo č́ıslo je spočteno pomoćı hydraulického pr̊uměru, tj. ReG = UGDh/νG.
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KAPITOLA 4

CFD simulace turbulentńıho prouděńı nad
zvlněným povrchem

Úspěchy výpočtové mechaniky tekutin (CFD) při modelováńı turbulentńıho prouděńı na straně
jedné a složitost a r̊uznorodost model̊u smykových napět́ı a tlak̊u na straně druhé vedly k myšlen-
ce využ́ıt metodu CFD simulaćı k sestaveńı algebraických vztah̊u, které by bylo možno imple-
mentovat v kvazistatických modelech nestability kapalného filmu.

Ćılem CFD simulaćı uvedených dále bylo tedy źıskat podklady pro sestaveńı model̊u p̊usobeńı
tlaku a smykového napět́ı na sinusoidálńı pevný povrch definovaný vlnovou délkou λ a amplitu-
dou a v kanále o výšce H, j́ımž proud́ı vzduch předepsanou středńı rychlost́ı

Ub =
1

H

∫ H

0
U(y) dy . (4.1)

Protože výška kanálu i rychlost prouděńı ovlivňuj́ı sledované charakteristiky v r̊uzné mı́̌re, jsou
v simulaćıch uvažovány zvláště hodnoty obou proměnných a Reynoldsovo č́ıslo Re=HUb/ν je
už́ıváno ponejv́ıce pro srovnáńı s exterńımi studiemi.

4.1 Popis výpočtové geometrie

Hodnoty smykového napět́ı a tlak̊u byly źıskány simulacemi stacionárńıho turbulentńıho prou-
děńı ve dvoudimenzionálńı oblasti se sinusoidálńı dolńı a rovnou horńı stěnou, viz obr. 4.1.

Obrázek 4.1: Výpočtová oblast a souřadnicový systém.

Geometrie dolńı zvlněné stěny je definována harmonickou funkćı

y = a cos
2πx

λ
, (4.2)
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Kapitola 4

tud́ıž a znač́ı amplitudu vlny a λ jej́ı délku. Horńı stěna oblasti je vzdálena H od středńı
polohy dolńı stěny. Rozměr oblasti ve směru prouděńı jsou dvě vlnové délky, přičemž ve všech
simulaćıch byla vlnové délka dána konstantńı hodnotou λ= 0,05 m. Zbylé rozměry byly voleny
tak, aby poměr délky vlny ku jej́ı amplitudě λ/a ležel v rozmeźı 20 až 200 a poměr výšky oblasti
ku délce vlny H/λ byl roven 0,6 až 1,4. Rychlost prouděńı Ub byla nastavena v rozmeźı od 2 do
20 m/s. Pro kinematickou viskozitu ν= 1,567 ·10−5 m2/s nabývá tud́ıž Reynoldsovo č́ıslo hodnot
od Re= 3830 (pro Ub = 2 m/s a H = 0,03 m) do Re= 89 400 (pro Ub = 20 m/s a H = 0,07 m).

4.2 Metoda výpočtu

S ohledem na povahu problému byly vybrány tři turbulentńı modely: standardńı Wilcox̊uv
k-ε model, k-ω SST model a k-ε V2F model. Výsledky simulaćı provedených pomoćı těchto
model̊u byly pro vybranou konfiguraci porovnány s DNS řešeńımi Maass a Schumann [24] a
Yoon a kol. [43]. Při porovnáńı odpov́ıdaj́ıćıho řešeńı metodou RANS s turbulentńım mode-
lem k-ε V2F pro 2D a 3D geometrii bylo zjǐstěno, že odchylky obou řešeńı jsou zanedbatelné
u smykového napět́ı a akceptovatelné u tlakových sil. V daľśıch simulaćıch byla proto použita
výhradně 2D výpočetńı oblast s parametry definovanými v předcházej́ıćı podkapitole. Vzhledem
k tomu, že rozvoj mezńı vrstvy po délce kanálu ovlivňuje hodnoty sledovaných veličin, byly ve
směru prouděńı předepsány periodické okrajové podmı́nky s konstantńım hmotnostńım tokem
spočteným z dané rychlosti prouděńı Ub. Na vstupu do domény byl přitom na počátku simulace
nastaven ṕıstový rychlostńı profil, z něhož se po konvergenci simulace vyvinul profil reálného
tvaru. Vlastńı simulace byly provedeny v komerčńım CFD software STAR-CCM+ verze 6.04.016
firmy CD-adapco, přičemž výpočtová śıt’ byla vyhotovena v modeláři programu ANSYS v. 13.0.

Na základě analýzy přesnosti predikce bod̊u separace a přilnut́ı a smykového napět́ı a tlaku
v porovnáńı s DNS řešeńımi Maass & Schumann [24] a Yoon a kol. (2009) [43], viz. obr. 4.2,
byl pro výpočet simulaćı vybrán model k-ε V2F. Model byl v simulaćıch použit s tzv.

”
all

y+“ ošetřeńım mezńı vrstvy. Podrobněǰśı specifikace viz manuál [40]. Výpočetńı śıtě použité
ve vlastńıch simulaćıch byly vyhotoveny tak, aby hodnota y+wall byla vždy menš́ı než 0,65 při
rychlosti prouděńı Ub = 10 m/s.
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Obrázek 4.2: Pr̊uběhy tlaku a smykového napět́ı na zvlněné stěně normalizované
hodnotou ρUb

2 a spočtené vybranými modely turbulence v porovnáńı s DNS řešeńım
Yoon a kol. (2009) [43].
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4.3 Výsledky

Vzhledem k tomu, že diskutované simulace byly řešeny jako stacionárńı, reprezentuj́ı všechny
veličiny uvedené v této kapitole jejich časově pr̊uměrné hodnoty. Tlak a smykové napět́ı p̊usob́ıćı
na zvlněný pevný povrch definujeme analogicky jako pro vodńı hladinu v podkapitole 2.2 roz-
kladem na pr̊uměrnou a fluktuačńı část :

Pw =Pw + P ′ = Pw + <{P̂ eiαx} , (4.3)

τw = τw + τ ′ = τw + <{τ̂eiαx} . (4.4)

Amplitudy |P̂ | resp. |τ̂ | reálných fluktuaćı P ′ resp. τ ′ nyńı v protikladu k předpis̊um (2.10)
resp. (2.11) definuj́ı př́ıslušné amplitudové složky PSR, PSI, τSR a τSI vztahy

P ′=PSR cosαx− PSI sinαx = |P̂ | cos (αx+ θP) , (4.5)

τ ′= τSR cosαx− τSI sinαx = |τ̂ | cos (αx+ θτ ) . (4.6)

Z analýzy smykového napět́ı a tlak̊u p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch plyne, že rychlost prouděńı
plynu i poměr mezi vlnovou délkou a amplitudou vlny ovlivňuj́ı tvar profilu i amplitudy p̊usob́ı-
ćıch napět́ı. Ačkoliv celkové p̊usob́ıćı śıly mohou být významných faktorem např́ıklad při tvorbě
filmu, v modelech nestabilit kapalných filmů se vyskytuj́ı pouze amplitudové charakteristiky
př́ıslušných napět́ı, př́ıpadně pr̊uměrné hodnoty smykového napět́ı. Vzhledem k tomu, že zvlněný
povrch jen málo ovlivňuje pr̊uměrné hodnoty smykového napět́ı na stěně, byly dále vyšetřovány
pouze amplitudové složky fluktuaćı P ′ a τ ′ tj. veličin PSR, PSI a τSR, τSI.

Fluktuace tlaku

Komponenty tlakových fluktuaćı PSR, PSI byly spočteny z amplitudy tlaku |P̂ | a fázového po-
sunut́ı tlakového pr̊uběhu v̊uči povrchu vlny θP dle vztah̊u odvozených z rovnosti (4.5):

PSR = |P̂ | cos θP, (4.7)

PSI = |P̂ | sin θP. (4.8)

Amplituda tlakové fluktuace |P̂ | byla určena jako polovina rozd́ılu mezi maximálńı a minimálńı
hodnotou tlaku p̊usob́ıćıho na povrch o jedné vlnové délce. Závislost této veličiny na výšce H,
poměru λ/a a rychlosti Ub je zachycena na obrázku 4.3 v porovnáńı s amplitudou smykového
napět́ı |τ̂ |. Z obrázku je patrné, že závislosti obou veličin jsou obdobné. Amplitudy rostou s ros-
toućı rychlost́ı Ub, klesaj́ıćım poměrem λ/a a výškou kanálu H.

V porovnáńı s amplitudou neńı určeńı fázového posunut́ı θP tak jednoznačné s ohledem
na deformaci tlakového pr̊uběhu zejména pro malé hodnoty rychlosti Ub a poměru λ/a, jak
demonstruj́ı obrázky 4.4 a 4.5. Fázové posunut́ı bylo stanoveno z posunut́ı maxima tlaku v̊uči
povrchu vlny ∆x1P a z posunut́ı minima tlaku v̊uči údoĺı vlny ∆x2P, jak ilustruje obrázek 4.4.
Odpov́ıdaj́ıćı úhly θ1P a θ2P byly spočteny pomoćı vztah̊u

θ1P =
∆x1P
λ
· 360◦ , θ2P =

∆x2P
λ
· 360◦ . (4.9)

Algebraické modely př́ıslušných složek P 1
SR a P 2

SR byly odvozeny užit́ım lineárńı regrese a
empirického

”
fitováńı“ simulačńıch dat. Z výsledných vztah̊u (4.10) a (4.11) lze nahlédnout, že

rozd́ıly mezi modely P 1
SR a P 2

SR nejsou př́ılǐs významné.

P 1
SR =−0,815H−0,357

(
λ

a

)−0,914
Ub

2,100 (4.10)

P 2
SR =−0,849H−0,359

(
λ

a

)−0,919
Ub

2,093 (4.11)
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Obrázek 4.3: Závislost amplitud fluktuaćı tlaku resp. smykového napět́ı, |P̂ | resp. |τ̂ |, na rych-
losti Ub, poměru λ/a a výšce kanálu H. H=λ, λ/a=100 a Re=31 916 (H=0,05 m, Ub=10 m/s).
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20



Kapitola 4

Zp̊usob určeńı fáze θP je mnohem významněǰśı pro výpočet složek PSI než v př́ıpadě složek
PSR. Odpov́ıdaj́ıćı algebraické modely jsou definovány formulemi (4.12) a (4.13).

P 1
SI = 45,936H−0,124

(
λ

a

)−1,552
Ub

1,230 (4.12)

P 2
SI = 0,0369H−0,396

(
λ

a

)−0,481
Ub

1,600 (4.13)

Fluktuace smykového napět́ı

Amplitudové složky výchylek smykového napět́ı τSR a τSI byly určeny obdobným zp̊usobem jako
v př́ıpadě tlakových fluktuaćı. Amplituda smykového napět́ı |τ̂ | byla stanovena jako pr̊uměr
maximálńı a minimálńı hodnoty. Fáze θτ byla určena z posunut́ı maxima smykového napět́ı v̊uči
vrcholu vlny. Výsledné modely jsou definovány vztahy (4.14) a (4.15).

τSR = 0,303H−0,219
(
λ

a

)−1,080
Ub

1,356 (4.14)

τSI = 0,126H−0,263
(
λ

a

)−0,920
Ub

1,450 (4.15)

4.4 Diskuse a validace výsledk̊u

Charakter fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı je přehledně dokumentován na obrázćıch 4.3 a 4.5
pomoćı závislost́ı na výšce kanálu H, poměru délky ku amplitudě vlny λ/a a rychlosti Ub.

Pro validaci model̊u je třeba v prvé řadě ověřit splněńı předpokladu linearity a adekvátnost
použit́ı harmonických funkćı při modelováńı fluktuaćı a dále pak vyšetřit vlastńı přesnost pre-
dikce amplitud a fázových posunut́ı sledovaných veličin. Zilker a kol. [44] provedli měřeńı smy-
kového napět́ı pro r̊uzné amplitudy vln a vymezili lineárńı závislost pro λ/a> 60 a a+< 27, kde
a+= auτ/ν je bezrozměrná amplituda přepočtená pomoćı kinematické viskozity ν a třećı rych-
losti uτ . Abrams v dizertačńı práci [1] s odkazem na článek [39] uvád́ı, že pro mezńı vrstvy o velké
tloušt’ce je fázové posunut́ı smykového napět́ı θτ prostou funkćı bezrozměrného vlnového č́ısla
α+= 2πν/λuτ , amplituda smykového napět́ı |τ̂ | je lineárńı funkćı a+ a poměr bezrozměrné ku
reálné amplitudě a+/a je prostou funkćı α+. S ohledem na tyto poznatky a souvisej́ıćı analýzy
v literatuře byla validace model̊u dále vyšetřována s užit́ım právě uvedených bezrozměrných
proměnných.

Pro validaci výchylek smykového napět́ı a tlak̊u byly sestaveny bezrozměrné veličiny

|τ̂+| = |τ̂ |
ρuτ 2

=
|τ̂ |
τw
, |P̂+| = |P̂ |

ρuτ 2
=
|P̂ |
τw

. (4.16)

Amplitudy výchylek smykového napět́ı normalizované a+ a př́ıslušná fázová posunut́ı θτ
v závislosti na α+ jsou zachyceny na obrázku 4.6 v porovnáńı s měřeńım a dvěma komplexńımi
modely publikovanými v [1]. Jak lze nahlédnout z obrázku, náš model dává velmi dobrou
shodu s experimentálńımi daty v rozmeźı od α+= 0,0086 do α+= 0,0023. Pro uvedenou konfigu-
raci tyto hodnoty odpov́ıdaj́ı Reynoldsovým č́ısl̊um od Re= 13 000 (H = 0,05 m, Ub = 4 m/s) do
Re= 58 000 (H = 0,05 m, Ub = 18 m/s), které dobře reprezentuj́ı př́ıslušné podmı́nky, za kterých
byly provedeny simulace a konstrukce model̊u. Predikce modelu v uvedeném intervalu se zdá
být dokonce přesněǰśı než predikce modelu D* resp. tzv. relaxačńıho modelu dle Abramse viz
[1] resp. [2], které poněkud podhodnocuj́ı experimentálńı data. Je však třeba poznamenat, že
náš model silně nadhodnocuje data mimo tento interval a selhává při predikci fázového posunut́ı
smykového napět́ı v̊uči povrchu vlny.
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Obrázek 4.6: Porovnáńı model̊u fluktuaćı smykového napět́ı (4.14) a (4.15) s měřeńım a modely
viz Abrams (1984) [1] a Abrams & Hanratty (1985) [2]. Vykresleno pro H=λ, λ/a=142,86.

Amplitudy tlakových fluktuaćı |P̂+| a fázová posunut́ı θP v závislosti na α+ jsou zachyceny
na obrázku 4.7 v porovnáńı s modelem D* [1] a měřeńımi pro λ/a= 32 viz [21], λ/a= 36 viz [37],
λ/a= 45 a λ/a= 90 viz [17] a pro λ/a= 10 až λ/a= 64 viz [9]. S ohledem na převažuj́ıćı hodnoty
λ/a byly naše výsledky vykresleny pro H =λ a λ/a= 60. Vzhledem k tomu, že měřeńı Kendall
[21] nejsou zcela konzistentńı, zdá se být významnou výborná shoda našeho modelu s expe-
rimenty Sigal [37] a Cook [9]. Naše predikce naměřených hodnot je dokonce lepš́ı než výstupy
modelu D*. Z obrázku vyplývá, že modely amplitud tlakových fluktuaćı jsou dobře použitelné pro
α+< 0,006 resp. α+< 0,01. Pro vyšš́ı α+ rozd́ıly mezi modely a CFD daty nar̊ustaj́ı z d̊uvod̊u kon-
strukce modelu s ohledem na středńı hodnotu př́ıslušných Reynoldsových č́ısel. Modely fázových
posunut́ı tlaku založené na P 1

SR a P 1
SI dobře souhlaśı s měřeńımi [21], [37] a částečně [9].
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Obrázek 4.7: Porovnáńı model̊u fluktuaćı tlaku (4.10)–(4.13) s modely typu D* viz
Abrams (1984) [1] a měřeńımi viz Kendall [21], Sigal [37], Hsu & Kennedy [17] a Cook [9].
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KAPITOLA 5

Model iniciace nestabilit

V nadcházej́ıćı kapitole uvedeme ukázku konkrétńıho modelu nestabilit kapalného filmu. S ohle-
dem na náročnost matematického řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice zejména v simultánńı
formulaci byl zvolen př́ıstup založený na metodě integrace pohybových rovnic. Odpov́ıdaj́ıćı
vedoućı rovnice odvozené pro analýzu iniciace počátečńı nestability, tj. dvoudimenzionálńıch
vln, byly převzaty z [15]. Př́ıslušné amplitudy fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı jsou mo-
delovány pomoćı algebraických model̊u odvozených na základě CFD simulaćı prezentovaných
v předcházej́ıćı kapitole.

5.1 Pomocné modely

Vyřešeńı vedoućıch rovnic vyžaduje doplněńı adekvátńım modelem rychlosti filmu na hladině us,
derivace rychlostńıho profilu dU/dy|y=h a modely fluktuaćı tlaku a smykového napět́ı PWR, PWI,
τWR a τWI.

Rychlost filmu na hladině

Za předpokladu lineárńıho profilu kapalného filmu je derivace rychlosti rovna pod́ılu us/h a smy-
kové napět́ı na rozhrańı lze aproximovat vztahem

τs = µL
dU

dy

∣∣∣∣
y=h

∼=
us

h
. (5.1)

S uvážeńım mocninného rychlostńıho profilu (2.17) a za předpokladu symetrie profilu vzhledem
k ose kanálu je maximálńı rychlost vzduchu v kanále dle [10] přibližně dána vztahem

UGmax

uτ
= 8,74

(
Huτ
2νG

)1/7

. (5.2)

Substitućı (5.2) pro třećı rychlost uτ =
√
τs/ρG do (5.1) lze vyjádřit závislost povrchové rychlosti

filmu na maximálńı rychlosti plynu a tloušt’ce filmu ve tvaru

us =

(
U

8,74

)7/4(2νG
H

)1/4 hρG
µL

. (5.3)

Predikce rychlosti filmu na hladině v závislosti na tloušt’ce filmu a maximálńı rychlosti
prouděńı vzduchu odvozené pro Miles̊uv rychlostńı profil (2.15) pro δ+s =6, Reichardt̊uv pro-
fil (2.18), mocninný profil (2.17) a van Driest̊uv profil (2.19) pro κ=0,4 a κ=0,6 v porovnáńı
s měřeńım v kanále o výšce 2,54 cm viz [10] je zachycena na obrázku 5.1 pro ρL = 1000 kg/m3,
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Kapitola 5

µL = 0,001 Pa·s, ρG = 1,25 kg/m3 a νG = 1,46 · 10−5 m2/s. Maximálńı rychlost vzduchu byla pro
účely obrázku předpokládána ve středu kanálu (y=B/2) bez ohledu na výšku filmu. Z obrázku
lze nahlédnout, že van Driest̊uv profil pro uvedené konstanty κ ohraničuje predikci pomoćı
ostatńıch profil̊u. Van Driest̊uv profil pro κ=0,6 nejlépe vystihuje naměřená data pro ńızké hod-
noty poměru us/h, avšak odchyluje se výrazněji pro poměry vyšš́ı. Nejlepš́ı shody s experimen-
tem je dosaženo pro mocninný a Reichardt̊uv rychlostńı profil zejména kolem středńı hodnoty
us/h. Vzhledem k tomu, že odchylky mocninného a logaritmického profilu jsou významné až pro
y+> 400, viz odstavec 2.5, budeme v daľśım rychlost filmu na hladině modelovat vztahem (5.3).
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Obrázek 5.1: Predikce rychlosti filmu na hladině v závislosti na tloušt’ce filmu a maximálńı
rychlosti prouděńı vzduchu odvozené pro rychlostńı profily (2.15) pro δ+s =6, (2.18), (2.17)
a (2.19) pro κ=0,4 a κ=0,6 v porovnáńı s měřeńım v kanále o výšce 2,54 cm viz [10].

Modely smykových a tlakových sil

Použit́ı př́ıslušných model̊u smykových a tlakových fluktuaćı voĺı Hanratty [15] dle vlivu horńı
stěny kanálu a vlnové délky předpokládaných nestabilit. Pro krátké vlny navrhuje model D* [1] a
pro dlouhé vlny aplikaci vztah̊u založených na smykovém koeficientu. S ohledem na uvažovanou
testovaćı konfiguraci problému stoj́ıćı na pomeźı mezi oběma typy vln, lze s výhodou aplikovat
algebraické modely odvozené na základě CFD simulaćı diskutovaných v kapitole 4. Př́ıslušné
modely smykových a tlakových fluktuaćı je však třeba konstruovat s přihlédnut́ım k rozsahu
předpokládaných kritických rychlost́ı. Pomoćı postup̊u uvedených v předcházej́ıćı kapitole byly
sestaveny ńıže uvedené modely (5.4)–(5.7) fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku pro ńızké rychlosti
prouděńı vzduchu.

τSR = 0,214H−0,219
(
λ

a

)−1,080
Ub

1,530 (5.4)

τSI = 0,070H−0,263
(
λ

a

)−0,920
Ub

1,720 (5.5)

PSR =−0,594H−0,357
(
λ

a

)−0,914
Ub

2,240 (5.6)

PSI = 21,532H−0,124
(
λ

a

)−1,552
Ub

1,550 (5.7)
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Kapitola 5

5.2 Řešeńı a diskuse

Řešeńı př́ıslušných rovnic modelu definuje rychlost r̊ustu vln v závislosti na vlnovém č́ısle α,
tloušt’ce filmu h, výšce plynné vrstvy H, rychlosti plynu Ub a fyzikálńıch parametrech tekutin.

Model bohužel neńı uzavřený, nebot’ vyč́ısleńı silových účink̊u plynu, tj. amplitud PWR, PWI,
τWR a τWI, pomoćı model̊u (5.6)–(5.5) vyžaduje určeńı amplitudy vln. Dle práce [30] je poměr
a/h menš́ı než 0,5 pro ReG< 104 a tento poměr se s klesaj́ıćım Reynoldsových č́ıslem snižuje.
Pro určeńı oblasti nestability bylo proto nastaveno a/h= 1/3.

100 150 200 250 300 350 400 450 500
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

α  (m−1)

αc
I  (

s−
1 )

Obrázek 5.2: Závislost rychlosti r̊ustu fluktuaćı na vlnovém č́ısle.
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,5 mm, ReG=3000, µL=3,9 mPa·s,
νG=1,66·105 m2s−1.

Ze závislosti rychlosti r̊ustu fluktuaćı na vlnovém č́ısle, viz obr. 5.2, lze jednoduše určit
vlnovou délku indukuj́ıćı nejrychleji rostoućı perturbace. Jak lze nahlédnout z obrázk̊u 5.3 a 5.4,
tato vlnová délka je přibližně rovna vlnovým délkám reálných vln pozorovaných experimentálně.
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Obrázek 5.3: Porovnáńı oblasti stability a vlnových délek maximálńıho r̊ustu s řešeńım viz
Frederick (1982) [13] založeném na modelu D* [1] a měřeńım viz Cohen & Hanratty [8].
Vykresleno pro B=25,4 mm, h=4,5 mm, ReG=3000, µL=3,9 mPa·s a νG=1,66·105 m2s−1.
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Obrázek 5.4: Oblasti stability a vlnových délek maximálńıho r̊ustu. Vykresleno pro
B=25,4 mm, h=4,9 mm, ReG=3000, µL=0,9 mPa·s a νG=1,60·105 m2s−1.

Z porovnáńı čar vlnových č́ısel s maximálńı rychlost́ı r̊ustu nestabilit, které spočetl Frede-
rick [13] pomoćı modelu D* [1], s výsledky našeho modelu vyplývá, že pro zvolený poměr α/h
sestavený model lépe vystihuje měřeńı Cohen a Hanratty [8] pro obě konfigurace specifikované
podrobněji pod obrázky. Z obrázku je ovšem rovněž patrné, že oblasti nestability definované
podmı́nkou αcI> 0 jsou výrazně rozlehleǰśı a kritická Reynoldsova č́ısla resp. kritické rychlosti
plynu jsou v obou př́ıpadech podhodnoceny. Tato skutečnost může být vysvětlena předpokladem,
že pro tak ńızká Reynoldsova č́ısla, kdy docháźı k iniciaci nestabilit, neńı amplituda vlny zdaleka
rovna předepsané hodnotě h/3. Vzhledem k tomu, že s rostoućı rychlost́ı plynu docháźı k r̊ustu
amplitud i změně poměru a/h, nelze zřejmě očekávat současně dobrou predikci kritického Rey-
noldsova č́ısla i vlnových délek pozorovaných vln pro konstantńı hodnotu a/h.

S ohledem na právě uvedený předpoklad byl výpočet kritických rychlost́ı proveden pro v́ıce
konfiguraćı poměru amplitudy ku tloušt’ce filmu. Velmi dobré shody s naměřenými hodnotami
publikovanými v [8] bylo dosaženo pro hodnotu a/h= 1/8, jak dokumentuje obrázek 5.5.
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Obrázek 5.5: Predikce kritických rychlost́ı pro iniciaci nestabilit v porovnáńı s expe-
rimentálńım měřeńım viz Cohen & Hanratty (1695) [8] a Craik (1966) [10].
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Vlnové délky koresponduj́ıćı kritickým podmı́nkám na obrázku 5.5 jsou zachyceny v grafu 5.6.
Nabývaj́ı hodnot od 1,7 do 2,4 cm, což je přibližně v souladu s pozorováńım i modely pro smykové
a tlakové śıly spočtené na základě Milesovy-Benjaminovy [4], [26] a Jeffresovy hypotézy [18], viz
Cohen a Hanratty [8]. Nár̊ust hodnot s klesaj́ıćı tloušt’kou filmu pozorovatelný na obrázku je však
v rozporu s vlnovými délkami 1–2 cm které u tenkých filmů (h< 1,6 mm) pozoroval Craik [10]
a model proto neńı vodný pro určeńı vlnových délek počátečńıch nestabilit tenkých filmů, což
je ovšem v souladu s výše uvedeným omezeńım. Vlnové délky 1–2 cm dvoudimenzionálńıch vln
pro větš́ı rychlosti plynu nicméně souhlaśı s naměřenými hodnotami na obrázćıch 5.3 a 5.4.
Z uvedeného vyplývá, že validace predikce vlnových délek je obt́ıžná, nebot’ docháźı k jejich
zkracováńı s rostoućım ReG a neńı zřejmé, ve které fázi vývoje vln docháźı k odečtu hodnot.
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Obrázek 5.6: Závislost vlnových délek počátečńıch nestabilit na tloušt’ce filmu
v porovnáńı s experimenty a modely viz Cohen & Hanratty (1965) [8].

Fázová rychlost je přibližně rovna 0,25 m/s, což je v dobré shodě s klasickým vztahem zahr-
nuj́ıćım vliv povrchového napět́ı i hodnotou 0,3 m/s pozorovanou experimentálně [8].

5.3 Shrnut́ı

• Vedoućı rovnice modelu iniciace nestabilit vycházej́ı z integrálńıho tvaru pohybových rov-
nic za předpokladu lineárńıho profilu kapalného filmu a mocninného rychlostńıho profilu
proudu vzduchu.

• Smykové a tlakové účinky proud́ıćıho plynu byly odvozeny na základě výsledk̊u nume-
rických simulaćı pro adekvátńı rychlosti prouděńı.

• S ohledem na omezeńı vyplývaj́ıćı z předpoklad̊u pro odvozeńı rovnic, je výsledný model
použitelný pouze pro filmy s tloušt’kou přesahuj́ıćı asi 2 mm.

• V závislosti na tloušt’ce filmu, výšce kanálu a fyzikálńıch vlastnostech tekutin lze pomoćı
modelu predikovat kritickou rychlost, vlnovou délku a fázovou rychlost počátečńıch nesta-
bilit, které při daľśım r̊ustu rychlosti plynu vedou ke vzniku dvoudimenzionálńıch vln.

• Pro určeńı silových účink̊u je třeba specifikovat poměr amplitudy ku tloušt’ce filmu. Vlno-
vé délky spočtené za předpokladu a/h= 1/3 jsou ve velmi dobré shodě s pozorováńım
dvoudimenzionálńıch vln. Kritické rychlosti plynu vedoućı k iniciaci počátečńıch nestabilit
vykazuj́ı výbornou shodu s měřeńım pro a/h= 1/8.

• Fázové rychlosti vln odpov́ıdaj́ı analytickému vztahu i experimentálńımu pozorováńı.

27



KAPITOLA 6

Atomizace stěnového kapalného filmu

Atomizace kapalin představuje komplexńı problém vyskytuj́ıćı se jako př́ırodńı jev i v celé řadě
technických aplikaćı. Lze jej pozorovat např́ıklad při rozrušováńı vln na mořské hladině, je
významnou součást́ı procesu př́ıpravy paliva ve spalovaćıch motorech nebo aerosolových lékových
forem. Jako nežádoućı jev se vyskytuje např́ıklad v potrubńıch systémech turb́ınových stroj̊u.

Atomizace kapaliny z povrchu stěnového filmu představuje závěrečný typ nestability pozoro-
vaný pro dostatečně velké rychlosti vněǰśıho plynného proudu ve dvou základńıch geometrických
konfiguraćıch. V př́ıpadě potrub́ı malého pr̊uřezu může být atomizace př́ıčinou př́ıpadně součást́ı
anulárńıho typu prouděńı. Při experimentech nestabilit filmu v kanálu byla atomizace pozo-
rována v souvislosti se vznikem solitárńıch vln, které se realizuj́ı pro dostatečně ńızké tloušt’ky
filmu.

6.1 Experimentálńı poznatky

Jedny z prvńıch vizuálńıch poznatk̊u týkaj́ıćı se atomizace tenkého filmu na rovné desce na
základě experiment̊u podávaj́ı van Rossum [34] a Woodmansee a Hanratty [42]. Hodnoty pr̊utoku
kapalného filmu a rychlosti vzduchu při pozorováńı solitárńıch vln a atomizace v horizontálńım
kanále jsou uvedeny na obrázku 6.1. Zaznamenané pr̊uběhy rychlost́ı naznačuj́ı souvislost mezi
ustaveńım solitárńıch vln a atomizaćı při takových pr̊utoćıch kapalného filmu, kdy může doj́ıt
ke vzniku solitárńıch vln. Tato souvislost je potvrzena vizuálńım pozorováńım děj̊u na solitárńı
vlně [42]. Při větš́ıch rychlostech plynu, než které jsou nutné ke vzniku solitárńıch vln, docháźı
na jej́ım vrcholu k tvorbě sekundárńıch vlnek (angl. ripples). Tyto vlnky jsou orientovány kolmo
k ose kanálu, tj. směru š́ı̌reńı solitárńıch vln, jejich hřebeny jsou deľśı než vlnové délky. Při nadkri-
tické rychlosti vněǰśıho proudu docháźı k akceleraci vlnky a odtržeńı jej́ı středńı části z povrchu
filmu - primárńı atomizaci - za vzniku fragmentu tekutiny, který se následně v d̊usledku sil
povrchového napět́ı zformuje v kapku nebo dále rozpadne procesem sekundárńı atomizace.

Z mapy režimu vln na obrázku 2.1 vyplývá, že pro velká Reynoldsova č́ısla kapalného filmu
jsou kritické rychlosti zp̊usobuj́ıćı vznik solitárńıch vln jen málo závislé na změně výšky hladiny
nebo pr̊utoku. Graf na obrázku 6.1 dokládá, že totéž plat́ı rovněž pro atomizaci filmu. Kri-
tické rychlosti při atomizaci rostou s klesaj́ıćı tloušt’kou filmu a rostoućım povrchovým napět́ım.
Závislost na viskozitě kapalin nebyla pozorována [34].

Obdobně jako v př́ıpadě solitárńıch vln kritické rychlosti nar̊ustaj́ı s klesaj́ıćı tloušt’kou filmu.
Pro velmi tenké filmy (v experimentu Woodmansee a Hanratty [42] pro ρLQ< 0,2 kg/m s) již
nedocháźı ke vzniku klasických solitárńıch vln a film se atomizuje současně se vznikem kapilárńıch
vln. Kritická rychlost přitom dramaticky nar̊ustá.
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Obrázek 6.1: Experimentálńı pozorováńı solitárńıch vln a atomi-
zace v závislosti na rychlosti vzduchu a pr̊utoku kapalného filmu.
Měřeno v horizontálńım kanále o výšce 2,54 cm viz [42].

6.2 Fyzikálńı mechanismus atomizace

Z uvedených experimentálńıch poznatk̊u vyplývá př́ımá souvislost atomizace s nestabilitou ka-
palného filmu, zejména se vznikem solitárńıch vln. Je tedy zřejmé, že fyzikálńı princip atomizace
souviśı s mechanismem destabilizace kapalného povrchu za vzniku vln. Podobně jako v př́ıpadě
experiment̊u je i v oblasti základ̊u fyzikálńıch princip̊u a predikce odtrháváńı kapek z povrchu ka-
paliny významná práce [42]. Autoři ve shodě s principem r̊ustu solitárńıch vln od̊uvodňuj́ı proces
atomizace nerovnováhou mezi stabilizačńım vlivem gravitace a povrchového napět́ı a destabi-
lizačńımi vlivy tlakového propadu nad vrcholem vlny, viz obr. 2.2 v podkapitole 2.3. V principu
se tedy jedná o stejný mechanismus, který zp̊usobuje primárńı nestabilitu kapalného filmu a
v některých př́ıpadech autoři článk̊u zjednodušeně hovoř́ı o principu Kelvinovy-Helmholtzovy
nestability.

Vzhledem k tomu, že klasická K-H teorie hydrodynamické nestability předpokladá ṕıstový
rychlostńı profil proud́ıćıho vzduchu, je zřejmé, že dostatečně precizně nepostihuje fyzikálńı
princip atomizace, zejména pro velké rychlosti, kdy nar̊ustá význam smykových sil, jak bylo
již uvedeno v části 2.3. Kim a Peterson [22] rozlǐsuj́ı tři typy mechanismu odtržeńı kapaliny
z povrchu filmu v závislosti na významu smykových sil:

• V př́ıpadě ńızkých rychlost́ı plynu převažuje vliv tlakových sil. Autoři hovoř́ı o odtržeńı
v d̊usledku vln, které nastává z vrcholk̊u solitárńıch vln následkem výše uvedené silové
nerovnováhy. Odporová śıla (angl. drag force) je převážně d̊usledkem tlakového propadu
zp̊usobeném v́ıry a odtržeńım mezńı vrstvy za vrcholem vlny. Vzniklá výdut’ je následně
odtržena proudem plynu.

• V př́ıpadě rostoućıch rychlost́ı klesá tloušt’ka filmu a v d̊usledku malých amplitud vln klesá
současně vliv tlakových výchylek a naopak vliv smykových sil nar̊ustá.

• V krajńım př́ıpadě, kdy jsou smykové śıly dominuj́ıćımi, hovoř́ı autor o smykovém odtržeńı.

Na rozhrańı mezi oběma mechanismy je pak přechodový typ odtržeńı.
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6.3 Kritéria primárńı atomizace stěnového kapalného filmu

Pro přehlednost jsou dále uváděná kritéria rozlǐsena na kritéria závislá na vlnové délce vlny,
z jej́ıhož vrcholu docháźı k odtrháváńı fragment̊u kapaliny, a na kritéria zohledňuj́ıćı tloušt’ku
filmu. V prvńım př́ıpadě je základńım principem teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability a ve
druhém př́ıpadě jsou kritéria odvozena na základě definice Weberova č́ısla.

Závislost na vlnové délce

Z dosud uvedeného vyplývá, že základńım podkladem k modelováńı atomizace z povrchu filmu
je teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability. Silová rovnováha stabilizačńıch a destabilizačńıch
sil pak vede dle [42] k podmı́nce neutrálńı stability

PWR + gρL + σα2 = 0 . (6.1)

Teorie Kelvinovy-Helmholtzovy nestability řeš́ı podmı́nku (6.1) předpokladem neviskózńıho
prouděńı s rovnoměrným rychlostńım profilem vedoućımu dle [15] ke vztahu

PKH
WR = −(UG − cR)2αρG , (6.2)

kde UG resp. ρG je rychlost resp. hustota plynu. Substitućı (6.2) do (6.1) obdrž́ıme za předpo-
kladu UL

∼= cR zjednodušenou podmı́nku neutrálńı stability

UG − UL =

(
gρL + σα2

αρG

) 1
2

. (6.3)

Pro př́ıpad dvojice tekutin voda–vzduch obdrž́ıme kritickou hodnotu UGkrit = 6,95 m/s pro
λkrit = 17 mm. S ohledem na výše uvedené nedostatky K-H teorie ve vztahu k diskutovanému
fenoménu je třeba navrhnout precizuj́ıćı úpravy vztah̊u (6.2) a (6.3).

Jiný zp̊usob odvozeńı kritéria stability uváděj́ı Kim a Peterson [22] rozš́ı̌reńım př́ıstupu K-H
teorie o Jeffreysovu hypotézu zmı́něnou v podkapitole 2.3. Odvozené kritérium má tvar

UG = c+

[
4ρLc

CsρG

(
νLα

tanhαh
+

1

4 sinh2 αh

√
νLαc

2

)] 1
2

, (6.4)

kde Cs je koeficient v Jeffreysově hypotéze (angl. sheltering coefficient) a c je fázová rychlost
vln.

Woodmansee a Hanratty [42] spočetli tlakové výchylky PWR za předpokladu reálného rych-
lostńıho profilu pomoćı řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy rovnice. Výslednou závislost vyjádřili po-
loempirickým vztahem, jehož substitućı do (6.1) źıskáme kritérium

UG =

(σα2 + ρLg)
(
αH2
)0,627

0,131ρLα
(
H
νG

)0,229


1
2,229

, (6.5)

které je vykresleno na obrázku 6.2 v porovnáńı s klasickým kritériem (6.3) a experimentálńımi
daty z článku [42]. Lze nahlédnout, že kritérium velmi dobře vystihuje naměřené hodnoty,
zat́ımco kritérium (6.3) založené na predikci amplitud tlakových fluktuaćı předpisem (6.2) data
výrazně podhodnocuje.

Dosud uvedená kritéria definuji kritické rychlosti v závislosti na vlnové délce předpokláda-
ných vln. Tento parametr však v reálném př́ıpadě neńı a priori znám a lze při tom předpokládat,
viz např. [3], že vlnová délka je závislá na tloušt’ce filmu, kterou kritéria nijak nezohledňuj́ı.
Woodmansee a Hanratty [42] na základě experiment̊u předpokládaj́ı vlnovou délku λ= 5hp, kde
hp je výška solitárńı vlny, z jej́ıhož vrcholu docháźı k atomizaci. Problém kritických rychlost́ı je
tedy závislý na predikci parametru hp, což ovšem neńı triviálńı úkol a uvedený článek se mu
nevěnuje. Uvedená atomizačńı kritéria tedy představuj́ı pouze d́ılč́ı řešeńı problému atomizace.
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Obrázek 6.2: Srovnáńı atomizačńıch kritéríı (6.3), (6.5) a (6.4) pro Cs=0,05
za předpokladu h=λ/20 s měřeńım v kanále o výšce 2,54 cm viz [42].

Závislost na tloušt’ce filmu

Pokud h< 1 mm je k dosažeńı atomizace třeba vyšš́ıch rychlost́ı, nar̊ustá vliv smykových sil
a povrchového napět́ı a kritéria založená na K-H teorii již maj́ı omezenou platnost. Kim a
Peterson [22] ve snaze postihnout uvedená specifika vycházej́ı z článku Milese [27], který na
základě Orrovy-Sommerfeldovy rovnice odvodil kritérium definované hodnotou Weberova č́ısla

We =
ρU2h

σ
< 3 , (6.6)

kde ρ a U je hustota kapaliny resp. povrchová rychlost filmu.
Definujeme-li Weberovo č́ıslo pomoćı hustoty plynu a relativńı rychlosti plynu v̊uči povrchu

filmu, viz např. [42], lze kritérium atomizace jednoduše odvodit ve tvaru

UG =

√
Wekrit σ

ρGh
. (6.7)

Problém predikce kritické rychlosti se nyńı přesouvá na určeńı kritického Weberova č́ısla Wekrit.
Autoři v článku [42] na základě experiment̊u rozlǐsuj́ı kritické Weberovo č́ıslo spočtené pro
základńı tloušt’ku filmu h0, Wekrit = 1,5, a pro výšku solitárńı vlny hp, Wekrit = 5,5.

Pomoćı Weberova č́ısla definovaného pro povrchové rychlosti filmu, viz [22], autoři odvozuj́ı
podmı́nku atomizace na základě rovnosti smykových napět́ı na hladině filmu definovaných vztahy

τs = fs
ρG
2
UG

2 = µL
Us

h
. (6.8)

Vyjádřeńım Us z rovnosti (6.8) a substitućı do kritéria (6.6) obdrž́ıme vztah pro kritickou
rychlost plynu ve tvaru

UG
2 =

2
√

3

fs

µL
ρGh

√
σ

ρLh
, (6.9)

kde autoři uvažuj́ı hodnotu Wekrit = 3 navrženou v p̊uvodńım kritériu (6.6). Hodnoty kritických
rychlost́ı definované vztahem (6.9) jsou nyńı závislé na určeńı smykového koeficientu fs. Autoři
už́ıvaj́ı vztah pro smykový koeficient dle Wallise (3.17). Odpov́ıdaj́ıćı kritérium je vykresleno na
na obrázku 6.3 spolu s kritérii pro smykové koeficienty spočtené dle vztah̊u (3.18) a (3.19) a
kritériem (6.7) pro Wekrit = 1,5 v porovnáńı s měřeńım [42].
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Jak bylo naznačeno v předchoźım odstavci, lze daľśı kritérium dle tloušt’ky filmu źıskat
z kritéria (6.5) volbou poměru mezi výškou solitárńı vlny hp a vlnovou délkou λ. Dle experimen-
tálńıch dat z článku [42] je poměr mezi výškou solitárńı vlny a základńı tloušt’kou filmu h0 při
atomizaci cca hp/h0≈ 3–5. Pak pro λ= 5hp, viz [42], obdrž́ıme přibližnou hodnotu λ/h0≈ 15–25.
Př́ıslušné kritérium je na obrázku 6.3 vykresleno pro λ/h= 20. Obdobně lze upravit kritérium
(6.4) z předchoźıho odstavce. Odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběh kritických rychlost́ı je zakreslen na obrázku
6.2 pro Cs= 0,05. Nedostatkem kritéria z̊ustává specifikace koeficientu Cs.
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Obrázek 6.3: Porovnáńı pr̊uběhu kritických rychlost́ı dle kritéríı (6.7) pro
Wekrit=1,5, (6.5) pro λ= 20h a (6.9) pro fs dle (3.17), (3.18) a (3.19).

Z obrázku 6.3 lze nahlédnout, že kritérium (6.7) nevystihuje kritické rychlosti př́ılǐs dobře.
Úspěšnost kritéria je evidentně závislá na optimálńı volbě kritického Weberova č́ısla. Kritérium
odvozené z (6.5) pro λ/h= 20 predikuje velmi dobře naměřené hodnoty pro tloušt’ky filmu větš́ı
než asi 0,2 mm. Pro menš́ı tloušt’ky filmu lze úspěšně použ́ıt kritérium (6.9), přičemž nejlepš́ı
shody s experimentem je dosaženo pro smykový koeficient spočtený dle vztahu (3.19).

6.4 Shrnut́ı

Mechanismus atomizace a odvozená kritéria vycházej́ı z identifikace sil ovlivňuj́ıćıch proces
odtržeńı. V př́ıpadě silněǰśıch vrstev je hlavńı destabilizuj́ıćı vliv zp̊usoben tlakovým propa-
dem v okoĺı vrcholu vlny. Tato skutečnost umožňuje aplikaci teorie Kelvinovy-Helmholtzovy
nestability. Odvozená kritéria jsou závislá na přesnosti určeńı tlakových výchylek a vlnové
délky vln na povrchu filmu, což vyžaduje jejich doplněńı modely amplitud tlakových fluktuaćı
a předpokládaných vlnových délek v závislosti na tloušt’ce filmu a rychlosti vněǰśıho proudu.

V př́ıpadě, kdy d̊usledkem vyšš́ıch rychlost́ı nebo menš́ıho pr̊utoku klesá tloušt’ka filmu,
nar̊ustá vliv smykových sil a povrchového napět́ı a vhodným př́ıstupem je odvozeńı kritéríı na
základě definice Weberova č́ısla. Př́ıslušná kritéria nevyžaduj́ı informaci o vlnové délce a nav́ıc
zohledňuj́ı vliv tloušt’ky filmu. Úspěšnost predikce je v tomto př́ıpadě závislá na určeńı kritického
Weberova č́ısla př́ıpadně smykového napět́ı. Uvedené předpoklady byly potvrzeny porovnáńım
sestavených kritéríı s naměřenými daty. Kritéria založená na Kelvinově-Helmholtzově nestabilitě
vykazuj́ı dobrou shodu s měřeńım pro filmy o tloušt’ce větš́ı než 0,2 mm. Naopak kritéria (6.9)
odvozená z Weberova č́ısla predikuj́ı dobře atomizaci v př́ıpadě velmi tenkých filmů. Z teo-
retického hlediska je tedy výběr kritéria závislý na poměru destabilizuj́ıćıch sil, při praktické
aplikaci kritéríı se jev́ı být postačuj́ıćı přihlédnout k tloušt’ce filmu.
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Závěr

Experimentálńı pozorováńı ukazuj́ı, že nestability kapalných filmů lze rozřadit do několika typ̊u
v závislosti na geometrických parametrech. Různé typy nestabilit stejně jako velké množstv́ı
možných konfiguraćı problému znemožňuj́ı použit́ı jednoho univerzálńıho př́ıstupu k řešeńı. Tato
situace motivovala přehledový charakter práce s ukázkami řešeńı pro vybrané př́ıpady geomet-
rických charakteristik a typ̊u nestabilit.

Jako kĺıčové faktory vzniku nestabilit byly identifikovány fluktuace smykových a tlakových
sil p̊usob́ıćıch na hladinu filmu. Úspěšnost CFD metod vedla k myšlence odvozeńı algebraických
model̊u fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku na základě výsledk̊u CFD simulaćı prouděńı vzduchu
nad zvlněným povrchem pro r̊uzné rychlosti, výšku kanálu a poměry vlnové délky ku amplitudě
vln. Z validace výsledk̊u vyplývá, že zvolený turbulentńı model k-ε V2F poskytuje poměrně
dobrou shodu s naměřenými hodnotami silových charakteristik a odvozené modely je možné ve
vymezeném rozsahu podmı́nek aplikovat v numerických modelech nestabilit kapalného filmu.

Model iniciace nestabilit odvozený pomoćı pohybových rovnic v integrálńım tvaru a alge-
braických model̊u p̊usob́ıćıch napět́ı sestavených v kapitole 4 je prezentován v kapitole 5. Za
předpokladu lineárńıho rychlostńıho profilu kapalného filmu a mocninného profilu proudu vzdu-
chu dává sestavený model velmi dobré výsledky při určeńı kritických rychlost́ı pro iniciaci ne-
stabilit a predikci vlnových délek dvoudimenzionálńıch vln na hladině filmu.

Modely kritických rychlost́ı pro atomizaci filmu jsou prezentovány v kapitole 6 s využit́ım
model̊u smykových koeficient̊u z odstavce 3.3. Uváděná kritéria jsou rozlǐsena dle typu vedoućı
veličiny na kritéria závislá na vlnové délce a kritéria zohledňuj́ıćı tloušt’ku filmu. Prvńı typ
kritéríı je vhodněǰśı pro vlny s větš́ı amplitudou, kdy rozhoduj́ıćı destabilizuj́ıćı silou je tlakový
propad nad vrcholem vlny, zat́ımco druhý typ lépe zohledňuje vliv smykových sil, které nabývaj́ı
na významu v př́ıpadě atomizace tenkých filmů za vysokých rychlost́ı.

Př́ınos dizertačńı práce ke studiu problematiky lze shrnout v následuj́ıćıch bodech:

• Byla vytvořena přehledová studie včetně souhrnu literárńıch pramen̊u souvisej́ıćıch s té-
matem nestabilit kapalných filmů.

• Byla sestavena procedura na řešeńı zobecněného problému vlastńıch č́ısel s nehomogenńımi
okrajovými podmı́nkami aplikovatelná na Orrovu-Sommerfeldovu rovnici popisuj́ıćı iniciaci
hydrodynamické nestability.

• Pomoćı CFD metod byla provedena studie turbulentńıho prouděńı nad zvlněným povrchem
a výpočet série simulaćı umožňuj́ıćıch analýzu vlastnost́ı př́ıslušné mezńı vrstvy a silového
p̊usobeńı.

• Na základě výsledk̊u soustavy CFD simulaćı byly sestaveny algebraické modely fluktuaćı
smykových napět́ı a tlak̊u p̊usob́ıćıch na zvlněný povrch v závislosti na geometrii vln,
rozměrech kanálu a rychlosti prouděńı.

• Pomoćı formuĺı pro smyková napět́ı byly navrženy modely umožňuj́ıćı predikci odtržeńı
kapek z povrchu filmu v závislosti na rychlosti vzduchu a tloušt’ce filmu.
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Abstrakt

Dizertačńı práce se věnuje studiu nestabilit tenkých kapalných filmů až do fáze odtržeńı kapek.
Dle typu struktur a děj̊u na povrchu filmu byly na základě literárńı rešerše klasifikovány čtyři
typy nestabilit: dvoudimenzionálńı pomalé vlny, dvoudimenzionálńı rychlé vlny, tř́ıdimenzionálńı
vlny, solitárńı vlny a fáze odtrháváńı kapek z povrchu filmu. Práce analyzuje fyzikálńı principy
vzniku nestabilit a zabývá se matematickou formulaćı problému. Jako př́ıčina nestabilit jsou
identifikovány smykové napět́ı a tlak p̊usob́ıćı na povrch filmu. Matematické modely predikce
nestabilit jsou demonstrovány pomoćı př́ıstup̊u založených na řešeńı Orrovy-Sommerfeldovy
rovnice a pomoćı řešeńı pohybových rovnic v integrálńım tvaru. Dále jsou uvedeny modely
fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku p̊usob́ıćıch na povrch filmu a vybrané modely tloušt’ky filmu.
Těžǐstě práce je zaměřeno na predikci iniciace dvoudimenzionálńıch vln pomoćı integrálńıho
př́ıstupu. Charakteristiky fluktuaćı smykového napět́ı a tlaku na hladině filmu byly modelovány
pomoćı simulaćı prouděńı vzduchu nad pevným povrchem. V závěru práce jsou uvedena kritéria
odtržeńı kapek v závislosti na rychlosti prouděńı vzduchu a tloušt’ce filmu.

Abstract

This dissertation deals with instabilities of thin liquid films up to entrainment of drops. Four
types of instabilities have been classified depending on the type of structure and process on the
liquid film surface: two-dimensional slow waves, two-dimensional fast waves, three-dimensional
waves, solitary waves and entrainment of drops from the film surface. This thesis analyzes the
physical principles of instabilities and deals with the mathematical formulation of the problem.
Shear and pressure forces acting on the surface of the liquid film are identified as the cause of
instabilities. Mathematical models for predicting instabilities are demonstrated using approaches
based on solving the Orr-Sommerfeld equation and the equations of motion in integral form.
Models of shear and pressure forces acting on the surface of the film and selected models of
film thickness are presented. The work is focused on the prediction of the initiation of two-
dimensional waves using the integral approach. Shear stress and pressure forces acting on the
liquid film surface have been modeled using the simulation of air flow over a solid surface.
Finally, criteria for drop entrainment are presented with their dependence on air velocity and
film thickness.
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německý jazyk
IT dovednosti: Microsoft Office, LaTeX, HTML, PHP

Maple, Matlab
StarCCM+
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