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Abstrakt

Prace je zaméfena na sestaveni matematického modelu Stefanova problému vedeni tepla
s fazovou preménou a nasledné optimalizacni vypocty extremalizujici veli¢iny charakte-
rizujici tepelné chovani. Prace rovnéz obsahuje odvozeni zdkladni rovnice vedeni tepla,
zpusoby akumulace tepelné energie a ivod do problematiky materiali s fazovou premé-
nou pouzivané pri akumulaci.

Summary

The thesis deals with the mathematical model for Stefan phase change problems. The
model is then used in optimization procedures aimed at extremization of quantities de-
scribing the thermal behavior. The thesis also includes the derivation of the diferential
heat equation, methods of energy accumulation and an introduction to phase change
materials used for accumulation.

Klicova slova
Stefaniv problém, vedeni tepla, latentni teplo, zména faze, optimalizace.

Keywords
Stefan problem, heat transfer, latent heat, phase change, optimization.

BREZINA, M.Optimalizace Stefanova problému vedeni tepla s fazovou preménou. Brno:
Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2017. 81 s. Vedouci Ing.
Lubomir Klimes, Ph.D.






Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci Optimalizace Stefanova problému vedeni tepla
s fazovou preménou vypracoval samostatné pod vedenim Ing. Lubomira Klimese, Ph.D.
s pouzitim materiali uvedenych v seznamu zdroji.

25.kvétna 2017

Be. Michal Bfezina






Rad bych podékoval svému vedoucimu mé diplomové prace Ing. Lubomiru KlimeSovi,
Ph.D. za mnohé rady, ochotu, trpélivost, pripominky a cas pfi psani této prace.

Dale bych rad podékoval svym rodi¢iim a pritelkyni za veskerou podporu, kterd mi byla
po celou dobu studia poskytovana.

Be. Michal Bfezina






OBSAH

Obsah

1 Uvod 13
2 Zaklady prenosu tepla 14
2.1 Pfenos teplavedenim . . . . . . ... Lo Lo 14
2.2 Soudinitel tepelné vodivosti . . . . . . ... . 16
2.3 Diferencidlni rovnice vedeni tepla . . . . . . .. .. ... ... ... ... 17
2.3.1 Energeticka bilance kontrolniho objemu . . . . . . . .. ... ... 17

2.3.2  Odvozeni diferencidlni rovnice vedeni tepla . . . . . . .. .. .. .. 18

3 Akumulace energie 20
3.1 Druhy akumulace energie . . . . . . .. ... oL 20
3.1.1 PfeCerpavaci vodni elektrarny (PVE) . . . . .. .. ... .. 20

3.1.2  Podzemni uskladnéni tepelné energie (UTES) . . . ... ... ... 21

3.1.3  Akumulace do stlac¢eného vzduchu (CAES) . . . .. ... ... ... 21

3.1.4  Akumulace v roztavenych solich . . . . . .. .. ... ... 21

3.2 Akumulace tepelné energie . . . . . . ... o 22
3.2.1  Akumulace pomoci citelného tepla . . . . . .. ..o L. 22

3.2.2  Akumulace pomoci latentniho tepla . . . . . .. ... ... ... .. 23

3.3 Materidly s faizovou pteménou PCM . . . . . . . .. .. ..., 24
3.3.1 Pozadavky na PCM materidly . . . . . . .. ... ... ... .... 24

3.3.2  Druhy PCM materidld . . . . . . . ... .. .. 0L 25

4 TUlohy se zménou fize 27
4.1 Matematickad formulace tloh s fazovou pteménou . . . . . . . . . .. .. .. 28
4.1.1 Podminka rozhrani pro proces tuhnuti . .. ... ... ... ..., 28

4.1.2 Podminka rozhrani pro proces tani . . . .. ... ... ... ..., 29

5 Exaktni feSeni tiloh se zménou faze 31
5.1 Jednofazova tloha: Tuhnuti podchlazené tekutiny . . . .. ... .. .. .. 31
5.2 Jednofazova tloha : Tani pevné latky o teploté zmény faze . . . . . . . .. 35
5.3 Dvoufazova tloha : Tuhnuti . . . . ... ... ... ... ... ... .... 37

6 Matematické a optimaliza¢ni modely a jejich vysledky 40
6.1 Jednofizovy problém: Tuhnuti podchlazené tekutiny . . . . . . . .. .. .. 40
6.1.1 Tvorba zakladniho modelu pro Matlab . . . . . ... ... .. ... 40

6.1.2  Optimalizace veli¢in a jejich omezeni . . . . . . .. .. ... .. .. 42

6.1.3 Optimaliza¢ni modely pro Gams a interpretace vysledka . . . . . . 44

6.2 Jednofazovy problém: Tani pevné latky o teploté zmény faze . . . . . . .. 50
6.2.1 Tvorba zakladniho modelu pro Matlab . . . .. ... ... ... .. 50

6.2.2 Optimalizacni modely pro Gams a interpretace vysledka . . . . . . ol

6.3 Dvoufazovy problém: Tuhnuti . . . . . .. ... .. .. ... ... 60
6.3.1 Tvorba zakladniho modelu pro Matlab . . . .. ... ... ... .. 60

6.3.2 Optimalizace velicin a jejich omezeni . . . . . . . .. ... ... .. 61

6.3.3 Optimaliza¢ni modely pro Gams a interpretace vysledka . . . . . . 61

6.4 Zavérecné zhodnocenitloh . . . . . .. ... o Lo oo 70

11



OBSAH

7

Zavér

Seznam pouzitych symboli a zkratek

Seznam obrazku

Piilohy

A Tabulky pro vypocet parametru a grafy
A.1 Jednofizovy problém: Tuhnuti podchlazené tekutiny . . . . ... ... ..
A1.1 Tabulka . . . ... . .. e

12

A1.2 Graf

A.2 Jednofizovy problém: Tani pevné latky o teploté zmény faze . . . . . . ..
A21 Tabulka . . . .. .. .. .

A.2.2 QGraf

71

74

74

7



1. UVOD

1 Uvod

V dnesni dobé se lidé stale vice zajimaji o obnovitelné zdroje energie a vhodnou aku-
mulaci energie pro pozdéjsi vyuziti, neobnovitelnych zdroji pomalu, ale jisté ubyva a
klimaticka situace na Zemi si diky vysokym emisim COs prochazi nepiiznivymi zménami.
Tato diplomova prace se zabyva problematikou v oblasti zabyvajici se akumulaci tepelné
energie s vyuzitim materidli prochazejici fazovou preménou v pribéhu akumulace. Pro
predstavu, pro¢ je nutné, aby soustava, kterd ziskava energie méla moznost tuto energii
akumulovat, uvazujme nyni ziskdvani energie v podobé slunec¢niho zateni. Slune¢ni zafeni
je nejvydatnéjsim zdrojem obnovitelné energie, ktery lze vyuzit riznymi zpisoby. Slu-
necni energie nelze cerpat celych 24 hodin a pokud mame dobré podminky, jsme radi za
primérné 8 hodin slunec¢niho zareni denné. Takto ziskanou energii nechceme ve vétsiné
pripadi vyuzit ihned a proto je nutné, aby soustava byla schopna tuto energii akumulovat
pro pozdéjsi vyuziti. K tomuto ucelu se vyuzivaji tzv. zasobniky energie.

Tepelnou energii mizeme akumulovat ve formé citelného tepla, kde se vyuziva vlast-
niho ohtevu pracovni latky a jeji mérné tepelné kapacity. Pro tento druh akumulace se
jevi nejidealnéjsi voda. Voda je levna, dostupna a méa vysokou tepelnou kapacitu. Ovsem
co se tyce naroki na velikosti zasobnikii a pracovni rozsah teplot, to tak dobre nevypada.
Proto se v dnesni dobé za¢ina dostavat do popredi zajmu akumulace pomoci latentniho
tepla. Tento zpiisob akumulace vyuziva tepelné kapacity latky a fazové premény latky.
Diky tomu jsme schopni akumulovat vétsi mnozstvi tepelné energie pti zachovani stejnych
rozméri zasobniku (popt. akumulovat stejnou tepelnou energii pii snizeni pozadavki na
rozméry zasobnikii). Poznamenejme, 7e pod pojmem zmény faze budu v této praci uva-
zovat pouze zmény faze z pevné na kapalnou a z kapalné na pevnou. Pro tento druh
akumulace je v zasobnicich potifeba materidlu s fazovou preménou. Tyto materidly se
obecné oznacuji pod zkratkou PCM (Phase-change material).

V této diplomové praci se fesi problematika vedeni tepla s fizovou preménou pomoci
Stefanova problému, ktery slouzi k popisu rozlozeni teploty v médiu a urceni polohy
rozhrani mezi pevnou a kapalnou fazi. Tento popis je potieba pro stanoveni pozadovanych
vlastnosti a tepelného chovani materidlu pfi riznych pozadavcich na akumulaci.

V praci uvadim zakladni znalosti tykajici se prenosu tepla, zptisoby akumulace tepelné
energie a vyuziti materiald s fdzovou preménou. V dalsich kapitolach se jiz vénuji zadané
problematice, kde nejdiive ukazu, jak se tyto tlohy obecné teSi a v posledni kapitole
se zabyvam tvorbou matematickych (optimaliza¢nich) modeli pro Feseni pozadovanych
uloh. Mym hlavnim cilem je sestaveni a TeSeni optimaliza¢niho modelu pro stanoveni
podminek prenosu tepla a dalsich parametri tak, abych zajistil extremalizaci veli¢in cha-
rakterizujicich tepelné chovani. Vystupem této prace jsou rovnéz i programy vytvorené v
programovacim prostfedi Matlab a GGams.
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2 Zaklady prenosu tepla

V moderni technologii existuje malo odvétvi, v nichz by nehrdl vyznamnou roli prenos
tepla[l]. Veskera hmota uvazovand na makroskopické irovni mé presné danou hodnotu
energie. Takovy stav energie miizeme vycislit za podminek termodynamické energetické
funkce, kterd rozdéluje energii na atomické trovni mezi naptiklad, elektrickou, vibrac¢ni
a rotacni. Energetickd funkce miize byt charakterizovana méfitelnou skalarni hodnotou
(teplotou). Energie vyménéna slozkami ¢astic (napf. atomy, molekuly nebo volnymi elek-
trony) z oblasti s vétsi lokalni teplotou (tj. vétsi termodynamickou energetickou funkei)
do oblasti s nizsi lokalni teplotou se nazyva teplo.

Ptenos tepla miize byt realizovan ve formé vedeni, proudéni nebo zareni, v praxi se
nejcastéji jedna o kombinaci vSech téchto typi. Studium vedeni tepla poskytuje oboha-
cujici kombinace védy a matematiky [2]. V této kapitole si uvedeme zakladni veli¢iny a
vztahy pro prenos tepla, které budu dale vyuzivat pii vytvareni matematického modelu.

2.1 Prenos tepla vedenim

Vedeni je specificky zptisob prenosu tepla v pevnych latkach nebo klidné kapaliné z oblasti
s veétsi teplotou do oblasti s nizsi teplotou diky pritomnosti teplotniho gradientu. Jakmile
je teplotni rozloZeni T'(7,t) zndmo v ramci média, jakoZto funkce prostoru (definovana
polohovym vektorem 7) a ¢asu (definovana skalarem t), je teplotni tok pfedepsan zakony
jimiz se Tidi pfenos tepla.

Zakony piirody ndm poskytuji prijatelné popisy prirodnich jevi na zakladé pozo-
rovaného chovani. Tyto zdkony jsou obecné zaloZeny na velkém mnozstvi empirickych
dikazi, prijatych v rdmci védecké komunity, ackoli nékteré z nich nemohou byt obvykle
prokazany ani vyvraceny. Hlavni pri¢iny nam nejsou znamy, ale podléhaji jednoduchym
a stalym zdkontim, které mohou byt objeveny pozorovanim [3]. Tyto zdkony jsou pova-
zovany za zakladni, jelikoz jejich pouziti je nezavislé na médiu. Dobte znamé priklady
zahrnuji Newtonovy zakony pohybu a zdkony termodynamiky. Problémy, které mohou
byt vyfeseny pouze pii pouziti obecnych zakont prirody jsou oznacovany jakozto deter-
ministické a zahrnuji napiiklad, jednoduchy pohyb projektilu.

Jiné problémy mohou vyzadovat kromé obecnych zakont i doplitkové vztahy[4]. Tyto
problémy jsou oznacovany jako nedeterministické a jejich feSeni vyzaduje zakony apliko-
vatelné na specifické médium. Tyto dodatecné zakony se nazyvaji konstitutivni vztahy.
Dobre znamé priklady zahrnuji naptiklad: zdkon idedlniho plynu, vztah mezi smykovym
napétim a rychlostnim gradientem pro Newtonovskou kapalinu, vztah mezi napétim a
tlakem linearné elastického materidlu (Hooktv zdkon) a jiné.

Konstitutivni vztah jenz udava vztah mezi tepelnym tokem a teplotnim polem je
pojmenovan po Josephu Fourierovi. Pro homogenni, izotropni, pevné latky (tj. material
ve kterém je soucinitel tepelné vodivosti nezavisly na sméru), méa Fouriertiv zdkon tvar
2]

q(r,t) = —kVT(r,t), (2.1)

kde teplotni gradient T'(7,t) je vektor kolmy k izotermickému povrchu, vektor hustoty
tepelného toku ¢(7,t) reprezentuje tepelny tok za jednotku ¢asu na jednotku izotermic-
kého povrchu ve sméru klesajiciho teplotniho gradientu a k je soucinitel tepelné vodivosti
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2. ZAKLADY PRENOSU TEPLA

materialu.
Vztah mezi hustotou tepelného toku a tepelnym tokem popisuje rovnice [5]

kde S je plocha, kterou prochézi tepelny tok. Soucinitel tepelné vodivosti je kladna, ska-
larni velicina pro homogenni a izotropni material. Znaménko minus uvedené v rovnici
(2.1) je kvili tomu, aby se vytvorila pozitivni hodnota tepelného toku v kladném sou-
fadnicovém sméru (tzn. opak teplotniho gradientu). V této praci budu uvazovat hustotu
tepelného toku v SI jednotkach [Wm™2], tepelny tok [W], teplotni gradient v [Km™!] a
soucinitel tepelné vodivosti k v [Wm™K~1)]. V kartézském soutadném systému je rovnice

(2.1) tvaru:
(z,y,2,1) = —ik— — jk— — kk—, 2.3
q(z,y,2,1) o ', e (2.3)
kde ;,j ak jsou jednotkové smérové vektory podél sméru os z, y, a z.
Hustota tepelného toku pro dany teplotni gradient je pfimo Gamérny souciniteli tepelné
vodivosti materidlu. Uvazujme jednodimenzionélni ptfenos tepla v pravoihlém souradném
systému. Potom rovnice (2.1) bude

k@T

= k- (2.4)

Gz

Obrézek 2.1 ilustruje znaménkovou konvekei Fourierova zadkonu v 1-D. Oba grafy zob-
razuji tepelny tok rovinou v bodé z = xy v zavislosti na lokdlnim teplotnim gradientu. Na
obrazku 2.1(a) je gradient dT'/dx negativni a proto vysledny tok je matematicky pozitivni.
Naopak obrazek 2.1(b) zobrazuje pozitivni gradient d7'/dx a vysledny tok je zaporny.

AT(x) A T(x)

dT/dx <0 dT/dx >0

- X > + X
Xg Xo

(a) (b)

Obréazek 2.1: Fouriertv zakon pro (a) pozitivni tepelny tok a (b) negativni tepelny tok [2]
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2.2, SOUCINITEL TEPELNE VODIVOSTI
2.2 Soucinitel tepelné vodivosti

Soudinitel tepelné vodivosti je dilezitym parametrem v analyze vedeni tepla. Cim vétsi
soucinitel tepelné vodivosti téleso ma, tim mensi klade odpor proti prenosu tepla z jedné
¢asti télesa na druhou [5]. Existuje $iroka skéla hodnot soudinitele tepelné vodivosti pro
rizné inzenyrské materialy. Nejvétsi hodnoty soucinitele tepelné vodivosti maji ¢isté kovy,
pricemz nejmensi hodnoty vykazuji plyny a vypary. Amorfni izolované materidly a anor-
ganické kapaliny maji hodnoty nékde mezi. Obrazek 2.2 zobrazuje typické rozmezi hodnot
teplotni vodivosti u riznych materidlovych t¥id [2].

1000 - Stfibro
MEd
[ )
100 = E Sodik
a = |
v
-\.II D I "P_-:
ce =] ;
_g 2 E Oxidy
= (=
=
& 10 | .
2 .
= Rtut
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=
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f w
o >
x =
[T | 2 £ | Voda
= W o -
= I = 2 | Wlakna
?; .
o =
o 2 He, Hz
T =
25 | o L
e | ST |¥ -
! Plast = LN A = E
0.1 : SE |32 |5._5
Dfevo . = £z |gEE
| Cleje | 4 | 2% E
. L { M5
Pena CO: 2.8 E
H

Obrazek 2.2: Hodnoty soucinitele tepelné vodivosti u riznych materidlovych tiid [2]

Soucinitel tepelné vodivost se méni s teplotou a taktéz se miize zménit v rdmei sméru
u anizotropni latky. U vétSiny cistych kovi se soucinitel tepelné vodivosti snizuje pri
vzrustajici teploté, zatimco u plyni se zvySuje[6].
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2. ZAKLADY PRENOSU TEPLA
2.3 Diferencialni rovnice vedeni tepla

Nyni odvodim diferencidlni rovnici vedeni tepla pro stacionarni, homogenni, izotropni
pevnou latku s generaci tepla v rdmci télesa. Vnitini generovani tepla muze byt zptisobeno
diky nuklearnim nebo chemickym reakcim, elektrickému proudu, absorbovani laserovych
svétel nebo dalsimi zdroji, které mohou byt obecné funkei ¢asu a polohy. Rovnice vedeni
tepla mize byt odvozena bud pomoci diferencialniho nebo integralniho pfistupu, ja uvedu
pouze ten diferencidlni. Pfi odvozovani rovnice vedeni tepla jsem Cerpal z [2] a prednasek
termomechaniky|[5]

Uvazujme elementirni objem v kartézském soufadném systému viz obrazek 2.3. Od-
povidajici objem a hmotnost kontrolniho objemu jsou

dV =dxdydz a dm = pdrdzdz,

kde p je hustota [kg m~3] kontrolniho objemu. Diferencialni p¥istup piedpokladd spojitost
systému, tedy aby se vlastnosti neménily na mikroskopické trovni.

Az y q

G—lt >

az .-'; J

> X

Obréazek 2.3: Kontrolni objem [2]

2.3.1 Energeticka bilance kontrolniho objemu

Pomoci energetické bilance jsme schopni zjistit, jak rychle se téleso ohtiva nebo chladi, nez
je dosazeno rovnovazného stavu s okolim[7]. Vyuziji zakonu zachovéani energie na zékladé
prvniho termodynamického zakona. Protoze prvni zdkon termodynamiky musi byt splnén
v kazdém Casovém okamziku, je mozné ho formulovat pomoci toki energie [2].

_ dE,,
Cdt

kde dm;, a dr,,; predstavuji hmotnostni pritok vstupujici a vystupujici z kontrolniho
objemu. Odvozuji rovnici vedeni tepla pro klidné médium, proto uvazuji, ze hodnoty

(u + 20?4 gh) dring, — <u +-vP 4 gh) dritout + dQ + dEger, — dW

; ; (2.5)
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2.3. DIFERENCIALNI ROVNICE VEDENI TEPLA

hmotnostniho pritoku jsou nulové. Predpokladam déle, ze hodnota vykonané prace je
taktéz nulova (dW = 0). Hodnota zmény energie v ramci kontrolniho objemu je tvaru

B,  d 1,
e [(u+ 3¢ +gh)w dm] , (2.6)

kde u je m&rna vnitini energie [J kg™!|. PfenaSend energie se sklada z energie kinetické,
potencialni a tepelné formy. Pfi pfenosu tepla je kinetickd a potencidlni energie obvykle
zanedbatelnd a proto je dile nebudu uvazovat. Vyuzitim rovnic (2.5) a (2.6) dostavam
zékon zachovani energie [2]

d(udm)
dt

kde dE,e, [W] je hodnota energie generované v ramci kontrolniho objemu a d@ predstavuje
zménu tepelné energie v kontrolnim objemu.

dQ + dFE e, = (2.7)

2.3.2 Odvozeni diferencialni rovnice vedeni tepla

Diferencialni rovnice vedeni tepla by mohla byt samoziejmé odvozena i za pomoci tok
energie, ale jiz diive jsem byl seznamen s odvozenim rovnice v pfedmeétu termomechaniky
a proto bych rad pouzil pristup, kdy budu uvazovat energii, kterd zistane v kontrolnim
objemu za ¢as dt [5].

Teplo (energie), které zistane v elementu v disledku vedeni

dQ = (de - deerw) + (de - de+dy) + (sz - sz+dz) (28)

a necht dQ, + dQ, + dQ. je teplo do elementu privedené a dQ, 14, + dQytay + dQ.1a- je
teplo z elementu odvedené, pticemz plati [5]

1Q, = ( kg—f) ydzdt @ dQurse = Q. + - (dQ,)dr. 2.9)
Teplo, které ziistane v elementu v disledku vedeni ve smérech osy z, y a z
dQ; — dQuide = 88 (dQ.) dx = aax (k‘g—T) drdydzdt, (2.10)
dQy — dQyiay = 88 (dQy) dy = ;y (l{;%) dx dy dzdt, (2.11)
dQ, — dQ,+q. = —aﬁ (dQ,)dz = aaz (kg—f) dr dy dzdt. (2.12)

Dosazenim rovnic (2.10), (2.11) a (2.12) do rovnice (2.8) ziskame celkové teplo, které
zlstane v elementu dV v disledku vedeni

0 orT 0 or 0 or
0= [2 (D) 2 (b) 4 2 ()| wagiear. oo

A teplo, které ziistane v elementu v dtisledku vnitinich zdrojt Q* [W m~3):

dQgen = Q*dx dy dz dt . (2.14)
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2. ZAKLADY PRENOSU TEPLA

Uvazuji nestlacitelné téleso popi. kapalinu a tedy necht je mérné tepelna kapacita
c=c, =c¢, [J kgt K7']. ZvySeni vnitin{ energie elementu dV za ¢as t je

T
dU:mch:pc%—tdxdydzdt, (2.15)
kde dU = udm . Potom z 1. zdkona termodynamiky dostavam
dQcey = AU +dA = dU + 0 = dQ = dU = dQ + dQgen, = dU (2.16)

pricemz dQ e, = dQ + dQgen -
Po dosazeni rovnic (2.13), (2.14) a (2.15) do rovnice (2.16) a vykraceni ¢lentl dx dy dz dt
dostavam obecnou diferencidlni rovnici vedeni tepla

o (or\ 0 (, 0T\ o (, 0T\ .. 0T

kde ¢leny k = f(z,y,2,t), p = f(z,y,2,t), ¢ = f(x,y,2,t) jsou funkci ¢asu a polohy.
Mizu pouzit i kratsiho prehlednéjsiho zapisu pomoci gradientu V

or
V-(k:VT)%—g:ch. (2.18)

Pokud budu uvazovat, 7e soucinitel tepelné vodivosti je konstantni, prejde rovnice (2.17)
na tvar

PT 0T T QF 19T
to =,
ox?  Oy?> 022 k a Ot
ktery plati pro homogenni tuhé i kapalné latky s vnitinimi zdroji, kde « je teplotni
vodivost:

(2.19)

_k

=

Pro téleso s konstantnim soucinitelem tepelné vodivosti, bez vnitinich zdroji a za usta-

lenych podminek (tj. - = 0) dostavdm Fourierovu diferencidlni rovnici vedeni tepla ve
tvaru 52 o 92

T T T

+ + =0 nebo V*T=0. 2.21

ox?  0Oy?> 022 (2:21)

Pti mych vypoctech budu zkoumat zménu teplotniho rozlozeni v zavislosti na poloze a

¢ase, bez vnitinich zdroji a tedy budu pracovat s rovnici vedeni tepla

a [m?s™1]. (2.20)

PT 8T &T 10T

= — 2.22
0x? + 0y? * 022  «a ot (2.22)
a dale pak v 1D pripadé
o*T 10T
oL _ ol 2.2
0x? «a Ot (2:23)

19



3 Akumulace energie

V letech 2006 a 2007 se pohled ¢lovéka na klimatické zmény a spotiebu energie dra-
maticky zménil. Lidstvo hraje dominantni roli pfi zméné klimatu na Zemi, v disledku
vyprodukovani zna¢ného mnozstvi emisi COy pii spotiebé energie a proto je nezbytné v
blizkych letech razantné snizit mnozstvi emisi COs vypusténych do ovzdusi. Ve stejnou
dobu se také zasobovani energie v podobé fosilnich zdroji jako napt. uhli, ropa stalo méné
spolehlivym. Na jare roku 2008 se cena ropy poprvé v historii vySplhala az na 100 dolarta
za barel. V dnesnich letech jiz lidé prijali myslenku, Ze je tfeba omezit spotiebu fosilnich
paliv a tim snizit emise COy [8]. Proto se do popredi zajmi vefejnosti v rdmci dosazeni
cilii dostavaji obnovitelné zdroje energie a lepsi vyuziti energie. V obou ptipadech hraji
dilezitou roli zasobniky tepelné energie, jak pro uchovani tepla, tak i chladu. Dnes je
soucasti témér kazdé domacnosti lednicka, topeni, tepla voda a jiné spottebice vyuzivajici
energii. Vyuziti zadsobnikl tepelné energie pokryva Sirokou oblast energetickych systémi
od centralizovanych soustav az po autonomni oblasti a objekty [9].

Vyhodou zasobniki energie je to, Ze neni zapotiebi okamzitého vyuziti ziskané energie,
ale je mozné ji akumulovat pro pozdéjsi vyuziti a tedy nabidka mize odpovidat poptavce
i v dobé, kdy neni mozné ziskat vice energie (napt. tepelnd energie ziskana slune¢nim
zareni). Tento proces tak umoziuje piekonat ¢asové nebo geografické rozdily mezi vyrobou
a spotiebou, a to jak ve velkém, tak v malém méritku [8].

Slunec¢ni energie:

nékolik miliard let termonuklearni reakce. Témito reakcemi se pfeménuje slunecni vodik
(ktery obnovovan neni) na helium za uvolnéni velkého mnozstvi energie. Ze Slunce je
energie predavana na Zemi ve formé zareni. Energeticky piikon ze Slunce je ve vzdalenosti,
v niz se nachazi Zemé, piiblizné 1300 [W m~2]. Pokud se tato energie pfeméiuje néjakym
technickym zafizenim (slune¢ni kolektor, fotovoltaicky ¢lanek) pfimo, mluvime obvykle o
slune¢ni energii [10].

3.1 Druhy akumulace energie

Akumulace energie je vyuzivana napri¢ energetickym sektorem — v elektriza¢ni soustaveé,
v soustavach centralniho zasobovani teplem a chladem, v rozptylenych a autonomnich
aplikacich [11]. Akumulace energie je rozliSovana na dva druhy v zavislosti na druhu
vystupni energie (elekt¥iny nebo tepla). Rad bych uvedl ve zkratce, ale vystizné rizné
moznosti akumulace energie, jak tepelné, tak elektrické.

3.1.1 Precerpavaci vodni elektrarny (PVE)

Vyuzivaji ulozeni elektrické energie v dobé malé spotieby ve formé potencidlni energie
vody, pro vyuziti v dobé Spickové spotieby. Voda je cerpana ze spodni nadrze do horni
nadrze, pricemz dochdazi ke spotiebé elektrické energie. Nasledné je v dobé Spicky voda
vpusténa do pfivodnich potrubi a pohdnénim turbiny, kterd je hiideli spojena s genera-
torem, se generuje elektricky vykon. Vyhody PVE jsou ty, Zze dokazi rychle reagovat na
vykyvy ve spotiebé energie, jsou jednoduché na obsluhu a na rozdil od ostatnich zpiisobl
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3. AKUMULACE ENERGIE

akumulace elektrické energie maji delsi Zivotnost, ta se udava az do 100 let [8]. Nevyhodou
PVE je narocnost stavby a moznost stavby jen ve vhodnych terénnich podminkach.

3.1.2 Podzemni uskladnéni tepelné energie (UTES)

Cerpadlem pohanény systém ukldd4 ohidtou nebo vychlazenou vodu do podzemniho zé-
sobniku pro pozdéjsi uziti. Zasobniky mohou byt uméle vytvorené nebo prirodni. Jedna
se o tzv. sezénni zasobniky, které umoznuji uchovat prebytecné teplo ziskané v lété az
do zimy, kdy je ho naopak nedostatek a miize se zpétné vyuzit. V zahranic¢i existuje ko-
lem deseti aspésnych velkych instalaci podzemnich zasobnikt tepla, které zahrnuji napf.
vytapéni celého sidlisté v némeckém Creilsheimu.

3.1.3 Akumulace do stlac¢eného vzduchu (CAES)

CAES je zajimavou moznosti akumulace za pomoci pouze vzduchu. Vyuziva elektrické
energie v dobé nizké spotieby tak, Ze prebytecnou energie pouzije na pohanéni kompresoru
ke stlaceni vzduchu a naslednému ulozeni v podzemnich kavernach nebo zasobnicich.
Stlaceny vzduch je ve $pic¢ce vyuzivan pii spalovani v plynové turbiné pii vyrobé elektfiny.

3.1.4 Akumulace v roztavenych solich

Pouzivané soli maji pevné skupenstvi pii normalnich teplotach a atmosférickém tlaku. Po
zahtati (napiiklad v solarni elektrarné s centralni vézi) je roztavena sil vyuzita k produkei
vodni pary, kterd pohani turbinu pti vyrobé elektiiny nebo je uskladnéna v kapalném sku-
penstvi pro pozdéjsi vyuziti.

Samoziejmé tim vycet druhi akumulace energie nekon¢i. V dnesni dobé se hlavné i diky
krizi tykajici se globalniho oteplovani a klimatickych zmén vyviji rizné nové druhy tech-
nologii v oblasti akumulace a vyuziti co nejvétsiho procenta takto akumulované energie
[8]. V¥Se jsem uvedl strohy vypis druhii akumulaci, ale existuji i jiné druhy, napiiklad
termochemické uskladnéni, akumulace ve vodiku, setrvacniky atd.
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3.2. AKUMULACE TEPELNE ENERGIE
3.2 Akumulace tepelné energie

Jak uz bylo zminéno vySe, zdsobniky energie jsou konstruovany hlavné z davodi, ze
ne vzdy se kryje poptavka energie s nabidkou. Zasobniky tepelné energie mohou byt
naplnény materialy, které vyuzivaji akumulace diky citelnému teplu napt. voda, ale také
tzv. materidly s fizovou pFeménou (viz kapitola 3.3, v dalsim textu uz jen zkratkou PCM),
kde se v pribéhu akumulace méni faze z pevné na kapalnou a naopak. K tomu, abychom
dokazali takto ziskavat energii, je zapotiebi, aby tato metoda zasobovani byla vratna. Pri
psani této kapitoly jsem cerpal z [8].

Zdsobniky
[ tepelng | | chemické_|
| J
N m— — .
cfelné teplo | | lotentni teplo | | reakEni teplo

i | 1
‘ kapaling pevné ddstice | ‘ pevné - kapalné | kapalné,
plynové |

~ vodo ] hornin_u____} | faveniny

aquifer

_ pary

Obréazek 3.1: Typy zasobnikl [12]

3.2.1 Akumulace pomoci citelného tepla

Pti tomto druhu akumulace se vyuzivd pouze tepelné kapacity latky v daném rozsahu
teplot. Hodnota akumulované energie je zavisla na pocatecni a koncové teploté, tedy na
zméné teploty pracovni latky v diisledku ohfevu nebo ochlazeni. Nedochazi zde ke zméné

teplota

. citelné teplo

.
>

uskladnéné teplo

Obréazek 3.2: Citelné teplo [8]
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3. AKUMULACE ENERGIE

skupenstvi latky. Nejvyuzivanéjsi latkou pro tento druh akumulace je voda, diky svym
dobrym vlastnostem pro vedeni tepla, ale taktéz kvili tomu, Ze se jedna o levny a dostupny
material.

Pomér ulozené energie AQ) k nartstu tepla AT je tepelnd kapacita C' akumulovaného
média

AQ =CAT =mcAT. (3.1)

Akumulace pomoci citelného tepla je zdaleka nejbéznéjsi zpusob. Zasobniky s teplou vo-
dou jsou pouzivany k vytapéni v témér kazdé domacnosti.

3.2.2 Akumulace pomoci latentniho tepla

Tento zptsob akumulace vyuziva nejen tepelné kapacity latky, ale také zmény skupen-
stvi latky. Diky zméné faze materidlu je mozné akumulovat energii bez nartistu citelného
tepla a tim padem miizeme akumulovat vétsi mnozstvi tepelné energie, popf. miizeme pti
zachovani rozmért zasobniku akumulovat diky tomuto dodatecnému teplu vétsi mnozstvi
energie. PTi zméné z pevné na kapalnou fazi je potifeba energii latce dodavat a pii zméné
z kapalné faze na pevnou se energie uvoliuje. Tato zména probihd pii konstantni teploté
rovné teploté tani/tuhnuti a poté, co probéhne fazova pfeména se tepelna energie aku-
muluje opét s vyuzitim citelného tepla. Pti akumulaci vyuzivajici fazovou preménu latky
se pouzivaji PCM materialy, napiiklad parafin, solné hydraty, aj [9].

A teplota
-
P
El I /
teplota fazové 7 )
, L citelné
zmény s
e
&
j.-' /
L7 latentni /citelné
ey,
Fs
~
-
P
P
o, .
/mtelne
)

uskladnéné teplo
Obrazek 3.3: Latentni teplo [8]

P1i akumulaci tepelné energie s vyuzitim fazové zmény je vyuzitelna jen zména faze
mezi latkou pevnou a kapalnou. V disledku velké zmény objemu akumula¢ni latky pti
zméné skupenstvi z kapaliny na plyn neni tato zména pro akumulaci vhodna [13]. Pokud
budeme akumulovat tepelnou energie pomoci citelného tepla s vyuzitim fazové premeény,
je hodnota akumulované tepelné energie rovna

AQ=mcAT+ml, (3.2)

kde [ je mérné skupenské (latentni) teplo.
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3.3 Materialy s fazovou preménou PCM

V zasobnicich tepelné energie vyuzivajici latentniho tepla se pouzivaji PCM materialy.
Tyto materidly jsou schopny uskladnit 5-14 krat vice tepla na jednotku objemu nez nor-
malni materidly vyuzivajici pouze citelného tepla, jako je napt. voda, zdivo, kameni. Je
znamo, ze u velkého mnoZstvi PCM materialti probiha téni/tuhnuti pfi jakémkoli poza-
dovaném rozmezi [14]. Nicméné pro jejich pouziti v zasobnicich tepelné energie je nutné,
aby tyto materidly vykazovaly urcité pozadované termodynamické, kinetické a chemické
vlastnosti. K dosazeni co nejlepsich vysledkli v ramci akumulace energie je nezbytna op-
timalni volba PCM materidli. Pti sepisovani poznatki tykajici se PCM materidld jsem
Cerpal z [8] a [15].

3.3.1 Pozadavky na PCM materialy

Vhodné volba materidlu pri akumulaci vyuzivajici zmény skupenstvi by méla splhovat
nasledujici vlastnosti.

Tepelné vlastnosti:

e Vhodna teplota zmény faze
e Vysokd hodnota latentniho tepla

e Dobry prostup tepla

Pti volbé PCM pro konkrétni aplikaci by méla byt provozni teplota pii ohfivani a chladnuti
takova, aby prosla fazovou preménou. Latentni teplo by mélo byt co nejvétsi, aby rozméry
zasobniku mohly byt mensi v rdmci velikosti objemu zasobniku. Vysoky soucinitel tepelné
vodivosti samoziejmé zarucuje rychlejsi prostup tepelné energie latkou.

Fyzikalni vlastnosti:
e Primérena rovnovaha fazi
e Vysoka hustota

e Mala zména objemu pii zménach fazi

Stabilita fazi v pribéhu tani/tuhnuti je dilezitd vlastnost, stejné tak i vysoka hustota
latky, z dtivodi co nejmensich moznych rozmériu pti konstrukei zasobniku.

Kinetické vlastnosti:

e Odolnost vii¢i podchlazeni

e Dostatecna mira krystalizace
Podchlazeni materidlu je obtiznym aspektem vyvoje PCM, zejména u hydrati soli. Podchla-

zeni o vice nez par stupni °C narusi spravné ziskavani tepelné energie ze zasobniki a pri
velkém podchlazeni mize i zcela ziskani energie zabrénit.
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Chemické vlastnosti:

e Dlouhotrvajici chemicka stabilita
e Kompatibilita s konstrukénimi materialy

e Netoxické, nehorlavé

PCM materidly mohou trpét degradaci kviili ztraté hydratacni vody, chemickym rozkla-
dem nebo neslucitelnosti s konstrukénimi materialy. Z bezpec¢nostnich divodi by PCM
materialy nemély byt toxické, hotlavé a vybusné.

Ekonomické vlastnosti:
e Dobra dostupnost

e Nizka cena

Velmi dilezitym aspektem pii vybéru vhodného PCM materidlu je i samoziejmé dostup-
nost a nizka porizovaci cena.

3.3.2 Druhy PCM materiali

V kazdém pozadovaném teplotnim rozmezi je k dispozici velky po¢et PCM materidli (or-
ganické, anorganické, eutektické). Existuje velké mnozstvi organickych a anorganickych
chemickych materidli, které lze klasifikovat jako PCM. AvSak co se tyce dalsich dilezi-
tych vlastnosti uvedenych v kapitole 3.3.1, to uz tak dobfe nevypada. Vzhledem k tomu,
7e 7zadny material nemtze mit vSechny zminované idealni vlastnosti, je nutné pouzit do-
stupné materidly a snazit se optimalizovat vybér materidlu tak, aby splioval konkrétni
pozadavky pii akumulaci. Je taktéz mozné tyto nékteré nedostatky vykompenzovat, na-
priklad pouzitim kovovych zeber v PCM miizeme zvysit tepelnou vodivost, podchlazeni
miize byt potlaceno zavedenim nukleacniho ¢inidla do akumula¢ni latky, atd. Pri sepiso-
vani nasledujicich podkapitol jsem Cerpal z [15] a [16].

Organické materialy

Tuto skupinu PCM mtizeme délit na slouceniny s parafiny a bez parafinti. Velkou vyhodou
téchto sloucenin je jejich vlastni nukleace. Diky tomu témér nedochézi k problémim s
podchlazenim.

Slouceniny s parafiny:

Parafin je smés pevnych uhlovodiki. Pro pouziti se vyuziva téméi primy retézec CHs-
(CHy)-CHs. Pro krystalizaci fady (CH3)- je potteba velké mnozstvi latentniho tepla. Prave
diky této vlastnosti jsou tyto slouceniny velmi vhodné pro pouziti jako PCM. Dalsi dobrou
vlastnosti parafint je jejich chemicka inertnost a cenova dostupnost. Tyto materidly maji
pomérné dlouhy cyklus tani/tuhnuti.

Slouceniny bez parafini:
Tato kategorie obsahuje velké mnozstvi organickych latek s rozdilnymi vlastnostmi.

Tvori tak velkou skupinu latek, které se hodi k pouziti pri akumulaci tepelné energie. Do
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této skupiny patii estery, vyssi mastné kyseliny, glykoly apod. Problematickou vlastnosti
je jejich horlavost, kterd nedovoluje jejich styk s vyssimi teplotami, plamenem a oxida¢nimi
¢inidly. Z ekonomického hlediska jsou nevyhodné, protoze jsou velmi drahé. Jejich cena se
pohybuje dvou az t¥{ nasobné vys nez u technickych parafinti. Dobrou vlastnosti je vysoké
latentni teplo.

Anorganické materialy

Do skupiny anorganicky latek mtzeme zahrnout hydraty soli a kovy. Hydraty soli jsou
latky, které ve své struktufe obsahuji vazané molekuly vody. Zahtivanim se tyto molekuly
vody odstépuji a rozpousténim latek ve vodé opét poutaji molekuly vody. Pii poutani mo-
lekul vody (hydrataci) se u nékterych slouc¢enin uvoliiuje tzv. hydratacni teplo. Hydraty
soli vétsinou taji bud do hydrati s mensim poctem molekul vody nebo do bezvodé formy.
To znamend, Ze pii zméné skupenstvi z pevného na kapalné se hydraty rozpadnou do
anhydridu soli a vody nebo do hydratu nizsiho fadu a vody. To u vétsiny hydrati vyvolava
zasadni problém. Nekongruentni tani zplisobuje, Ze mensi mnozstvi molekul vody jiz neni
schopné roztavit vSechny pevné latky. Ty se diky vétsi hustoté za¢nou propadat na dno.
Tim se snizuje mnozstvi latek, které méni skupenstvi a tedy i celkové pohlcené /uvolnéné
latentni teplo. Dalsim nedostatkem hydrati soli je fakt, Ze nemaji dostatek nukleacnich ci-
nitelt, proto je potieba tyto ¢initele dodavat tak, aby nedochazelo k podchlazeni. Dobrymi
vlastnostmi anorganickych materidli jsou vysoké latentni teplo, dobra tepelna vodivost,
cena a nehorlavost. Pro lepsi funkci hydratt soli se obecné doporucuje:

e Mechanické michani
e Zapouzdreni do kapsli

e Piidani zahustovadel, kterd zabrani sedani soli na dno

a0
£’ N { solia
400 { hydraty | i pejich
| solia || eutek
— |uutu|tlic|r.i | smési
= 300 . ¢ | smési |
-l A A
x200{ W a4 5
{ | parafin |
100 —
0 4 . : :
=100 0 100 200
T: (°C)

Obrazek 3.4: Druhy PCM [17]
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4 Ulohy se zménou faze

Problém ptechodného prenosu tepla je dilezity v fadé inZenyrskych aplikaci [2]. Jedn4

se zejména o tani nebo tuhnuti a obecné se oznacuje jako tloha zmény faze nebo problém
pohybujici se hranice, napt. vyroba ledu, zmrazeni potravin, tuhnuti kovu v odlitku, skla-
dovani tepelné energie, zpracovani chemikalii a plastii, rist krystall, slévani a svarovani
kovt a slitin, a v fadé dalsich. V prirodé se miizeme setkat napiiklad s jevem, pri kte-
rém dochézi k chlazeni velkych mas magnetickych hornin. ReSeni takovych problémii je
neodmyslitelné narocné, protoze rozhrani mezi tuhou a kapalnou fazi se pohybuje kvili
absorpci nebo uvolnéni latentniho tepla na rozhrani. Poloha rozhrani mezi pevnou a ka-
palnou fazi je pfedem nezndméa (a priori)! a musi se brat jako soucast feseni [18]. Pii
tuhnuti ¢isté substance jako je napt. voda, probiha tuhnuti pfi diskrétni teploté a pevna
popr. kapalna faze je oddélena jasné definovanym pohybujicim se rozhranim. Na druhé
strané, pokud uvazujeme tuhnuti smési, slitin a necistych materidli, probiha tuhnuti v
rozsifeném rozsahu teplot a vysledkem je rozdéleni pevné a kapalné faze pohybujici se
dvou-fazovou oblasti.
Zakladni vlastnosti tohoto problému je, Ze poloha hranic je neznama a v pohybu, pficemz
feSeni parabolické rovnice vedeni tepla probihd v oblasti, kterou je potieba také urcit.
Mezi prvni védce, ktefi se tomuto problému vénovali patii napt. Lamé a Clapeyron v roce
1831, Stefan v roce 1891, tlohy zmény faze byly diskutoviny na hodinadch F.Neumanna,
ale v psané podobé byly publikovany a7z roku 1912 [19]. Od této doby se v literatuie
objevilo mnoho tloh tykajicich se fazové zmény. Exaktni feSeni jsou bohuzel omezena na
idealni situace, zahrnujici semi-infinitni nebo infinitni oblasti s jednoduchym rozhranim
a pocatecnimi podminky. Kviili nelinearité téchto tloh je princip superpozice nepouzi-
telny a kazdy piipad se musi fesit oddélené [1]. Pokud neni mozné ziskat FeSeni exaktné,
pouzijeme aproximace a numerické metody, abychom tuto tlohu mohli vyftesit.

Stefantiv problém:

Jak jsem jiz uvedl, Stefantiv problém je specidlni druh okrajové podminky u parcidlnich
diferencidlnich rovnic, adaptovany na piipad, ve kterém se rozhrani fazi pohybuje s ¢asem.
Klasicky Stefantiv problém je zaméren na popis teplotniho rozlozeni v homogennim télese
prochézejici fazovou preménou napt. tani ledu, to je splnéno vyfeSenim rovnice vedeni
tepla pfi rovhomérné pocatecni teploté v celém médiu a specialni okrajovou podminkou,
Stefanovou podminkou na vyvoj polohy rozhrani fazi. Opét radéji poznamenam, ze tato
poloha rozhrani je neznama. Stefaniv problém je tedy piikladem tlohy volnych hranic.
Z matematického hlediska, jsou faze pouze oblasti, ve kterych je feseni PDR (parcidlnich
diferencidlnich rovnic) spojité a diferencovatelné az do fadu rovnice[20]. Ve fyzikalnich
ulohéach Teseni reprezentuje vlastnosti média kazdé faze. Pohybujici se rozhrani je infini-
tezimalni tenky povrch, ktery oddéluje ptilehlé faze. V diisledku ¢ehoz mize feseni PDR
trpét nespojitosti napti¢ rozhranim.

LA priori nebo také apriori je latinské spojeni (doslova z piedchoziho), které znamen4, ,,pfedem “ nebo
,predchidny “. Odtud pak také apriorni, predchiidny, autoritativni. V bézné teéi se uziva naptiklad pro
apriorni sudky, které clovek déla diive, nez se s posuzovanou véci seznami.
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4.1. MATEMATICKA FORMULACE ULOH S FAZOVOU PREMENOU
4.1 Matematicka formulace dloh s fazovou premeénou

K ilustraci matematické formulace tlohy s fizovou pfeménou budu nejdiive uvazovat
jednodimenzionalni problém tuhnuti a nasledné jednodimenzionalni problém tani. V na-
sledujich podkapitolach ¢erpam z [2].

4.1.1 Podminka rozhrani pro proces tuhnuti

Teplota kapaliny fazové zmény T,, (tj. teplota tdni = teplota tuhnuti) je omezena na
poloprostoru 0 < x < oo. Zpoc¢atku ma kapalina rovnomeérnou teplotu 7;, kterd je vyssi
nez teplota, pti které dochézi ke zméné faze T),,. V case t = 0, je teplota na hranici povrchu
x = 0 nahle snizena na teplotu 7j, kterd je mensi nez teplota tuhnuti 7}, a je udrzovana
na této teploté po dobu ¢t > 0. Tuhnuti zacind v misté x = 0 a rozhrani pevné a kapalné
faze © = s(t) se pohybuje v pozitivni sméru osy z.

Na obréazku 4.1 je tento problém vyobrazen. Teploty pro pevnou T(z,t) a kapalnou Tj(x, t)
fazi, jsou dany standardnimi difiznimi rovnicemi

PT(x,t) 1 0Ty(x,1)

= t t 4.1
o2 p— v 0 <z < s(t) > 0, (4.1)

PTy(xt) 10T (w,1)

0x? op Ot

pricemz predpokladam konstantni termofyzikalni vlastnosti pro pevnou a kapalnou fazi.
Clen s(t) je pozice rozhrani mezi fazemi, kterd neni pfedem znam4 a musime ji urcit. Tato
tloha tedy zahrnuje tfi neznamé: Teplotu v pevné Ty(z,t) a kapalné T)(z, t) fazi a polohu
rozhrani mezi fazemi s(t).

v s(t) <x < oo t>0, (4.2)

Pevna faze Kapalna faze

Ti
m
B g
2
T
=)
B
S .

Rozhram
T-DI
+
0 s(t)

Obréazek 4.1: Vyobrazeni problému tuhnuti v 1-D [2]
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4. ULOHY SE ZMENOU FAZE

Nasledujici rovnice uvazuje energetickou rovnovahu rozhrani z = s(t)

oT; ds(t)) 0T,
il I -
& ox T dt Fs ox

kde L je mérné skupenské teplo tani na jednotku hmotnosti [J kg™!] spojené s fazovou
preménou. Jinymi slovy: Vedeni tepla z kapalné faze v zaporném sméru osy x plus hodnota
tepla uvolnéna v pribéhu tuhnuti na jednotku plochy rozhrani je rovna vedeni tepla do
pevné faze v zaporném smeéru osy .

Prozatim jsem zanedbdaval rozdil hustot mezi pevnou a kapalnou fazi, a proto nadale
predpokldddm na rozhrani fazi: p, = p, = p. Prostiedni ¢len v rovnici (4.3) predstavuje
hodnotu, pfi niz se energie uvoliiuje na pohybujicim se rozhrani v disledku tuhnuti.
Rovnici (4.3) upravim do podoby

pro z=s(t), t>0, (4.3)

or, T ds(t))

ky—= — kj— = pL—*~ = s(t). 4.4
5y kg =pL—p= pro z=s(t) (4.4)
Spojitost teploty na rozhrani fazi je zarucena diky

Ts(z = s,t) =T, = T)(x = s,t). (4.5)

Shrnuti: Rovnice (4.1), (4.2), (4.4) poskytuji t¥i diferencialni rovnice, které umoziiuji
vypocet teplotniho rozlozeni v Ty(z, t) pevné a T)(x, t) v kapalné fazi a polohu s(t) rozhrani
zmén fazi. Rovnice (4.5) poskytuje dvé okrajové podminky. Dalsi okrajové a pocateni
podminky jsou specifikovany v zavislosti na povaze fyzikilnich podminek na rozhrani
povrchu.

4.1.2 Podminka rozhrani pro proces tani

Uvazujme nyni pevnou latku, kterda ma teplotu zmény faze T,, ohrani¢enou na polo-
prostoru 0 < z < oco. Zpocatku je pevnd latka teploty 7T;, jenz je nizsi nez teplota T,,. V
case t = 0 je teplota na hranici povrchu x = 0 nahle zvysena na teplotu 7j, coz je teplota
vétsi nez teplota tani 7}, a udrzovana na této teploté pro casy t > 0. Predpokladam, ze
souradny systém je pro ulohu tani stanoven tak, jak ukazuje obrazek 4.2, tudiz se roz-
hrani fazi pohybuje v kladném sméru osy . Ridici diferencialni rovnice pro tuto tlohu
predpokladaji konstantni vlastnosti v obou fazich

PTy(x,t) 1 9Ti(w, 1)

agj2 = alT 0 <z < S(t) t > 0, (46)
PTy(x,t) 1 OTy(x,t)
~ s ) D ZEsvn 4.
92 P v s(t) <x<oo t>0 (4.7)
a energetickd rovnovaha na rozhrani fazi x = s(t)
oT, or,\ . ds(t)) B
(—kl%> — (—k;s e ) = pL o pro  x = s(t), t>0. (4.8)

Tedy vedeni tepla z kapalné faze v kladném sméru osy x minus vedeni tepla do pevné
faze v kladném sméru osy x je rovno hodnoté tepla absorbované v priibéhu tuhnuti na
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Kapalna faze Pevna faze

To

—
: -
E‘ -y
=]
e —
"g Tltx!.t]
B =

Rozhrani
> X
o s(t)

Obrazek 4.2: Problému tani v 1-D [2]

jednotku plochy rozhrani. Preuspotradani predeslé rovnice odpovida energetické rovnovaze
jako v rovnici (4.4), proto opét dostavam

k,‘s% - kl% = pLdZ—iw pro x=s(t). (4.9)
Rovnice (4.6), (4.7) a (4.9) poskytuji tii diferencidlni rovnice pro urceni neznimych
Ty(z,t), T)(z,t) a s(t) pro uvazovanou tlohu tani. Jak je uvedeno vySe, pro rozhrani
opét plati rovnice (4.5). Poznamenejme, Ze v rovnicich energetické rovnovahy na rozhrani
(4.4) nebo (4.9), ¢len ds(t)/dt pfedstavuje rychlost rozhrani v kladném sméru osy z a
proto miizu napsat

ds(t)
—> =, (t). 4.10
o = s(t) (4.10)
Potom rovnici energetické rovnovahy pro rozhrani piSeme v tvaru
T o1,
ks% — kla_xl = pLv,(t) pro = s(t). (4.11)

Error funkce:
Pyi fesSeni néasledujicich tloh se budu setkdvat s tzv. Error funkei erf (z) definovanou
predpisem:

1 €T

2 S
erf(z)=—= [ ePdt=—= [ e"dt (4.12)
ﬁ -z ﬁ 0

a komplementarni Error funkei erfe (z):

erfc (x) =1 —erf (z). (4.13)
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5 Exaktni reseni uloh se zménou faze

Exaktni feSeni pro ulohy se zménou faze jsou omezeny na par idealnich situaci kviili
divodim uvedenych diive. Jedna se hlavné o pripady jednodimenzionalni nekone¢né ob-
lasti nebo semi-nekonec¢né oblasti a jednoduché okrajové podminky, jakozto predepsana
teplota na okraji povrchu. Exaktni feSeni jsou dosazitelna, pokud uloha pripousti po-
dobnost teseni, coz umoznuje dvé nezavisle proménné x a t sloucit v jednu podobnou

proménnou \% Nyni si ukdzeme exaktni feSeni tii tloh se zménou faze. V této kapitole

budu navazovat na predchozi kapitolu a opét vychazim z [2].

5.1 Jednofazova tloha: Tuhnuti podchlazené tekutiny

Uloha tuhnuti podchlazené tekutiny v poloprostoru. Podchlazen4 tekutina méa konstantni
teplotu T;, ktera je mensi nez teplota tuhnuti 7}, a je ohranicena na poloprostoru x > 0.
Predpokladam, ze tuhnuti zacind na povrchu x = 0 a v c¢ase t = 0, a rozhrani fazi
se pohybuje v kladném sméru osy x. Obréazek 5.1 ilustruje tento piipad. Tuha fdze ma
konstantni teplotu 7,,, po celou dobu, neprobihé pfes ni zadny pienos tepla, teplo uvolnéné
v pribéhu tuhnuti je prevedeno do podchlazené tekutiny a zvySuje jeji teplotu. Teplotni
rozlozeni je tedy neznamé pouze v kapalné fazi, proto se tloze tika: ” Jednofazova tloha”.
V nasledujici analyze uréim teplotni rozlozeni T;(z, t) v kapalné fazi a pozici rozhrani fazi
s(t), jakozto funkei ¢asu.

Pevna latka Podchlazend tekutina

Tm
T5 = Tm

Ti{x,t)

™

Rozhrani

0 s(t)
Obrazek 5.1: Tuhnuti podchlazené tekutiny v poloprostoru|2]

Jesté nez provedu analyzu teseni této tlohy, bylo by vhodné vysvétlit si vyskytujici
se jev, podchlazeni tekutiny. Pokud je tekutina ochlazovana velmi pomalu, okolni teplota
miize byt ochlazena pod teplotu tuhnuti a tekutina se v takovémto stavu nazyva podchla-
zena tekutina. Pokud podchlazeni dosahne kritickou teplotu, za¢ne probihat tuhnuti a
teplo uvolnéné v pribéhu tuhnuti zvysuje teplotu podchlazené tekutiny tak, jak se pohy-
buje rozhrani pevné faze. Zatim neni mnoho zndmo o aktuélnich podminkach pro rozhrani
fazi pti tuhnuti takovéto tekutiny. V pribéhu tuhnuti mize rozhrani naristat jako den-
driticky povrch obsahujici tenké krystalky ledu roztrousené ve vodé, nezli jako pohybujici
se ostré rozhrani. Takovéto chovani mutzeme prilezitostné pozorovat pokud vezmeme la-
hev tekutiny z mrazaku, pricemz tekutina rychle ztuhne pfi protiepani ldhve, nebo nahlé
ztuhnuti velké nadrze tekutého vosku. Tedy zavérem, pokud do analyzy zahrneme i ne-
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5.1. JEDNOFAZOVA ULOHA: TUHNUTI PODCHLAZENE TEKUTINY

pravidelné povrchové podminky, je tento proces velmi slozity. Proto tedy v nasledujicim
feSenim budu uvazovat pouze idedlni situaci a tyto fakta vynecham. Predpokladam tedy,
7e se jedna o ostré rozhrani jehoz pohyb je totozny jako pri normalnim procesu tuhnuti.
Matematicka formulace tlohy je dana néasledovné

PTy(xz,t) 1 9T(x,t)

2 P pro s(t) < x < oo t>0, (5.1)

To=T, pro 0<uz<s(t) t>0, (5.2)

podléhajici okrajovym a pocatecnim podminkam

Ti(x — oo,t) = T; (5.3)
Ti(x,t=0) =T, (5.4)
a podminky pro rozhrani
Ti(x=s,t)=T, pro x=s(t), (5.5)
oT(x,t ds(t
—k (gxx’ ) |ls=s(ty= pL (ji(t) pro x=s(t). (5.6)

Rovnice pro rozhrani (5.6) uvadi, Zze teplo uvolnéné na rozhrani v disledku tuhnuti
je rovno teplu pfivedenému do podchlazené tekutiny a vychazi pfimo z rovnice (4.4) pro
konstantni teplotu T;. Pro urceni teploty T, neni zapotiebi zadné rovnice, protoze ma
konstantni teplotu rovnu 7,.

Z [2] vim, Ze erfc [a;/Q(oqt)%} je FeSenim rovnice vedeni tepla (5.1) a FeSeni teplotniho

rozlozeni T}(z,t) zapisi ve tvaru

Ti(xz,t) = A+ B erfc [ : (5.7)

2(oyt)2

kde A a B jsou libovolné konstanty, které je potfeba urcit. Toto feseni vyhovuje diferenci-
alni rovnici (5.1). V tomto pfipadé mame A = T, coz vyhovuje okrajové podmince (5.3)
a pocatecni podmince (5.4), ponévadz erfc (o0o0) = 0.

Pokud pozaduji, aby feSeni (5.7) taktéz splitovalo podminku rozhrani (5.5), tak pisi

T =T, + Berfc(N), (5.8)
kde argument funkce erfc A uréim jako
t
A= e () = 20 (o) (5.9)
2(&[25)5

Rovnice (5.8) musi vyhovovat kazdému ¢asovému okamziku a tedy parametr A\ musi
byt konstanta. Rovnice (5.8) je nyni feSena pro koeficient B, tedy

T —T;
B=-""_" 5.10
erfc (A) (5.10)
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5. EXAKTNI RESENI ULOH SE ZMENOU FAZE

a tento tvar je zaveden do rovnice (5.7).
Nasledné dostavam teSeni pro uréeni teplotniho rozlozeni T;(z, t)

erfc =

Ti(x,t) = T; ' [2@@)%]
T,—T, erfc())

Rovnice energetické rovnovahy na rozhrani (5.6) poskytuje dodateény vztah pro uréeni

parametru A. A to substituci s(t) a Tj(x,t) z rovnic (5.9) a (5.11), do rovnice (5.6) za
pouziti

(5.11)

ds(t) _ W (5.12)

a vztahu
derfc(z) 2 _» (5.13)
dz ﬁe ’ '

obdrzim nésledujici transcendentni rovnici pro urc¢eni A

C(T, — T))

AeN erfe (\) = 2~ 5.14

=z (5.14)
Tedy A je kofenem rovnice (5.14). Nyni jiz zndm hodnotu parametru A, a mtizu uréit

pozici rozhrani fazi s(¢) z rovnice (5.9) a teplotni rozlozeni Tj(x,t) v kapalné fazi z rovnice

(5.11). Prava strana rovnice (5.14) je rovna Stefanovu ¢islo podélend /7.

Pokud nemdm dostateéné presnou tabulku'(viz priloha A.1.1), je vhodn&jsi v tomto
pripadé vyuzit znalosti z numerickych metod a posledni transcendentni rovnici vyfesit
napf. pomoci Newtonovy metody pro aproximaci kofene. [21]

1V tabulce uvadim hodnoty A erfe (M) vzhledem k A. Pokud tedy zndm hodnotu Stefanova ¢isla, A
urc¢im z této tabulky.
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Numerické FeSeni transcendentni rovnice [21]:

Kofeny nelinearni rovnice f(x) = 0 obecné neumime vyjadiit explicitnim vzorcem. K
feSeni nelinearni rovnice proto pouzivame iteracni metody. Z jedné nebo nékolika poca-
tecnich aproximaci hledaného kofene x* generujeme posloupnost xg, 1, ..., ktera ke korenu
x* konverguje. Pro nékteré metody staéi, kdyz zaddme interval (a, b), ktery obsahuje hle-
dany koten. Jiné metody vyzaduji, aby pocatecni aproximace byla k hledanému kotfenu
dosti blizko a na oplatku takové metody konverguji mnohem rychleji. Budu ptredpokla-
dat, ze funkce f(x) je spojitd a ma tolik spojitych derivaci kolik je jich v dané situaci
zapotrebi.

V mém piipadé pouziji Newtonovu metodu (metodu tecen):

Vychdzim z pocateéni aproximace xy a postupné poc¢itdm zq, xo, .. zpusobem, ktery nyni
ukazi. Pfedpokladdm, ze znam x; a mam urcit lepsi aproximaci xi,q. Udélam to tak, ze
bodem [z, f(xy)] vedu teénu ke kiivce y = f(x) a prusecik teény s osou x povazuji za

Tht1-
Do rovnice tec¢ny:
y=flzg) + f(zp)(x — 21), (5.15)
dosadim y := 0, vypocitdm x a polozim xyq := x. Tak dostanu predpis
f(zy)
Tht1 = Tk — : 5.16
+ f/(xk) ( )
Vypocet z;1 povazuji za dostatecné presnou aproximaci kotene, pokud
|zpy — x| <€, (5.17)

kde € je pozadovand piesnost. Timto stop kritériem tedy danou aproximaci ukonc¢im.

e f(x)

—— I51-:[)

o B g0

Obrazek 5.2: Newtonova metoda [21]
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5.2 Jednofazova tuloha : Tani pevné latky o teploté
zmény faze

Nyni budu fesit tdni v poloprostoru. Pevnd latka teploty tani 7), je omezena na polo-
prostoru x > 0. V ¢ase t = 0 je teplota na okraji povrchu x = 0 zvySena na teplotu 7Ty,
ktera je vétsi nez teplota 7),, a udrzovana pri této teploté pro cas ¢t > 0. Tani tedy zacina
na povrchu x = 0 a rozhrani fazi se pohybuje v kladném sméru osy x. Tento piipad je
zobrazen na obrazku 5.3. Pevna faze méa konstantni teplotu rovnu 7, po celou dobu a
teplotni rozlozeni Tj(x,t) je nezndmé pouze u kapalné faze a proto se jedna opét o tlohu
jednofazovou.

T Kapalna faze Pevna faze
0
T, {x, 1)
{ T, =T,
Tn
Rozhrani
x
0 $iel
Obrazek 5.3: Tani pevné latky o teploté zmény faze v poloprostoru [2]
Matematicka formulace tlohy pro kapalnou fazi je dana rovnici
PTy(x,t) 1 0Ty(x,t)
= — 0 <z < s(t t >0 5.18
axQ O{l at pl"O x 8( ) Y ( )
a pro pevnou fazi
T,=T, pro s(t) <z < oo, t >0, (5.19)
spliujici okrajovou podminku
Ti(x=0,t)=1Tp. (5.20)
Podminku rozhrani s konstantni teplotou 7 stanovim opét ve tvaru
Ti(xr=s,t)=T, pro x=s(t) (5.21)
T x,t ds(t
—k gz; ) |ls=s(y= pL il(t) pro  x = s(t). (5.22)

Rovnice (5.22) vychézi piimo z rovnice (4.4) pro konstantni T, pro urceni teplotniho
rozlozeni v pevné fazi neni potteba zadné dalsi rovnice, jelikoz je rovna teploté tani T,
po celou dobu.

Predpokladam feSeni teplotniho rozlozeni Tj(x,t) v podobé

T)(xz,t) = A+ B erf

2(yt)2

] : (5.23)
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kde A a B jsou libovolné konstanty a diferencidlni rovnice (5.18) je splnéna. Nyni poloZim
A = Ty, coz vyhovuje okrajové podmince (5.20), jelikoz erf (0) = 0 a to ndm dava upraveny
tvar predchéazejici rovnice

Ti(x,t) =Ty + B erf

] . (5.24)

2(Oélt)%
A pii pozadavku splnéni podminky (5.21) pro x = s(t) dostavam

T =Ty + Berf (), (5.25)

kde uréim

A= 2(‘253)% nebo  s(t) = 2\(cut)} . (5.26)

Rovnice (5.25) nazna¢uje Ze A by méla byt konstanta. Potom se koeficient uréi z rovnice
(5.25) jako

B = . 2.27
erf (\) (5:27)

Zavedenim rovnice (5.27) do rovnice (5.24), dostavam

f T
ﬂ(l‘,t) — TO . o |:2(o¢lt)%:|
T,—-Ty,  erf())
Na zavér vyuziji podminky pro rozhrani (5.22), abych ziskal dodate¢ny vztah pro
ur¢eni parametru \. Vztahy pro s(¢) a Tj(z,t) z rovnic (5.26) a (5.28) dosadim do rovnice
(5.22) a vyuziji derivace

(5.28)

ds(t) _ Avau (5.29)

derf(z) 2 _»
e (5.30)

Ziskdm podobnou transcendentni rovnici pro urc¢eni parametru A:

C(Ty — Thn)
AN erf (V) = 210 5.31
= S (5.31)
Pokud znam parametr A, mizu nésledné urcit polohu rozhrani fazi s(¢) a teplotni rozlozeni
kapalné faze T)(x,t). Jako v predchézejicim pripadé je prava strana rovnice (5.31) rovna
Stefanovu ¢islo podélenym hodnotou /7. Hodnotu A uréim z tabulky (viz pfiloha A.2.1)
nebo pomoci Newtonovy metody.
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5. EXAKTNI RESENI ULOH SE ZMENOU FAZE
5.3 Dvoufazova tloha : Tuhnuti

V tomto ptipadé uvazuji tuhnuti v poloprostoru a to takové, ze feSeni je vyzadovano pro
obé faze, tedy teplotni rozlozeni v kapalné i v pevné fazi. Tekutina ma konstantni teplotu
T;, ktera je vétsi nez teplota tuhnuti 7,,. Reseni probih4 v poloprostoru « > 0. Pro ¢as
t = 0 je na hranici povrchu x = 0 teplota sniZzena na teplotu Ty, coz je teplota nizsi
nez 1), a udrzovana pri této teploté pro ¢as t > 0. Tuhnuti zac¢ind na povrchu x = 0 a
poloha rozhrani fazi s(t) se pohybuje v kladném sméru osy z. Uloha je graficky ilustrovina
na obrazku 5.4. Tento problém se nazyva dvouftdzovy problém, protoze nezname teplotni
rozloZeni kapalné a ani pevné faze. V nésledujici analyze ur¢im teplotni rozlozeni obou
fazi a polohu rozhrani fazi. Tato uloha je oproti predchazejicim tloham obecnéjsi a toto
reSeni je znamo jako Neumannovo reSeni.

Pevna latka Kapalna faze
Tr - T‘_
pro x =+ oo
T
Ty lx, 1)
Ty
Rozhrani
= X
0 5e)

Obrazek 5.4: Dvoufazovy problém: Tuhnuti [2]

Matematickd formulace tlohy pro pevnou fazi je dana predpisem

PT(x,t) 1 ITy(x,1)

92 o o pro 0 < x < s(t), t >0, (5.32)
Ty(z =0,t) =T, (5.33)
a pro kapalnou fazi
0?Ti(z,1) 1 9T} (z,t)
o o PO s <w<oe t>0. 0 (534
Ti(x — oo, t) = T; (5.35)
Ti(x,t=0)=1T;, pro x > 0. (5.36)

Podminky pro rozhrani fazi pro x = s(t) jsou

To(x = s(t),t) = Ti(x = s(t),t) =T, (5.37)
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5.3. DVOUFAZOVA ULOHA : TUHNUTI

ITs(x,t) oTy(x,t) o ds(t)
ksT [F— —k‘lT |ls=s(ty= pPL 7R (5.38)

Tvar feSeni pro teplotni rozlozeni Ty(x,t) v pevné fazi, zvolim podobné jako v druhé
uloze:

To(x,t) =Ty + A erf

] , (5.39)

2(cyt)?

coz spliwgje diferencialni rovnici (5.32) a okrajovou podminku (5.33). Tvar feSeni teplot-
niho rozlozeni v kapalné fazi T)(x,t) volim obdobné jako v prvni tloze

Ti(z,t) =T, + B erfc [ ] : (5.40)

Q(C‘élt)%
tento tvar splituje diferencidlni rovnici (5.34), okrajovou podminku (5.35) a podatecni
podminku (5.36). Pomoci rovnic pro rozhrani uréim konstanty A a B.

Rovnice (5.39) a (5.40) nejprve dosadim do rovnice pro rozhrani (5.37), coz vede k rovnosti

%
To+ Aerf (A\) =T, + B erfc [)\ (%) =T, (5.41)
I
kde ur¢im
t 1
A= 5t) - nebo  s(t) =2X\(at)2 . (5.42)

2(ast)2

Jako v predchozich tlohdch rovnice (5.41) znadi, ze A by méla byt konstanta. Koefici-
enty A a B nyni uréim z rovnice (5.41) a to nésledovné

T, — T, T, — T
A=""_""2" a B=

erf (\) erfe [}\ (Zﬁ)ﬂ :

Zavedenim koeficienti A a B do rovnic (5.39) a (5.40), ziskdvam rovnice pro zjisténi
teplotnich rozlozeni pro pevnou a kapalnou fazi tvaru

(5.43)

f | ——
Ts(il',t) — TQ o o |:2(a5t)2:|

= 44
T — Tp erf () (5.44)
a
Ti(et) -1, [2 . }
I\ i (ut) : (545)

Tn =1 erfc {)\ (0‘—>

)]
Rovnici energetické rovnovahy na rozhrani (5.38) nyni vyuziji pro urfeni parametru
A. A to tak, 7e s(t), Ts(x,t) a Ti(x,t) z rovnic (5.42), (5.44) a (5.45), dosadim do rovnice
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5. EXAKTNI RESENI ULOH SE ZMENOU FAZE

(5.38) a uzitim vztaht (5.13) a (5.30), dostdvam nasledujici transcendentni rovnici pro
urceni parametru A

e N k; (as)é T, —T, e N(as/a) AT (5.46)
erf (A) ks \ oy T — To erfe [)\(as/al)%] Cs(Tr, — To)

Pokud zndm A, mtizu uréit hodnoty s(t) z rovnice (5.42), Ty(z,t) z rovnice (5.44) a
Ts(x,t) z rovnice (5.45). Tvar rovnice (5.46) nedovoluje parametrizaci pomoci jednoho
bezrozmérného cisla jako v predchazejicich pripadech a tedy neuvadim zadnou tabulku,
ale jsem odkazan na vyteSeni rovnice pomoci Newtonovy metody.

Error funkce v prostfedi Matlab a Gams [22]

P1i tfeseni uloh v prostfedich Matlab a Gams vznikd problém tykajici se implementace
Error funkce, jelikoz v prostiedi Matlab je erf (z) definovana predpisem

1 (" e 2 [T e
erf () = — e Vdt=—= [ e "dt, (5.47)
sl

kdezto v prostfedi Gams

1 m 1,2
errorf () = — e 2" dt. (5.48)
V2 /_oo

1+ erf (%
errorf () = # . (5.49)

Takto vznikly problém neni tézké vyfesit. V predchozim textu poc¢itdm s funkei erf (x)
definovanou stejné, jako v prostiedi Matlab a rovnici 5.49 potfebuji zapsat na tvar pro
feSeni erf (\%) Pomoci substituce y = \% Tim ziskdvam funkci erf (y) pro zapis v pro-
sttedi Gams

Tedy

erf (y) = 2 - errorf (V2y) — 1. (5.50)

P1i definici komplementarni error funkce erfe (), kterd je déana
erfc (y) = 1 —erf (y), (5.51)

je tento problém feSen dosazenim rovnice 5.50 do 5.51, tedy neni tfeba vyuzivat dalsich
znalosti a komplementarni error funkce v prostiedi Gams ma tvar

erfc (y) =1 — (2 -errorf (V2y) — 1) (5.52)

a po aprave dostavam
erfc (y) = 2 — 2 - errorf (V2y) . (5.53)
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6 Matematické a optimalizacni
modely a jejich vysledky

S vyuzitim poznatkl z predchozich kapitol si nyni sestrojim model v programovacim
prostiedi Matlab, ktery pouziji jako zdkladni kamen pfi tvorbé optimalizacniho modelu
v prostiedi Gams (General algebraic modeling system), kde optimalizuji nami zvolené
pozadavky. Nasledné budou vysledky optimalnich hodnot vyuzity pro zpétné dosazeni do
programu Matlab, abych ziskal grafické vysledky tohoto problému. Postupné sestrojim
a vyresim tlohy jednofazového problému: Tuhnuti podchlazené tekutiny teploty T;, tani
pevné latky o teploté zmény faze T,,, a dvoufazovy problém: Tuhnuti kapalné latky o
teploté T;. Pfi tvorbé modelt jsem ¢erpal potfebné znalosti z [23] a [24].

6.1 Jednofazovy problém: Tuhnuti podchlazené teku-
tiny
6.1.1 Tvorba zakladniho modelu pro Matlab

V této podkapitole budu navazovat na stejnojmenny problém z predchdazejici kapitoly
(viz 5.1). V tloze budu pracovat s rovnicemi: (5.9), (5.11) a (5.14). Ze vSeho nejdiive
si zjistim parametr A\ z rovnice (5.14), kterd vznikla dosazenim rovnic (5.9) a (5.11) do
rovnice rozhran{ (5.6). Reseni takto zadané transcendentn{ rovnice ziskdm diky Newtonovy
metody. Pro pouziti Newtonovy metody si rovnici (5.31) oznac¢im jako

coT,, — T)
L7
a jelikoz budu pottebovat i jeji derivaci tak si predchdazejici rovnici zderivuji
2\
yh = eNerfe (A) + 2X3%eNerfc (\) — = .

N

Pouziti nasledujiciho vzorce pro ziskani dostate¢né dobré aproximace kotene \ vyzaduje
zadani pocatec¢niho bodu A\

g = AeMerfe (N) —

Yi
Vi

Nest = A —

poté, co rozdil \gy1 — A\x dosdhne pozadované tolerance, ziskdvam parametr .

while rozdil>tolerance
y=lambda*exp (lambda~2) *erfc{lambda) - {{c*(Tm - Ti})/ (L _f*sgrtipi})):
y_der={exp(lambda~2) *erfc(lambda) + Z2*lambda~Z*exp(lambda~2)*eric(lambda)...
- (2*lambda) fsgrt(pi)):
lambda_new=lambdzs- (yv/v_der);
rozdil= aba(lambda new - lambda);
lambda= lambda new;
end
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY

V dalsim kroku se pfesunu k vypoctu polohy rozhrani fazi s(¢(:))', kde mizu diky
nové ziskané A\ spocitat rovnici (5.9). V této fazi znam uz i posouvani polohy rozhrani
v Case, ale jeSté neznam teplotni rozloZeni v kapalné fazi T;(x(j),t(i))? a proto vyuZiji
rovnice (5.11).

for i=1:M
st{i) = 2*lambda*sgrt{alpha*t{i)):
for j=1:M2
if st{i) < =x(J)
T1{i,3)=Ti{i,3)+{(Tm{i,J)-Ti{i,J))*erfc(x(])...

S2* {alpha*c (i)}~ {1/2))) )/ (erfc({lambda));
elze
Ta({i,3)=Tm({i,J):
end
T{i,3)=T1l{i,3)+T={i,J):
end

Takto vytvoreny model v prostiedi Matlab bude slouzit k interpretaci grafickych vy-
sledki poté, co si v prostiedi Gams zoptimalizuji vstupni proménné (vlastnosti materiala
a konkrétni pozadavky u konkrétnich tloh).

V tloze tuhnuti podchlazené tekutiny pocitam s parametry:

e Plocha priifezu: S=1 [m?]
e Teplota tuhnuti: T, = 300 [K]
e Teplota na po¢atku: T; = 290 [K]
e Cas maximalni: timae = 1500 [s]

Proménné velic¢iny, jejich omezeni a dalsi hodnoty, které budu dale pouzivat v modelu
zavadim v néasledujici podkapitole 6.1.2.

Pokud ma ¢tenar k dispozici i soubory z programovacich prostiedi k této praci, muze
tento problém tuhnuti podchlazené tekutiny najit pod nazvy:

Matlab: SingleSolidl.m a Omezeniceny.m

Gams: SingleSolid1.gms

Tndex i zna¢i rovnomérné rozdéleni ¢asového intervalu.
2Index j zna¢i rovnomérné rozdéleni tyce.
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6.1.2 Optimalizace veli¢in a jejich omezeni

V této fazi mam vytvoreny model v Matlabu. V prostfedi Gams, vyuziji rovnice pouzité v
Matlabu a dodam i jista omezeni tykajici se vlastnosti materidlu. Tyto omezeni zavadim
proto, abych mohl vytesit optimaliza¢ni model, ktery extremalizuje pozadované veli¢iny
charakterizujici tepelné chovani v zadanych ulohach. Termofyzikalni vliastnosti materiali
ovsem nejdou libovolné ménit, proto je potieba zadat jakych minimalnich a maximéalnich
hodnot mohou nabyvat. Pfi hledani optimalnich hodnot nardzim na fakt, ze k dosazeni
urcité vlastnosti materialu musim zaplatit cenu, kterou tato modifikaci materidlu stoji. K
tomu je potreba zvolit i odpovidajici cenové funkce, vystihujici redlnou cenu pti tvorbé
takto pozadovaného materidlu. Pri reseni tloh budu optimalizovat soucinitele tepelné
vodivosti k, hustotu p, mérnou tepelnou kapacitu ¢ a mérné latentni teplo L;.

Rad bych jesté ¢tenafi pripomnél, co urc¢ité veliciny znaci:

e Soucinitel tepelné vodivosti je vlastnost materialu udavajici, jak velky odpor klade
téleso pri prenosu tepla z jedné ¢asti do druhé, ¢im vétsich hodnot nabyva, tim
rychleji se teplo télesem Sifi.

e Meérna tepelna kapacita ¢ znadi, kolik tepelné energie je potieba télesu dodat (ode-
brat), aby se 1 kilogram latky ohial (ochladil) o 1 kelvin.

e Mérné latentni teplo Ly, oznacovano taktéz jako mérné skupenské teplo tani (tuhnuti)
udava, kolik musim dodat (odebrat) tepelné energie, aby 1 kilogram latky presel z
pevné faze na kapalnou (kapalné fize na pevnou) beze zmény teploty.

e Hustota p je fyzikalni veli¢ina, kterd vyjadiuje hmotnost objemové jednotky latky.

e Teplotni vodivost a je schopnost daného kusu latky, konstrukce (napf. zdi), vést
teplo. Predstavuje rychlost, s jakou se teplo $iti z jedné zahtaté ¢asti latky do jinych,
chladnéjsich ¢asti.

Pro predstavu, aby si ¢tenar ovéril zda vytvoreny model pracuje spravné zavedu néa-
sledujici poznatky. Cim vétsi jsou hodnoty mérné tepelné kapacity ¢ a latentniho tepla Ly
tim vétsi tepelnou energii mizu akumulovat v ramci télesa. Pokud ovSem tyto hodnoty
nabyvaji velkych hodnot, je zapotiebi pii ohfivani dodat télesu velké mnozstvi energie
pricemz, se poloha rozhrani pohybuje pomaleji. Dale se zaméfim na hodnotu soucinitele
tepelné vodivosti k. Tady pozaduji hodnotu co nejvétsi, k dosazeni co nejrychlejsiho siteni
tepla télesem a tim samoziejmé rychlejsiho Sifeni polohy rozhrani fazi. Jako posledni ma-
teridlovou vlastnost optimalizuji hustotu p, kterd znaci kolik kilogrami zaujimé objem
télesa, tedy pokud tato veli¢ina nabyva vétsich hodnot, mizu predpokladat, zZe poloha
rozhrani fazi se bude §itit pomaleji.

Latku s téméf optimalnimi vlastnostmi pro konkrétni zadani loh jsme v dnesni dobé
schopni vytvorit pomoci riznych smési modifikujici vlastnosti latky tak, aby se alespon
priblizila nasim pozadavkim. OvSem vhodné vlastnosti materidlu néco stoji a proto je
treba si zavést omezeni tykajici se ceny za material. Z praxe vim, zZe jestlize budu pozado-
vat, aby veli¢iny ¢, Ly a k nabyvaly vysokych hodnot, budu muset za takto poZzadované
vlastnosti zaplatit vyssi cenu a tedy cenové funkce budou funkce rostouci. Pokud modifi-
klesajici. PTi volbé cenovych omezeni jsem vychazel z predeslych fakti a zvolil omezeni
6.1, kterd mohou byt pripadné upravena dle parametri vyrobce materialu.
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cenap = 1+ ek

cena, = —0.0008 - (p — 450) + 2.5

cena. = 0.0000002 - (¢ — 600)* + 3

cenay, = 0.00000000007 - L2 + 0.01 - 50000 + 2

CeNacelr, = CENay + cena, + cena, + cenay,

k€ (0.05,2)

.p € (450,1300)

, ¢ € (1000, 4000)

L € (50000, 300000)
, CeNacerr € (9.1,28.5)

(6.1)

Cenaceqy se pevné zvoli z intervalu podle uvazeni zakaznika a znaci, kolik euro za kilo-
gram latky je zdkaznik ochoten zaplatit pro ziskdni co nejlepsich vlastnosti latky, pricemz
v mém priipadé cenacey mize nabyvat hodnot z intervalu (9.1,28.5) [Euro kg™ 1]. Tento
interval znac¢i minimum a maximum ceny, kterou je tfeba pii vyrobé zaplatit za vSechny
¢tyTi pozadované vlastnosti materialu. Volbou rozmezi minimalnich a maximalnich hod-
not k,p,c a Ly, které tyto veli¢iny nabyvaji se interval cenace mize libovolné ménit, dle
vyrobce materialu.

Grafické znazornéni pribéhi funkci pro omezujici pozadavky uvadim na obrazku 6.1.
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Obrazek 6.1: Ceny za vlastnosti materialu

Je dilezité si uvédomit, ze fesim tlohu tuhnuti podchlazené tekutiny a tedy rozdil
teploty na pocatku T; a teploty tuhnuti 7}, nesmi byt prilis velky. Tohoto faktu si taktéz
muzu vSimnout v tabulce (viz A.1.1), kterd udava hodnotu parametru A v zavislosti na
hodnoté Stefanova ¢isla. Hodnoty A jsou pomérné dosti citliva na zadani vstupnich hodnot.
Pokud bych zadal velky rozdil teplot, setkal bych se s problémem, 7e rovnice pro stanoveni
parametru A by nemeéla reSeni. Teplotu podchlazené tekutiny na pocatku si zvolim tedy
o trochu nizsi (v mém pfipadé o 10 [K]) nez teplotu tuhnuti.
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6.1.3 Optimalizacni modely pro Gams a interpretace vysledku

Pti vytvareni optimalizacnich modelli se zamérim na pripady, kdy hledam teplotni vodi-
vost a(k, p,c) a mérné latentni teplo L, takové, aby maximalizovalo, ¢ minimalizovalo
pozadované vlastnosti pii pfenosu tepla u konkrétnich aloh. Jelikoz se jednd o tlohu ne-
linedrniho programovani (NLP), pouzivim pfi feSeni optimalizaéniho modelu v Gamsu

resic CONOPT.

Nelinearni programovani (NLP)[25]:
Necht f: R" - R, g:R™ = R™a X C R", navic symbol o € {<, > =}".
Potom
m}gn {f(x)|g(x)00,x € X} (6.2)

se nazyva uloha nelinedrniho programovani.

Interpretace vysledkii z prostiredi Gams:
Pfi interpretaci vysledkil z prostfedi Gams, ziskdm kazdy identifikitor® proménné se ¢ty-
fmi hodnoty popsanymi piiponou s teckou za identifikitorem [26] :

e Lower .LO — urcuje dolni mez pro hodnoty proménné
e Upper .UP — urcuje horni mez hodnot proménné
e Level .LL — urcuje vlastni hodnotu proménné

e Marginal .M — urcuje marginalni, dualni hodnotu proménné odpovidajici omezeni
kladenému na uvedenou proménnou. Udava tedy rychlost zmény ucelové funkce pii
zméné daného omezeni

31dentifikdtory jsou pouZzivany jako oznaceni (jména) programt, programovych jednotek, ndvesti, kon-
stant, typu, proménnych, komponent zidznamu, procedur a funkci.
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Poznamky k nadchazejicim vypodctim:

Pf1i urceni vlastni hodnoty proménné se v prostiedi Gams pouziva .L, kviili tomuto zna-
¢eni prosim Ctenafe, aby respektoval znaceni mérného latentniho tepla a proménné L, Ly
bral jako jedno a to stejné mérné latentni teplo.

Rad bych déle ¢tenare upozornil, ze v nasledujicich podkapitolach se budu zabyvat formu-
laci zadanych tloh, zobrazenim vysledki z obou programovacich prostiedi a zhodnoceni
obdrzenych hodnot. Zavérecné pojednani nad dosazenymi vysledky vsech problému a
jejich taloh budu interpretovat az v kapitole 6.4, kvili zptehlednéni kazdé tlohy na dvoj-
stranu.

K lepsi prehlednosti zobrazenych hodnot pii grafické interpretaci, jsem zmirnil z poza-
davku na poloprostor a velikost osy = jsem zkratil. Tento krok nemd zadny vliv na vy-
sledky.

Pro snadnéjsi orientaci v seznamu obrazki jsem si dovolil oznacit odpovidajici obrazky
ke kazdému pripadu a tloze pomoci znaceni ”U.i.j.”, kde ¢ znac¢i o ktery pripad se jedna
(1 = 1,2,3) a j znadi kterd tloha se v tom pfipadu momentalné fesi (j = 1,2,3,4) ,

v

piitem? znaceni ” U”je zkratkou pro slovo aloha.

Ve formulacich vyuzivam i omezeni (6.1), coZ jsou omezeni tykajici se ceny za material a
ceny celkové pri pozadavku, aby se rozhrani fazi pohybovalo co nejrychleji, v mém pripadé
si zvolim, Ze jsem ochoten investovat maximalné cenagqr = 20 [euro kg™!]. Maximéln{ ¢as,
pro ktery fesim pfenos tepelné energie v ramci systému je t,,4., teplota podchlazené teku-
tiny na pocatku T; (v tloze ¢.2 se jedna o proménnou), teplota zmény faze T, jsou libo-
volné zadané hodnoty, které se daji ménit podle konkrétniho zadavatele. Cas t,,0, = 1500
[s] je sice kratky ¢asovy tsek v oblasti akumulace tepelné energie, ale pro demonstraci
funkcénosti modelu je tento cas postacujici. Interval parametru A zacina na hodnoté 0.05,
jelikoz pti uvazovani A = 0 by pfi feSeni transcendentni rovnice mohlo dojit k chybé pti
vypoctu v diisledku nasobeni nulovou hodnotou a cely vypocet by skoncil. Toto dodatec¢né
omezeni si mazu dovolit i diky tomu, Ze to vypocet nijak neovlivni a hodnoty parametru
A mi nikdy pfi vytvareni a testovani modelu nedosdhly hodnot mensich nez 0.05.
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6.1. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI PODCHLAZENE TEKUTINY

1. dloha optimalizace:

V dloze se ma maximalizovat poloha rozhrani s(t). Tedy abych za pozadovany ¢as t,.
dosdhl maximalni polohy rozhrani s(t,,q,) od pocatku 0. Vytvoiim optimaliza¢ni model
vyuzivajici jiz znamych faktd a postupii z programovani modelu v Matlabu, doplnény o
vSechna omezeni vyskytujici se v tloze.

Zakladni formulace tlohy je tvaru:

max S(tmaz) = 2 AV tinas (6.3)

k
s.t. o = —
pC

T, T,

A erfe (A) = CEn = 1)

CLpVE o
+ Omezeni (6.1)
A € (0.05,4) [~], cenacer, = 20 [Eurokg™"],
T, = 290 [K], Tp = 300 [K], tmae = 1500[5].

Z obréazku 6.2 vidim, Ze veli¢iny pfi pozadavku na maximalizaci polohy rozhrani s(¢,,a.)
nabyvaji, az na mérnou tepelnou kapacitu ¢ predpoklddanych hodnot. Pokud se nad tim
ovSem zamyslime, veli¢ina ¢ nemize byt minimalni, jelikoz z rovnice (5.14) nebo rovnou z
tabulky A.1.1 mizeme zjistit, ze je zapotiebi, aby se prava strana rovnice rovnala nejvyse
hodnoté 0.5638 (k tomuto faktu piikladam rovnéz i odpovidajici grafické zndzornéni viz
A.1.2). Tedy pii rozdilu teplot AT = 10 [K] a hodnoté L; = 50000, [J kg™'] je potieba,
aby byla mérna tepelnd kapacita ¢ dostatecné velkd, aby parametr A byl co nejvétsi, ale
zaroven nesmi byt % < 0.5638. Dale bych upozornil, ze nebyla dosazena maximalni cena

za material cenag., < 20 [Euro kg™!] a pokud by se dalo pfi vyrobé zvétsit rozmezi hodnot
materidlovych vlastnosti, mohlo by se dosdhnout jesté vétsi polohy rozhrani s(t,q:)-

LOWER LEVEL TUPPER MARGINAL

VAR k 0.050 2.000 2.000 0.024

VAR rho 450,000 450,000 1300.000 -1.066E-4

VAR c 1000.000 4000.000 4000.000 &£.5531E-5

VER L T S0000.000 50000.000 3.0000E+5 -6.202E-6

VAR kcena -INF 8.389 +INF

V4R rhocena -INF 2.500 +INF

VAR ccena -INF £.312 +INF

VER L fcena -INF 2.195 +INF
VARIABLE lambda.L = 1.17522 Parametr
VARTABLE alpha.L = 1.111111E-6 Teplotni wvodiwvost
VARIAELE =.L = 0.09596 Poloha rozhrani
EQUATION cenacelk.L = 18.39648 Omezenl celkovée ceny

Obrézek 6.2: U.1.1: Vysledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmaes

Tim jsem dosahl optiméalnich vysledki pii pozadovanych omezeni. Tyto optimalni
hodnoty nactu do prostiredi Matlab, kde ziskdm grafické vysledky rteSeni, jak se méni
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Obréazek 6.3: U.1.1: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 3D
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Obrazek 6.4: U.1.1: Priibéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D

poloha rozhrani a teplotni rozlozeni v celém médiu v pribéhu ¢asového useku. Grafické
vysledky této tlohy jsou zobrazeny na obrazcich 6.3 a 6.4.
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6.1. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI PODCHLAZENE TEKUTINY

2. uloha optimalizace:

Pro tento pfipad, hledam co nejmensi teplotu podchlazeni T;, tedy maximalizuji teplotu
T; podchlazené kapaliny, na které je latka ustalena v ¢ase t = 0 po celé své délce, pricemz
ma byt dosazeno pozadované polohy rozhrani fazi sp,. za ¢as taq.

Formulace ulohy:

max T; (6.4)
k
s.t. o = —
pc
Twm —T;
Ae erfc (\) = ¢(Tn = T))

Lo
Spoz = 0.02 [m]
+ Omezeni (6.1)
A € (0.05,4) [~], cenacear = 20 [Eurokg™],
T, € (275,295) [K], T = 300 [K], tmae = 1500 [s].

Na obrazku 6.5 opét vystupuji vysledné hodnoty tlohy pfi pozadavku na maximalizaci
teploty T; a dosaZeni polohy rozhrani s,,,. Oproti pfedchézejici tloze se vysledky jevi vice
zajimavéjsi. Teplota na pocatku 7; dosdhla v tomto pripadé maximalni mozné hodnoty
295 [K] a k tomu, aby byl dodrzen i pozadavek na rozhrani s,,, = 0.02 [m] je nutno snizit
rychlost zmény polohy rozhrani. Z tabulky A.1.1 vime, ze mald zména Stefanova cisla
zajisti velké zmény parametru A, na kterém je zévisld zména polohy rozhrani (5.9), stejné
tak i snizeni soucinitele tepelné vodivosti ovlivni vyslednou hodnotu teplotni vodivosti
a(k, p, ), na které rovnéz zavisi zména polohy rozhrani fazi. Maximélni ceny za material

LOWER LEVEL TJEFPER MARGINAL

VAE k 0.050 1.843 2.000 EES

VAR rho 450.000 450.000 1300.000 EES

VAR c 1000.000 3325.743 4000.000 EES

VAR L T 50000.000 56117.534 3.0000E+45

VAE kcena -INF T7.317 +INF

V4R rhocena -INF 2.500 +INF

VLE ccena -INF 5.081 +INF

VAR L fcena -INF 2.243 +INF
VARIABLE lambda.L = 0.24953 Parametr
VARTABLE alpha.L = 1.070648E-6& Teplotni wvodiwvost
VARIAELE =.L = 0.02000 Poloha rozhrani
VARILBLE Til.L = 295.00000 Teplota nma pocatka v

celém médiun

EQUATION cenacelk.L = 17.14062 Omezenil celkove ceny

Obrézek 6.5: U.1.2: Visledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmaes

nebylo v tomto pripadé taktéz dosazeno, coz je samoziejmé pro zadavatele pfiznivy vy-
sledek. Teplotni vodivost se oproti predeslé loze zménila o velmi malou hodnotu a tim
se potvrzuje, zZe hlavni ¢len ovliviujici rychlost zmény polohy rozhrani je parametr .
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Obrazek 6.7: U.1.2: Priibéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D

Tim jsem dosdhl optimalnich vysledkii pfi pozadovanych omezeni a nac¢tenim hodnot
do Matlabu ziskavam grafické vysledky teseni viz obrazky 6.6 a 6.7.
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6.2. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TANI PEVNE LATKY O TEPLOTE ZMENY FAZE

6.2 Jednofazovy problém: Tani pevné latky o teploté
zmény faze

6.2.1 Tvorba zakladniho modelu pro Matlab

Tak jako v tloze tuhnuti podchlazené tekutiny se budu ve vypoc¢tu odkazovat na rovnice
podobného typu: (5.26), (5.28) a (5.31). Postupuji jako v pfedchozim pfipadé. Parametr A
ziskdm z rovnice (5.31), kterd vznikla dosazenim rovnic (5.28) a (5.26) do rovnice rozhrani
(5.22). Regen{ rovnice (5.31) ziskdim pomoci Newtonovy metody.

co(To — Tp)
L/

Nasledné ji zderivuji a dostavam dosti podobnou rovnici jako v predchozi tloze

= AeVerf (\) —

2\
ﬁ?

opét pouzitim vzorce pro aproximaci kotene (5.17) ziskdvam parametr .

y, = eNerf (\) 4+ 222N erf (\) +

while rozdil>tolerance

y=lambda*exp (lambda~2) *erf (lambda)-{ (c*(I0 - Tm) )/ (L_f*sgrt(pi))):

y_der=(exp(lambda~2) *erf{lambda) + 2*lambda~2*exp(lambda~2)*erf{lambda)...
+ c*laﬁbda,sq“tipijL

r:zﬂll= ahsilamhﬂa_qen - lanhﬂaj;
lambda= lambda new;
end

Jakmile znam parametr A, spo¢tu polohu rozhrani fazi s(¢(i)) z rovnice (5.26). Z
rovnice (5.28) nésledné zjistim teplotni rozlozeni v kapalné fazi T;(x(j),t(7)).

for i=1:M
st{i) = 2*lambda*sqgrt{alphal*t{i)):
for j=1:M2
if st{i) > x({J)
T1(i,3)=T0(i,3)+{(Tm(i,3)-TO(i,3))...
*erf(x(J) /s (2*{alphal*c{i))~{1/2))) )/ (erf{lambda)):
glae
Ta{i,3)=Tm{i,J):
end
T{i,3)=T1(i,3)+T=(i,]3);

Tedy model pro zobrazeni grafickych vysledkl je pfipraven a za¢nu optimalizovat
hodnoty pro dané pifpady. Reseni optimaliza¢nich problém@ bude probihat v prostfedi
Gams.
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY

6.2.2 Optimalizac¢ni modely pro Gams a interpretace vysledku

P¥i optimalizaci se zaméfim na stejné piipady, kdy hledam teplotni vodivost a(k, p, c) a
mérné latentni teplo Ly takové, aby nam maximalizovalo, ¢i minimalizovalo pozadované
vlastnosti charakterizujici pfenos tepla. Kromé feseni dvou podobnych tloh jako v pii-
padé tuhnuti podchlazené tekutiny viz kapitola 6.1. zavedu dalsi dvé dlohy tykajici se
tepelného toku a akumulace tepla. Pouzivam opét tesic CONOPT, jelikoz v tloze pracuji
s nelinedrnimi rovnicemi, ¢i omezenimi (NLP).

V tloze tani pevné latky o teploté zmény faze pocitam s parametry:

e Plocha priifezu: S = 1 [m?

e Pevna latka teploty zmény faze(konst. v celém médiu pro ¢t = 0): T,, = 300 [K]
e Teplota na kterou se médium zacéne ohiivat pro z =0, t > 0: Ty = 340 [K]

e Cas maximalni: t,e, = 1500 [s]

Proménné veli¢iny, jejich omezeni a dalsi hodnoty, které budu v modelu pouzivat cerpdm
z podkapitoly 6.1.2.

Pokud ma c¢tendr k dispozici i soubory z programovacich prostiedi k této praci, muize
tento problém tani pevné latky o teploté zmény faze najit pod nazvy:

Matlab: SingleMelting2.m a Omezeniceny.m

Gams: SingleMelting2.gms.
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6.2. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TANI PEVNE LATKY O TEPLOTE ZMENY FAZE

1. dloha optimalizace:

Zadani této ulohy zni: Najdi materidlové charakteristiky a(k,p,c) a Ly takové, které
maximalizuji polohu rozhrani s(¢), pfi danych omezeni 6.1. Tedy abych za ¢as t,,,,, doséhl
maximdlni polohy rozhrani s(t,,..) od poc¢atku 0.

Formulace ulohy:

mazx $(tmaz) = 2 AV tmas (6.5)

k
s.t. o = —
pc

2 To— T,

et erf () = c(Ty )

CLivm o

+ Omezeni (6.1)
A € (0.05,4) [—], cenacer, = 20 [Eurokg ™),
Ty = 340 [K], T}, = 300 [K], tmee = 1500 [s].

Obrézek 6.8 uvadi optimélni hodnoty veli¢in pti pozadavku na maximalizaci polohy roz-
hrani s(t) za ¢as 4. Optimélni vysledky nabyvaji hodnot o¢ekavanych. Z tabulky A.2.1
lze zjistit, Ze parametr A neni v tomto pripadé tak extrémné zavisly na Stefanoveé ¢isle. Tim
padem je mozné nechat mérnou tepelnou kapacitu na minimu a vyleps$it tim teplotni vo-
divost a(k, p, ), kterd vyraznéji ovlivni zménu polohy rozhrani fazi. VSechny materialové
vlastnosti ovlivhujici prenos tepla dosahuji meznich hodnot a z toho ¢tenatre neptrekvapi,
ze ani cena za vyrobu takovéhoto materidlu nenabude maximalni stanovené ceny. Z mar-
ginalnich hodnot vidime, Ze pii zvétseni intervalt omezeni na materialové charakteristiky
je mozno dosadhnout lepsiho vysledku na maximalni zménu polohy rozhrani.

LCWER LEVEL TUFFER MARGINAL
VLR k 0.050 2.000 2.000 0.023
VAR rho 450.000 450.000 1300.000 -1.029E-4
VLR c 1000.000 1000.000 4000.000 -8.445E-6
VAR L T 50000.000 50000.000 3.0000E+5 -T.56%E-T
VLR kcena -INF 8.389 +INF
V4R rhocena —-INF 2.500 +INF
VLR ccena -INF 3.032 +INF
VAR L fcena -INF 2.202 +INF

WVARTABLE lambda.L 0.56693 Parametr

VARTABLE alpha.L 4.444444F-¢ Teplotni wvodivost
VARIABLE =.L = 0.09258 Poloha rozhrani
EQUATICH cenacelk.L = 16.12324 OCmezenl celkové ceny

Obrézek 6.8: U.2.1: Vysledné optimalni hodnoty z prostfedi Gams pro ¢as tmaes

Optimalni vysledky opét nactu v prostifedi Matlab a ziskdvam graficky pribéh tlohy
v prostoru (x,t,T'), viz obrazek 6.9 a v roviné (z,t) obrazek 6.10.
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6.2. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TANI PEVNE LATKY O TEPLOTE ZMENY FAZE

2. uloha optimalizace:

V této tloze hledam, co nejmensi teplotu Ty, na kterou se zac¢ne ohfrivat pevna latka
teploty T),, ustalend na této teploté v case t = 0 po celé své délce, pricemz ma byt
dosazeno pozadované polohy rozhrani fazi s,,. za ¢as ;.-

Formulace tulohy:

min To (6.6)
s.t. o = —
pc
2 T - Tm
A erf()\)zc( 0 )

LT
Spoz = 0.02 [m]
+ Omezeni (6.1)
A € (0.05,4) [~], cenacer = 20 [Eurokg™],
Ty € (305,340 [K], Tp = 300 [K], tmae = 1500 [s].

Na obrazku 6.11 vystupuji vysledné hodnoty veli¢in pii pozadavku minimalizace tep-
loty Ty a dosazeni polohy rozhrani s,,, za ¢as t,,;. Bylo dosazeno minimalni teploty 7j a
poloha rozhrani s,,, byla taktéz splnéna. Soucinitel tepelné vodivosti nabyva oproti tloze
6.2.2 mensi hodnoty, aby zajistil snizeni rychlosti zmény polohy rozhrani, velikost mérného
latentniho tepla L, je zvySena a nepatrné i hustota p, ¢imz se taktéz zmensi zména s(t).
Stefanovo ¢islo je pii rozdilu teplot AT =5 [K] dosti ovlivnéno velkym latentnim teplem
Ly a parametr A tak dosdhne nizké hodnoty, oproti tiloze 6.2.2 je 3,5 krat mensi a teplotni
vodivost je témér polovicni. Cena za material opét nedosahuje maximalni hodnoty a tim
padem mizeme byt spokojeni za pomérné nizké naklady na splnéni pozadavki této ulohy.

LOWER LEVEL TUEFER MARGTIHAL
VLR k 0.050 1.22%9 2.000 EES
VAR rho 450.000 S506.129 1300.000 EES
VLE c 1000.000 1000.000 4000.000 EES
VRR L T 50000.000 85418.355 3.0000E+5
VLR kcena -INF 4.418 +INF
V4R rhocena -INF 2.455 +INF
VLR ccena -INF 3.032 +INF
VAR L fcena -INF 2.61%9 +INF

VARTABLE lambda.L 0.16568 Parametr
VARIABLE alpha.L = 2.428610E-6 Teplotni wvodivost
VARIABLE =.L

0.02000 Poloha rozhrani

VARIABLE TO01l.L = 305.00000 Teplota na kterou se
okraj ohfeje
EQUATION cenacelk.L = 12.52505 Omezenl celkové ceny

Obrézek 6.11: U.2.2: Vysledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmqes

Nactenim optimalnich hodnot do Matlabu ziskavam grafické vysledky feseni viz ob-
razky 6.12 a 6.13.
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6.2. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TANI PEVNE LATKY O TEPLOTE ZMENY FAZE

3. tuloha optimalizace:

Hledam materialové charakteristiky takové, které maximalizuji priimérny tepelny tok
Qprum Da okraji povrchu télesa. Pozaduji zaroven, aby poloha rozhrani fazi na konci ca-
sového tseku t,,4, byla sp,.. Formulace alohy:

mazx Qprum = ti (6.7)
tmax —z2 dagt)
Ty — Ty ¢ “ours/(hen
s.t. Q=-) kS
— erf (\) Vragt
k

o = E, Spoz = 0.02 [m]

To — T,

)\e’\Qerf()\):C< 0 )

Ly
+ Omezeni (6.1)
A € (0.05,4) [~], cenace, = 20 [Eurokg™], S = 1[m?],
Ty = 340 [K], T = 300 [K], £mas = 1500 [3].

Obréazek 6.14 znazorhuje vysledné optimalni hodnoty veli¢in pti pozadavku maxima-
lizace primérného tepelného toku mem a dosazeni polohy rozhrani s,,. za ¢as tqq.
Pozadavek sp,, = 0.02 [m] zpisobi zvySeni veli¢in zarucujici vétsi akumulaci tepla na
tak malém objemu, tedy hustota p dosdhla maximum, mérné tepelnd kapacita c témeér
taky a mérné latentni teplo L; nabyva taktéz vysokych hodnot. Cena za materidl je nyni
maximalni mozna a pifi moznosti vétsi investice na vyrobu idedlniho PCM by se dalo
dosahnout jesté vétsiho tepelného toku do objemu.

LOWER LEVEL UFPPER MARGTIHAL
VLE k 0.050 1.317 2.000 .
VAR rho 450.000 1300.000 1300.000 73.418
VLE c 1000.000 3379.644 4000.000 EFS
VRR L T S50000.000 2.3456E+5 3.0000E+5
VLR kcena -INF 4,734 +INF
V4R rhocena -INF 1.820 +INF
VLR ccena -INF 5.284 +INF
VAR L fcena -INF 8.162 +INF

VARTABLE lambda.L = 0.51167 Parametr

VARIABLE alpha.L = .546402E-7 Teplotni wodiwvost
VARIAELE =.L 0.02000 Poloha rozhrani
VARTABLE Qprum.L

%]

5625.77452 Prim#rny tepelny tok

po €as ©_max
EQUATION cenacelk.L = 20.00000 Omezeni celkovée ceny

Obrézek 6.14: U.2.3: V¥sledné optimalni hodnoty z prost¥edi Gams pro ¢as tmqe

Graficky prabéh tlohy z prostiedi Matlab je v prostoru (z,t,T) zobrazen na obrazku
6.15 a v roviné (z,t) na obrazku 6.16.
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Obrazek 6.16: U.2.3: Pritbéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D
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6.2. JEDNOFAZOVY PROBLEM: TANI PEVNE LATKY O TEPLOTE ZMENY FAZE

4. tloha optimalizace:

V této tloze hledam co nejmensi celkovou cenu, kterou musim zaplatit za vlastnosti ma-
teridlu (k, ¢, p, Ly) tak, aby tepelnd energie uchovana za ¢as t,,,, byla rovna pozadované
akumulaci Q. Pl vyuziti maximdlné s,,,, materidlu.

Formulace tulohy:

min CENGeel; = CENAY + ceNa, + cena, + cenar, (6.8)
tmafl)

2
LT e /(o)

T,
s.t. =— kS
@ ; erf (\) Vragt

Q = onza S(tmaa:) S Smaz

k
o = —
pc
To — 1T,
A erf () = ¢(To = Tm)

LT
+ Omezeni (6.1)
A€ (0.05,4) [<], Qpo> = T[MJ], Spae = 0.02 [m],
Ty = 340 [K], T}, = 300 [K], tpmee = 1500[s], S =1[m?].

Optiméalni hodnoty veli¢in pfi pozadavku na minimalizaci ceny cena.qr za naklady pri
vyrobé PCM a pti dodrzeni v§ech omezeni jsou zobrazeny na obrazku 6.17. Oproti predeslé
uloze 6.2.2 si pozorny ¢tenaf vsSimne, Ze mem je nyni mensi a mize podotknout, zZe v
predeslé tloze jsme dosahli lepsi akumulace. To néas, ale v této tiloze ovSem nezajima,
jelikoz pozadujeme minimalni celkovou cenu. Bylo dosazeno rozhrani $,,,, = 0.02 [m] i
akumulace Q. = 7 [MJ]. Cena za materidl je cenaqqr = 16.03 [Eurokg™'] a zakaznik
muze byt spokojen, zZe nemusi platit maximalni cenu, kterou byl ochotny zaplatit.

LCWER LEVEL TUPPER MARGINAL

VAR k 0.050 1.103 2.000 .

VAR rho 450.000 1300.000 1300.000 -0.011

VAR cC 1000.000 2943.151 4000.000 EPS

WVRR L T 50000.000 2.1773E+5 3.0000E45

VAR kcena -INF 4,014 +INF

VAR rhocena —INF 1.820 +INF

VAR ccena —-INF 4,098 +INF

VAR L fcena —-INF 6.097 +INF
VARIABLE lambda.L = 0.48083 Parametr
VARTABLE alpha.L = Z2.8BB3569E-7 Teplotni wvodiwvost
VLRTABLE =.L = 0.02000 Pologha rozhrani
VLRIABLE Qakum.L = T7.000000E+6 Akumulovana tepelna

energie [J]
4666.66667 Primdrny tepelny tok
po €as t max

VARIABLE Qprum.L

VARIAELE Cenacelkmin.L 16.02873 Minimalni cena za mat

eridlové vlastnosti

Obrézek 6.17: U.2.4: V¥sledné optimalni hodnoty z prost¥edi Gams pro ¢as tmqe
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY
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Obrazek 6.18: U.2.4: Priibéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 3D

1500 340
1335

1330

325

320

315

310

305

300
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

® [m]
Obrazek 6.19: U.2.4: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D
7 Matlabu ziskavam graficky pribéh tlohy v prostoru (z,t,T) obrazek 6.18 a v roviné

(x,t) obrazek 6.19.
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6.3. DVOUFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI

6.3 Dvoufazovy problém: Tuhnuti

6.3.1 Tvorba zakladniho modelu pro Matlab

U dvoufazové tlohy se budu zabyvat rovnicemi: (5.42), (5.44) ,(5.45) a (5.46). Postup
probiha obdobné. Pouze si musim dat pozor, 7Ze se jedna o dvoufazovy problém, pii kterém
jsou teploty neznamé v obou fazich a nejedné se o pripad, kdy je jedna faze konstantni
teploty. Parametr A ziskdm z rovnice (5.46), kterd vznikla dosazenim rovnic (5.44), (5.42) a
(5.45) do rovnice rozhrani (5.38). Reseni rovnice (5.46) ziskdim pomoci Newtonovy metody.

erf ()\) k’s Tm - TO erfe |:)\(Oés/0q)%i| Cs(Tm - To)

ay

pripadech
;o Lym 2e~ B 2/\67)‘2_’_
Ye = cs(To —T) Jmerf2(N\) erf(N)

o —ATgs Qs
N 204 k; e<_/\2(71) (T; — T)) 205k he " o (T = T )y 22
Vo ks erfe2(A [22)(To — Tn)  cuks erfe (A /22)(To — T;n) .

Pouzitim vzorce

Ziskdvam hodnotu parametru .

Pomoci A, si spo¢tu polohu rozhrani fazi s(t(i)) z rovnice (5.42) pro kazdy ¢asovy krok.

Jakmile zndm polohu rozhrani s(¢), mtzu zjistit teplotni rozhrani v pevné fazi Ts(x(j), t(7))
i v kapalné fazi T)(x(j),t(7)).

Matematicky model je hotovy a mizu se pustit do optimalizace veli¢in charakterizujici
prenos tepla u danych pripadt. V pripadé dvoufdzového problému tuhnuti pocitam s
parametry:

e Plocha priifezu: S = 1 [m?

Teplota kapaliny na poc¢atku (konstantni v celém médiu pro t = 0): T,; = 340 [K]

Teplota tuhnuti: T,, = 300 [K]

Teplota na kterou se médium zac¢ne ochlazovat pro z =0, ¢ > 0: Ty = 270 [K]

e Cas maximalni: t,,4, = 1500 [s]

Predtim, nez se dostanu do prostiredi Gams pro ziskani optiméalnich hodnot pro dané
pripady, si mirné upravim omezeni vystupujici v podkapitole 6.1.2. Tyto modifikované
omezeni uvadim v podkapitole 6.3.2.

Pokud mé ¢tenar k dispozici i soubory z programovacich prostiedi k této praci, mize
tento dvoufazovy problém tuhnuti najit pod nazvy

Matlab: TwoSolid3.m a Omezeniceny.m

Gams: TwoSolid3.gms .
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY

6.3.2 Optimalizace veli¢in a jejich omezeni

V 1loze upravim omezujici podminky na cenu za materidlové vlastnosti, jelikoz potifebuji
u soucinitele tepelné vodivosti k£ a mérné tepelné kapacity ¢ hodnoty, jak pro kapalnou
ki, ¢;, tak pro pevnou fazi ks, c;. Omezeni ceny za materidl ma v této tloze nasledujici
podobu

cenay, = (14 e*)/2 ks € (0.05,2) (6.9)
cenay, = (1 + €)/2 .k, € (0.05,2)

cena, = —0.0008 - (p — 450) + 2.5 ,p € (450, 1300)

cena,, = (0.0000002 - (¢, — 600)* + 3)/2 , ¢ € (1000, 4000)

cena,, = (0.0000002 - (¢; — 600)2 + 3)/2 ,¢; € (1000, 4000)

cenay, = 0.00000000007 - L2 + 0.01 - 50000 + 2 , L € (50000, 300000)

CeNacely, = CENAL, + cENnay, + cena, + cena., + cena., + cenay, , CeNeey € (9.1, 28.5)

Hodnota soucinitele tepelné vodivosti je v pevné fazi k, vétsi nez v kapalné fazi ki,
mérna tepelna kapacita v pevné fazi ¢, je mensi nez v kapalné ¢; a konecné, abychom
zabranili chybnym vysledkiim musim omezit i teplotni vodivost, kterd by méla byt v
pevné fazi a, vétsi nez v kapalné «;. Tedy pridavam jesté dalsi 3 omezeni na materidlové
charakteristiky

ks > ki (6.10)
Cs S Cl

a- oy = q

Konstanta a je volena libovolné a v mych vypoctech volim a = 0.85.

6.3.3 Optimalizac¢ni modely pro Gams a interpretace vysledkt

P1i optimalizaci fe$im obdobné tlohy, kdy hleddm teplotni vodivost «(k, p,c) a mérné
latentni teplo L; maximalizujici, ¢i minimalizujici pozadované vlastnosti. I pii této tloze
pouzivam nelinearni fesic CONOPT. Nasledujici ¢tyti podilohy, které fesim v ramci ilohy
tuhnuti maji podobné pozadavky na optimalizaci jako v predeslych dvou ptipadech viz.
kapitoly 6.1 a 6.2.

Upozornéni: Pro lepsi grafickou interpretaci vysledki tohoto ptfipadu, jsem prohodil osy
x at ve 3D obrazcich.
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6.3. DVOUFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI

1. dloha optimalizace:

Maximalizuj polohu rozhrani s(t) tak, aby za pozadovany ¢as ., dosdhla maximélni
zmény polohy rozhrani s(t,,4,) od poc¢atku 0. Vytvoiim optimaliza¢ni model vyuzivajici
jiz znamych fakti a postupt z programovani modelu v Matlabu, doplnény o vsechna
omezeni vyskytujici se v tloze.

Zakladni formulace tlohy je tvaru:

max S(tmaz) = 2 AV s tinas (6.11)
K ks
S.t. O[l = —, as s
pPC P Cs
3 T, —T e~ (as/ar) \L\/7

C's (Tm - TO)

b
erf () ks \au ) Ton —To orfc [/\(as/al)%}
+ Omezeni (6.9) a (6.10)

A € (0.05,4) [~], cenacer, = 20 [Eurokg™!],
T, = 340 [K], T, = 300 [K], Tp = 270 [K], £,ae = 1500 [5].

Obréazek 6.20 znazorhuje optimalni hodnoty, pfi pozadavku na maximalizaci polohy
rozhrani s(t,ne:) 22 €as tyq,. Tak jako v pfipadé 6.2.2 je dosazeno obdobnych hodnot, tedy
hustota p, mérné tepelné kapacity c,, ¢; a mérné latentni teplo Ly nabyvaji minimum pii
danych omezeni. Soucinitel tepelné vodivosti ks je maximéalni, ovSem k; maxima nedosahne
z ditvodu zachovani omezujici podminky na teplotni vodivost, viz (6.10).

LCWER LEVEL UEBPER MARGTINAT

VAR k1 0.050 1.700 2.000 .

VEER ks 0.050 2.000 2.000 0.014

VAR rho 450.000 450.000 1300.000 -6.273E-5

VAR cl 1000.000 1000.000 4000.000 -1.457E-5

VAR c=3 1000.000 1000.000 4000.000

VRER L T 50000.000 50000.000 3.0000E45 -2.732E-7

VAR klcena -INF 6.474 +INF

VAR kscena -INF 8.3849 +INF

VAR rhocena -INF Z2.500 +INF

VAR clcena -INF 3.032 +INF

VAE cscena -INF 3.032 +INF

VAR L fcena -INF 2.202 +INF
VARTARLE lambda.L = 0.34573 Parametr
VARTABLE alphas.L = 4.444444FE-6 Teplotni wvodivost (3)
VARIABLE alphal.L = 3.777778E-6 Teplotni vodivost (1)
VARIABLE =.L = 0.05646 Poloha rozhrani
EQUATION cenacelk.L = 15.16568 Omezeni celkové ceny

Obrézek 6.20: U.3.1: Vysledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmqes
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY
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Obrazek 6.21: U.3.1: Pritbéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 3D
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Obrazek 6.22: U.3.1: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D

Tyto optimalni hodnoty nac¢tu do prostifedi Matlab. Grafické vysledky této ulohy jsou
zobrazeny na obrézcich 6.21 a 6.22.
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6.3. DVOUFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI

2. uloha optimalizace:

Najdi co nejvétsi teplotu Tj, na kterou je médium v ¢ase t > 0 a v poloze x = 0 ochlazeno,
pficemz ma byt dosazeno pozadované polohy rozhrani fazi s,,. za ¢as t,,4s.
Formulace ulohy:

max To (6.12)
ki ks
St @l = —, as e
pa P Cs
ek (@) 2T, —T, e NO/o)  A\Lx
erf ()\) k’s (07] Tm — To erfc [A(as/al)%} Cs(Tm — To)
Spoz = 0.025 [m]

+ Omezeni (6.9) a (6.10)
A € (0.05,4) [—], cenaear = 20 [Eurokg™], T; = 340 [K],
T = 300 [K], Ty € (255,295) [K], tmaee = 1500 [s].

Na obrazku 6.23 vidime vysledné optimalni hodnoty velic¢in p¥i pozadavku maxima-
lizace teploty Tp a dosaZzeni polohy rozhrani s,,.. Veli¢iny charakterizujici pienos tepla
nabyvaji mirné vétsi hodnot nez v tloze 6.3.3 a to z divodi dosaZeni polohy s,,. = 0.025
[m], ta je splnéna, pFicemz teplota Ty nabyva horni meze pi¥i daném omezeni. Cena za
materidl je v tomto pfipadé pomérné nizka.

LCWER LEVEL UFPEER MARGINAL

VAE k1 0.050 1.431 2.000

VALE k= 0.050 1.684 2.000 .

V4R rho 450.000 491.164 1300.000 EFS

VAE cl 1000.000 1016.750 4000.000 .

VAE c= 1000.000 1016.750 4000.000 EFS

VAR L T S50000.000 505837.470 3.0000E+5 EPS

VLR klcena -INF 5.183 +INF

VALE kscena —-INF 6.385 +INF

VAR rhocena —-INF 2.487 +INF

VLR clcena —-INF 3.035 +INF

VLR cscena —-INF 3.035 +INF

VAR L fcena -INF 2.207 +INF
VARTABLE lambda.L = 0.17578 Parametr
VARIABLE alphas.L = 3.371312E-6 Teplotni wvodivost (=)
VARIABLE alphal.L = 2.865615E-6& Teplotni wvodiwvost (1)
VARIABLE =.L = 0.02500 Poloha rozhrani
VLRIABLE TOl1.L = 2920.00000 Teplota na kterou se

okraj ochladi

EQUATION cenacelk.L = 13.459285 Omezenl celkové ceny

Obrézek 6.23: U.3.2: Vysledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmaes
Grafické vysledky optimdlniho feSeni viz obrazky 6.24 a 6.25.
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY
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Obrazek 6.24: U.3.2: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 3D
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Obrézek 6.25: U.3.2: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D
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6.3. DVOUFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI

3. tuloha optimalizace:

Maximalizuji tepelny tok Qp,,um na okraji povrchu télesa. Pozaduji zaroven, aby poloha
rozhrani fazi na konci ¢asového tseku ¢,,q, byla s,,.. Upozornil bych ¢tendie na piipadnou
pripominku tykajici se rovnice pro zjisténi akumulované energie, kde se neobjevi znaménko
minus. Pokud vynechdm minus ve Fourierové zdkoné a hodnota akumulované energie Q
vyjde kladna, interpretuji tento vysledek jako teplo odvedené z objemu.

Formulace ulohy zni:

max mem = tQ (6.13)

tmazx

2
TO efxswf/(4 ast)

T
t. =) kS—=
° @ ; erf (\) Vmagt

k; ks
o= —, g =
pa PCs
erf(\) ks \oy/) T —To erfc [}\(as/al)%] Cs(T,,, — Th)

Spoz = 0.025 [m], + Omezeni (6.9) a (6.10)
A € (0.05,4) [~], cenaeer = 20 [Eurokg™'], S =1[m?],
T, = 340 [K], T, = 300 [K], Ty = 270 [K], tmae = 1500s].

Obréazek 6.26 znazoriuje vysledné optimalni hodnoty veli¢in. Pro co nejvétsi tepelny tok
je potieba, aby soucinitel tepelné vodivosti dosahl co nejvétsich hodnot. Nasledné je tieba

LOWER LEVEL TUPPER MARGINAL

VAR k1 0.050 1.700 2.000 .

VAR k= 0.050 2.000 2.000 2505.43%9

VAR rho 450.000 313.664 1300.000

VAR cl 1000.000 4000.000 4000.000 .

VARE cs 1000.000 4000.000 4000.000 0.015

VAR L T 50000.000 50000.000 3.0000E+5 -0.001

VAR klcena -INF 6.474 +INF

VAR Kkscena -INF B.389 +INF

VAR rhocena -INF 2.12%8 +INF

VAR clcena -INF 5.312 +INF

VAR cscena -INF 5.312 +INF

VAR L_fcena -INF 2.202 +INF
VARIABLE lambda.L = 0.438629 Parametr
VARIARLE alphas.L = §.4724T71E-7 Teplotni wvodivost (=)
VARIABRLE alphal.L = 4.651601E-7 Teplotni wodiwvost (1)
VARILBLE =.L = 0.02500 Polcocha rozhrani
VARILBLE Qprum.L = 5010.87766 Prim&Erny tepelny tok

po &as t_max
7.516316E+6 Odvedena tepelna en
ergie [J]
EQUATION cenacelk.L = 17.07475 Omezeni celkové ceny

VARIABLE Qodved.L

Obrézek 6.26: U.3.3: Vysledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmqes

vykompenzovat fakt, ze musi byt splnén pozadavek na polohu rozhrani s,,, = 0.025 [m].
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY
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Obrazek 6.27: U.3.3: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 3D
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Obrazek 6.28: U.3.3: Priibéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D

Pozaduji, aby byl tepelny tok co nejvétsi, ale aby byla dosaZena poloha s,,., tudiz musi
mit materidl dostate¢né velkou kapacitu na akumulaci. To je docileno zvysSenim hustoty
p a naslednymi maximalnimi hodnoty mérnych tepelnych kapacit ¢, ¢;. Obrazky 6.27 a
6.28 znazornuji pribéh teploty v této tlohy.
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6.3. DVOUFAZOVY PROBLEM: TUHNUTI

4. tloha optimalizace:

Najdi co nejmensi celkovou cenu, kterou musi zakaznik zaplatit za vlastnosti materidlu
(k, ¢, p, Ly) tak, aby tepelnd energie odvedend za ¢as t,,4, byla rovna pozadované odvedené
energii (o, pIi vyuZziti maximalné s,,,, materidlu. Formulace tlohy:

Min  CceNeeyr = CENAy, + cenay, + cena, + cena., + cena,, + cenar, (6.14)
tma:c p— TO e xsurf/(4as t)

s.t. Q= Z S SRR

Q onz’ ( ma:c) < Smaz
1
2

e N k; (as) T, —T, e N(as/x) ALym 0
erf (A\) ks \ oy T, — Th orfe [/\(as/al)%] Cs(T,, — To)
k ks :
ap = ——, oy =——, + Omezeni (6.9) a (6.10)
P a P Cs

A €(0.05,4) [—], Qpor = 10[MJ], Spaz = 0.2 [m)]
T, = 340 [K], T, = 300 [K], Ty = 270 [K], tmae = 1500]s].

Optiméalni vysledné hodnoty veli¢in pii pozadavku na minimalizaci celkové ceny pfi
dodrzeni zadanych omezeni jsou zobrazeny na obrazku 6.29. Pfi vypoc¢tu nebylo vyuzito

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

VAR k1 0.050 1.571 2.000

VAR ks 0.050 1.848 2.000 .

VAR rho 450.000 1300.000 1300.000 -0.008

VAR cl 1000.000 4000.000 4000.000 .

VAR c= 1000.000 4000.000 4000.000 -1.344E-4

VRER L £ 50000.000 1.48B5S8SE+5 3.000C0E+5 1.963E-14

VAR klcena -INF 5.812 +INF

VAR kscena -INF T.350 +INF

VAR rhocena —-INF 1.820 +INF

VAR clcena -INF 5.312 +INF

VAR cscena —-INF 5.312 +INF

VAR L fcena -INF 3.741 +INF
VARIABLE lambda.L = 0.36966 Parametr
VARIABLE alphas.L = 3.554645E-7 Teplotni vodivost (3)
VARIABLE alphal.L = 3.021448E-7 Teplotni wodiwvost (1)
VARIABLE =.L = 0.01707 Poloha rozhrani

VARIABLE Qprum.L 6666.66667 Prim&Erny tepelny tok
po €as t_max
1.000000E+7 Odvedenid tepelna en
ergie [J]
17.45368 Minimalni cena =Za mat

VARIABLE Qodved.L

VARIZBLE Cenacelkmin.L
erialoveé wvlastnosti

Obrézek 6.29: U.3.4: Vysledné optimalni hodnoty z prostiedi Gams pro ¢as tmqes

maximum polohy rozhrani fazi s,,.,., coz je v poradku a velikost odvedené energie je rovna
Qpo=- Z optimélnich dat vidime, Ze soucinitele tepelné vodivosti jsou mensi oproti pripadu
6.3.3 a to hlavné kvili velikosti polohy rozhrani fazi s(t,..). V disledku toho je dosazeno
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6. MATEMATICKE A OPTIMALIZACNI MODELY A JEJICH VYSLEDKY
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Obrazek 6.30: U.3.4: Pribéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 3D
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Obrazek 6.31: U.3.4: Priibéh zmény polohy rozhrani a teplotniho rozlozeni ve 2D

maximéalnich hodnot pfi hustoté p a mérnych tepelnych kapacitach cg, ¢;. Mérné latentni
teplo Ly je oproti prechdzejicim tlohdm v pripadé dvoufdzového tuhnuti vétsi v rdmci co
nejvétsi kapacity materidlu, diky malé zméné polohy rozhrani fazi.

7 Matlabu ziskdvam graficky prabéh tdlohy v prostoru (x,t,T) viz obrazek 6.30 a v
roviné (z,t) obrazek 6.31.
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6.4. ZAVERECNE ZHODNOCENI ULOH
6.4 Zavéreéné zhodnoceni tloh

V pripadé tuhnuti podchlazené tekutiny 6.1 jsem fteSil dvé optimalizac¢ni dlohy. V prvni
tiloze maximalizuji polohu rozhrani s(t) a v druhé tloze pozaduji maximalni teplotu 7;
na kterou je materidl podchlazen tak, aby bylo dosazeno pozadované polohy rozhrani fazi
Spoz- Obdrzené vysledky se jevi jako optiméln{ a jsou patfi¢né okomentovany. Ctena¥ si
mohl povSimnout, Ze oproti pripadim 6.2 a 6.3 jsem nefteSil llohy tykajici se maximalizace
tepelného toku a akumulace tepelné energie. Tyto Glohy by ztracely vyznam, jelikoz pokud
si predstavime, ze tuha faze ma konstantni teplotu 7,, po celou dobu t, neprobiha pres
ni zadny prenos tepla a teplo uvolnéné v pribéhu tuhnuti je prevedeno do podchlazené
tekutiny a tim zvysuje jeji teplotu. V tomto pripadé by se tloha tykajici se akumulace
nejevila jako pozadavek, ktery nas v ptripadech podchlazeni zajima. Navic pfi akumulaci
energie je podchlazeni jev nezddouci a snazime se mu vyhnout.

P1i problému tani pevné latky o teploté zmény faze 6.2 jsem jiz tesil 4 tlohy optimali-
zace. Prvni tloha je stejné jako v pripadé tuhnuti podchlazené tekutiny 6.1, kde veli¢iny
nabyvaji o¢ekdvanych hodnot. Mirné pozménénd je druhé tuloha, kde pozaduji maximalni
teplotu na kterou je latka v ¢ase t > 0 a poloze x = 0 ustalena. V dalsich Glohach se
zaobirdm pozadavkem na maximalizaci tepelného toku a minimalizaci ceny na vyrobu
PCM. Ve tieti tloze bylo dosazeno maximélni ceny na vyrobu PCM, kterou je zadavatel
ochotny zaplatit a tedy pfi moznosti investovat vétsi penézni obnos na vyrobu PCM, je
mozné docilit lepsich vysledkil. Ve ¢tvrté uloze je docileno pozadované akumulované ener-
gie Qpoz 22 €as t,4; a cena za materidl je nejmensi moznd pii splnéni vSech omezujicich
podminek.

Ve Dvoufazovém problému tuhnuti se zabyvam stejnymi optimaliza¢nimi tlohami,
jako v pripadé 6.2. Zméni se zadani pouze 2. tlohy, ve které hledam co nejvétsi teplotu
Ty na které je povrch média v ¢ase t > 0 a poloze x = 0 ochlazeno. Interpretace vysledkt
uloh 3 a 4 se pozméni, jelikoz se v tomto piipadé jedna o tuhnuti kapalné latky, je nutné
uvazovat misto tepelného toku do objemu a akumulace tepelné energie, tepelny tok z
objemu a velikost tepla odevzdaného v priibéhu procesu.

Pri reSeni vSech 1loh bylo dosazeno optimdlnich vysledkid. V nékterych piipadech
je nutné dosdhnout presnych pozadovanych hodnot, coz je pozadavek hodné striktni a
je potfeba volit tyto pozadavky (viz pozadovand poloha rozhrani s,,, a hodnota aku-
mulovaného tepla @)p,,) vhodné, tak aby bylo mozné vyfeSenim téchto tloh dosdhnout
optimalnich hodnot. Tyto podminky, by se daly zmirnit pii nahrazeni rovnosti (=) za
nerovnosti(<, >) a hodnoty vzit z intervalu, které mize veli¢ina nabyvat.

V diplomové praci fesim celkem 12 tloh. Nékteré tlohy maji podobné i stejné poza-
davky na extremalizaci vlastnosti charakterizujici pfenos tepla. Jedna se ovSem o rizné
procesy vedeni tepla se zménou fazi a je nutné kazdy vysledek zvlast probrat a promyslet,
zda se optimalni veliciny jevi jako spravné.
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7. ZAVER
v

7 Zavér

V Gvodni ¢asti diplomové prace byly zavedeny diilezité termodynamické pojmy, které
jsou potfebné prti feseni problematiky vedeni tepla a jsou zadkladem pro vytvoreni matema-
tického modelu. Souc¢asti prace je odvozeni diferencidlni rovnice vedeni tepla v télese a jeji
nasledné zjednoduseni na pripad, kdy se uvazuje konstantni soucinitel tepelné vodivosti,
bez vnitinich zdroji v ramci télesa. V dalsi kapitole jsem pfipomnél hlavni divody, proc
se lidstvo zacina vice soustfedit na obnovitelné zdroje energie, jejich vyuziti a nutnost
akumulace energie. Shrnul jsem riizné druhy akumulace energie. Nasledné jsem se zaméril
na akumulaci tepelné energie, kde jsem vysvétlil vyhody a nevyhody akumulace pomoci
citelného a latentniho tepla. Uvedl jsem, jaké materidly s faizovou pfeménou se pouzivaji
pri akumulaci s vyuzitim latentniho tepla a jaké jsou jejich vyhody a nevyhody.

Kapitola 4. se jiz vénovala problematice vedeni tepla s fazovou preménou, kde jsem
uvedl hlavni poznatky pri feseni tloh s procesem tani nebo tuhnuti a co predstavuje pojem
Stefanuv problém. V 5. kapitole jsem vyuzil znalosti z predchozich kapitol a zavedl tii
ulohy tykajici se vedeni tepla s fAzovou preménou, u kterych jsem se jiz konkrétnéji vénoval
postupu pii feSeni tloh. Tato kapitola byla stézejni ¢asti pti vytvareni matematického
modelu a byl zde uveden i rozdil pti definovani Error funkce v prostiedi Matlab a Gams.

Hlavnim cilem diplomové prace bylo sestaveni optimaliza¢nich modeli pro extrema-
lizaci veli¢in charakterizujici prenos tepla u trech danych tloh. V posledni kapitole jsem
nejprve vytvoril zakladni matematicky model pro vSechny typy tloh v prostfedi Matlab
s vyuzitim postupu zavedeného v 5. kapitole. Tyto modely jsem dale vyuzival pri tvorbé
optimalizac¢nich modeli, kde bylo nutné zadat rtiznd omezeni pro optimalizaci pozado-
vanych hodnot. Jde vidét, 7ze omezujici intervaly pro hodnoty vlastnosti materialu jsou
voleny dosti Siroké, ale s témito intervaly se da libovolné pohybovat v ramci moznosti
vyrobce. Dilezitym typem omezeni byla cena, kterou musime zaplatit za optimélni vlast-
nosti materidlu pii tvorbé vhodného PCM. Optimalizaci v prostfedi Gams jsem provadél
pomoci nelinearniho fesice CONOPT. Kazda ze tii aloh se sklada ze ¢tyt ¢asti, kde jsou
zadany rtizné pozadavky na maximalizaci ¢i minimalizaci. Vypocet optimalnich hodnot je
nasledné interpretovan v podobé vyslednych hodnot z prostiedi Gams a vyobrazeni grafic-
kych vysledki feseni z prostiedi Matlab. Nésledné pojedndvam o spravnosti obdrzenych
vysledkil a slovné interpretuji vysledna feseni.

Vérim, Ze mé prace bude prinosem v odvétvi zabyvajici se akumulaci tepelné energie
a jsem rad, ze jsem mohl pracovat na této diplomové praci a rozsitil své znalosti v oblasti
termomechaniky. Ddle jsem si pti vypracovani diplomové prace zlepsil své dovednosti
programovani, pocitacového modelovani a optimalizace v Matlabu a Gamsu.
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Seznam pouzitych symbola a zkratek

Symbol Jednotka Velic¢ina

Q [J] teplo

q [J kg™ mérné teplo

Q [W] tepelny tok

q (W m—2] hustota tepelného toku

t [s] ¢as

T [m] poloha

T K] teplota

T K] teplota v kapalné fazi

T K] teplota v pevné fazi

T K] teplota tani (tuhnuti)

T; K] teplota konstantni na pocatku

Ty K] teplota na kterou se téleso na pocatku ohfeje nebo
ochladi

s(t) [m] poloha rozhrani fazi v c¢ase t

) [kg m™] hustota

c [J kg™! K71 mdérnd tepelnd kapacita p¥i ¢, = ¢,

Cs [J kg™t K71 mérna tepelnd kapacita v pevné fazi

a [J kg™t K71 mérna tepelna kapacita v kapalné fazi

k [Wm™! K™1)] soucinitel tepelné vodivosti pii ks = k

ks [Wm™ K1) soucinitel tepelné vodivosti v pevné fazi

ki [Wm™ K1) soucinitel tepelné vodivosti v kapalné fazi

L,L; [J kg1 latentni teplo

Q* [W m ™3] teplo, které ztstane v elementu v disledku vnitinich
zdroju

dri, [kg s7] hmotnostni pritok vstupujici do elementu

Arivgut [kg s7] hmotnostni pritok vystupujici z elementu

u [J kg™!] mérna vnitini energie

U [J] vnitini energie

a [m? s7!] teplotni vodivost

oy [m? s71] teplotni vodivost v kapalné fazi

R [m? s7!] teplotni vodivost v pevné fazi

A -] parametr

a [m] sitka prifezu

b [m] vyska prifezu

S [m?] plocha prifezu kolmé k tepelnému toku
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Prilohy

7



A Tabulky pro vypocet parametru a

grafy
A.1 Jednofazovy problém: Tuhnuti podchlazené teku-
tiny

A.1.1 Tabulka

c(r,—-T,) St

A re* erfe(d) = Lﬁ _ﬁ
0.00 0.00000E400
0.10 8.96457E—-02
0.20 1.61804E—01
0.30 2.20380E-01
0.40 2.68315E—-01
0.50 3.07845E—-01
0.60 3.40683E—-01
0.70 3.68151E-01
0.80 3.91280E—-01
0.90 4. 10878E—01
1.00 4.27584E—-01
1.10 4.41904E—-01
1.20 4.54245E—-01
1.30 4.64935E—-01
1.40 4.74241E—-01
1.50 4.82378E—01
1.60 4,89525E—-01
1.70 4.95828E—-01
1.80 5.01408E—-01
1.90 5.06368E—-01
2.00 5.10791E—-01
2.50 5.27016E—-01
3.00 5.37003E—-01
3.50 5.43528E—-01
4.00 5.47998E—-01

Hodnoty Stefanova ¢isla podélené /7 v zavislosti na hodnoté A [2]
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A.1.2 Graf
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Obrazek A.1: Hodnoty % ulohy: Tuhnuti podchlazené tekutiny
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A.2 Jednofazovy problém: Tani pevné latky o teploté
zmény faze

A.2.1 Tabulka

A reerf(n) = S0~ Tm) _ St
Lyw VT
0.00 0.00000E+-00
0.10 1.13593E—02
0.20 4.63583E—02
0.30 1.07872E—01
0.40 2.01089E—01
0.50 3.34168E—01
0.60 5.19315E—01
0.70 7.74470E—01
0.80 1.12590E+00
0.90 1.61224E4-00
1.00 2.29070E+00
1.10 3.24693E+00
1.20 4.61059E+00
1.30 6.58039E+00
1.40 9.46482E+00
1.50 1.37492E401
1.60 2.02078E+01
1.70 3.00928E+01
1.80 4.54593E+01
1.90 6.97291E+01
2.00 1.08686E+02
2.50 1.29451E+03
3.00 2.43087E+04
3.50 7.31434E+05
4.00 3.55444E+07

Hodnoty Stefanova ¢isla podélené /m v zavislosti na hodnoté A [2]
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A.2.2 Graf
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Obrazek A.2: Hodnoty
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ulohy: Tani pevné latky o teploté zmény faze
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