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Abstrakt
Práce je zamìøena na sestavení matematického modelu Stefanova problému vedení tepla
s fázovou pøemìnou a následné optimalizaèní výpoèty extremalizující velièiny charakte-
rizující tepelné chování. Práce rovnì¾ obsahuje odvození základní rovnice vedení tepla,
zpùsoby akumulace tepelné energie a úvod do problematiky materiálù s fázovou pøemì-
nou pou¾ívané pøi akumulaci.

Summary
The thesis deals with the mathematical model for Stefan phase change problems. The
model is then used in optimization procedures aimed at extremization of quantities de-
scribing the thermal behavior. The thesis also includes the derivation of the diferential
heat equation, methods of energy accumulation and an introduction to phase change
materials used for accumulation.
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1. ÚVOD

1 Úvod
V dne¹ní dobì se lidé stále více zajímají o obnovitelné zdroje energie a vhodnou aku-

mulací energie pro pozdìj¹í vyu¾ití, neobnovitelných zdrojù pomalu, ale jistì ubývá a
klimatická situace na Zemi si díky vysokým emisím CO2 prochází nepøíznivými zmìnami.
Tato diplomová práce se zabývá problematikou v oblasti zabývající se akumulací tepelné
energie s vyu¾itím materiálù procházející fázovou pøemìnou v prùbìhu akumulace. Pro
pøedstavu, proè je nutné, aby soustava, která získává energie mìla mo¾nost tuto energii
akumulovat, uva¾ujme nyní získávání energie v podobì sluneèního záøení. Sluneèní záøení
je nejvydatnìj¹ím zdrojem obnovitelné energie, který lze vyu¾ít rùznými zpùsoby. Slu-
neèní energie nelze èerpat celých 24 hodin a pokud máme dobré podmínky, jsme rádi za
prùmìrnì 8 hodin sluneèního záøení dennì. Takto získanou energii nechceme ve vìt¹inì
pøípadù vyu¾ít ihned a proto je nutné, aby soustava byla schopna tuto energii akumulovat
pro pozdìj¹í vyu¾ití. K tomuto úèelu se vyu¾ívají tzv. zásobníky energie.

Tepelnou energii mù¾eme akumulovat ve formì citelného tepla, kde se vyu¾ívá vlast-
ního ohøevu pracovní látky a její mìrné tepelné kapacity. Pro tento druh akumulace se
jeví nejideálnìj¹í voda. Voda je levná, dostupná a má vysokou tepelnou kapacitu. Ov¹em
co se týèe nárokù na velikosti zásobníkù a pracovní rozsah teplot, to tak dobøe nevypadá.
Proto se v dne¹ní dobì zaèíná dostávat do popøedí zájmu akumulace pomocí latentního
tepla. Tento zpùsob akumulace vyu¾ívá tepelné kapacity látky a fázové pøemìny látky.
Díky tomu jsme schopni akumulovat vìt¹í mno¾ství tepelné energie pøi zachování stejných
rozmìrù zásobníku (popø. akumulovat stejnou tepelnou energii pøi sní¾ení po¾adavkù na
rozmìry zásobníkù). Poznamenejme, ¾e pod pojmem zmìny fáze budu v této práci uva-
¾ovat pouze zmìny fáze z pevné na kapalnou a z kapalné na pevnou. Pro tento druh
akumulace je v zásobnících potøeba materiálu s fázovou pøemìnou. Tyto materiály se
obecnì oznaèují pod zkratkou PCM (Phase-change material).

V této diplomové práci se øe¹í problematika vedení tepla s fázovou pøemìnou pomocí
Stefanova problému, který slou¾í k popisu rozlo¾ení teploty v médiu a urèení polohy
rozhraní mezi pevnou a kapalnou fází. Tento popis je potøeba pro stanovení po¾adovaných
vlastností a tepelného chování materiálu pøi rùzných po¾adavcích na akumulaci.

V práci uvádím základní znalosti týkající se pøenosu tepla, zpùsoby akumulace tepelné
energie a vyu¾ití materiálù s fázovou pøemìnou. V dal¹ích kapitolách se ji¾ vìnuji zadané
problematice, kde nejdøíve uká¾u, jak se tyto úlohy obecnì øe¹í a v poslední kapitole
se zabývám tvorbou matematických (optimalizaèních) modelù pro øe¹ení po¾adovaných
úloh. Mým hlavním cílem je sestavení a øe¹ení optimalizaèního modelu pro stanovení
podmínek pøenosu tepla a dal¹ích parametrù tak, abych zajistil extremalizaci velièin cha-
rakterizujících tepelné chování. Výstupem této práce jsou rovnì¾ i programy vytvoøené v
programovacím prostøedí Matlab a Gams.
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2 Základy pøenosu tepla
V moderní technologii existuje málo odvìtví, v nich¾ by nehrál významnou roli pøenos
tepla[1]. Ve¹kerá hmota uva¾ovaná na makroskopické úrovni má pøesnì danou hodnotu
energie. Takový stav energie mù¾eme vyèíslit za podmínek termodynamické energetické
funkce, která rozdìluje energii na atomické úrovni mezi napøíklad, elektrickou, vibraèní
a rotaèní. Energetická funkce mù¾e být charakterizována mìøitelnou skalární hodnotou
(teplotou). Energie vymìnìná slo¾kami èástic (napø. atomy, molekuly nebo volnými elek-
trony) z oblasti s vìt¹í lokální teplotou (tj. vìt¹í termodynamickou energetickou funkcí)
do oblasti s ni¾¹í lokální teplotou se nazývá teplo.

Pøenos tepla mù¾e být realizován ve formì vedení, proudìní nebo záøení, v praxi se
nejèastìji jedná o kombinaci v¹ech tìchto typù. Studium vedení tepla poskytuje oboha-
cující kombinace vìdy a matematiky [2]. V této kapitole si uvedeme základní velièiny a
vztahy pro pøenos tepla, které budu dále vyu¾ívat pøi vytváøení matematického modelu.

2.1 Pøenos tepla vedením

Vedení je speci�cký zpùsob pøenosu tepla v pevných látkách nebo klidné kapalinì z oblasti
s vìt¹í teplotou do oblastí s ni¾¹í teplotou díky pøítomnosti teplotního gradientu. Jakmile
je teplotní rozlo¾ení T (~r, t) známo v rámci média, jako¾to funkce prostoru (de�novaná
polohovým vektorem ~r) a èasu (de�nována skalárem t), je teplotní tok pøedepsán zákony
jimi¾ se øídí pøenos tepla.

Zákony pøírody nám poskytují pøijatelné popisy pøírodních jevù na základì pozo-
rovaného chování. Tyto zákony jsou obecnì zalo¾eny na velkém mno¾ství empirických
dùkazù, pøijatých v rámci vìdecké komunity, aèkoli nìkteré z nich nemohou být obvykle
prokázány ani vyvráceny. Hlavní pøíèiny nám nejsou známy, ale podléhají jednoduchým
a stálým zákonùm, které mohou být objeveny pozorováním [3]. Tyto zákony jsou pova-
¾ovány za základní, jeliko¾ jejich pou¾ití je nezávislé na médiu. Dobøe známé pøíklady
zahrnují Newtonovy zákony pohybu a zákony termodynamiky. Problémy, které mohou
být vyøe¹eny pouze pøi pou¾ití obecných zákonù pøírody jsou oznaèovány jako¾to deter-
ministické a zahrnují napøíklad, jednoduchý pohyb projektilu.

Jiné problémy mohou vy¾adovat kromì obecných zákonù i doplòkové vztahy[4]. Tyto
problémy jsou oznaèovány jako nedeterministické a jejich øe¹ení vy¾aduje zákony apliko-
vatelné na speci�cké médium. Tyto dodateèné zákony se nazývají konstitutivní vztahy.
Dobøe známé pøíklady zahrnují napøíklad: zákon ideálního plynu, vztah mezi smykovým
napìtím a rychlostním gradientem pro Newtonovskou kapalinu, vztah mezi napìtím a
tlakem lineárnì elastického materiálu (Hookùv zákon) a jiné.

Konstitutivní vztah jen¾ udává vztah mezi tepelným tokem a teplotním polem je
pojmenován po Josephu Fourierovi. Pro homogenní, izotropní, pevné látky (tj. materiál
ve kterém je souèinitel tepelné vodivosti nezávislý na smìru), má Fourierùv zákon tvar
[2]

q̇(r̂, t) = −k∇T (r̂, t) , (2.1)

kde teplotní gradient T (r̂, t) je vektor kolmý k izotermickému povrchu, vektor hustoty
tepelného toku q̇(r̂, t) reprezentuje tepelný tok za jednotku èasu na jednotku izotermic-
kého povrchu ve smìru klesajícího teplotního gradientu a k je souèinitel tepelné vodivosti
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2. ZÁKLADY PØENOSU TEPLA

materiálu.
Vztah mezi hustotou tepelného toku a tepelným tokem popisuje rovnice [5]

q̇ =
Q̇

S
, (2.2)

kde S je plocha, kterou prochází tepelný tok. Souèinitel tepelné vodivosti je kladná, ska-
lární velièina pro homogenní a izotropní materiál. Znaménko mínus uvedené v rovnici
(2.1) je kvùli tomu, aby se vytvoøila pozitivní hodnota tepelného toku v kladném sou-
øadnicovém smìru (tzn. opak teplotního gradientu). V této práci budu uva¾ovat hustotu
tepelného toku v SI jednotkách [Wm−2], tepelný tok [W], teplotní gradient v [Km−1] a
souèinitel tepelné vodivosti k v [Wm−1K−1)]. V kartézském souøadném systému je rovnice
(2.1) tvaru:

q̇(x, y, z, t) = −~ik∂T
∂x
−~jk∂T

∂y
− ~kk∂T

∂z
, (2.3)

kde ~i,~j a ~k jsou jednotkové smìrové vektory podél smìru os x, y, a z.
Hustota tepelného toku pro daný teplotní gradient je pøímo úmìrný souèiniteli tepelné
vodivosti materiálu. Uva¾ujme jednodimenzionální pøenos tepla v pravoúhlém souøadném
systému. Potom rovnice (2.1) bude

q̇x = k
∂T

∂x
. (2.4)

Obrázek 2.1 ilustruje znaménkovou konvekci Fourierova zákonu v 1-D. Oba grafy zob-
razují tepelný tok rovinou v bodì x = x0 v závislosti na lokálním teplotním gradientu. Na
obrázku 2.1(a) je gradient dT/dx negativní a proto výsledný tok je matematicky pozitivní.
Naopak obrázek 2.1(b) zobrazuje pozitivní gradient dT/dx a výsledný tok je záporný.

Obrázek 2.1: Fourierùv zákon pro (a) pozitivní tepelný tok a (b) negativní tepelný tok [2]
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2.2. SOUÈINITEL TEPELNÉ VODIVOSTI

2.2 Souèinitel tepelné vodivosti

Souèinitel tepelné vodivosti je dùle¾itým parametrem v analýze vedení tepla. Èím vìt¹í
souèinitel tepelné vodivosti tìleso má, tím men¹í klade odpor proti pøenosu tepla z jedné
èásti tìlesa na druhou [5]. Existuje ¹iroká ¹kála hodnot souèinitele tepelné vodivosti pro
rùzné in¾enýrské materiály. Nejvìt¹í hodnoty souèinitele tepelné vodivosti mají èisté kovy,
pøièem¾ nejmen¹í hodnoty vykazují plyny a výpary. Amorfní izolované materiály a anor-
ganické kapaliny mají hodnoty nìkde mezi. Obrázek 2.2 zobrazuje typické rozmezí hodnot
teplotní vodivosti u rùzných materiálových tøíd [2].

Obrázek 2.2: Hodnoty souèinitele tepelné vodivosti u rùzných materiálových tøíd [2]

Souèinitel tepelné vodivost se mìní s teplotou a takté¾ se mù¾e zmìnit v rámci smìru
u anizotropní látky. U vìt¹iny èistých kovù se souèinitel tepelné vodivosti sni¾uje pøi
vzrùstající teplotì, zatímco u plynù se zvy¹uje[6].
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2. ZÁKLADY PØENOSU TEPLA

2.3 Diferenciální rovnice vedení tepla

Nyní odvodím diferenciální rovnici vedení tepla pro stacionární, homogenní, izotropní
pevnou látku s generací tepla v rámci tìlesa. Vnitøní generování tepla mù¾e být zpùsobeno
díky nukleárním nebo chemickým reakcím, elektrickému proudu, absorbování laserových
svìtel nebo dal¹ími zdroji, které mohou být obecnì funkcí èasu a polohy. Rovnice vedení
tepla mù¾e být odvozena buï pomocí diferenciálního nebo integrálního pøístupu, já uvedu
pouze ten diferenciální. Pøi odvozování rovnice vedení tepla jsem èerpal z [2] a pøedná¹ek
termomechaniky[5]

Uva¾ujme elementární objem v kartézském souøadném systému viz obrázek 2.3. Od-
povídající objem a hmotnost kontrolního objemu jsou

dV = dx dy dz a dm = ρ dx dz dz ,

kde ρ je hustota [kg m−3] kontrolního objemu. Diferenciální pøístup pøedpokládá spojitost
systému, tedy aby se vlastnosti nemìnily na mikroskopické úrovni.

Obrázek 2.3: Kontrolní objem [2]

2.3.1 Energetická bilance kontrolního objemu

Pomocí energetické bilance jsme schopni zjistit, jak rychle se tìleso ohøívá nebo chladí, ne¾
je dosa¾eno rovnová¾ného stavu s okolím[7]. Vyu¾iji zákonu zachování energie na základì
prvního termodynamického zákona. Proto¾e první zákon termodynamiky musí být splnìn
v ka¾dém èasovém okam¾iku, je mo¾né ho formulovat pomocí tokù energie [2].(

u+
1

2
v2 + gh

)
dṁin −

(
u+

1

2
v2 + gh

)
dṁout + dQ̇+ dĖgen − dẆ =

dEcv
dt

, (2.5)

kde dṁin a dṁout pøedstavují hmotnostní prùtok vstupující a vystupující z kontrolního
objemu. Odvozuji rovnici vedení tepla pro klidné médium, proto uva¾uji, ¾e hodnoty
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hmotnostního prùtoku jsou nulové. Pøedpokládám dále, ¾e hodnota vykonané práce je
takté¾ nulová (dẆ = 0). Hodnota zmìny energie v rámci kontrolního objemu je tvaru

dEcv
dt

=
d

dt

[(
u+

1

2
v2 + gh

)
cv

dm

]
, (2.6)

kde u je mìrná vnitøní energie [J kg−1]. Pøená¹ená energie se skládá z energie kinetické,
potenciální a tepelné formy. Pøi pøenosu tepla je kinetická a potenciální energie obvykle
zanedbatelná a proto je dále nebudu uva¾ovat. Vyu¾itím rovnic (2.5) a (2.6) dostávám
zákon zachování energie [2]

dQ̇+ dĖgen =
d(u dm)

dt
, (2.7)

kde dĖgen [W] je hodnota energie generované v rámci kontrolního objemu a dQ̇ pøedstavuje
zmìnu tepelné energie v kontrolním objemu.

2.3.2 Odvození diferenciální rovnice vedení tepla

Diferenciální rovnice vedení tepla by mohla být samozøejmì odvozena i za pomocí tokù
energie, ale ji¾ døíve jsem byl seznámen s odvozením rovnice v pøedmìtu termomechaniky
a proto bych rád pou¾il pøístup, kdy budu uva¾ovat energii, která zùstane v kontrolním
objemu za èas dt [5].
Teplo (energie), které zùstane v elementu v dùsledku vedení

dQ = (dQx − dQx+dx) + (dQy − dQy+dy) + (dQz − dQz+dz) (2.8)

a nech» dQx + dQy + dQz je teplo do elementu pøivedené a dQx+dx + dQy+dy + dQz+dz je
teplo z elementu odvedené, pøièem¾ platí [5]

dQx =

(
−k∂T

∂x

)
dy dz dt a dQx+dx = dQx +

∂

∂x
(dQx) dx . (2.9)

Teplo, které zùstane v elementu v dùsledku vedení ve smìrech osy x, y a z

dQx − dQx+dx = − ∂

∂x
(dQx) dx =

∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
dx dy dz dt , (2.10)

dQy − dQy+dy = − ∂

∂y
(dQy) dy =

∂

∂y

(
k
∂T

∂y

)
dx dy dz dt , (2.11)

dQz − dQz+dz = − ∂

∂z
(dQz) dz =

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
dx dy dz dt . (2.12)

Dosazením rovnic (2.10), (2.11) a (2.12) do rovnice (2.8) získáme celkové teplo, které
zùstane v elementu dV v dùsledku vedení

dQ =

[
∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)]
dx dy dz dt . (2.13)

A teplo, které zùstane v elementu v dùsledku vnitøních zdrojù Q̇∗ [W m−3]:

dQgen = Q̇∗dx dy dz dt . (2.14)
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2. ZÁKLADY PØENOSU TEPLA

Uva¾uji nestlaèitelné tìleso popø. kapalinu a tedy nech» je mìrná tepelná kapacita
c = cv = cp [J kg−1 K−1]. Zvý¹ení vnitøní energie elementu dV za èas t je

dU = mcdT = ρ c
∂T

∂t
dx dy dz dt , (2.15)

kde dU = u dm . Potom z 1. zákona termodynamiky dostávám

dQcelk = dU + dA = dU + 0⇒ dQ = dU ⇒ dQ+ dQgen = dU , (2.16)

pøièem¾ dQcelk = dQ+ dQgen .
Po dosazení rovnic (2.13), (2.14) a (2.15) do rovnice (2.16) a vykrácení èlenù dx dy dz dt
dostávám obecnou diferenciální rovnici vedení tepla

∂

∂x

(
k
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂T

∂y

)
+

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+ Q̇∗ = c ρ

∂T

∂t
, (2.17)

kde èleny k = f(x, y, z, t), ρ = f(x, y, z, t), c = f(x, y, z, t) jsou funkcí èasu a polohy.
Mù¾u pou¾ít i krat¹ího pøehlednìj¹ího zápisu pomocí gradientu ∇

∇ · (k∇T ) + g = ρ c
∂T

∂t
. (2.18)

Pokud budu uva¾ovat, ¾e souèinitel tepelné vodivosti je konstantní, pøejde rovnice (2.17)
na tvar

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
+
Q̇∗

k
=

1

α

∂T

∂t
, (2.19)

který platí pro homogenní tuhé i kapalné látky s vnitøními zdroji, kde α je teplotní
vodivost:

α =
k

ρc
[m2s−1] . (2.20)

Pro tìleso s konstantním souèinitelem tepelné vodivosti, bez vnitøních zdrojù a za ustá-
lených podmínek (tj. ∂T

∂t
= 0) dostávám Fourierovu diferenciální rovnici vedení tepla ve

tvaru
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
= 0 nebo ∇2T = 0 . (2.21)

Pøi mých výpoètech budu zkoumat zmìnu teplotního rozlo¾ení v závislosti na poloze a
èase, bez vnitøních zdrojù a tedy budu pracovat s rovnicí vedení tepla

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(2.22)

a dále pak v 1D pøípadì
∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
. (2.23)

19



3 Akumulace energie
V letech 2006 a 2007 se pohled èlovìka na klimatické zmìny a spotøebu energie dra-

maticky zmìnil. Lidstvo hraje dominantní roli pøi zmìnì klimatu na Zemi, v dùsledku
vyprodukování znaèného mno¾ství emisí CO2 pøi spotøebì energie a proto je nezbytné v
blízkých letech razantnì sní¾it mno¾ství emisí CO2 vypu¹tìných do ovzdu¹í. Ve stejnou
dobu se také zásobování energie v podobì fosilních zdrojù jako napø. uhlí, ropa stalo ménì
spolehlivým. Na jaøe roku 2008 se cena ropy poprvé v historii vy¹plhala a¾ na 100 dolarù
za barel. V dne¹ních letech ji¾ lidé pøijali my¹lenku, ¾e je tøeba omezit spotøebu fosilních
paliv a tím sní¾it emise CO2 [8]. Proto se do popøedí zájmù veøejnosti v rámci dosa¾ení
cílù dostávají obnovitelné zdroje energie a lep¹í vyu¾ití energie. V obou pøípadech hrají
dùle¾itou roli zásobníky tepelné energie, jak pro uchování tepla, tak i chladu. Dnes je
souèástí témìø ka¾dé domácnosti lednièka, topení, teplá voda a jiné spotøebièe vyu¾ívající
energii. Vyu¾ití zásobníkù tepelné energie pokrývá ¹irokou oblast energetických systémù
od centralizovaných soustav a¾ po autonomní oblasti a objekty [9].

Výhodou zásobníkù energie je to, ¾e není zapotøebí okam¾itého vyu¾ití získané energie,
ale je mo¾né ji akumulovat pro pozdìj¹í vyu¾ití a tedy nabídka mù¾e odpovídat poptávce
i v dobì, kdy není mo¾né získat více energie (napø. tepelná energie získaná sluneèním
záøení). Tento proces tak umo¾òuje pøekonat èasové nebo geogra�cké rozdíly mezi výrobou
a spotøebou, a to jak ve velkém, tak v malém mìøítku [8].

Sluneèní energie:
Sluneèní energie patøí mezi hlavní zdroje obnovitelné energie. Na Slunci probíhají ji¾

nìkolik miliard let termonukleární reakce. Tìmito reakcemi se pøemìòuje sluneèní vodík
(který obnovován není) na helium za uvolnìní velkého mno¾ství energie. Ze Slunce je
energie pøedávána na Zemi ve formì záøení. Energetický pøíkon ze Slunce je ve vzdálenosti,
v ní¾ se nachází Zemì, pøibli¾nì 1300 [W m−2]. Pokud se tato energie pøemìòuje nìjakým
technickým zaøízením (sluneèní kolektor, fotovoltaický èlánek) pøímo, mluvíme obvykle o
sluneèní energii [10].

3.1 Druhy akumulace energie

Akumulace energie je vyu¾ívána napøíè energetickým sektorem { v elektrizaèní soustavì,
v soustavách centrálního zásobování teplem a chladem, v rozptýlených a autonomních
aplikacích [11]. Akumulace energie je rozli¹ována na dva druhy v závislosti na druhu
výstupní energie (elektøiny nebo tepla). Rád bych uvedl ve zkratce, ale výsti¾nì rùzné
mo¾nosti akumulace energie, jak tepelné, tak elektrické.

3.1.1 Pøeèerpávací vodní elektrárny (PVE)

Vyu¾ívají ulo¾ení elektrické energie v dobì malé spotøeby ve formì potenciální energie
vody, pro vyu¾ití v dobì ¹pièkové spotøeby. Voda je èerpána ze spodní nádr¾e do horní
nádr¾e, pøièem¾ dochází ke spotøebì elektrické energie. Následnì je v dobì ¹pièky voda
vpu¹tìna do pøívodních potrubí a pohánìním turbíny, která je høídelí spojena s generá-
torem, se generuje elektrický výkon. Výhody PVE jsou ty, ¾e doká¾í rychle reagovat na
výkyvy ve spotøebì energie, jsou jednoduché na obsluhu a na rozdíl od ostatních zpùsobù
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akumulace elektrické energie mají del¹í ¾ivotnost, ta se udává a¾ do 100 let [8]. Nevýhodou
PVE je nároènost stavby a mo¾nost stavby jen ve vhodných terénních podmínkách.

3.1.2 Podzemní uskladnìní tepelné energie (UTES)

Èerpadlem pohánìný systém ukládá ohøátou nebo vychlazenou vodu do podzemního zá-
sobníku pro pozdìj¹í u¾ití. Zásobníky mohou být umìle vytvoøené nebo pøírodní. Jedná
se o tzv. sezónní zásobníky, které umo¾òují uchovat pøebyteèné teplo získané v létì a¾
do zimy, kdy je ho naopak nedostatek a mù¾e se zpìtnì vyu¾ít. V zahranièí existuje ko-
lem deseti úspì¹ných velkých instalací podzemních zásobníkù tepla, které zahrnují napø.
vytápìní celého sídli¹tì v nìmeckém Creilsheimu.

3.1.3 Akumulace do stlaèeného vzduchu (CAES)

CAES je zajímavou mo¾ností akumulace za pomocí pouze vzduchu. Vyu¾ívá elektrické
energie v dobì nízké spotøeby tak, ¾e pøebyteènou energie pou¾ije na pohánìní kompresoru
ke stlaèení vzduchu a následnému ulo¾ení v podzemních kavernách nebo zásobnících.
Stlaèený vzduch je ve ¹pièce vyu¾íván pøi spalování v plynové turbínì pøi výrobì elektøiny.

3.1.4 Akumulace v roztavených solích

Pou¾ívané soli mají pevné skupenství pøi normálních teplotách a atmosférickém tlaku. Po
zahøátí (napøíklad v solární elektrárnì s centrální vì¾í) je roztavená sùl vyu¾ita k produkci
vodní páry, která pohání turbínu pøi výrobì elektøiny nebo je uskladnìna v kapalném sku-
penství pro pozdìj¹í vyu¾ití.

Samozøejmì tím výèet druhù akumulace energie nekonèí. V dne¹ní dobì se hlavnì i díky
krizi týkající se globálního oteplování a klimatických zmìn vyvíjí rùzné nové druhy tech-
nologií v oblasti akumulace a vyu¾ití co nejvìt¹ího procenta takto akumulované energie
[8]. Vý¹e jsem uvedl strohý výpis druhù akumulací, ale existují i jiné druhy, napøíklad
termochemické uskladnìní, akumulace ve vodíku, setrvaèníky atd.
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3.2 Akumulace tepelné energie

Jak u¾ bylo zmínìno vý¹e, zásobníky energie jsou konstruovány hlavnì z dùvodù, ¾e
ne v¾dy se kryje poptávka energie s nabídkou. Zásobníky tepelné energie mohou být
naplnìny materiály, které vyu¾ívají akumulace díky citelnému teplu napø. voda, ale také
tzv. materiály s fázovou pøemìnou (viz kapitola 3.3, v dal¹ím textu u¾ jen zkratkou PCM),
kde se v prùbìhu akumulace mìní fáze z pevné na kapalnou a naopak. K tomu, abychom
dokázali takto získávat energii, je zapotøebí, aby tato metoda zásobování byla vratná. Pøi
psaní této kapitoly jsem èerpal z [8].

Obrázek 3.1: Typy zásobníkù [12]

3.2.1 Akumulace pomocí citelného tepla

Pøi tomto druhu akumulace se vyu¾ívá pouze tepelné kapacity látky v daném rozsahu
teplot. Hodnota akumulované energie je závislá na poèáteèní a koncové teplotì, tedy na
zmìnì teploty pracovní látky v dùsledku ohøevu nebo ochlazení. Nedochází zde ke zmìnì

Obrázek 3.2: Citelné teplo [8]
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skupenství látky. Nejvyu¾ívanìj¹í látkou pro tento druh akumulace je voda, díky svým
dobrým vlastnostem pro vedení tepla, ale takté¾ kvùli tomu, ¾e se jedná o levný a dostupný
materiál.

Pomìr ulo¾ené energie ∆Q k nárùstu tepla ∆T je tepelná kapacita C akumulovaného
média

∆Q = C ∆T = m c∆T . (3.1)

Akumulace pomocí citelného tepla je zdaleka nejbì¾nìj¹í zpùsob. Zásobníky s teplou vo-
dou jsou pou¾ívány k vytápìní v témìø ka¾dé domácnosti.

3.2.2 Akumulace pomocí latentního tepla

Tento zpùsob akumulace vyu¾ívá nejen tepelné kapacity látky, ale také zmìny skupen-
ství látky. Díky zmìnì fáze materiálu je mo¾né akumulovat energii bez nárùstu citelného
tepla a tím pádem mù¾eme akumulovat vìt¹í mno¾ství tepelné energie, popø. mù¾eme pøi
zachování rozmìrù zásobníku akumulovat díky tomuto dodateènému teplu vìt¹í mno¾ství
energie. Pøi zmìnì z pevné na kapalnou fázi je potøeba energii látce dodávat a pøi zmìnì
z kapalné fáze na pevnou se energie uvolòuje. Tato zmìna probíhá pøi konstantní teplotì
rovné teplotì tání/tuhnutí a poté, co probìhne fázová pøemìna se tepelná energie aku-
muluje opìt s vyu¾itím citelného tepla. Pøi akumulaci vyu¾ívající fázovou pøemìnu látky
se pou¾ívají PCM materiály, napøíklad parafín, solné hydráty, aj [9].

Obrázek 3.3: Latentní teplo [8]

Pøi akumulaci tepelné energie s vyu¾itím fázové zmìny je vyu¾itelná jen zmìna fáze
mezi látkou pevnou a kapalnou. V dùsledku velké zmìny objemu akumulaèní látky pøi
zmìnì skupenství z kapaliny na plyn není tato zmìna pro akumulaci vhodná [13]. Pokud
budeme akumulovat tepelnou energie pomocí citelného tepla s vyu¾itím fázové pøemìny,
je hodnota akumulované tepelné energie rovna

∆Q = m c∆T +m l , (3.2)

kde l je mìrné skupenské (latentní) teplo.
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3.3 Materiály s fázovou pøemìnou PCM

V zásobnících tepelné energie vyu¾ívající latentního tepla se pou¾ívají PCM materiály.
Tyto materiály jsou schopny uskladnit 5-14 krát více tepla na jednotku objemu ne¾ nor-
mální materiály vyu¾ívající pouze citelného tepla, jako je napø. voda, zdivo, kamení. Je
známo, ¾e u velkého mno¾ství PCM materiálù probíhá tání/tuhnutí pøi jakémkoli po¾a-
dovaném rozmezí [14]. Nicménì pro jejich pou¾ití v zásobnících tepelné energie je nutné,
aby tyto materiály vykazovaly urèité po¾adované termodynamické, kinetické a chemické
vlastnosti. K dosa¾ení co nejlep¹ích výsledkù v rámci akumulace energie je nezbytná op-
timální volba PCM materiálù. Pøi sepisování poznatkù týkající se PCM materiálù jsem
èerpal z [8] a [15].

3.3.1 Po¾adavky na PCM materiály

Vhodná volba materiálu pøi akumulaci vyu¾ívající zmìny skupenství by mìla splòovat
následující vlastnosti.

Tepelné vlastnosti:

• Vhodná teplota zmìny fáze

• Vysoká hodnota latentního tepla

• Dobrý prostup tepla

Pøi volbì PCM pro konkrétní aplikaci by mìla být provozní teplota pøi ohøívání a chladnutí
taková, aby pro¹la fázovou pøemìnou. Latentní teplo by mìlo být co nejvìt¹í, aby rozmìry
zásobníku mohly být men¹í v rámci velikosti objemu zásobníku. Vysoký souèinitel tepelné
vodivosti samozøejmì zaruèuje rychlej¹í prostup tepelné energie látkou.

Fyzikální vlastnosti:

• Pøimìøená rovnováha fází

• Vysoká hustota

• Malá zmìna objemu pøi zmìnách fází

Stabilita fází v prùbìhu tání/tuhnutí je dùle¾itá vlastnost, stejnì tak i vysoká hustota
látky, z dùvodù co nejmen¹ích mo¾ných rozmìrù pøi konstrukci zásobníku.

Kinetické vlastnosti:

• Odolnost vùèi podchlazení

• Dostateèná míra krystalizace

Podchlazení materiálu je obtí¾ným aspektem vývoje PCM, zejména u hydrátù solí. Podchla-
zení o více ne¾ pár stupòù ◦C naru¹í správné získávání tepelné energie ze zásobníkù a pøi
velkém podchlazení mù¾e i zcela získání energie zabránit.
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Chemické vlastnosti:

• Dlouhotrvající chemická stabilita

• Kompatibilita s konstrukèními materiály

• Netoxické, nehoølavé

PCM materiály mohou trpìt degradací kvùli ztrátì hydrataèní vody, chemickým rozkla-
dem nebo nesluèitelností s konstrukèními materiály. Z bezpeènostních dùvodù by PCM
materiály nemìly být toxické, hoølavé a výbu¹né.

Ekonomické vlastnosti:

• Dobrá dostupnost

• Nízká cena

Velmi dùle¾itým aspektem pøi výbìru vhodného PCM materiálu je i samozøejmì dostup-
nost a nízká poøizovací cena.

3.3.2 Druhy PCM materiálù

V ka¾dém po¾adovaném teplotním rozmezí je k dispozici velký poèet PCM materiálù (or-
ganické, anorganické, eutektické). Existuje velké mno¾ství organických a anorganických
chemických materiálù, které lze klasi�kovat jako PCM. Av¹ak co se týèe dal¹ích dùle¾i-
tých vlastností uvedených v kapitole 3.3.1, to u¾ tak dobøe nevypadá. Vzhledem k tomu,
¾e ¾ádný materiál nemù¾e mít v¹echny zmiòované ideální vlastnosti, je nutné pou¾ít do-
stupné materiály a sna¾it se optimalizovat výbìr materiálu tak, aby splòoval konkrétní
po¾adavky pøi akumulaci. Je takté¾ mo¾né tyto nìkteré nedostatky vykompenzovat, na-
pøíklad pou¾itím kovových ¾eber v PCM mù¾eme zvý¹it tepelnou vodivost, podchlazení
mù¾e být potlaèeno zavedením nukleaèního èinidla do akumulaèní látky, atd. Pøi sepiso-
vání následujících podkapitol jsem èerpal z [15] a [16].

Organické materiály

Tuto skupinu PCM mù¾eme dìlit na slouèeniny s parafíny a bez parafínù. Velkou výhodou
tìchto slouèenin je jejich vlastní nukleace. Díky tomu témìø nedochází k problémùm s
podchlazením.

Slouèeniny s parafíny:
Para�n je smìs pevných uhlovodíkù. Pro pou¾ití se vyu¾ívá témìø pøímý øetìzec CH3-
(CH2)-CH3. Pro krystalizaci øady (CH3)- je potøeba velké mno¾ství latentního tepla. Právì
díky této vlastnosti jsou tyto slouèeniny velmi vhodné pro pou¾ití jako PCM. Dal¹í dobrou
vlastností parafínù je jejich chemická inertnost a cenová dostupnost. Tyto materiály mají
pomìrnì dlouhý cyklus tání/tuhnutí.

Slouèeniny bez parafínù:
Tato kategorie obsahuje velké mno¾ství organických látek s rozdílnými vlastnostmi.

Tvoøí tak velkou skupinu látek, které se hodí k pou¾ití pøi akumulaci tepelné energie. Do
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této skupiny patøí estery, vy¹¹í mastné kyseliny, glykoly apod. Problematickou vlastností
je jejich hoølavost, která nedovoluje jejich styk s vy¹¹ími teplotami, plamenem a oxidaèními
èinidly. Z ekonomického hlediska jsou nevýhodné, proto¾e jsou velmi drahé. Jejich cena se
pohybuje dvou a¾ tøí násobnì vý¹ ne¾ u technických parafínù. Dobrou vlastností je vysoké
latentní teplo.

Anorganické materiály

Do skupiny anorganický látek mù¾eme zahrnout hydráty solí a kovy. Hydráty solí jsou
látky, které ve své struktuøe obsahují vázané molekuly vody. Zahøíváním se tyto molekuly
vody od¹tìpují a rozpou¹tìním látek ve vodì opìt poutají molekuly vody. Pøi poutání mo-
lekul vody (hydrataci) se u nìkterých slouèenin uvolòuje tzv. hydrataèní teplo. Hydráty
solí vìt¹inou tají buï do hydrátù s men¹ím poètem molekul vody nebo do bezvodé formy.
To znamená, ¾e pøi zmìnì skupenství z pevného na kapalné se hydráty rozpadnou do
anhydridu soli a vody nebo do hydrátu ni¾¹ího øádu a vody. To u vìt¹iny hydrátù vyvolává
zásadní problém. Nekongruentní tání zpùsobuje, ¾e men¹í mno¾ství molekul vody ji¾ není
schopné roztavit v¹echny pevné látky. Ty se díky vìt¹í hustotì zaènou propadat na dno.
Tím se sni¾uje mno¾ství látek, které mìní skupenství a tedy i celkové pohlcené/uvolnìné
latentní teplo. Dal¹ím nedostatkem hydrátù solí je fakt, ¾e nemají dostatek nukleaèních èi-
nitelù, proto je potøeba tyto èinitele dodávat tak, aby nedocházelo k podchlazení. Dobrými
vlastnostmi anorganických materiálù jsou vysoké latentní teplo, dobrá tepelná vodivost,
cena a nehoølavost. Pro lep¹í funkci hydrátù solí se obecnì doporuèuje:

• Mechanické míchání

• Zapouzdøení do kapslí

• Pøidání zahu¹»ovadel, která zabrání sedání solí na dno

Obrázek 3.4: Druhy PCM [17]
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4 Úlohy se zmìnou fáze
Problém pøechodného pøenosu tepla je dùle¾itý v øadì in¾enýrských aplikací [2]. Jedná

se zejména o táni nebo tuhnutí a obecnì se oznaèuje jako úloha zmìny fáze nebo problém
pohybující se hranice, napø. výroba ledu, zmra¾ení potravin, tuhnutí kovu v odlitku, skla-
dování tepelné energie, zpracování chemikálií a plastù, rùst krystalù, slévání a svaøování
kovù a slitin, a v øadì dal¹ích. V pøírodì se mù¾eme setkat napøíklad s jevem, pøi kte-
rém dochází k chlazení velkých mas magnetických hornin. Øe¹ení takových problémù je
neodmyslitelnì nároèné, proto¾e rozhraní mezi tuhou a kapalnou fází se pohybuje kvùli
absorpci nebo uvolnìní latentního tepla na rozhraní. Poloha rozhraní mezi pevnou a ka-
palnou fází je pøedem neznámá (a priori)1 a musí se brát jako souèást øe¹ení [18]. Pøi
tuhnutí èisté substance jako je napø. voda, probíhá tuhnutí pøi diskrétní teplotì a pevná
popø. kapalná fáze je oddìlena jasnì de�novaným pohybujícím se rozhraním. Na druhé
stranì, pokud uva¾ujeme tuhnutí smìsí, slitin a neèistých materiálù, probíhá tuhnutí v
roz¹íøeném rozsahu teplot a výsledkem je rozdìlení pevné a kapalné fáze pohybující se
dvou-fázovou oblastí.
Základní vlastností tohoto problému je, ¾e poloha hranic je neznámá a v pohybu, pøièem¾
øe¹ení parabolické rovnice vedení tepla probíhá v oblasti, kterou je potøeba také urèit.
Mezi první vìdce, kteøí se tomuto problému vìnovali patøí napø. Lamé a Clapeyron v roce
1831, Stefan v roce 1891, úlohy zmìny fáze byly diskutovány na hodinách F.Neumanna,
ale v psané podobì byly publikovány a¾ roku 1912 [19]. Od této doby se v literatuøe
objevilo mnoho úloh týkajících se fázové zmìny. Exaktní øe¹ení jsou bohu¾el omezena na
ideální situace, zahrnující semi-in�nitní nebo in�nitní oblasti s jednoduchým rozhraním
a poèáteèními podmínky. Kvùli nelinearitì tìchto úloh je princip superpozice nepou¾i-
telný a ka¾dý pøípad se musí øe¹it oddìlenì [1]. Pokud není mo¾né získat øe¹ení exaktnì,
pou¾ijeme aproximace a numerické metody, abychom tuto úlohu mohli vyøe¹it.

Stefanùv problém:

Jak jsem ji¾ uvedl, Stefanùv problém je speciální druh okrajové podmínky u parciálních
diferenciálních rovnic, adaptovaný na pøípad, ve kterém se rozhraní fází pohybuje s èasem.
Klasický Stefanùv problém je zamìøen na popis teplotního rozlo¾ení v homogenním tìlese
procházející fázovou pøemìnou napø. tání ledu, to je splnìno vyøe¹ením rovnice vedení
tepla pøi rovnomìrné poèáteèní teplotì v celém médiu a speciální okrajovou podmínkou,
Stefanovou podmínkou na vývoj polohy rozhraní fází. Opìt radìji poznamenám, ¾e tato
poloha rozhraní je neznámá. Stefanùv problém je tedy pøíkladem úlohy volných hranic.
Z matematického hlediska, jsou fáze pouze oblasti, ve kterých je øe¹ení PDR (parciálních
diferenciálních rovnic) spojité a diferencovatelné a¾ do øádu rovnice[20]. Ve fyzikálních
úlohách øe¹ení reprezentuje vlastnosti média ka¾dé fáze. Pohybující se rozhraní je in�ni-
tezimální tenký povrch, který oddìluje pøilehlé fáze. V dùsledku èeho¾ mù¾e øe¹ení PDR
trpìt nespojitostí napøíè rozhraním.

1A priori nebo také apriori je latinské spojení (doslova z pøedchozího), které znamená
”
pøedem\ nebo

”
pøedchùdný\. Odtud pak také apriorní, pøedchùdný, autoritativní. V bì¾né øeèi se u¾ívá napøíklad pro
apriorní úsudky, které èlovìk dìlá døíve, ne¾ se s posuzovanou vìcí seznámí.
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4.1 Matematická formulace úloh s fázovou pøemìnou

K ilustraci matematické formulace úlohy s fázovou pøemìnou budu nejdøíve uva¾ovat
jednodimenzionální problém tuhnutí a následnì jednodimenzionální problém tání. V ná-
sledujích podkapitolách èerpám z [2].

4.1.1 Podmínka rozhraní pro proces tuhnutí

Teplota kapaliny fázové zmìny Tm (tj. teplota tání = teplota tuhnutí) je omezena na
poloprostoru 0 < x < ∞. Zpoèátku má kapalina rovnomìrnou teplotu Ti, která je vy¹¹í
ne¾ teplota, pøi které dochází ke zmìnì fáze Tm. V èase t = 0, je teplota na hranici povrchu
x = 0 náhle sní¾ena na teplotu T0, která je men¹í ne¾ teplota tuhnutí Tm a je udr¾ována
na této teplotì po dobu t > 0. Tuhnutí zaèíná v místì x = 0 a rozhraní pevné a kapalné
fáze x = s(t) se pohybuje v pozitivní smìru osy x.
Na obrázku 4.1 je tento problém vyobrazen. Teploty pro pevnou Ts(x, t) a kapalnou Tl(x, t)
fázi, jsou dány standardními difúzními rovnicemi

∂2Ts(x, t)

∂x2
=

1

αs

∂Ts(x, t)

∂t
v 0 < x < s(t) t > 0 , (4.1)

∂2Tl(x, t)

∂x2
=

1

αl

∂Tl(x, t)

∂t
v s(t) < x < ∞ t > 0 , (4.2)

pøièem¾ pøedpokládám konstantní termofyzikální vlastnosti pro pevnou a kapalnou fázi.
Èlen s(t) je pozice rozhraní mezi fázemi, která není pøedem známá a musíme ji urèit. Tato
úloha tedy zahrnuje tøi neznámé: Teplotu v pevné Ts(x, t) a kapalné Tl(x, t) fázi a polohu
rozhraní mezi fázemi s(t).

Obrázek 4.1: Vyobrazení problému tuhnutí v 1-D [2]
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Následující rovnice uva¾uje energetickou rovnováhu rozhraní x = s(t)

kl
∂Tl
∂x

+ ρL
ds(t))

dt
= ks

∂Ts
∂x

pro x = s(t), t > 0 , (4.3)

kde L je mìrné skupenské teplo tání na jednotku hmotnosti [J kg−1] spojené s fázovou
pøemìnou. Jinými slovy: Vedení tepla z kapalné fáze v záporném smìru osy x plus hodnota
tepla uvolnìná v prùbìhu tuhnutí na jednotku plochy rozhraní je rovna vedení tepla do
pevné fáze v záporném smìru osy x.

Prozatím jsem zanedbával rozdíl hustot mezi pevnou a kapalnou fází, a proto nadále
pøedpokládám na rozhraní fází: ρl = ρs = ρ. Prostøední èlen v rovnici (4.3) pøedstavuje
hodnotu, pøi ní¾ se energie uvolòuje na pohybujícím se rozhraní v dùsledku tuhnutí.
Rovnici (4.3) upravím do podoby

ks
∂Ts
∂x
− kl

∂Tl
∂x

= ρL
ds(t))

dt
pro x = s(t) . (4.4)

Spojitost teploty na rozhraní fází je zaruèena díky

Ts(x = s, t) = Tm = Tl(x = s, t) . (4.5)

Shrnutí: Rovnice (4.1), (4.2), (4.4) poskytují tøi diferenciální rovnice, které umo¾òují
výpoèet teplotního rozlo¾ení v Ts(x, t) pevné a Tl(x, t) v kapalné fázi a polohu s(t) rozhraní
zmìn fází. Rovnice (4.5) poskytuje dvì okrajové podmínky. Dal¹í okrajové a poèáteèní
podmínky jsou speci�kovány v závislosti na povaze fyzikálních podmínek na rozhraní
povrchu.

4.1.2 Podmínka rozhraní pro proces tání

Uva¾ujme nyní pevnou látku, která má teplotu zmìny fáze Tm ohranièenou na polo-
prostoru 0 < x <∞. Zpoèátku je pevná látka teploty Ti, jen¾ je ni¾¹í ne¾ teplota Tm. V
èase t = 0 je teplota na hranici povrchu x = 0 náhle zvý¹ena na teplotu T0, co¾ je teplota
vìt¹í ne¾ teplota tání Tm a udr¾ována na této teplotì pro èasy t > 0. Pøedpokládám, ¾e
souøadný systém je pro úlohu tání stanoven tak, jak ukazuje obrázek 4.2, tudí¾ se roz-
hraní fází pohybuje v kladném smìru osy x. Øídící diferenciální rovnice pro tuto úlohu
pøedpokládají konstantní vlastnosti v obou fázích

∂2Tl(x, t)

∂x2
=

1

αl

∂Tl(x, t)

∂t
v 0 < x < s(t) t > 0 , (4.6)

∂2Ts(x, t)

∂x2
=

1

αs

∂Ts(x, t)

∂t
v s(t) < x < ∞ t > 0 (4.7)

a energetická rovnováha na rozhraní fází x = s(t)(
−kl

∂Tl
∂x

)
−
(
−ks

∂Ts
∂x

)
= ρL

ds(t))

dt
pro x = s(t), t > 0 . (4.8)

Tedy vedení tepla z kapalné fáze v kladném smìru osy x mínus vedení tepla do pevné
fáze v kladném smìru osy x je rovno hodnotì tepla absorbované v prùbìhu tuhnutí na
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Obrázek 4.2: Problému tání v 1-D [2]

jednotku plochy rozhraní. Pøeuspoøádání pøede¹lé rovnice odpovídá energetické rovnováze
jako v rovnici (4.4), proto opìt dostávám

ks
∂Ts
∂x
− kl

∂Tl
∂x

= ρL
ds(t)

dt
pro x = s(t) . (4.9)

Rovnice (4.6), (4.7) a (4.9) poskytují tøi diferenciální rovnice pro urèení neznámých
Ts(x, t), Tl(x, t) a s(t) pro uva¾ovanou úlohu tání. Jak je uvedeno vý¹e, pro rozhraní
opìt platí rovnice (4.5). Poznamenejme, ¾e v rovnicích energetické rovnováhy na rozhraní
(4.4) nebo (4.9), èlen ds(t)/dt pøedstavuje rychlost rozhraní v kladném smìru osy x a
proto mù¾u napsat

ds(t)

dt
≡ vx(t) . (4.10)

Potom rovnici energetické rovnováhy pro rozhraní pí¹eme v tvaru

ks
∂Ts
∂x
− kl

∂Tl
∂x

= ρLvx(t) pro x = s(t). (4.11)

Error funkce:

Pøi øe¹ení následujících úloh se budu setkávat s tzv. Error funkcí erf (x) de�novanou
pøedpisem:

erf (x) =
1√
π

∫ x

−x
e−t

2

dt =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt (4.12)

a komplementární Error funkcí erfc (x):

erfc (x) = 1− erf (x) . (4.13)
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5 Exaktní øe¹ení úloh se zmìnou fáze
Exaktní øe¹ení pro úlohy se zmìnou fáze jsou omezeny na pár ideálních situací kvùli

dùvodùm uvedených døíve. Jedná se hlavnì o pøípady jednodimenzionální nekoneèné ob-
lasti nebo semi-nekoneèné oblasti a jednoduché okrajové podmínky, jako¾to pøedepsaná
teplota na okraji povrchu. Exaktní øe¹ení jsou dosa¾itelná, pokud úloha pøipou¹tí po-
dobnost øe¹ení, co¾ umo¾òuje dvì nezávisle promìnné x a t slouèit v jednu podobnou
promìnnou x√

t
. Nyní si uká¾eme exaktní øe¹ení tøí úloh se zmìnou fáze. V této kapitole

budu navazovat na pøedchozí kapitolu a opìt vycházím z [2].

5.1 Jednofázová úloha: Tuhnutí podchlazené tekutiny

Úloha tuhnutí podchlazené tekutiny v poloprostoru. Podchlazená tekutina má konstantní
teplotu Ti, která je men¹í ne¾ teplota tuhnutí Tm a je ohranièena na poloprostoru x > 0.
Pøedpokládám, ¾e tuhnutí zaèíná na povrchu x = 0 a v èase t = 0, a rozhraní fází
se pohybuje v kladném smìru osy x. Obrázek 5.1 ilustruje tento pøípad. Tuhá fáze má
konstantní teplotu Tm po celou dobu, neprobíhá pøes ni ¾ádný pøenos tepla, teplo uvolnìné
v prùbìhu tuhnutí je pøevedeno do podchlazené tekutiny a zvy¹uje její teplotu. Teplotní
rozlo¾ení je tedy neznámé pouze v kapalné fázi, proto se úloze øíká: "Jednofázová úloha".
V následující analýze urèím teplotní rozlo¾ení Tl(x, t) v kapalné fázi a pozici rozhraní fází
s(t), jako¾to funkci èasu.

Obrázek 5.1: Tuhnutí podchlazené tekutiny v poloprostoru[2]

Je¹tì ne¾ provedu analýzu øe¹ení této úlohy, bylo by vhodné vysvìtlit si vyskytující
se jev, podchlazení tekutiny. Pokud je tekutina ochlazována velmi pomalu, okolní teplota
mù¾e být ochlazena pod teplotu tuhnutí a tekutina se v takovémto stavu nazývá podchla-
zená tekutina. Pokud podchlazení dosáhne kritickou teplotu, zaène probíhat tuhnutí a
teplo uvolnìné v prùbìhu tuhnutí zvy¹uje teplotu podchlazené tekutiny tak, jak se pohy-
buje rozhraní pevné fáze. Zatím není mnoho známo o aktuálních podmínkách pro rozhraní
fází pøi tuhnutí takovéto tekutiny. V prùbìhu tuhnutí mù¾e rozhraní narùstat jako den-
dritický povrch obsahující tenké krystalky ledu roztrou¹ené ve vodì, ne¾li jako pohybující
se ostré rozhraní. Takovéto chování mù¾eme pøíle¾itostnì pozorovat pokud vezmeme lá-
hev tekutiny z mrazáku, pøièem¾ tekutina rychle ztuhne pøi protøepání láhve, nebo náhlé
ztuhnutí velké nádr¾e tekutého vosku. Tedy závìrem, pokud do analýzy zahrneme i ne-
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pravidelné povrchové podmínky, je tento proces velmi slo¾itý. Proto tedy v následujícím
øe¹ením budu uva¾ovat pouze ideální situaci a tyto fakta vynechám. Pøedpokládám tedy,
¾e se jedná o ostré rozhraní jeho¾ pohyb je toto¾ný jako pøi normálním procesu tuhnutí.
Matematická formulace úlohy je dána následovnì

∂2Tl(x, t)

∂x2
=

1

αl

∂Tl(x, t)

∂t
pro s(t) < x < ∞ t > 0 , (5.1)

Ts = Tm pro 0 ≤ x < s(t) t > 0 , (5.2)

podléhající okrajovým a poèáteèním podmínkám

Tl(x→∞, t)→ Ti , (5.3)

Tl(x, t = 0) = Ti (5.4)

a podmínky pro rozhraní

Tl(x = s, t) = Tm pro x = s(t) , (5.5)

−kl
∂T(x, t)

∂x
|x=s(t)= ρL

ds(t)

dt
pro x = s(t) . (5.6)

Rovnice pro rozhraní (5.6) uvádí, ¾e teplo uvolnìné na rozhraní v dùsledku tuhnutí
je rovno teplu pøivedenému do podchlazené tekutiny a vychází pøímo z rovnice (4.4) pro
konstantní teplotu Ts. Pro urèení teploty Ts není zapotøebí ¾ádné rovnice, proto¾e má
konstantní teplotu rovnu Tm.

Z [2] vím, ¾e erfc
[
x/2(αlt)

1
2

]
je øe¹ením rovnice vedení tepla (5.1) a øe¹ení teplotního

rozlo¾ení Tl(x, t) zapí¹i ve tvaru

Tl(x, t) = A+B erfc

[
x

2(αlt)
1
2

]
, (5.7)

kde A a B jsou libovolné konstanty, které je potøeba urèit. Toto øe¹ení vyhovuje diferenci-
ální rovnici (5.1). V tomto pøípadì máme A = Ti, co¾ vyhovuje okrajové podmínce (5.3)
a poèáteèní podmínce (5.4), ponìvad¾ erfc (∞) = 0.
Pokud po¾aduji, aby øe¹ení (5.7) takté¾ splòovalo podmínku rozhraní (5.5), tak pí¹i

Tm = Ti +B erfc (λ) , (5.8)

kde argument funkce erfc λ urèím jako

λ =
s(t)

2(αlt)
1
2

nebo s(t) = 2λ(αlt)
1
2 . (5.9)

Rovnice (5.8) musí vyhovovat ka¾dému èasovému okam¾iku a tedy parametr λ musí
být konstanta. Rovnice (5.8) je nyní øe¹ena pro koe�cient B, tedy

B =
Tm − Ti
erfc (λ)

(5.10)
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a tento tvar je zaveden do rovnice (5.7).
Následnì dostávám øe¹ení pro urèení teplotního rozlo¾ení Tl(x, t)

Tl(x, t)− Ti
Tm − Ti

=

erfc

[
x

2(αlt)
1
2

]
erfc (λ)

. (5.11)

Rovnice energetické rovnováhy na rozhraní (5.6) poskytuje dodateèný vztah pro urèení
parametru λ. A to substitucí s(t) a Tl(x, t) z rovnic (5.9) a (5.11), do rovnice (5.6) za
pou¾ití

ds(t)

dt
=
λ
√
αl

t
1
2

(5.12)

a vztahu
d erfc (z)

dz
= − 2√

π
e−z

2

, (5.13)

obdr¾ím následující transcendentní rovnici pro urèení λ

λeλ
2

erfc (λ) =
C(Tm − Ti)

L
√
π

. (5.14)

Tedy λ je koøenem rovnice (5.14). Nyní ji¾ znám hodnotu parametru λ, a mù¾u urèit
pozici rozhraní fází s(t) z rovnice (5.9) a teplotní rozlo¾ení Tl(x, t) v kapalné fázi z rovnice
(5.11). Pravá strana rovnice (5.14) je rovna Stefanovu èíslo podìlená

√
π.

Pokud nemám dostateènì pøesnou tabulku1(viz pøíloha A.1.1), je vhodnìj¹í v tomto
pøípadì vyu¾ít znalostí z numerických metod a poslední transcendentní rovnici vyøe¹it
napø. pomocí Newtonovy metody pro aproximaci koøene. [21]

1V tabulce uvádím hodnoty λeλ
2

erfc (λ) vzhledem k λ. Pokud tedy znám hodnotu Stefanova èísla, λ
urèím z této tabulky.

33
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Numerické øe¹ení transcendentní rovnice [21]:

Koøeny nelineární rovnice f(x) = 0 obecnì neumíme vyjádøit explicitním vzorcem. K
øe¹ení nelineární rovnice proto pou¾íváme iteraèní metody. Z jedné nebo nìkolika poèá-
teèních aproximací hledaného koøene x∗ generujeme posloupnost x0, x1, ..., která ke koøenu
x∗ konverguje. Pro nìkteré metody staèí, kdy¾ zadáme interval 〈a, b〉, který obsahuje hle-
daný koøen. Jiné metody vy¾adují, aby poèáteèní aproximace byla k hledanému koøenu
dosti blízko a na oplátku takové metody konvergují mnohem rychleji. Budu pøedpoklá-
dat, ¾e funkce f(x) je spojitá a má tolik spojitých derivací kolik je jich v dané situaci
zapotøebí.
V mém pøípadì pou¾iji Newtonovu metodu (metodu teèen):
Vycházím z poèáteèní aproximace x0 a postupnì poèítám x1, x2, .. zpùsobem, který nyní
uká¾i. Pøedpokládám, ¾e znám xk a mám urèit lep¹í aproximaci xk+1. Udìlám to tak, ¾e
bodem [xk, f(xk)] vedu teènu ke køivce y = f(x) a prùseèík teèny s osou x pova¾uji za
xk+1.
Do rovnice teèny:

y = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) , (5.15)

dosadím y := 0, vypoèítám x a polo¾ím xk+1 := x. Tak dostanu pøedpis

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (5.16)

Výpoèet xk+1 pova¾uji za dostateènì pøesnou aproximaci koøene, pokud

|xk+1 − xk| ≤ ε , (5.17)

kde ε je po¾adovaná pøesnost. Tímto stop kritériem tedy danou aproximaci ukonèím.

Obrázek 5.2: Newtonova metoda [21]
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5.2 Jednofázová úloha : Tání pevné látky o teplotì

zmìny fáze

Nyní budu øe¹it tání v poloprostoru. Pevná látka teploty tání Tm je omezena na polo-
prostoru x > 0. V èase t = 0 je teplota na okraji povrchu x = 0 zvý¹ena na teplotu T0,
která je vìt¹í ne¾ teplota Tm, a udr¾ována pøi této teplotì pro èas t > 0. Tání tedy zaèíná
na povrchu x = 0 a rozhraní fází se pohybuje v kladném smìru osy x. Tento pøípad je
zobrazen na obrázku 5.3. Pevná fáze má konstantní teplotu rovnu Tm po celou dobu a
teplotní rozlo¾ení Tl(x, t) je neznámé pouze u kapalné fáze a proto se jedná opìt o úlohu
jednofázovou.

Obrázek 5.3: Tání pevné látky o teplotì zmìny fáze v poloprostoru [2]

Matematická formulace úlohy pro kapalnou fázi je dána rovnicí

∂2Tl(x, t)

∂x2
=

1

αl

∂Tl(x, t)

∂t
pro 0 < x < s(t) , t > 0 (5.18)

a pro pevnou fázi

Ts = Tm pro s(t) ≤ x < ∞ , t > 0 , (5.19)

splòující okrajovou podmínku
Tl(x = 0, t) = T0 . (5.20)

Podmínku rozhraní s konstantní teplotou Ts stanovím opìt ve tvaru

Tl(x = s, t) = Tm pro x = s(t) (5.21)

−kl
∂T(x, t)

∂x
|x=s(t)= ρL

ds(t)

dt
pro x = s(t). (5.22)

Rovnice (5.22) vychází pøímo z rovnice (4.4) pro konstantní Ts, pro urèení teplotního
rozlo¾ení v pevné fázi není potøeba ¾ádné dal¹í rovnice, jeliko¾ je rovna teplotì tání Tm
po celou dobu.
Pøedpokládám øe¹ení teplotního rozlo¾ení Tl(x, t) v podobì

Tl(x, t) = A+B erf

[
x

2(αlt)
1
2

]
, (5.23)
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kde A a B jsou libovolné konstanty a diferenciální rovnice (5.18) je splnìna. Nyní polo¾ím
A = T0, co¾ vyhovuje okrajové podmínce (5.20), jeliko¾ erf (0) = 0 a to nám dává upravený
tvar pøedcházející rovnice

Tl(x, t) = T0 +B erf

[
x

2(αlt)
1
2

]
. (5.24)

A pøi po¾adavku splnìní podmínky (5.21) pro x = s(t) dostávám

Tm = T0 +B erf (λ) , (5.25)

kde urèím

λ =
s(t)

2(αlt)
1
2

nebo s(t) = 2λ(αlt)
1
2 . (5.26)

Rovnice (5.25) naznaèuje ¾e λ by mìla být konstanta. Potom se koe�cient urèí z rovnice
(5.25) jako

B =
Tm − Ti
erf (λ)

. (5.27)

Zavedením rovnice (5.27) do rovnice (5.24), dostávám

Tl(x, t)− T0
Tm − T0

=

erf

[
x

2(αlt)
1
2

]
erf (λ)

. (5.28)

Na závìr vyu¾iji podmínky pro rozhraní (5.22), abych získal dodateèný vztah pro
urèení parametru λ. Vztahy pro s(t) a Tl(x, t) z rovnic (5.26) a (5.28) dosadím do rovnice
(5.22) a vyu¾iji derivace

ds(t)

dt
=
λ
√
αl

t
1
2

(5.29)

a

d erf (z)

dz
=

2√
π
e−z

2

. (5.30)

Získám podobnou transcendentní rovnici pro urèení parametru λ:

λeλ
2

erf (λ) =
C(T0 − Tm)

L
√
π

. (5.31)

Pokud znám parametr λ, mù¾u následnì urèit polohu rozhraní fází s(t) a teplotní rozlo¾ení
kapalné fáze Tl(x, t). Jako v pøedcházejícím pøípadì je pravá strana rovnice (5.31) rovna
Stefanovu èíslo podìleným hodnotou

√
π. Hodnotu λ urèím z tabulky (viz pøíloha A.2.1)

nebo pomocí Newtonovy metody.
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5.3 Dvoufázová úloha : Tuhnutí

V tomto pøípadì uva¾uji tuhnutí v poloprostoru a to takové, ¾e øe¹ení je vy¾adováno pro
obì fáze, tedy teplotní rozlo¾ení v kapalné i v pevné fázi. Tekutina má konstantní teplotu
Ti, která je vìt¹í ne¾ teplota tuhnutí Tm. Øe¹ení probíhá v poloprostoru x > 0. Pro èas
t = 0 je na hranici povrchu x = 0 teplota sní¾ena na teplotu T0, co¾ je teplota ni¾¹í
ne¾ Tm a udr¾ována pøi této teplotì pro èas t > 0. Tuhnutí zaèíná na povrchu x = 0 a
poloha rozhraní fází s(t) se pohybuje v kladném smìru osy x. Úloha je gra�cky ilustrována
na obrázku 5.4. Tento problém se nazývá dvoufázový problém, proto¾e neznáme teplotní
rozlo¾ení kapalné a ani pevné fáze. V následující analýze urèím teplotní rozlo¾ení obou
fází a polohu rozhraní fází. Tato úloha je oproti pøedcházejícím úlohám obecnìj¹í a toto
øe¹ení je známo jako Neumannovo øe¹ení.

Obrázek 5.4: Dvoufázový problém: Tuhnutí [2]

Matematická formulace úlohy pro pevnou fázi je dána pøedpisem

∂2Ts(x, t)

∂x2
=

1

αs

∂Ts(x, t)

∂t
pro 0 < x < s(t) , t > 0 , (5.32)

Ts(x = 0, t) = T0 (5.33)

a pro kapalnou fázi

∂2Tl(x, t)

∂x2
=

1

αl

∂Tl(x, t)

∂t
pro s(t) < x < ∞ , t > 0 , (5.34)

Tl(x→∞, t)→ Ti , (5.35)

Tl(x, t = 0) = Ti pro x > 0 . (5.36)

Podmínky pro rozhraní fází pro x = s(t) jsou

Ts(x = s(t), t) = Tl(x = s(t), t) = Tm , (5.37)
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ks
∂Ts(x, t)

∂x
|x=s(t) −kl

∂Tl(x, t)

∂x
|x=s(t)= ρL

ds(t)

dt
. (5.38)

Tvar øe¹ení pro teplotní rozlo¾ení Ts(x, t) v pevné fázi, zvolím podobnì jako v druhé
úloze:

Ts(x, t) = T0 + A erf

[
x

2(αlt)
1
2

]
, (5.39)

co¾ splòuje diferenciální rovnici (5.32) a okrajovou podmínku (5.33). Tvar øe¹ení teplot-
ního rozlo¾ení v kapalné fází Tl(x, t) volím obdobnì jako v první úloze

Tl(x, t) = Ti +B erfc

[
x

2(αlt)
1
2

]
, (5.40)

tento tvar splòuje diferenciální rovnici (5.34), okrajovou podmínku (5.35) a poèáteèní
podmínku (5.36). Pomocí rovnic pro rozhraní urèím konstanty A a B.
Rovnice (5.39) a (5.40) nejprve dosadím do rovnice pro rozhraní (5.37), co¾ vede k rovnosti

T0 + A erf (λ) = Ti +B erfc

[
λ

(
αs
αl

) 1
2

]
= Tm , (5.41)

kde urèím

λ =
s(t)

2(αst)
1
2

nebo s(t) = 2λ(αst)
1
2 . (5.42)

Jako v pøedchozích úlohách rovnice (5.41) znaèí, ¾e λ by mìla být konstanta. Koe�ci-
enty A a B nyní urèím z rovnice (5.41) a to následovnì

A =
Tm − T0
erf (λ)

, a B =
Tm − Ti

erfc

[
λ
(
αs
αl

) 1
2

] . (5.43)

Zavedením koe�cientù A a B do rovnic (5.39) a (5.40), získávám rovnice pro zji¹tìní
teplotních rozlo¾ení pro pevnou a kapalnou fázi tvaru

Ts(x, t)− T0
Tm − T0

=

erf

[
x

2(αst)
1
2

]
erf (λ)

(5.44)

a

Tl(x, t)− Ti
Tm − Ti

=

erfc

[
x

2(αlt)
1
2

]
erfc

[
λ
(
αs
αl

) 1
2

] . (5.45)

Rovnici energetické rovnováhy na rozhraní (5.38) nyní vyu¾iji pro urèení parametru
λ. A to tak, ¾e s(t), Ts(x, t) a Tl(x, t) z rovnic (5.42), (5.44) a (5.45), dosadím do rovnice
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(5.38) a u¾itím vztahù (5.13) a (5.30), dostávám následující transcendentní rovnici pro
urèení parametru λ

e−λ
2

erf (λ)
+
kl
ks

(
αs
αl

) 1
2 Tm − Ti
Tm − T0

e−λ
2(αs/αl)

erfc
[
λ(αs/αl)

1
2

] =
λL
√
π

Cs(Tm − T0)
. (5.46)

Pokud znám λ, mù¾u urèit hodnoty s(t) z rovnice (5.42), Ts(x, t) z rovnice (5.44) a
Ts(x, t) z rovnice (5.45). Tvar rovnice (5.46) nedovoluje parametrizaci pomocí jednoho
bezrozmìrného èísla jako v pøedcházejících pøípadech a tedy neuvádím ¾ádnou tabulku,
ale jsem odkázán na vyøe¹ení rovnice pomocí Newtonovy metody.

Error funkce v prostøedí Matlab a Gams [22]

Pøi øe¹ení úloh v prostøedích Matlab a Gams vzniká problém týkající se implementace
Error funkce, jeliko¾ v prostøedí Matlab je erf (x) de�novaná pøedpisem

erf (x) =
1√
π

∫ x

−x
e−t

2

dt =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt , (5.47)

kde¾to v prostøedí Gams

errorf (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2
t2 dt . (5.48)

Tedy

errorf (x) =
1 + erf ( x√

2
)

2
. (5.49)

Takto vzniklý problém není tì¾ké vyøe¹it. V pøedchozím textu poèítám s funkcí erf (x)
de�novanou stejnì, jako v prostøedí Matlab a rovnici 5.49 potøebuji zapsat na tvar pro
øe¹ení erf ( x√

2
). Pomocí substituce y = x√

2
. Tím získávám funkci erf (y) pro zápis v pro-

støedí Gams
erf (y) = 2 · errorf (

√
2y)− 1 . (5.50)

Pøi de�nici komplementární error funkce erfc (x), která je dána

erfc (y) = 1− erf (y) , (5.51)

je tento problém øe¹en dosazením rovnice 5.50 do 5.51, tedy není tøeba vyu¾ívat dal¹ích
znalostí a komplementární error funkce v prostøedí Gams má tvar

erfc (y) = 1−
(

2 · errorf (
√

2y)− 1
)

(5.52)

a po úpravì dostávám
erfc (y) = 2− 2 · errorf (

√
2y) . (5.53)
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6 Matematické a optimalizaèní
modely a jejich výsledky

S vyu¾itím poznatkù z pøedchozích kapitol si nyní sestrojím model v programovacím
prostøedí Matlab, který pou¾iji jako základní kámen pøi tvorbì optimalizaèního modelu
v prostøedí Gams (General algebraic modeling system), kde optimalizuji námi zvolené
po¾adavky. Následnì budou výsledky optimálních hodnot vyu¾ity pro zpìtné dosazení do
programu Matlab, abych získal gra�cké výsledky tohoto problému. Postupnì sestrojím
a vyøe¹ím úlohy jednofázového problému: Tuhnutí podchlazené tekutiny teploty Ti, tání
pevné látky o teplotì zmìny fáze Tm, a dvoufázový problém: Tuhnutí kapalné látky o
teplotì Ti. Pøi tvorbì modelù jsem èerpal potøebné znalosti z [23] a [24].

6.1 Jednofázový problém: Tuhnutí podchlazené teku-

tiny

6.1.1 Tvorba základního modelu pro Matlab

V této podkapitole budu navazovat na stejnojmenný problém z pøedcházející kapitoly
(viz 5.1). V úloze budu pracovat s rovnicemi: (5.9), (5.11) a (5.14). Ze v¹eho nejdøíve
si zjistím parametr λ z rovnice (5.14), která vznikla dosazením rovnic (5.9) a (5.11) do
rovnice rozhraní (5.6). Øe¹ení takto zadané transcendentní rovnice získám díky Newtonovy
metody. Pro pou¾ití Newtonovy metody si rovnici (5.31) oznaèím jako

yk = λeλ
2

erfc (λ)− c(Tm − Ti)
L
√
π

a jeliko¾ budu potøebovat i její derivaci tak si pøedcházející rovnici zderivuji

y′k = eλ
2

erfc (λ) + 2λ2eλ
2

erfc (λ)− 2λ√
π
.

Pou¾ití následujícího vzorce pro získání dostateènì dobré aproximace koøene λ vy¾aduje
zadání poèáteèního bodu λ1

λk+1 = λk −
yk
y′k

poté, co rozdíl λk+1 − λk dosáhne po¾adované tolerance, získávám parametr λ.
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V dal¹ím kroku se pøesunu k výpoètu polohy rozhraní fází s(t(i))1, kde mù¾u díky
novì získané λ spoèítat rovnici (5.9). V této fázi znám u¾ i posouvání polohy rozhraní
v èase, ale je¹tì neznám teplotní rozlo¾ení v kapalné fázi Tl(x(j), t(i))2 a proto vyu¾iji
rovnice (5.11).

Takto vytvoøený model v prostøedí Matlab bude slou¾it k interpretaci gra�ckých vý-
sledkù poté, co si v prostøedí Gams zoptimalizuji vstupní promìnné (vlastnosti materiálù
a konkrétní po¾adavky u konkrétních úloh).
V úloze tuhnutí podchlazené tekutiny poèítám s parametry:

• Plocha prùøezu: S = 1 [m2]

• Teplota tuhnutí: Tm = 300 [K]

• Teplota na poèátku: Ti = 290 [K]

• Èas maximální: tmax = 1500 [s]

Promìnné velièiny, jejich omezení a dal¹í hodnoty, které budu dále pou¾ívat v modelu
zavádím v následující podkapitole 6.1.2.

Pokud má ètenáø k dispozici i soubory z programovacích prostøedí k této práci, mù¾e
tento problém tuhnutí podchlazené tekutiny najít pod názvy:
Matlab: SingleSolid1.m a Omezeniceny.m
Gams: SingleSolid1.gms

1Index i znaèí rovnomìrné rozdìlení èasového intervalu.
2Index j znaèí rovnomìrné rozdìlení tyèe.
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6.1.2 Optimalizace velièin a jejich omezení

V této fázi mám vytvoøený model v Matlabu. V prostøedí Gams, vyu¾iji rovnice pou¾ité v
Matlabu a dodám i jistá omezení týkající se vlastností materiálu. Tyto omezení zavadím
proto, abych mohl vyøe¹it optimalizaèní model, který extremalizuje po¾adované velièiny
charakterizující tepelné chování v zadaných úlohách. Termofyzikální vlastnosti materiálù
ov¹em nejdou libovolnì mìnit, proto je potøeba zadat jakých minimálních a maximálních
hodnot mohou nabývat. Pøi hledání optimálních hodnot nará¾ím na fakt, ¾e k dosa¾ení
urèité vlastnosti materiálu musím zaplatit cenu, kterou tato modi�kaci materiálu stojí. K
tomu je potøeba zvolit i odpovídající cenové funkce, vystihující reálnou cenu pøi tvorbì
takto po¾adovaného materiálu. Pøi øe¹ení úloh budu optimalizovat souèinitele tepelné
vodivosti k, hustotu ρ, mìrnou tepelnou kapacitu c a mìrné latentní teplo Lf .
Rád bych je¹tì ètenáøi pøipomnìl, co urèité velièiny znaèí:

• Souèinitel tepelné vodivosti je vlastnost materiálu udávající, jak velký odpor klade
tìleso pøi pøenosu tepla z jedné èásti do druhé, èím vìt¹ích hodnot nabývá, tím
rychleji se teplo tìlesem ¹íøí.

• Mìrná tepelná kapacita c znaèí, kolik tepelné energie je potøeba tìlesu dodat (ode-
brat), aby se 1 kilogram látky ohøál (ochladil) o 1 kelvin.

• Mìrné latentní teplo Lf , oznaèováno takté¾ jako mìrné skupenské teplo tání (tuhnutí)
udává, kolik musím dodat (odebrat) tepelné energie, aby 1 kilogram látky pøe¹el z
pevné fáze na kapalnou (kapalné fáze na pevnou) beze zmìny teploty.

• Hustota ρ je fyzikální velièina, která vyjadøuje hmotnost objemové jednotky látky.

• Teplotní vodivost α je schopnost daného kusu látky, konstrukce (napø. zdi), vést
teplo. Pøedstavuje rychlost, s jakou se teplo ¹íøí z jedné zahøáté èásti látky do jiných,
chladnìj¹ích èástí.

Pro pøedstavu, aby si ètenáø ovìøil zda vytvoøený model pracuje správnì zavedu ná-
sledující poznatky. Èím vìt¹í jsou hodnoty mìrné tepelné kapacity c a latentního tepla Lf
tím vìt¹í tepelnou energii mù¾u akumulovat v rámci tìlesa. Pokud ov¹em tyto hodnoty
nabývají velkých hodnot, je zapotøebí pøi ohøívání dodat tìlesu velké mno¾ství energie
pøièem¾, se poloha rozhraní pohybuje pomaleji. Dále se zamìøím na hodnotu souèinitele
tepelné vodivosti k. Tady po¾aduji hodnotu co nejvìt¹í, k dosa¾ení co nejrychlej¹ího ¹íøení
tepla tìlesem a tím samozøejmì rychlej¹ího ¹íøení polohy rozhraní fází. Jako poslední ma-
teriálovou vlastnost optimalizuji hustotu ρ, která znaèí kolik kilogramù zaujímá objem
tìlesa, tedy pokud tato velièina nabývá vìt¹ích hodnot, mù¾u pøedpokládat, ¾e poloha
rozhraní fází se bude ¹íøit pomaleji.

Látku s témìø optimálními vlastnostmi pro konkrétní zadání úloh jsme v dne¹ní dobì
schopni vytvoøit pomocí rùzných smìsí modi�kující vlastnosti látky tak, aby se alespoò
pøiblí¾ila na¹im po¾adavkùm. Ov¹em vhodné vlastnosti materiálu nìco stojí a proto je
tøeba si zavést omezení týkající se ceny za materiál. Z praxe vím, ¾e jestli¾e budu po¾ado-
vat, aby velièiny c, Lf a k nabývaly vysokých hodnot, budu muset za takto po¾adované
vlastnosti zaplatit vy¹¹í cenu a tedy cenové funkce budou funkce rostoucí. Pokud modi�-
kuji hustotu materiálu, tak cena je tím vy¹¹í, èím hustota tìlesa je men¹í, tedy funkce bude
klesající. Pøi volbì cenových omezení jsem vycházel z pøede¹lých faktù a zvolil omezení
6.1, která mohou být pøípadnì upravena dle parametrù výrobce materiálu.
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cenak = 1 + ek , k ∈ 〈0.05, 2〉 (6.1)

cenaρ = −0.0008 · (ρ− 450) + 2.5 , ρ ∈ 〈450, 1300〉
cenac = 0.0000002 · (c− 600)2 + 3 , c ∈ 〈1000, 4000〉

cenaL = 0.00000000007 · L2 + 0.01 · e
L

50000 + 2 , L ∈ 〈50000, 300000〉
cenacelk ≥ cenak + cenaρ + cenac + cenaL , cenacelk ∈ 〈9.1, 28.5〉

Cenacelk se pevnì zvolí z intervalu podle uvá¾ení zákazníka a znaèí, kolik euro za kilo-
gram látky je zákazník ochoten zaplatit pro získání co nejlep¹ích vlastností látky, pøièem¾
v mém pøípadì cenacelk mù¾e nabývat hodnot z intervalu 〈9.1, 28.5〉 [Euro kg−1]. Tento
interval znaèí minimum a maximum ceny, kterou je tøeba pøi výrobì zaplatit za v¹echny
ètyøi po¾adované vlastnosti materiálu. Volbou rozmezí minimálních a maximálních hod-
not k,ρ,c a Lf , které tyto velièiny nabývají se interval cenacelk mù¾e libovolnì mìnit, dle
výrobce materiálu.
Gra�cké znázornìní prùbìhù funkcí pro omezující po¾adavky uvádím na obrázku 6.1.

Obrázek 6.1: Ceny za vlastnosti materiálu

Je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e øe¹ím úlohu tuhnutí podchlazené tekutiny a tedy rozdíl
teploty na poèátku Ti a teploty tuhnutí Tm nesmí být pøíli¹ velký. Tohoto faktu si takté¾
mù¾u v¹imnout v tabulce (viz A.1.1), která udává hodnotu parametru λ v závislosti na
hodnotì Stefanova èísla. Hodnoty λ jsou pomìrnì dosti citlivá na zadání vstupních hodnot.
Pokud bych zadal velký rozdíl teplot, setkal bych se s problémem, ¾e rovnice pro stanovení
parametru λ by nemìla øe¹ení. Teplotu podchlazené tekutiny na poèátku si zvolím tedy
o trochu ni¾¹í (v mém pøípadì o 10 [K]) ne¾ teplotu tuhnutí.
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6.1.3 Optimalizaèní modely pro Gams a interpretace výsledkù

Pøi vytváøení optimalizaèních modelù se zamìøím na pøípady, kdy hledám teplotní vodi-
vost α(k, ρ, c) a mìrné latentní teplo Lf takové, aby maximalizovalo, èi minimalizovalo
po¾adované vlastnosti pøi pøenosu tepla u konkrétních úloh. Jeliko¾ se jedná o úlohu ne-
lineárního programování (NLP), pou¾ívám pøi øe¹ení optimalizaèního modelu v Gamsu
øe¹iè CONOPT.

Nelineární programování (NLP)[25]:
Nech» f : Rn → R, g : Rn → Rm a X ⊂ Rn, navíc symbol ◦ ∈ {≤,≥,=}m.
Potom

min
x
{f (x) |g(x) ◦ 0,x ∈ X} (6.2)

se nazývá úloha nelineárního programování.

Interpretace výsledkù z prostøedí Gams:
Pøi interpretaci výsledkù z prostøedí Gams, získám ka¾dý identi�kátor3 promìnné se èty-
ømi hodnoty popsanými pøíponou s teèkou za identi�kátorem [26] :

• Lower .LO { urèuje dolní mez pro hodnoty promìnné

• Upper .UP { urèuje horní mez hodnot promìnné

• Level .L { urèuje vlastní hodnotu promìnné

• Marginal .M { urèuje marginální, duální hodnotu promìnné odpovídající omezení
kladenému na uvedenou promìnnou. Udává tedy rychlost zmìny úèelové funkce pøi
zmìnì daného omezení

3Identi�kátory jsou pou¾ívány jako oznaèení (jména) programù, programových jednotek, návì¹tí, kon-
stant, typù, promìnných, komponent záznamù, procedur a funkcí.
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Poznámky k nadcházejícím výpoètùm:

Pøi urèení vlastní hodnoty promìnné se v prostøedí Gams pou¾ívá .L, kvùli tomuto zna-
èení prosím ètenáøe, aby respektoval znaèení mìrného latentního tepla a promìnné L, Lf
bral jako jedno a to stejné mìrné latentní teplo.

Rád bych dále ètenáøe upozornil, ¾e v následujících podkapitolách se budu zabývat formu-
lací zadaných úloh, zobrazením výsledkù z obou programovacích prostøedí a zhodnocení
obdr¾ených hodnot. Závìreèné pojednání nad dosa¾enými výsledky v¹ech problémù a
jejich úloh budu interpretovat a¾ v kapitole 6.4, kvùli zpøehlednìní ka¾dé úlohy na dvoj-
stranu.

K lep¹í pøehlednosti zobrazených hodnot pøi gra�cké interpretaci, jsem zmírnil z po¾a-
davku na poloprostor a velikost osy x jsem zkrátil. Tento krok nemá ¾ádný vliv na vý-
sledky.

Pro snadnìj¹í orientaci v seznamu obrázkù jsem si dovolil oznaèit odpovídající obrázky
ke ka¾dému pøípadu a úloze pomocí znaèení "Ú.i.j.", kde i znaèí o který pøípad se jedná
(i = 1, 2, 3) a j znaèí která úloha se v tom pøípadu momentálnì øe¹í (j = 1, 2, 3, 4) ,
pøièem¾ znaèení "Ú"je zkratkou pro slovo úloha.

Ve formulacích vyu¾ívám i omezení (6.1), co¾ jsou omezení týkající se ceny za materiál a
ceny celkové pøi po¾adavku, aby se rozhraní fází pohybovalo co nejrychleji, v mém pøípadì
si zvolím, ¾e jsem ochoten investovat maximálnì cenacelk = 20 [euro kg−1]. Maximální èas,
pro který øe¹ím pøenos tepelné energie v rámci systému je tmax, teplota podchlazené teku-
tiny na poèátku Ti (v úloze è.2 se jedná o promìnnou), teplota zmìny fáze Tm jsou libo-
volnì zadané hodnoty, které se dají mìnit podle konkrétního zadavatele. Èas tmax = 1500
[s] je sice krátký èasový úsek v oblasti akumulace tepelné energie, ale pro demonstraci
funkènosti modelu je tento èas postaèující. Interval parametru λ zaèíná na hodnotì 0.05,
jeliko¾ pøi uva¾ování λ = 0 by pøi øe¹ení transcendentní rovnice mohlo dojít k chybì pøi
výpoètu v dùsledku násobení nulovou hodnotou a celý výpoèet by skonèil. Toto dodateèné
omezení si mù¾u dovolit i díky tomu, ¾e to výpoèet nijak neovlivní a hodnoty parametru
λ mi nikdy pøi vytváøení a testování modelu nedosáhly hodnot men¹ích ne¾ 0.05.
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1. úloha optimalizace:

V úloze se má maximalizovat poloha rozhraní s(t). Tedy abych za po¾adovaný èas tmax
dosáhl maximální polohy rozhraní s(tmax) od poèátku 0. Vytvoøím optimalizaèní model
vyu¾ívající ji¾ známých faktù a postupù z programovaní modelu v Matlabu, doplnìný o
v¹echna omezení vyskytující se v úloze.
Základní formulace úlohy je tvaru:

max s(tmax) = 2λ
√
αl tmax (6.3)

s.t. αl =
k

ρ c

λ eλ
2

erfc (λ) =
c (Tm − Ti)
Lf
√
π

+ Omezeni (6.1)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1],

Ti = 290 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s].

Z obrázku 6.2 vidím, ¾e velièiny pøi po¾adavku na maximalizaci polohy rozhraní s(tmax)
nabývají, a¾ na mìrnou tepelnou kapacitu c pøedpokládaných hodnot. Pokud se nad tím
ov¹em zamyslíme, velièina c nemù¾e být minimální, jeliko¾ z rovnice (5.14) nebo rovnou z
tabulky A.1.1 mù¾eme zjistit, ¾e je zapotøebí, aby se pravá strana rovnice rovnala nejvý¹e
hodnotì 0.5638 (k tomuto faktu pøikládám rovnì¾ i odpovídající gra�cké znázornìní viz
A.1.2). Tedy pøi rozdílu teplot ∆T = 10 [K] a hodnotì Lf = 50000, [J kg−1] je potøeba,
aby byla mìrná tepelná kapacita c dostateènì velká, aby parametr λ byl co nejvìt¹í, ale
zároveò nesmí být Ste√

π
≤ 0.5638. Dále bych upozornil, ¾e nebyla dosa¾ena maximální cena

za materiál cenacelk ≤ 20 [Euro kg−1] a pokud by se dalo pøi výrobì zvìt¹it rozmezí hodnot
materiálových vlastností, mohlo by se dosáhnout je¹tì vìt¹í polohy rozhraní s(tmax).

Obrázek 6.2: Ú.1.1: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

Tím jsem dosáhl optimálních výsledkù pøi po¾adovaných omezení. Tyto optimální
hodnoty naètu do prostøedí Matlab, kde získám gra�cké výsledky øe¹ení, jak se mìní
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Obrázek 6.3: Ú.1.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.4: Ú.1.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D

poloha rozhraní a teplotní rozlo¾ení v celém médiu v prùbìhu èasového úseku. Gra�cké
výsledky této úlohy jsou zobrazeny na obrázcích 6.3 a 6.4.
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2. úloha optimalizace:

Pro tento pøípad, hledám co nejmen¹í teplotu podchlazení Ti, tedy maximalizuji teplotu
Ti podchlazené kapaliny, na které je látka ustálena v èase t = 0 po celé své délce, pøièem¾
má být dosa¾eno po¾adované polohy rozhraní fází spoz za èas tmax.
Formulace úlohy:

max Ti (6.4)

s.t. αl =
k

ρ c

λ eλ
2

erfc (λ) =
c (Tm − Ti)
Lf
√
π

spoz = 0.02 [m]

+ Omezeni (6.1)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1],

Ti ∈ 〈275, 295〉 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s].

Na obrázku 6.5 opìt vystupují výsledné hodnoty úlohy pøi po¾adavku na maximalizaci
teploty Ti a dosa¾ení polohy rozhraní spoz. Oproti pøedcházející úloze se výsledky jeví více
zajímavìj¹í. Teplota na poèátku Ti dosáhla v tomto pøípadì maximální mo¾né hodnoty
295 [K] a k tomu, aby byl dodr¾en i po¾adavek na rozhraní spoz = 0.02 [m] je nutno sní¾it
rychlost zmìny polohy rozhraní. Z tabulky A.1.1 víme, ¾e malá zmìna Stefanova èísla
zajistí velké zmìny parametru λ, na kterém je závislá zmìna polohy rozhraní (5.9), stejnì
tak i sní¾ení souèinitele tepelné vodivosti ovlivní výslednou hodnotu teplotní vodivosti
α(k, ρ, c), na které rovnì¾ závisí zmìna polohy rozhraní fází. Maximální ceny za materiál

Obrázek 6.5: Ú.1.2: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

nebylo v tomto pøípadì takté¾ dosa¾eno, co¾ je samozøejmì pro zadavatele pøíznivý vý-
sledek. Teplotní vodivost se oproti pøede¹lé úloze zmìnila o velmi malou hodnotu a tím
se potvrzuje, ¾e hlavní èlen ovlivòující rychlost zmìny polohy rozhraní je parametr λ.
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Obrázek 6.6: Ú.1.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.7: Ú.1.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D

Tím jsem dosáhl optimálních výsledkù pøi po¾adovaných omezení a naètením hodnot
do Matlabu získávám gra�cké výsledky øe¹ení viz obrázky 6.6 a 6.7.
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6.2 Jednofázový problém: Tání pevné látky o teplotì

zmìny fáze

6.2.1 Tvorba základního modelu pro Matlab

Tak jako v úloze tuhnutí podchlazené tekutiny se budu ve výpoètu odkazovat na rovnice
podobného typu: (5.26), (5.28) a (5.31). Postupuji jako v pøedchozím pøípadì. Parametr λ
získám z rovnice (5.31), která vznikla dosazením rovnic (5.28) a (5.26) do rovnice rozhraní
(5.22). Øe¹ení rovnice (5.31) získám pomocí Newtonovy metody.

yk = λeλ
2

erf (λ)− c(T0 − Tm)

L
√
π

Následnì ji zderivuji a dostávám dosti podobnou rovnici jako v pøedchozí úloze

y′k = eλ
2

erf (λ) + 2λ2eλ
2

erf (λ) +
2λ√
π
,

opìt pou¾itím vzorce pro aproximaci koøene (5.17) získávám parametr λ.

Jakmile znám parametr λ, spoètu polohu rozhraní fází s(t(i)) z rovnice (5.26). Z
rovnice (5.28) následnì zjistím teplotní rozlo¾ení v kapalné fázi Tl(x(j), t(i)).

Tedy model pro zobrazení gra�ckých výsledkù je pøipraven a zaènu optimalizovat
hodnoty pro dané pøípady. Øe¹ení optimalizaèních problémù bude probíhat v prostøedí
Gams.
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6.2.2 Optimalizaèní modely pro Gams a interpretace výsledkù

Pøi optimalizaci se zamìøím na stejné pøípady, kdy hledám teplotní vodivost α(k, ρ, c) a
mìrné latentní teplo Lf takové, aby nám maximalizovalo, èi minimalizovalo po¾adované
vlastnosti charakterizující pøenos tepla. Kromì øe¹ení dvou podobných úloh jako v pøí-
padì tuhnutí podchlazené tekutiny viz kapitola 6.1. zavedu dal¹í dvì úlohy týkající se
tepelného toku a akumulace tepla. Pou¾ívám opìt øe¹iè CONOPT, jeliko¾ v úloze pracuji
s nelineárními rovnicemi, èi omezeními (NLP).
V úloze tání pevné látky o teplotì zmìny fáze poèítám s parametry:

• Plocha prùøezu: S = 1 [m2]

• Pevná látka teploty zmìny fáze(konst. v celém médiu pro t = 0): Tm = 300 [K]

• Teplota na kterou se médium zaène ohøívat pro x = 0, t > 0: T0 = 340 [K]

• Èas maximální: tmax = 1500 [s]

Promìnné velièiny, jejich omezení a dal¹í hodnoty, které budu v modelu pou¾ívat èerpám
z podkapitoly 6.1.2.

Pokud má ètenáø k dispozici i soubory z programovacích prostøedí k této práci, mù¾e
tento problém tání pevné látky o teplotì zmìny fáze najít pod názvy:
Matlab: SingleMelting2.m a Omezeniceny.m
Gams: SingleMelting2.gms.
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1. úloha optimalizace:

Zadání této úlohy zní: Najdi materiálové charakteristiky α(k, ρ, c) a Lf takové, které
maximalizují polohu rozhraní s(t), pøi daných omezení 6.1. Tedy abych za èas tmax dosáhl
maximální polohy rozhraní s(tmax) od poèátku 0.
Formulace úlohy:

max s(tmax) = 2λ
√
αl tmax (6.5)

s.t. αl =
k

ρ c

λ eλ
2

erf (λ) =
c (T0 − Tm)

Lf
√
π

+ Omezeni (6.1)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1],

T0 = 340 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s].

Obrázek 6.8 uvádí optimální hodnoty velièin pøi po¾adavku na maximalizaci polohy roz-
hraní s(t) za èas tmax. Optimální výsledky nabývají hodnot oèekávaných. Z tabulky A.2.1
lze zjistit, ¾e parametr λ není v tomto pøípadì tak extrémnì závislý na Stefanovì èísle. Tím
pádem je mo¾né nechat mìrnou tepelnou kapacitu na minimu a vylep¹it tím teplotní vo-
divost α(k, ρ, c), která výraznìji ovlivní zmìnu polohy rozhraní fází. V¹echny materiálové
vlastnosti ovlivòující pøenos tepla dosahují mezních hodnot a z toho ètenáøe nepøekvapí,
¾e ani cena za výrobu takovéhoto materiálu nenabude maximální stanovené ceny. Z mar-
ginálních hodnot vidíme, ¾e pøi zvìt¹ení intervalù omezení na materiálové charakteristiky
je mo¾no dosáhnout lep¹ího výsledku na maximální zmìnu polohy rozhraní.

Obrázek 6.8: Ú.2.1: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

Optimální výsledky opìt naètu v prostøedí Matlab a získávám gra�cký prùbìh úlohy
v prostoru (x, t, T ), viz obrázek 6.9 a v rovinì (x, t) obrázek 6.10.
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAÈNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY

Obrázek 6.9: Ú.2.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.10: Ú.2.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTÌ ZMÌNY FÁZE

2. úloha optimalizace:

V této úloze hledám, co nejmen¹í teplotu T0, na kterou se zaène ohøívat pevná látka
teploty Tm, ustálená na této teplotì v èase t = 0 po celé své délce, pøièem¾ má být
dosa¾eno po¾adované polohy rozhraní fází spoz za èas tmax.
Formulace úlohy:

min T0 (6.6)

s.t. αl =
k

ρ c

λ eλ
2

erf (λ) =
c (T0 − Tm)

Lf
√
π

spoz = 0.02 [m]

+ Omezeni (6.1)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1],

T0 ∈ 〈305, 340〉 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s].

Na obrázku 6.11 vystupují výsledné hodnoty velièin pøi po¾adavku minimalizace tep-
loty T0 a dosa¾ení polohy rozhraní spoz za èas tmax. Bylo dosa¾eno minimální teploty T0 a
poloha rozhraní spoz byla takté¾ splnìna. Souèinitel tepelné vodivosti nabývá oproti úloze
6.2.2 men¹í hodnoty, aby zajistil sní¾ení rychlosti zmìny polohy rozhraní, velikost mìrného
latentního tepla Lf je zvý¹ena a nepatrnì i hustota ρ, èím¾ se takté¾ zmen¹í zmìna s(t).
Stefanovo èíslo je pøi rozdílu teplot ∆T = 5 [K] dosti ovlivnìno velkým latentním teplem
Lf a parametr λ tak dosáhne nízké hodnoty, oproti úloze 6.2.2 je 3,5 krát men¹í a teplotní
vodivost je témìø polovièní. Cena za materiál opìt nedosahuje maximální hodnoty a tím
pádem mù¾eme být spokojeni za pomìrnì nízké náklady na splnìní po¾adavkù této úlohy.

Obrázek 6.11: Ú.2.2: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

Naètením optimálních hodnot do Matlabu získávám gra�cké výsledky øe¹ení viz ob-
rázky 6.12 a 6.13.
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAÈNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY

Obrázek 6.12: Ú.2.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.13: Ú.2.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTÌ ZMÌNY FÁZE

3. úloha optimalizace:

Hledám materiálové charakteristiky takové, které maximalizují prùmìrný tepelný tok
Q̇prum na okraji povrchu tìlesa. Po¾aduji zároveò, aby poloha rozhraní fází na konci èa-
sového úseku tmax byla spoz. Formulace úlohy:

max Q̇prum =
Q

tmax
(6.7)

s.t. Q =−
tmax∑
t=1

k S
Tm − T0
erf (λ)

e−x
2
surf/(4αl t)

√
π αl t

αl =
k

ρ c
, spoz = 0.02 [m]

λ eλ
2

erf (λ) =
c (T0 − Tm)

Lf
√
π

+ Omezeni (6.1)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1], S = 1 [m2],

T0 = 340 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s].

Obrázek 6.14 znázoròuje výsledné optimální hodnoty velièin pøi po¾adavku maxima-
lizace prùmìrného tepelného toku Q̇prum a dosa¾ení polohy rozhraní spoz za èas tmax.
Po¾adavek spoz = 0.02 [m] zpùsobí zvý¹ení velièin zaruèující vìt¹í akumulaci tepla na
tak malém objemu, tedy hustota ρ dosáhla maximum, mìrná tepelná kapacita c témìø
taky a mìrné latentní teplo Lf nabývá takté¾ vysokých hodnot. Cena za materiál je nyní
maximální mo¾ná a pøi mo¾nosti vìt¹í investice na výrobu ideálního PCM by se dalo
dosáhnout je¹tì vìt¹ího tepelného toku do objemu.

Obrázek 6.14: Ú.2.3: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

Gra�cký prùbìh úlohy z prostøedí Matlab je v prostoru (x, t, T ) zobrazen na obrázku
6.15 a v rovinì (x, t) na obrázku 6.16.
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAÈNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY

Obrázek 6.15: Ú.2.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.16: Ú.2.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTÌ ZMÌNY FÁZE

4. úloha optimalizace:

V této úloze hledám co nejmen¹í celkovou cenu, kterou musím zaplatit za vlastnosti ma-
teriálu (k, c, ρ, Lf ) tak, aby tepelná energie uchovaná za èas tmax byla rovna po¾adované
akumulaci Qpoz pøi vyu¾ití maximálnì smax materiálu.
Formulace úlohy:

min cenacelk = cenak + cenaρ + cenac + cenaL (6.8)

s.t. Q =−
tmax∑
t=1

k S
Tm − T0
erf (λ)

e−x
2
surf/(4αl t)

√
π αl t

Q = Qpoz, s(tmax) ≤ smax

αl =
k

ρ c

λ eλ
2

erf (λ) =
c (T0 − Tm)

Lf
√
π

+ Omezeni (6.1)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], Qpoz = 7 [MJ], smax = 0.02 [m] ,

T0 = 340 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s], S = 1 [m2] .

Optimální hodnoty velièin pøi po¾adavku na minimalizaci ceny cenacelk za náklady pøi
výrobì PCM a pøi dodr¾ení v¹ech omezení jsou zobrazeny na obrázku 6.17. Oproti pøede¹lé
úloze 6.2.2 si pozorný ètenáø v¹imne, ¾e Q̇prum je nyní men¹í a mù¾e podotknout, ¾e v
pøede¹lé úloze jsme dosáhli lep¹í akumulace. To nás, ale v této úloze ov¹em nezajímá,
jeliko¾ po¾adujeme minimální celkovou cenu. Bylo dosa¾eno rozhraní smax = 0.02 [m] i
akumulace Qpoz = 7 [MJ]. Cena za materiál je cenacelk = 16.03 [Euro kg−1] a zákazník
mù¾e být spokojen, ¾e nemusí platit maximální cenu, kterou byl ochotný zaplatit.

Obrázek 6.17: Ú.2.4: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAÈNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY

Obrázek 6.18: Ú.2.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.19: Ú.2.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D

Z Matlabu získávám gra�cký prùbìh úlohy v prostoru (x, t, T ) obrázek 6.18 a v rovinì
(x, t) obrázek 6.19.

59



6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ

6.3 Dvoufázový problém: Tuhnutí

6.3.1 Tvorba základního modelu pro Matlab

U dvoufázové úlohy se budu zabývat rovnicemi: (5.42), (5.44) ,(5.45) a (5.46). Postup
probíhá obdobnì. Pouze si musím dát pozor, ¾e se jedná o dvoufázový problém, pøi kterém
jsou teploty neznámé v obou fázích a nejedná se o pøípad, kdy je jedna fáze konstantní
teploty. Parametr λ získám z rovnice (5.46), která vznikla dosazením rovnic (5.44), (5.42) a
(5.45) do rovnice rozhraní (5.38). Øe¹ení rovnice (5.46) získám pomocí Newtonovy metody.

yk =
e−λ

2

erf (λ)
+
kl
ks

(
αs
αl

) 1
2 Tm − Ti
Tm − T0

e−λ
2(αs/αl)

erfc
[
λ(αs/αl)

1
2

] =
λL
√
π

Cs(Tm − T0)
.

Rovnici zderivuji, tentokrát se jedná o pomìrnì slo¾itìj¹í derivaci ne¾ v pøedchozích dvou
pøípadech

y′k =
L
√
π

cs(T0 − Tm)
− 2e−λ

2

√
π erf 2(λ))

− 2λe−λ
2

erf (λ)
+

+
2αs kl e

(
−λ2 αs

αl

)
(Ti − Tm)

√
π αl ks erfc 2(λ

√
αs
αl

)(T0 − Tm)
−

2αsklλe
−λ2 αs

αl (Ti − Tm)
√

αs
αl

αlks erfc (λ
√

αs
αl

)(T0 − Tm)
.

Pou¾itím vzorce
λk+1 = λk −

yk
y′k

Získávám hodnotu parametru λ.
Pomocí λ, si spoètu polohu rozhraní fází s(t(i)) z rovnice (5.42) pro ka¾dý èasový krok.
Jakmile znám polohu rozhraní s(t), mù¾u zjistit teplotní rozhraní v pevné fázi Ts(x(j), t(i))

i v kapalné fázi Tl(x(j), t(i)).
Matematický model je hotový a mù¾u se pustit do optimalizace velièin charakterizující

pøenos tepla u daných pøípadù. V pøípadì dvoufázového problému tuhnutí poèítám s
parametry:

• Plocha prùøezu: S = 1 [m2]

• Teplota kapaliny na poèátku (konstantní v celém médiu pro t = 0): Ti = 340 [K]

• Teplota tuhnutí: Tm = 300 [K]

• Teplota na kterou se médium zaène ochlazovat pro x = 0, t > 0: T0 = 270 [K]

• Èas maximální: tmax = 1500 [s]

Pøedtím, ne¾ se dostanu do prostøedí Gams pro získání optimálních hodnot pro dané
pøípady, si mírnì upravím omezení vystupující v podkapitole 6.1.2. Tyto modi�kované
omezení uvádím v podkapitole 6.3.2.

Pokud má ètenáø k dispozici i soubory z programovacích prostøedí k této práci, mù¾e
tento dvoufázový problém tuhnutí najít pod názvy
Matlab: TwoSolid3.m a Omezeniceny.m
Gams: TwoSolid3.gms .
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6.3.2 Optimalizace velièin a jejich omezení

V úloze upravím omezující podmínky na cenu za materiálové vlastnosti, jeliko¾ potøebuji
u souèinitele tepelné vodivosti k a mìrné tepelné kapacity c hodnoty, jak pro kapalnou
kl, cl, tak pro pevnou fázi ks, cs. Omezení ceny za materiál má v této úloze následující
podobu

cenaks = (1 + eks)/2 , ks ∈ 〈0.05, 2〉 (6.9)

cenakl = (1 + ekl)/2 , kl ∈ 〈0.05, 2〉
cenaρ = −0.0008 · (ρ− 450) + 2.5 , ρ ∈ 〈450, 1300〉
cenacs = (0.0000002 · (cs − 600)2 + 3)/2 , cs ∈ 〈1000, 4000〉
cenacl = (0.0000002 · (cl − 600)2 + 3)/2 , cl ∈ 〈1000, 4000〉

cenaL = 0.00000000007 · L2 + 0.01 · e
L

50000 + 2 , L ∈ 〈50000, 300000〉
cenacelk ≥ cenaks + cenakl + cenaρ + cenacs + cenacs + cenaL , cenacelk ∈ 〈9.1, 28.5〉

Hodnota souèinitele tepelné vodivosti je v pevné fázi ks vìt¹í ne¾ v kapalné fázi kl,
mìrná tepelná kapacita v pevné fázi cs je men¹í ne¾ v kapalné cl a koneènì, abychom
zabránili chybným výsledkùm musím omezit i teplotní vodivost, která by mìla být v
pevné fázi αs vìt¹í ne¾ v kapalné αl. Tedy pøidávám je¹tì dal¹í 3 omezení na materiálové
charakteristiky

ks ≥ kl (6.10)

cs ≤ cl

a · αs = αl

Konstanta a je volena libovolnì a v mých výpoètech volím a = 0.85.

6.3.3 Optimalizaèní modely pro Gams a interpretace výsledkù

Pøi optimalizaci øe¹ím obdobné úlohy, kdy hledám teplotní vodivost α(k, ρ, c) a mìrné
latentní teplo Lf maximalizující, èi minimalizující po¾adované vlastnosti. I pøi této úloze
pou¾ívám nelineární øe¹iè CONOPT. Následující ètyøi podúlohy, které øe¹ím v rámci úlohy
tuhnutí mají podobné po¾adavky na optimalizaci jako v pøede¹lých dvou pøípadech viz.
kapitoly 6.1 a 6.2.

Upozornìní: Pro lep¹í gra�ckou interpretaci výsledkù tohoto pøípadu, jsem prohodil osy
x a t ve 3D obrázcích.
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ

1. úloha optimalizace:

Maximalizuj polohu rozhraní s(t) tak, aby za po¾adovaný èas tmax dosáhla maximální
zmìny polohy rozhraní s(tmax) od poèátku 0. Vytvoøím optimalizaèní model vyu¾ívající
ji¾ známých faktù a postupù z programovaní modelu v Matlabu, doplnìný o v¹echna
omezení vyskytující se v úloze.
Základní formulace úlohy je tvaru:

max s(tmax) = 2λ
√
αs tmax (6.11)

s.t. αl =
kl
ρ cl

, αs =
ks
ρ cs

e−λ
2

erf (λ)
+
kl
ks

(
αs
αl

) 1
2 Tm − Ti
Tm − T0

e−λ
2(αs/αl)

erfc
[
λ(αs/αl)

1
2

] =
λL
√
π

Cs(Tm − T0)

+ Omezeni (6.9) a (6.10)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1],

Ti = 340 [K], Tm = 300 [K], T0 = 270 [K], tmax = 1500 [s].

Obrázek 6.20 znázoròuje optimální hodnoty, pøi po¾adavku na maximalizaci polohy
rozhraní s(tmax) za èas tmax. Tak jako v pøípadì 6.2.2 je dosa¾eno obdobných hodnot, tedy
hustota ρ, mìrné tepelné kapacity cs, cl a mìrné latentní teplo Lf nabývají minimum pøi
daných omezení. Souèinitel tepelné vodivosti ks je maximální, ov¹em kl maxima nedosáhne
z dùvodu zachování omezující podmínky na teplotní vodivost, viz (6.10).

Obrázek 6.20: Ú.3.1: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax
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Obrázek 6.21: Ú.3.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.22: Ú.3.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D

Tyto optimální hodnoty naètu do prostøedí Matlab. Gra�cké výsledky této úlohy jsou
zobrazeny na obrázcích 6.21 a 6.22.
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ

2. úloha optimalizace:

Najdi co nejvìt¹í teplotu T0, na kterou je médium v èase t > 0 a v poloze x = 0 ochlazeno,
pøièem¾ má být dosa¾eno po¾adované polohy rozhraní fází spoz za èas tmax.
Formulace úlohy:

max T0 (6.12)

s.t. αl =
kl
ρ cl

, αs =
ks
ρ cs

e−λ
2

erf (λ)
+
kl
ks

(
αs
αl

) 1
2 Tm − Ti
Tm − T0

e−λ
2(αs/αl)

erfc
[
λ(αs/αl)

1
2

] =
λL
√
π

Cs(Tm − T0)

spoz = 0.025 [m]

+ Omezeni (6.9) a (6.10)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1], Ti = 340 [K],

Tm = 300 [K], T0 ∈ 〈255, 295〉 [K], tmax = 1500 [s].

Na obrázku 6.23 vidíme výsledné optimální hodnoty velièin pøi po¾adavku maxima-
lizace teploty T0 a dosa¾ení polohy rozhraní spoz. Velièiny charakterizující pøenos tepla
nabývají mírnì vìt¹í hodnot ne¾ v úloze 6.3.3 a to z dùvodù dosa¾ení polohy spoz = 0.025
[m], ta je splnìna, pøièem¾ teplota T0 nabývá horní meze pøi daném omezení. Cena za
materiál je v tomto pøípadì pomìrnì nízká.

Obrázek 6.23: Ú.3.2: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

Gra�cké výsledky optimálního øe¹ení viz obrázky 6.24 a 6.25.
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAÈNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY

Obrázek 6.24: Ú.3.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.25: Ú.3.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ

3. úloha optimalizace:

Maximalizuji tepelný tok Q̇prum na okraji povrchu tìlesa. Po¾aduji zároveò, aby poloha
rozhraní fází na konci èasového úseku tmax byla spoz. Upozornil bych ètenáøe na pøípadnou
pøipomínku týkající se rovnice pro zji¹tìní akumulované energie, kde se neobjeví znaménko
mínus. Pokud vynechám mínus ve Fourierovì zákonì a hodnota akumulované energie Q
vyjde kladná, interpretuji tento výsledek jako teplo odvedené z objemu.
Formulace úlohy zní:

max Q̇prum =
Q

tmax
(6.13)

s.t. Q =
tmax∑
t=1

k S
Tm − T0
erf (λ)

e−x
2
surf/(4αs t)

√
π αs t

αl =
kl
ρ cl

, αs =
ks
ρ cs

e−λ
2

erf (λ)
+
kl
ks

(
αs
αl

) 1
2 Tm − Ti
Tm − T0

e−λ
2(αs/αl)

erfc
[
λ(αs/αl)

1
2

] =
λL
√
π

Cs(Tm − T0)

spoz = 0.025 [m], + Omezeni (6.9) a (6.10)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], cenacelk = 20 [Euro kg−1], S = 1 [m2],

Ti = 340 [K], Tm = 300 [K], T0 = 270 [K], tmax = 1500 [s].

Obrázek 6.26 znázoròuje výsledné optimální hodnoty velièin. Pro co nejvìt¹í tepelný tok
je potøeba, aby souèinitel tepelné vodivosti dosáhl co nejvìt¹ích hodnot. Následnì je tøeba

Obrázek 6.26: Ú.3.3: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

vykompenzovat fakt, ¾e musí být splnìn po¾adavek na polohu rozhraní spoz = 0.025 [m].
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Obrázek 6.27: Ú.3.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.28: Ú.3.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D

Po¾aduji, aby byl tepelný tok co nejvìt¹í, ale aby byla dosa¾ena poloha spoz, tudí¾ musí
mít materiál dostateènì velkou kapacitu na akumulaci. To je docíleno zvý¹ením hustoty
ρ a následnými maximálními hodnoty mìrných tepelných kapacit cs, cl. Obrázky 6.27 a
6.28 znázoròují prùbìh teploty v této úlohy.
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ

4. úloha optimalizace:

Najdi co nejmen¹í celkovou cenu, kterou musí zákazník zaplatit za vlastnosti materiálu
(k, c, ρ, Lf ) tak, aby tepelná energie odvedená za èas tmax byla rovna po¾adované odvedené
energii Qpoz pøi vyu¾ití maximálnì smax materiálu. Formulace úlohy:

min cenacelk = cenaks + cenakl + cenaρ + cenacs + cenacs + cenaL (6.14)

s.t. Q =
tmax∑
t=1

k S
Tm − T0
erf (λ)

e−x
2
surf/(4αs t)

√
π αs t

Q = Qpoz, s(tmax) ≤ smax

e−λ
2

erf (λ)
+
kl
ks

(
αs
αl

) 1
2 Tm − Ti
Tm − T0

e−λ
2(αs/αl)

erfc
[
λ(αs/αl)

1
2

] − λL
√
π

Cs(Tm − T0)
= 0

αl =
kl
ρ cl

, αs =
ks
ρ cs

, + Omezeni (6.9) a (6.10)

λ ∈ 〈0.05, 4〉 [−], Qpoz = 10 [MJ], smax = 0.2 [m]

Ti = 340 [K], Tm = 300 [K], T0 = 270 [K], tmax = 1500 [s].

Optimální výsledné hodnoty velièin pøi po¾adavku na minimalizaci celkové ceny pøi
dodr¾ení zadaných omezení jsou zobrazeny na obrázku 6.29. Pøi výpoètu nebylo vyu¾ito

Obrázek 6.29: Ú.3.4: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax

maximum polohy rozhraní fází smax, co¾ je v poøádku a velikost odvedené energie je rovna
Qpoz. Z optimálních dat vidíme, ¾e souèinitele tepelné vodivosti jsou men¹í oproti pøípadu
6.3.3 a to hlavnì kvùli velikosti polohy rozhraní fází s(tmax). V dùsledku toho je dosa¾eno
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAÈNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY

Obrázek 6.30: Ú.3.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D

Obrázek 6.31: Ú.3.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D

maximálních hodnot pøi hustotì ρ a mìrných tepelných kapacitách cs, cl. Mìrné latentní
teplo Lf je oproti pøecházejícím úlohám v pøípadì dvoufázového tuhnutí vìt¹í v rámci co
nejvìt¹í kapacity materiálu, díky malé zmìnì polohy rozhraní fází.

Z Matlabu získávám gra�cký prùbìh úlohy v prostoru (x, t, T ) viz obrázek 6.30 a v
rovinì (x, t) obrázek 6.31.
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6.4. ZÁVÌREÈNÉ ZHODNOCENÍ ÚLOH

6.4 Závìreèné zhodnocení úloh

V pøípadì tuhnutí podchlazené tekutiny 6.1 jsem øe¹il dvì optimalizaèní úlohy. V první
úloze maximalizuji polohu rozhraní s(t) a v druhé úloze po¾aduji maximální teplotu Ti
na kterou je materiál podchlazen tak, aby bylo dosa¾eno po¾adované polohy rozhraní fází
spoz. Obdr¾ené výsledky se jeví jako optimální a jsou patøiènì okomentovány. Ètenáø si
mohl pov¹imnout, ¾e oproti pøípadùm 6.2 a 6.3 jsem neøe¹il úlohy týkající se maximalizace
tepelného toku a akumulace tepelné energie. Tyto úlohy by ztrácely význam, jeliko¾ pokud
si pøedstavíme, ¾e tuhá fáze má konstantní teplotu Tm po celou dobu t, neprobíhá pøes
ni ¾ádný pøenos tepla a teplo uvolnìné v prùbìhu tuhnutí je pøevedeno do podchlazené
tekutiny a tím zvy¹uje její teplotu. V tomto pøípadì by se úloha týkající se akumulace
nejevila jako po¾adavek, který nás v pøípadech podchlazení zajímá. Navíc pøi akumulaci
energie je podchlazení jev ne¾ádoucí a sna¾íme se mu vyhnout.

Pøi problému tání pevné látky o teplotì zmìny fáze 6.2 jsem ji¾ øe¹il 4 úlohy optimali-
zace. První úloha je stejná jako v pøípadì tuhnutí podchlazené tekutiny 6.1, kde velièiny
nabývají oèekávaných hodnot. Mírnì pozmìnìná je druhá úloha, kde po¾aduji maximální
teplotu na kterou je látka v èase t > 0 a poloze x = 0 ustálena. V dal¹ích úlohách se
zaobírám po¾adavkem na maximalizaci tepelného toku a minimalizaci ceny na výrobu
PCM. Ve tøetí úloze bylo dosa¾eno maximální ceny na výrobu PCM, kterou je zadavatel
ochotný zaplatit a tedy pøi mo¾nosti investovat vìt¹í penì¾ní obnos na výrobu PCM, je
mo¾né docílit lep¹ích výsledkù. Ve ètvrté úloze je docíleno po¾adované akumulované ener-
gie Qpoz za èas tmax a cena za materiál je nejmen¹í mo¾ná pøi splnìní v¹ech omezujících
podmínek.

Ve Dvoufázovém problému tuhnutí se zabývám stejnými optimalizaèními úlohami,
jako v pøípadì 6.2. Zmìní se zadání pouze 2. úlohy, ve které hledám co nejvìt¹í teplotu
T0 na které je povrch média v èase t > 0 a poloze x = 0 ochlazeno. Interpretace výsledkù
úloh 3 a 4 se pozmìní, jeliko¾ se v tomto pøípadì jedná o tuhnutí kapalné látky, je nutné
uva¾ovat místo tepelného toku do objemu a akumulace tepelné energie, tepelný tok z
objemu a velikost tepla odevzdaného v prùbìhu procesu.

Pøi øe¹ení v¹ech úloh bylo dosa¾eno optimálních výsledkù. V nìkterých pøípadech
je nutné dosáhnout pøesných po¾adovaných hodnot, co¾ je po¾adavek hodnì striktní a
je potøeba volit tyto po¾adavky (viz po¾adovaná poloha rozhraní spoz a hodnota aku-
mulovaného tepla Qpoz) vhodnì, tak aby bylo mo¾né vyøe¹ením tìchto úloh dosáhnout
optimálních hodnot. Tyto podmínky, by se daly zmírnit pøi nahrazení rovnosti (=) za
nerovnosti(≤,≥) a hodnoty vzít z intervalu, které mù¾e velièina nabývat.

V diplomové práci øe¹ím celkem 12 úloh. Nìkteré úlohy mají podobné i stejné po¾a-
davky na extremalizaci vlastností charakterizující pøenos tepla. Jedná se ov¹em o rùzné
procesy vedení tepla se zmìnou fází a je nutné ka¾dý výsledek zvlá¹» probrat a promyslet,
zda se optimální velièiny jeví jako správné.
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7. ZÁVÌR

7 Závìr
V úvodní èásti diplomové práce byly zavedeny dùle¾ité termodynamické pojmy, které

jsou potøebné pøi øe¹ení problematiky vedení tepla a jsou základem pro vytvoøení matema-
tického modelu. Souèástí práce je odvození diferenciální rovnice vedení tepla v tìlese a její
následné zjednodu¹ení na pøípad, kdy se uva¾uje konstantní souèinitel tepelné vodivosti,
bez vnitøních zdrojù v rámci tìlesa. V dal¹í kapitole jsem pøipomnìl hlavní dùvody, proè
se lidstvo zaèíná více soustøedit na obnovitelné zdroje energie, jejich vyu¾ití a nutnost
akumulace energie. Shrnul jsem rùzné druhy akumulace energie. Následnì jsem se zamìøil
na akumulaci tepelné energie, kde jsem vysvìtlil výhody a nevýhody akumulace pomocí
citelného a latentního tepla. Uvedl jsem, jaké materiály s fázovou pøemìnou se pou¾ívají
pøi akumulaci s vyu¾itím latentního tepla a jaké jsou jejich výhody a nevýhody.

Kapitola 4. se ji¾ vìnovala problematice vedení tepla s fázovou pøemìnou, kde jsem
uvedl hlavní poznatky pøi øe¹ení úloh s procesem tání nebo tuhnutí a co pøedstavuje pojem
Stefanùv problém. V 5. kapitole jsem vyu¾il znalostí z pøedchozích kapitol a zavedl tøi
úlohy týkající se vedení tepla s fázovou pøemìnou, u kterých jsem se ji¾ konkrétnìji vìnoval
postupu pøi øe¹ení úloh. Tato kapitola byla stì¾ejní èástí pøi vytváøení matematického
modelu a byl zde uveden i rozdíl pøi de�nování Error funkce v prostøedí Matlab a Gams.

Hlavním cílem diplomové práce bylo sestavení optimalizaèních modelù pro extrema-
lizaci velièin charakterizující pøenos tepla u tøech daných úloh. V poslední kapitole jsem
nejprve vytvoøil základní matematický model pro v¹echny typy úloh v prostøedí Matlab
s vyu¾itím postupu zavedeného v 5. kapitole. Tyto modely jsem dále vyu¾íval pøi tvorbì
optimalizaèních modelù, kde bylo nutné zadat rùzná omezení pro optimalizaci po¾ado-
vaných hodnot. Jde vidìt, ¾e omezující intervaly pro hodnoty vlastností materiálu jsou
voleny dosti ¹iroké, ale s tìmito intervaly se dá libovolnì pohybovat v rámci mo¾ností
výrobce. Dùle¾itým typem omezení byla cena, kterou musíme zaplatit za optimální vlast-
nosti materiálu pøi tvorbì vhodného PCM. Optimalizaci v prostøedí Gams jsem provádìl
pomocí nelineárního øe¹ièe CONOPT. Ka¾dá ze tøí úloh se skládá ze ètyø èástí, kde jsou
zadány rùzné po¾adavky na maximalizaci èi minimalizaci. Výpoèet optimálních hodnot je
následnì interpretován v podobì výsledných hodnot z prostøedí Gams a vyobrazení gra�c-
kých výsledkù øe¹ení z prostøedí Matlab. Následnì pojednávám o správnosti obdr¾ených
výsledkù a slovnì interpretuji výsledná øe¹ení.

Vìøím, ¾e má práce bude pøínosem v odvìtví zabývající se akumulací tepelné energie
a jsem rád, ¾e jsem mohl pracovat na této diplomové práci a roz¹íøil své znalosti v oblasti
termomechaniky. Dále jsem si pøi vypracování diplomové práce zlep¹il své dovednosti
programování, poèítaèového modelování a optimalizace v Matlabu a Gamsu.
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Seznam pou¾itých symbolù a zkratek
Symbol Jednotka Velièina
Q [J] teplo
q [J kg−1] mìrné teplo
Q̇ [W] tepelný tok
q̇ [W m−2] hustota tepelného toku
t [s] èas
x [m] poloha
T [K] teplota
Tl [K] teplota v kapalné fázi
Ts [K] teplota v pevné fázi
Tm [K] teplota tání (tuhnutí)
Ti [K] teplota konstantní na poèátku
T0 [K] teplota na kterou se tìleso na poèátku ohøeje nebo

ochladí
s(t) [m] poloha rozhraní fází v èase t
ρ [kg m−3] hustota
c [J kg−1 K−1] mìrná tepelná kapacita pøi cl = cs
cs [J kg−1 K−1] mìrná tepelná kapacita v pevné fázi
cl [J kg−1 K−1] mìrná tepelná kapacita v kapalné fázi
k [W m−1 K−1)] souèinitel tepelné vodivosti pøi ks = kl
ks [W m−1 K−1)] souèinitel tepelné vodivosti v pevné fázi
kl [W m−1 K−1)] souèinitel tepelné vodivosti v kapalné fázi
L,Lf [J kg−1] latentní teplo
Q̇∗ [W m−3] teplo, které zùstane v elementu v dùsledku vnitøních

zdrojù
dṁin [kg s−1] hmotnostní prùtok vstupující do elementu
dṁout [kg s−1] hmotnostní prùtok vystupující z elementu
u [J kg−1] mìrná vnitøní energie
U [J] vnitøní energie
α [m2 s−1] teplotní vodivost
αl [m2 s−1] teplotní vodivost v kapalné fázi
αs [m2 s−1] teplotní vodivost v pevné fázi
λ [-] parametr
a [m] ¹íøka prùøezu
b [m] vý¹ka prùøezu
S [m2] plocha prùøezu kolmá k tepelnému toku

74



Seznam obrázkù
2.1 Fourierùv zákon pro (a) pozitivní tepelný tok a (b) negativní tepelný tok [2] 15
2.2 Hodnoty souèinitele tepelné vodivosti u rùzných materiálových tøíd [2] . . . 16
2.3 Kontrolní objem [2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.1 Typy zásobníkù [12] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2 Citelné teplo [8] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 Latentní teplo [8] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.4 Druhy PCM [17] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.1 Vyobrazení problému tuhnutí v 1-D [2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2 Problému tání v 1-D [2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.1 Tuhnutí podchlazené tekutiny v poloprostoru[2] . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2 Newtonova metoda [21] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5.3 Tání pevné látky o teplotì zmìny fáze v poloprostoru [2] . . . . . . . . . . 35
5.4 Dvoufázový problém: Tuhnutí [2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.1 Ceny za vlastnosti materiálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.2 Ú.1.1: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 46
6.3 Ú.1.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 47
6.4 Ú.1.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 47
6.5 Ú.1.2: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 48
6.6 Ú.1.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 49
6.7 Ú.1.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 49
6.8 Ú.2.1: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 52
6.9 Ú.2.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 53
6.10 Ú.2.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 53
6.11 Ú.2.2: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 54
6.12 Ú.2.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 55
6.13 Ú.2.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 55
6.14 Ú.2.3: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 56
6.15 Ú.2.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 57
6.16 Ú.2.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 57
6.17 Ú.2.4: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 58
6.18 Ú.2.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 59
6.19 Ú.2.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 59
6.20 Ú.3.1: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 62
6.21 Ú.3.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 63
6.22 Ú.3.1: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 63
6.23 Ú.3.2: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 64
6.24 Ú.3.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 65
6.25 Ú.3.2: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 65
6.26 Ú.3.3: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 66
6.27 Ú.3.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 67
6.28 Ú.3.3: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 67
6.29 Ú.3.4: Výsledné optimální hodnoty z prostøedí Gams pro èas tmax . . . . . 68
6.30 Ú.3.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 3D . . . . . 69
6.31 Ú.3.4: Prùbìh zmìny polohy rozhraní a teplotního rozlo¾ení ve 2D . . . . 69
A.1 Hodnoty Ste√

π
úlohy: Tuhnutí podchlazené tekutiny . . . . . . . . . . . . . . 79

75



A.2 Hodnoty Ste√
π
úlohy: Tání pevné látky o teplotì zmìny fáze . . . . . . . . . 81

76



Pøílohy

77



A Tabulky pro výpoèet parametru a
grafy

A.1 Jednofázový problém: Tuhnutí podchlazené teku-

tiny

A.1.1 Tabulka

Hodnoty Stefanova èísla podìlené
√
π v závislosti na hodnotì λ [2]

78



A.1.2 Graf

Obrázek A.1: Hodnoty Ste√
π
úlohy: Tuhnutí podchlazené tekutiny

79



A.2 Jednofázový problém: Tání pevné látky o teplotì

zmìny fáze

A.2.1 Tabulka

Hodnoty Stefanova èísla podìlené
√
π v závislosti na hodnotì λ [2]

80



A.2.2 Graf
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