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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva penalizacnim pristupem k Teseni tloh stochastické opti-
malizace s pravdépodobnostnimi omezenimi, které jsou aplikovany na problémy z oblasti
stavebni mechaniky. V praci je zpracovan inzenyrsky navrh optimdalnich rozmért nos-
niku. Neurcitost je zahrnuta ve formé ndhodného zatizeni. Odpovidajici model zahrnuje
podminku ve tvaru diferencialni rovnice, ktera je feSena metodou konec¢nych prvki. Prav-
dépodobnostni omezeni je aproximovano pomoci riznych variant penalizaci. Vysledky
byly obdrzeny vypoctem v programu MATLAB.

Summary

The diploma thesis deals with penalty approach to stochastic optimization with chance
constraints which are applied to structural mechanics. The problem of optimal design
of beam dimensions is modeled and solved. The uncertainty is involved in the form of
random load. The corresponding mathematical model contains a condition in the form
of ordinary differencial equation that is solved by finite element method. The probability
condition is approximated by several types of penalty functions. The results are obtained
by computations in the MATLAB software.
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1. Uvod

Pti feSeni tloh z technické praxe se casto setkdvame s obycejnymi diferencialnimi rov-
nicemi, pripadné parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, které jsou natolik slozité, zZe je
nelze, nebo jen velmi tézce, fesit analyticky. Pro tyto pfipady byly vyvinuty aproxima-
tivni metody feSeni. Tyto metody sice neposkytuji presné feseni téchto diferencialnich
rovnic, ale za urcitych predpokladi k nim tato aproximativni feseni konverguji. Jednou
z téchto metod je i metoda konecnych prvki, které je vénovana druha kapitola. Metoda
konec¢nych prvkta vychéazi z metody vazenych rezidui, ktera hleda feseni ve tvaru souctu
takzvanych testovacich funkeci.

Dalsi castou tfidou tloh technické praxe jsou tlohy hledajici feseni, které bude nejlépe
vyhovovat zadanym pozadavkim. Ulohy tohoto typu se nazyvaji optimaliza¢ni a je jim
vénovana tieti kapitola. V tivodu této kapitoly se zabyvame formulaci a naslednym roz-
délenim optimalizacnich tiloh. Dalsi ¢ast této kapitoly se vénuje formulaci podminek, které
musi optimalni feSeni spliovat. V zavéru tieti kapitoly se vénujeme penaliza¢nim funkcim,
které nam umoznuji prevést a optimalizacni ilohu s omezenimi na posloupnost loh bez
omezeni, ¢cehoz pozdéji vyuzijeme v feSeném prikladu.

Logickym rozsifenim optimaliza¢nich tloh je uvazovani vlivu nahody v rozhodovacim
procesu, takto zavedeme stochastické optimalizac¢ni tlohy, kterym je vénovana ¢tvrta ka-
pitola. V této kapitole se budeme zejména vénovat souvislostem mezi stochastickymi tlo-
hami s pravdépodobnostnim omezenim a dvoudroviiovym linearnim tilohdm stochastické
optimalizace s pevnou kompenzaci. Na zacatku této kapitoly zavedeme a popiSeme za-
kladni vlastnosti nahodnych veli¢in. Na konci této kapitoly prozkouméame moznost fesit
stochastické tlohy s pravdépodobnostnim omezenim pomoci penaliza¢nich funkeci.

Pata kapitola je vénovana fesené tiloze stochastické optimalizace s pravdépodobnostnim
omezenim z oblasti stavebni mechaniky. Neurcitost je zahrnuta ve formé nahodného za-
tizeni. Uloha bude postupné FeSena t¥emi riiznymi penaliza¢nimi funkcemi. Vysledky byly
obdrzeny v programu MATLAB.



2. METODA KONECNYCH PRVKU

2. Metoda konec¢nych prvku

Mnoho praktickych tiloh v inzenyrské praxi je popsano diferencidlnimi rovnicemi. Z du-
vodu komplexnosti geometrie a zatizeni je zfidka mozné najit presné feseni. Proto jsou
aproximativni TeSeni diferencidlnich rovnic v inzenyrské praxi nepostradatelna. Jedna
z téchto metod je i metoda koneénych prvki. Ackoliv metoda koneénych prvka vychazi
z nekolika zakladnich aproximativnich metod, pouze jedna z nich bude podrobnéji po-
psana a nasledné aplikovana ve formulaci koneénych prvka, viz [5].

2.1. Metoda vazenych rezidui

Metoda vazenych rezidui je aproximativni metoda feSeni okrajovych diferencialnich tloh,
ktera vyuziva testovacich funkci splnujicich predepsané okrajové podminky a integralni
formulace na minimalizovani chyby, pfes oblast tilohy ve vyznamu priméru. Metoda bude
popsana na jednorozmérném piipadé. Je dana diferencidlni rovnice v obecném tvaru

Dly(x),z] =0, a<z <D, (2.1.1)

kde D je funkei x, y = f(x) a jejich derivaci. Vzhledem k homogennim okrajovym pod-
minkam

y(a) = y(b) = 0, (2.12)
pak metoda vazenych rezidui hled4 aproximativni feSeni ve tvaru

n

y'= elNi(), (2.1.3)

=1

kde y* je aproximativni feseni vyjadiené jako soucet souc¢inti neznamého konstantniho pa-
rametru ¢; a testovaci funkce V;(z). Hlavni pozadavek ktery klademe na testovaci funkce
je ten, aby byly pfipustnymi funkcemi. To znamena, Ze testovaci funkce jsou spojité pres
oblast tlohy a presné spliiuji okrajové podminky. Dale by méla byt testovaci funkce vy-
brana tak, aby splnovala ,fyziku* tlohy. Vzhledem k témto podminkam je velmi neprav-
dépodobné aby feseni ve formé (2.1.3) bylo pfesné. Dosazenim predpokladaného feseni do
diferencialni rovnice (2.1.1) ziskdme rezidualni chybu (déle jen reziduum)

R(x) = Dly*(x),z] # 0, (2.1.4)

kde R(x) je reziduum. PovS§imnéme si, Ze reziduum je také funkci parametri ¢;. Metoda
vazenych rezidui vyzaduje, aby neznamé parametry c; byly voleny taky aby

Jwi(z)R(z)dz =0, i=1,---,n, (2.1.5)

kde w;(z) reprezentuje n libovolnych vahovych funkci. Vidime, Ze z integrace (2.1.5) od-
vodime n algebraickych rovnic, které mohou byt vyfeSeny n hodnotami ¢;. Rovnice (2.1.5)
vyjadiuje, ze integral z vazenych rezidualnich chyb ptes oblast tlohy je roven nule. Vzhle-
dem k pozadavkiim kladenym na testovaci funkce, musi byt feSeni pfesné v koncovych
bodech (okrajové podminky musi byt splnény), ale obecné v jakémkoliv vnitinim budé je
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rezidualni chyba nenulova. Za urcitych podminek miize metoda vazenych rezidui poskyt-
nout presné feseni, ale je to spise vyjimka nez pravidlo.
Existuje nékolik variant metody vazenych rezidui a primarné se lisi ve zptisobu urceni
nebo vybéru vahovych funkci. Z divodd jednoduchého vyuziti a snadné adaptability na
metodu konecnych prvka bude uvedena pouze Galerkinova metoda.
V Galerkinové metodé vazenych rezidui, se vahové funkce zvoli stejné jako testovaci
funkce, to znamené

wi(x) = Ny(x), i=1,--- n.

Proto jsou neznamé parametry urceny z

fbwz(x)R(a:) de = bel(x)R(a:) de=0 i=1,---,n, (2.1.6)

které opét vedou na n algebraickych rovnic na vycisleni neznamych parametri.

Jak ale zjistit, ze feSeni metodou vazenych rezidui je dostatecné presné? Tedy, jak urcit
ze TeSeni je blizko pfesnému feSeni? Tato otazka konvergence musi byt polozena pokaz-
dé, kdyz je pouzita aproximativni metoda. Pokud neni znamo pfesné feSeni, musi se
urcit néjaké kritérium k urceni presnosti. Obecné, pro metodu vazenych rezidui je postup
nasledujici, zvysujeme pocet testovacich funkci a sledujeme chovani feseni. Pokud se feseni
malo méni s rostoucim poc¢tem testovacich funkci, fikame, zZe feseni konverguje. Zda feseni
konverguje ke spravnému feSeni je jina otazka, kterou se nebudeme zabyvat a budeme
predpokladat, ze feSeni konverguje k pfesnému feseni, viz [1], blizsi podrobnosti lze nalézt
v [10].

2.2. Galerkinova metoda konec¢nych prvku

Klasickd metoda vazenych rezidui, popsana v predchozim odstavci, vyuziva globéalnich
testovacich funkci N;, to znamena, ze kazda testovaci funkce se vyuzije na celé oblasti
a identicky splnuje okrajové podminky. Zejména pak v praktictéjsich tilohach, dvou a tii-
rozmeérnych, popsanych parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, je nalezeni testovaci funkce
a urceni presnosti vysledného feSeni nesnadny tkol. Koncept minimalizace rezidualni
chyby je snadno adaptovatelny do metody konec¢nych prvki nasledujicim zptsobem, viz
[5]. Pro ilustrativni tcely uvazujme nasledujici diferencialni rovnici

—— 4 fx) =0, a<z<b, (2.2.1)

s okrajovymi podminkami
y(a) = ya, y(b) = w. (2.2.2)
Oblast ulohy je rozdélena na M ,elementi* (Obr 2.1a) ohrani¢enymi M + 1 nezavislymi

hodnotami z;, tak ze x1 = x, a )71 = x3, aby obsahovala globalni hranici. Aproximativni
feSeni predpokladame ve tvaru

M+1

y'(x) = Z yini(z), (2.2.3)

kde y; je hodnota feseni v bodech = = z; a n; je odpovidajici testovaci funkce. V§imnéme
si, ze v tomto pristupu, neznamé parametry ¢; metody vazenych rezidui se stanou neznamé

10
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Obrazek 2.1: (a) Oblast x, < x < x;, rozdélena na M elementi. (b) Prvni ¢tyfi testovaci
funkce. Vsimnéte si, Ze na kazdém elementu se prekryvaji jen dvé.

hodnoty feseni v urcitych bodech. Dale zde také existuje hlavni rozdil mezi testovacimi
funkcemi. Stejné jako v rovnici (2.2.3) jsou testovaci funkce n; nenulové pouze na malé
Casti celé oblasti. Piesnéji, testovaci funkce n;(x) je nenulova pouze na intervalu x; | <
x < x;41 a pro jednoduchost vyuzijeme nasledujicich linearnich funkei:

ni(r) = ==, i1 <w <y,
ni(z) = f;—l:fa T ST < Tiga, (2.2.4)

ni(z) =0, z<mziq1, T>Ti.

Ztejmé, v tomto pfipadé jsou testovaci funkce linedrni interpolac¢ni funkce, takové, ze
hodnoty TeSeni jsou linearni kombinaci feSeni y(x) na x; < x < x;11 v uzlovych bodech
s hodnotami y; a y; 1. Prvni ¢tyfi testovaci funkce jsou vyobrazeny na obrazku 2.1b, a je
vidét, ze napiiklad na intervalu zo < z < z3 je aproximativni feSeni ddno rovnici (2.2.3)

takto
. T3 — T —x
y () = yona(x) + yana(z) = yo— + Y3 2

. (2.2.5)
T3 — X2 T3 — T2

Zde uvedené testovaci funkce jsou linearni, ale funkce vyssich fadt se mohou také pouzit.
Dosazenim predpoklddaného FeSeni (2.2.3) do diferencialni rovnice 2.2.1 ndm dava rezi-
duum

Rlax.u) = MZ i) - MZ e @] @20

na které pouzijeme Galerkinovu metodu vazenych rezidui, kde kazdou vazenou funkci
pouzijeme jako funkci testovaci a obdrzime

I n;(z)R(z,y;)dz :j: n;(z) Ajél [cfd_;?(yi”i(””)) 7 (x)] Iz, (2.2.7)

jzlv"'7M+17

11
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Z rovnic (2.2.4) a obrazku 2.1b vidime, ze na intervalu z; < z < x4 jsou pouze dvé testo-
vaci funkce nenulové. Zohlednime-li toto zjisténi, pak rovnice (2.2.7) muzZe byt vyjadiena
takto

Tj4+1
J d2

nj(x) [@(yjn](x) +yirinj(x) + f(z)|de =0, j=1,---,M+1. (2.2.8)

Ty

Integraci rovnice (2.2.8) obdrzime M +1 algebraickych rovnic s M +1 nezndmymi uzlovymi
feSenimi y;. Tyto rovnice mohou byt pfepsany na maticovy tvar

Ky =F, (2.2.9)

kde K je matice tuhosti, y je vektor uzlovych posunuti a F je vektor uzlovych sil. Rov-
nice (2.2.7) je obecny zapis Galerkinovy metody koneénych prvki a zahrnuje v sobé jak
formulaci elementt, tak systém sestaveni. Zapsana ve tvaru integrace pres celou oblast
tlohy, tato metoda mé sviyj zdklad v metodé vazenych rezidui. Z rovnic (2.2.8) plyne, Ze
sta¢i integrovat kazdou rovnici jen pres jeden element. A nyni prozkoumejme nezavislou
formulaci elementti zalozenou na Galerkinové metodé.

2.2.1. Formulace elementu

Jakmile obdrzime pfesné feSeni rovnice (2.2.1), pak toto feseni spliiuje rovnici na kazdé
podmnoziné (a, b), viz [5]. Jelikoz diferencialni rovnici nyni feSime na intervalu (z;, z;11),
na kterém jsou lokalni testovaci funkce n; testovacimi funkcemi globalnimi, proto budou
na dale znaceny N;. Uvazujme tlohu

d?y

122 +f(x) =0, z; <z < w54, (2.2.10)

kde z; a x4 jsou z intervalu (a, b) a jsou to uzly koneéného prvku. Odpovidajici okrajové
podminky k tloze (2.2.10) jsou

y(xj) =y y(@ien) = Yy, (2.2.11)

a to jsou neznamé hodnoty feSeni v koncovych bodech na podoblasti. Nyni navrhneme
aproximativni feseni ve tvaru

y(e)(x) = y;N1(z) + yj 1 Na(), (2.2.12)

kde index (e) naznacuje, Ze feSeni je pro koneény prvek a interpola¢ni funkce jsou defino-
vany takto

Ni(z) = % v << a, (2.2.13a)
J+1 T Ty

NQ(ZIJ) = M, Ij S T S .Tj+1. (2213b)
Lj+1 = Xj

V&imnéme si vztahu mezi interpola¢nimi funkcemi definovanymi v (2.2.13) a testova-
cimi funkcemi (2.2.4). Interpola¢ni funkce odpovidaji piekryvajicim se ¢astem testovacich

12
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funkci pouzitych na jednom elementu oblasti. VSimnéme si také, ze interpolacni funkce
spliiuji podminky

Ni(z;) =1, Ni(wj41)

Ny(z;) =0, No(zj41) =
takové, ze okrajové (uzlové) podminky (2.2.11) jsou identicky splnény. Dosazenim pied-
pokladaného feSeni do rovnice (2.2.12) ziskame rezidua ve tvaru

2,.(e) 2
Rz, y;,yj41) = dd% + f(x) = % [yiN1(z) + yj1No()] + f(2) #0,  (2.2.15)

? (2.2.14)

index (e) opét znaci, Ze se jednd o reziduum elementu. Aplikaci Galerkinova vazeného
rezidualniho kritéria ziskdvame

Tji1 Tjy1

d2 (e)
[ MR ie = [ N [+ @) a0, =12 @210
xr
nebo
Tj+1
/N dx2 AN / Ni(z —0, i=1,2, (2.2.17)

rovnici rezidualni chyby elementu.
Pouzitim integrace per partes na prvni integral obdrzime vysledek

i Tj41 Tj+1
dy(©) 7™ dN; dy'©
N, . d N; -0, i=1,2, 2.2.18
(o d] [ S s [ nwse =0, (2218

Zj

z néhoz po vycisleni neintegralniho ¢lenu a preskladani dostaneme nasledujici dvé rovnice

Ylan age dy©
ye ye
/d—; 1 &= /Nl(x)f(x)dﬂ o (@), (2.2.19a)
Tj
ANy ay© du©
ye ye
/d_; dr o= /Nz(x)f(x)dx— o (@i)- (2.2.19b)

Vsimnéme si, Ze v rovnici (2.2.19) bylo vyuzito okrajovych podminek interpolacnich funkei
(2.2.14) v uzlovych bodech.

Nastavenim j = 1 pro zjednoduseni zapisu a dosazenim (2.2.12) do rovnice (2.2.19)
obdrzime

xro 2
dN1 [ dN1 dNQ- dy(e)
diy [ AN dNe L 2.2.2
[T e+ 4 = [ M@+ o), (2.2.200)
1
FAN, [ AN, dN,] i dy©
2 1 2 Yy
1, AN [y _ 2.2.9
[T | e e = [ Mo e = e (2.220b)

x1

13



2.3. APLIKACE GALERKINOVY METODY NA KONSTRUKCNI PRVKY

ki1 ko Y1 Fy
= . 2.2.21
|:k21 k’22]{y2} {FQ} ( )

Koeficienty matice jsou definovany vztahem

které jsou ve tvaru

z2

dN; dN;
ki = L4 1,7 =1,2 2.2.22
i / dr dz z, 1,7 ) ( )

1

a sily pusobici na uzly elementu jsou dany pravymi stranami rovnic (2.2.20).

2.2.2. Globalni matice tuhosti

Nyni kdyz mame formulovany rovnice jednotlivych elementt, zkonstruujeme globalni rov-
nice. Toho dosdhneme tim, ze se¢teme prvky vsech elementti v odpovidajici uzlech. Uka-
zme si to na nasledujicim prikladu o dvou prvcich:

e 1) 1
kil) k%z) { 1 } _ F1( )>
f Al [ U ST A

g (e ()
G U S T

Pak globalni rovnice je

1 1 1
Ky k0 B
ké1) ké2) + kéz) ké:a) Yy2. ¢ = Fz( )+ F2( )

0 S Y3 F?

Vsimnéme si ze tato globalni matice tuhosti [K] je singuldrni a proto nelze nalézt jed-
noznac¢né feSeni pfimo, ale tento problém odstranime vyuzitim okrajovych podminek,
viz [5]. Aplikace homogennich okrajovych podminek bude podrobnéji popsana v feSeném
prikladu.

2.3. Aplikace Galerkinovy metody
na konstrukéni prvky

2.3.1. Nosnikovy prvek

Aplikace Galerkinovy metody na nosnikovy prvek zacind tivahou o rovnosti v diferencil-
nim tvaru, ve sméru podélné osy zatiZeného nosniku vyobrazeném na obrazku (2.2), kde
q(z) je rozlozené zatizeni jako sila na jednotku délky, viz [5]. JelikoZ ¢ se muZe libovolné
ménit, predpokladame, ze je konstantni na dx. Podminka rovnosti sil ve sméru osy y je

-V+ (V + %dx) + ¢(x)dz = 0, (2.3.1)
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2. METODA KONECNYCH PRVKU

gix)

T_. (hl P11 rjﬁ—%m

dx

4V
V2 drx
dxdl

Obrazek 2.2: Zatizeny nosnikovy prvek.

ze které vyplyva
dVv

— == : 2.3.2
= = (o) (232)
Podminka rovnosti momentt, vztazena k levému krajnimu bodu je
dMm dV dx
M + de - M+ (V + adx) dz + [¢(z)dz] — 5 =0, (2.3.3)
kterd nam dava n
—=-V 2.34
w7 (2.3.4)
Kombinaci rovnic (2.3.2) a (2.3.4) obdrzime
SR (235)
=q(x). 3.
dez !

Odvolame-li se na zakladni pruznost a pevnost, pak ohybova rovnice odpovidajici zna-

ménkové konvenci z obr. (2.2) je
d?v
M=FI,— St (2.3.6)
kde v predstavuje posun ve sméru osy y, v kombinaci s rovnici (2.3.5) ziskdme ohybovou
rovnici prutu

d? d?v
— | FI,— | = : 2.3.7
da? ( dx2) a(w) ( )
Reseni piedpokladame ve tvaru
v(x) = ag + a1z + axx® + asx’ (2.3.8)
s okrajovymi podminkami
v(xy) = vy, (2.3.9a)
v(xe) = vy, (2.3.9b)
dv
dv
i -0 2.3.9d
de (22) 25 ( )

a dale pro zjednoduseni uvazujme, ze souradnicovy systém elementii je zvolen takto z; = 0
a Ty = L.
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2.3. APLIKACE GALERKINOVY METODY NA KONSTRUKCNI PRVKY

Dosazenim predpokladaného feseni do okrajovych podminek nésledné obdrzime, viz [5]

a [7]

v(z1) = v = ayp, (2.3.10a)
U(JIQ) = Uy = qag + CLlL + CL2L2 + CL3L3, (2310b)
dv
a(xl) =0, = a, (2.3.10c)
d
é(@) = 0, = a, + 2a5L + 3az L2 (2.3.10d)

Resenfm soustavy (2.3.10) je

ag = v, (2.3.11a)

a; = Ql, (2311b)

=3 ) = (20, 4+ 0) (2.3.11¢)

QA9 = 12 (%) U1 I 1 2), O.11C
2 1

as = ﬁ(vl — Ug) - ﬁ(ﬁl + 02) (2311(1)

Po dosazeni (2.3.11) do (2.3.8) a nésledné tpravé ziskame fesSeni

322 223 202 ? 3x? 223 x> 2P
v =\mmr)etem )\ o) et \E )™

(2.3.12)
které je ve tvaru
4
v(x) = Ni(z)vy + No(2)0) + N3(x)vy + Ny(z)0s = Z N;(z)6;, (2.3.13a)
i=1
nebo téz v maticovém zapisu
U1
0
v(x)=[ N1 Ny Ny Ny | U; = [N]{5}. (2.3.13b)
02

Tedy rezidua na elementu jsou

T2
d? d?v )
/Ni {@ (Ejz@> = q(x)dx] =0, i=1,---,4. (2.3.14)

1

Integraci per partes integra¢niho ¢lenu, za predpokladu, ze EI, je konstantni, obdrzime

2

] dN; d Ji
[Ni(x)EIZ—U} - EIZ/ 1%y — /Niq(x)dx =0, i=1,---,4  (2.3.15)
71

da3 dz da3

1

a protoze plati

dM d d?v d3v
V=—-——=——|Fl.— | =-Fl.— 2.3.16
dx dx ( ) ( )
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2. METODA KONECNYCH PRVKU

vidime, Ze prvni ¢len rovnice (2.3.15) predstavuje podminku rovnosti sil v uzlovych bodech
elementu. Dalsi integraci per partes a naslednym néaslednym preusporadanim ziskame

d2N d?v d3v 2 dN; d2v]™

(2.3.17)
rovnice (2.3.6) a posledniho ¢len pravé strany rovnice (2.3.17) predstavuji podminku rov-
nosti momentd na hranici elementu. Rovnice (2.3.17) miZze byt pfepsdna do maticového
tvaru [k]{6} = {F} kde prvky matice tuhosti jsou definovany takto

2
d2N; d*N; o
kij = Efz/ o2 qp 4 bi=1--.4 (2.3.18)

x1
a vysledna matice tuhosti vypada

12 6L —-12 6L
EI. | 6L 4L*> —6L 2L?

M=73 | 212 6 12 —6L (2.3.19)
6L 212 —6L 417
Cleny vektoru sil jsou dany takto
7 Bl (AN, L d2e]®
F= [N, N,EI, i) et =1, ,4 2.3.2
i / zQ(Qf |: S 3:| + |:d.’£ Zdl'2:|z17 ? ) y % ( 3 Oa‘)
nebo uzitim (2.3.6) a (2.3.16)
dN; 22
/N 2)da — [NV (2)] {d @)} D=1, (2.3.20D)
xXr o

1

kde integralni ¢len predstavuje odpovidajici uzlovou silu a moment tvoreny liniovym za-
tizenim. Jestlize ¢(x) = ¢ = konstanté, dosazenim interpolac¢nich funkei do rovnic (2.3.20)
dostaneme vektor uzlovych zatizeni elementu

T4+V

oL
(Fr={ 1 . (2.3.21)
Ly

vvvvvv

s danym zatizenim. Rozlozenl normalového napéti po prifezu umisténym v na ose x je

dén vztahem (@) &2
M(x)y v
- _ = _—yBE— 2.3.22

ktery po dosazeni predpokladaného feseni (2.3.13b) v maticovém tvaru pfepiSe na

o.(z,y) = d;g] {6}. (2.3.23)
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2.3. APLIKACE GALERKINOVY METODY NA KONSTRUKCNI PRVKY

Protoze normalové napéti linearné zavisi na prifezu, tak maximalni a minimalni hodnoty
se nachazeji na povrchu elementu, kde je nejvétsi vzdalenost ve smyslu osy y od neutralni
osy. Jak je zvykem, bereme maximalni hodnotu jako nejvétsi tahové (kladné) napéti a mi-
nimalni hodnotu jako nejvétsi tlakové (zdporné) napéti. Tedy pfepsand rovnice (2.3.23)
do tvaru

d?[N]

da?

urcuje maximalni a minimalni hodnoty normalového napéti na prifezu urcenym sourad-
nici z. Také ynax uréuje nejvétsi vzdalenost (jak pozitivni, tak negativni) od neutralni
plochy k povrchu elementu. Dosazenim interpolacnich funkci a jejich naslednym zderivo-
vanim obdrzime

B I 12z 6 6z 4 0 6 12z 6z 2 0
e A e LR Vel ) K VRt R Ve Al
(2.3.25)
Z rovnice (2.3.25) je patrné, Ze normalové napéti podél osy = elementu je linearni, jakmile

jsou znamy posuny, pak pouze potiebujeme znat hodnoty normalového napéti v uzlech,
to znamena z = 0 a = L. Hodnoty napéti v uzlech jsou tedy dany vztahy

O-x<x) = ymaxE

{5} (2.3.24)

U1
6 4 6 2 0,
0:(0) = Ymax F { Iz I 7 I ] v (7 (2.3.26a)
0
U1
6 2 6 4 0,
T L)= maxE - T — =5 = 2.3.26b
o=(L) =y [L2 L 12 L] vy ( )
0o
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3. OPTIMALIZACE

3. Optimalizace

Optimalizac¢ni tlohy jsou obecné ty, ve kterych si prejeme optimalizovat néjaké miry
uspokojeni vybérem hodnot pro mnozinu proménnych. Tedy optimalizacni lohy odpovi-
daji na otazku ,,Co je nejlepsi?“, radéji nez ,,Co se stalo?“, ,,Co kdyz?“, ,,Co se stane?“,
nebo ,,Proc se to stalo?.

3.1. Formulace a klasifikace uloh

Mnoho rozhodovacich tloh mtize byt naformulovéno jako linedrni program, viz [6].

min cx; + ery + -+ c,T,
anri + apry + -+ apr, = b,
a1 + Qgpry + -+ AT, = b,
. (3.1.1)
Am1T1 + QmaZTs + - + AT, = bma
x1, T, ce Tn > 0

Uzitim maticového zéapisu ziskdme zkracenou formulaci tlohy (3.1.1), kterou zapiSeme
takto

min c’x
Ax = b, (3.1.2)
X > 0.

Typické aplikace mohou byt nalezeny naptiklad v primyslové vyrobé, prepraveé, zemédél-
stvi, energetice, ekologii a mnoha dalsich, viz [6]. V uloze (3.1.1) uvazujeme koeficienty
¢; (napf koeficient cen), a;; (napi produktivita) a b; (napf pozadavky nebo kapacity)
za konstantni realné hodnoty a nasim tkolem je najit optimélni kombinaci hodnot pro-
ménnych z; (napt faktor vstupi, mira ¢innosti nebo energeticky tok), které maji splnit
zadand omezeni. Samoziejmé, model (3.1.1) poskytuje rozumné vysledky pouze, pokud
popisuje skutecny problém ktery je dostateéné linearni v rozhodujicich proménnych. Po-
kud je tato podminka porusena, naptiklad kvili rostoucim marginalnim nakladim nebo
klesajici marginalni zisky z vyroby, méli bychom pouzit obecnéjsi formulaci k popsani

modelu:
min f(x)
gl(x) SO? 7’:17 , M, (313)
x e X C R".

Uloha (3.1.3) je znamé jako tloha matematického programovdni. Mnozina X, stejné jako
funkce f,g; : R" - R, i =1,--- ,m jsou dany modelovacim procesem.
Mnozinu v8ech x’ spliujici
g:i(x)<0,i=1,--- ,m,
x' € X CR",

nazveme mnozinou piipustnych feseni a oznacime ji X'.
Ptipustné feseni x* nazveme optimalnim feSenim minimalizac¢ni tlohy jestlize plati

f(x) < f(x),
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3.2. PODMINKY OPTIMALITY

pro vSechna x € X'.
V zavislosti na vlastnostech modelu, urc¢enych funkcemi f,g;,7 = 1,---,m a mnozinou
X, ulohu (3.1.3) nazyvame:

1. linedrni, pokud mnozina X je polyedrickd mnozina a funkce f,g;,i =1,--- ,m jsou
linearni;
2. nelinearni, pokud alespon jedna z funkci f,g;,2 = 1,---,m je nelinearni, nebo

mnozina X neni polyedricka, nelineadrni tlohy dale délime na

(a) konvezni, pokud X N {x|g¢;(x),7 = 1,---,m} je konvexni mnozina a f je
konvexni funkce

(b) nekonvezni, pokud bud XN{x|¢;(x), i =1,--- ,m} je nekonvexni nebo tcelova
funkce f je nekonvexni.

Piipad (2b) je také nazyvan globdlni optimalizaci. Dalsi specidlni t¥idou t¥idou tloh jsou
(smisené) celociselné ilohy, které nastanou, pokud mnozina X vyzaduje, aby (alespor
nékteré) proménné z;, j = 1,--- ,n nabyvaly pouze celo¢iselnych hodnot.

3.2. Podminky optimality

Nyni se zaméfime na kriteria zarucujici optimalitu feSeni a formulujeme nutné a posta-
¢ujici podminky optimality, viz [1].

Neomezené ulohy

Neomezend tloha je problém ve tvaru
min f(x)

bez jakyjchkoli omezeni na vektor x. Neomezené tlohy uvadime proto, ze podminky opti-
mality pro omezené tulohy jsou logickym rozsifenim podminek optimality (1loh neomeze-
nych.

Definice 3.1. Uvazujme tilohu minf(x) na mnoziné R™ a méjme X € R". Jestlize plati
f(X) < f(x), pro vSechna x € R", pak X nazveme globdlnim minimem. Jestlize existuje
g-okoli N.(X) okolo bodu X, takové, Ze plati f(X) < f(x) pro kazdé x € N.(X), pak X
nazveme lokdlnim minimem, pokud ale plati f(X) < f(x) pro vSechna x € N.(X), X # X,
pro nékteré € > 0, pak X nazveme striktnim lokdlnim minimem. Zreyme globdlni minimum
je take lokalni minimum.

Nutné podminky optimality

Mé¢jme bod X € R" a chceme urcit, pokud je to mozné, zda dany bod je, ¢i neni lokalnim
nebo globalnim minimem funkce f. Pro tyto ucely potifebujeme charakterizovat minima-
liza¢ni TeSeni. Nastésti predpoklad diferencovatelnosti funkce f poskytuje prostiedky na
ziskani této charakterizace, viz [1].
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Véta 3.1. Predpokladejme, Ze funkce f : R™ — R je diferencovatelnd v bodée X. Pokud
existuje vektor d spliugici V f(X)Td < 0, pak existuje § > 0, pro které plati f(X + \d) <
f(X) pro kazdé \ € (0, 0). Pak d je smeér poklesu funkce f v bodé X.

Dusledek 3.1.1. Predpokldadejme, Ze funkce f : R™ — R je diferencovatelnd v bodé X.
Pokud je X lokdlni minimum, pak V f(X) = 0.

Véta 3.2. Predpokladejme, Ze funkce f : R™ — R je dvakrdt diferencovatelnd v bodé X.
Pokud je X lokdlni minimum, pak V f(X) =0 a H(X) je pozitivné semidefinitni.
Postacujici podminky optimality

Dosud uvedené podminky jsou nutné podminky, to znamena, ze musi byt splnény pro
kazdé lokalni optimum. Na druhé strané, bod splnujici tyto podminky nemusi byt lokalnim
optimem.

Véta 3.3. Predpoklidejme, Ze funkce f : R™ — R je dvakrdt diferencovatelnd v bodé X.
Pokud V f(X) =0 a H(X) je pozitivné semidefinitni, pak X je striktni lokdlni minimum.

Véta 3.4. Méjme funkci f : R™ — R pseudokonvezni, viz [5], v bodé X. Pak X je globdlni
minimum jen a pouze tehdy, kdyz V f(X) = 0.
Ulohy s nerovnostnimi omezenimi

V této casti nejdiive uvedeme nutné podminky optimality pro tlohu

min f(x)
x € 5,

pro obecnou mnozinu S, viz [1]. Pozdé&ji mnozinu S definujeme presnéji jako pfipustnou
mnozinu nelinearni tlohy ve tvaru

min f(x)
0

g(x) <
x € X.

Definice 3.2. Necht mnozina S je neprdzdnou podmmnoZinou mnoZiny R™ a X € ¢l S.
KuZel pripustnych sméri mnoziny S v X, oznacujeme D a definujeme jej vztahem

D={d:d#0, aX+ Xd € S, pro viechna X\ € (0,9) pro néjaké § > 0}.

Kazdy nenulovy vektor d € D se nazyvd pripustny smeér. Navic pro danou funkci f :
R™ — R, kuZel zlepSugicich sméri v X, oznaceny F je ddn vztahem

F={d: f(x+ Ad) < f(X) pro vsechna X € (0,) pro néjaké 6 > 0}.
Kazdy smér d € F se nazyvad zlepsujici smér, nebo smer poklesu, funkce f v bodé X.

7 predchozi definice plyne, Ze malym posunem z bodu X podél vektoru d € D se
posuneme do pripustného bodu, zatimco podobny posun podél d € F' se dostaneme do
feseni, které zlepsuje hodnotu tucelové funkce.
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Véta 3.5. UvaZujme tulohu
min f(x)
x €5,

kde f : R* — R a S je neprdzdnd podmnozZina R™. Predpokladejme, Ze f je diferen-
covatelnd v X € S. Pokud X je optimdini lokdlni vesend, pak plati Fy N D = 0, kde
Fo={d: Vf(X)"d < 0} a D je kuZel pripustnyjch sméri mnoziny S v bodé X. Opacné,
predpoklddejme, Ze Fo N D =, [ je pseudokonvezni vX a existuje e—okoli N.(X), € > 0,
takové, Ze d = (x —X) € D pro jakgkoliv bod x € SN N.(X). Pak X je lokdlnim minimem
funkce f.

Vsimnéme si, ze mnozina F; definovana ve vété 3.5 poskytuje algebraickou charakte-
ristiku mnoziny smeéri poklesu F'. Ve skutecnosti obecné podle véty 3.1 plati Fy C F. Také
pokud d € F, musi platit Vf(X)Td < 0, nebo analogicky podle véty 3.1, Vf(X)'d > 0
by naznacovalo, ze d je smér ristu. Proto mame

W CFCEF,={d#0, Vf(X)Td <0}. (3.2.1)

Viimnéme si, ze kdyz V f(X)7d = 0, tak si nejsme jisti chovinim funkce f, jak postupu-
jeme z bodu X ve sméru d, ledaze vime vic o funkci f.

Lemma 3.1. UvazZugyme diferencovatelnou funkci f : R — R, a méme F, Fy, F(; stejne
definované jako v definici 3.2, vété 3.5 a (3.2.1). Pak Fy C F C F,. Dokonce pokud je f
pseudokonvezni v X, pak F' = Fy a pokud je f striktné pseudokonkdvni, viz [5], v X, pak
F=F,

Nyni specifikujeme piipustnou mnozinu S nasledujicim zptsobem
S={xeX,g(x)<0proi=1,---,m},

kde g;: R®» - R proi=1,--- ;m a X je neprazdné oteviend mnozina v R". To ndm da
nasledujici tlohu nelinearni optimalizace s nerovnostnimi omezenimi

min f(x)
gZ(X) SO,Z: 17 , M,
x € X.

Vzpomerime si na nutnou podminku lokalni optimality v bodé X, ze Fo N D = (), kde Fy
je otevieny poloprostor definovany gradientem V f(X) a D, kuzelem pfipustnych sméri,
ktery neni nutné definovan gradientem funkce f. To znemoznuje zapsat podminku geo-
metrické optimality Fy N D = () do vhodnéjsiho algebraického tvaru.

Lemma 3.2. UvaZujme pfipustnou mnozinu S = {x € X, g;(x) <0 proi=1,--- ,m},
kde X je neprdzdnd podmnozZina R™ a kde ¢g; : R* - R, prot=1,--- ,m. Pro pripustny
bodx € S méjme I = {i, g;(X) = 0} mnozZinu indexi aktivnich omezeni a predpoklddejme,
Ze g; pro i € I jsou diferencovatelné vX a g; jsou spojité vX pro i & I. Definujme mnoZiny
Go=1{d: Vg;x)'d <0,Vi € I},
Gy={d#0: Vg(x)Td<0,Vic I}

Pak plati

Go C D C Gy (3.2.2)
Navic pokud g;, i € I jsou strikiné pseudokonvexni v X, pak D = Gy, a pokud g;, 1 € I,
jsou pseudokonkdvni v X pak plati D = GE).
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Véta 3.6. UvaZujme optimalizacni ulohu

min f(x)
gZ(X) SO,Z: 17 , M,
x € X,

kde X je meprdzdnda podmnozZina R, f :R" - Ragi: R*" >R proi=1,---,m, X
je pripustny bod a oznacme I = {i : ¢;(X) = 0}. Navic predpokladejme, Ze [ a g; pro
i € I jsou diferencovatelné vX a g;, i € I jsou spojité vX. Jestlize X je lokdlnim optimem
pak FQ N Go = @, kde FO = {d . Vf(i)Td < O} a GO = {d . ng(i)Td < O,Vl € [}
Opacné, jestlize Fo N Gy = () a jestlize [ je pseudokonvexni vX a g;, i € I jsou strikiné
pseudokonvexni na nejakéem e—okoli bodu X, pak X je lokdlnim minimem.
Véta 3.7. (Fritz Johnovy nutné podminky) Méjme neprdzdnou otevienou mnozinu X €
R™ a funkce f: R" >R ag;: R* >R proi=1,---  m. UvaZujme ulohu P:

min f(x)

gi(x)<0,i=1,--- ,m.
Meéjme, Ze X je pripustngm teSenim a oznacme I = {i : ¢;(X) = 0}. Navic predpokladejme,
ze f ag; proi € I jsou diferencovatelné vX a g;, i € I jsou spojité vX. PokudX je lokdlnim
resenim ulohy P, pak existuji skaldry ug a u; pro ¢ € I spliujict

U()Vf(i) + Z uZVgZ(i) = 0,
iel
ug, u; > 0, proi €l

(u07 uI) 7& (07 0)7
kde u; je vektor, jehoZ sloZky jsou w; pro i € I. Navic pokud i funkce g; pro i & I jsou
take diferencovatelné v X, pak predchdzejici podminky mohou byt zapsdny v ndsledujici
ekvivalentni forme:

=1

u;g;(X) =0, prot=1,---,m,
ug, u; > 0, prot=1,---.m,
(uo, u) # (0,0),
kde u je vektor, jehoz sloZky jsou u; proi=1,--- ,m.
Skalary ug a u; proi = 1,--- ,m z véty 3.7 se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory.

Podminka na piipustnost X tlohy P se nazyva priméarni podminka pripustnosti, znaci se
PF od primal feasibility. Zatimco pozadavek uoV f(X) + > u;Vg;(X) = 0, (up,u) # (0,0)
i=1

a (up, u) # (0,0) se nékdy oznacuji za podminky dudlni pfipustnosti, znaci se DF, od dual
feasibility. Podminky u;g;(X) = 0 pro¢ = 1--- ,m se nazyvaji komplementarni podminky
pruvésu, znaci se CS od complementary slackness.

Vsimli jsme si, ze bod X je FJ bodem (tj. spliiuje podminky véty 3.7), jen a pouze tehdy,
kdyz Fy N Gy = (. Konkrétné tato podminka plati v kazdém pripustném bodu X ve
kterém Gy = (), nezdvisle na ucelové funkci. Napiiklad pokud p¥ipustnd mnozina nemé
zaddny vnitiek v bezprostiednim okoli bodu X, nebo kdyz gradient nékterého aktivniho
omezeni (které muze byt dokonce redundantni) zmizi, Gy = 0.
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Véta 3.8. (Karush-Kuhn-Tuckerovy nutné podminky (KKT)) Méjme neprazdnou otevre-
nou mnozinu X € R" a funkce f : R®" >R ag;: R®" >R proi=1,--- ,m. UvaZujme
ulohu P:

min f(x)

9i(x) <0,i=1,---,m.
Méjme, Ze X je pripustnym teSenim a oznacme I = {i : ¢;(X) = 0}. Navic predpokld-
dejme, Ze f a g; pro i € I jsou diferencovatelné vX a g;, i € I jsou spojité v X. Navic
predpokladejme, Ze Vg;(X) pro i € I jsou linedrné nezavislé. Pokud X je lokdlnim tesenim
tlohy P, pak existugi skaldry u; pro ¢ € I spliugict

VIEX) + Z u;Vgi(X) =0,
iel

u; > 0, pro i € 1.

Navic pokud i funkce g; pro i & I jsou také diferencovatelné v X, pak predchdzejici pod-
minky mohou byt zapsdny v ndsledujici ekvivalentni forme:

V) + ) uVg(X) =0,

u;g;(X) = 0, proi=1,---,m,

u; > 0, proi=1,--- m.

Geometricka interpretace Karush-Kuhn-Tackerovych podminek

X1

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni podminek KKT.

Vsimnéme si, ze kazdy vektor ve tvaru )., u;Vg;(X), kde u; > 0 pro i € I, patii do
kuzelu generovaného gradienty aktivnich podminek. Podminky duélni pfipustnosti pod-
minek KKT -V f(X) = >_,.;4;Vgi(X) a u; > 0 pro i € I mohou byt interpretovany jako
—V f(X) patfi do kuzelu generovanym gradienty aktivnich omezeni v daném pfipustném
feSeni X. Obrazek 3.1 znazorniuje koncept dvou bodu x; a x3. V§imnéme si, ze —V f(x;)
patii do kuzelu generovaného gradienty aktivnich omezeni v x; a proto x; je KK'T bodem,
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3. OPTIMALIZACE

tedy x; spliiuje podminky KKT. Na druhé strané —V f(x3) lezi mimo kuzel generovanym
gradienty aktivnich omezeni v bodé x5 a tedy nespliiuje KKT podminky.

3.3. Lagrangeova dualita

K dané nelinearni tloze existuje jind nelinearni tiloha s ni tzce spojena. Ptivodni tloha
se nazyva primarni uloha, té druhé se fikd Lagrangeova dudlni tloha, viz [1]. Za jistych
predpokladii konvexnosti a vhodnych typ omezeni maji primarni i dualni tilohy stejnou
hodnotu tcelové funkce, a proto je mozné primarni tlohu vyfesit nepfimo vyfesenim tlohy
dualni.

Definice 3.3. UvaZujme nasledujici nelinearni optimalizacni ulohu P, kterou nazveme
primdrni ulohou
min f(x)
gi(x)<0,i=1,---,m,
hj(x)=0,j=1,--- 1,
x € X.

Pak Lagrangeovou dudlni ulohou D k primdrni iloze P rozumime tulohu

max O(u, v)
u(x) >0,

kde ©(u, v)) = inf{f(x) + 30, wigi(x) + 35, v;hi(x) : x € X},

Vsimnéme si ze Lagrangeova duélni funkce © mize predpokladat hodnotu —oo pro
nékteré vektory (u; v). V této tloze byla omezeni g;(x) < 0 a h;(x) = 0 zahrnuta do
tcelové funkce uzitim Lagrangeovych multiplikdtort u,; a v;. Dale si vSimnéme, Ze Cinitel
u; spojeny s nerovnostnim omezenim g; < 0 je nezaporny, zatimco cinitel v; spojeny
s rovnostnim omezenim h;(x) = 0 znaménko pfedepsané nema.

Jelikoz dudlni tloha se sklddé z maximalizace infima (nejvétsi dolni meze) funkce f(x) +
Yo uigi(x) —1—2321 vjh;, tak se nékdy oznacuje za max-min dudlni tlohu. Poznamenejme,
ze nékdy zapiseme D jako sup{©(u, v) : u > 0}, radéji nez max{O(u, v) : u > 0}, jelikoz
maximum nemusi existovat.
Primérni i duélni tloha jsou prepsany uzitim vektorového zapisu do nasledujiciho tvaru,
kde f : R* - R, g : R® — R™ je vektor funkci, jehoz it4 slozka je g; a h : R® — R/ je
vektor funkei, jehoZz jta slozka je h;.
Priméarni tloha P ‘
min
g(x)
h(x)
x € X.

—~

x)

0
0

I IA

Lagrangeova dualni lloha D
max O(u, v)
u(x) >0,

kde O(u, v)) = inf{ f(x) + u’g(x) + v'h(x) : x € X}.
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3.3. LAGRANGEOVA DUALITA

3.3.1. Geometricka interpretace dualni ulohy

Nyni kratce rozebereme geometrickou interpretaci duélni tlohy, viz [1]. Pro jednoduchost
uvazujme jediné nerovnostni omezeni a zadné rovnostni omezeni dlohy. Pak primarni
tloha je min f(x) vzhledem k x € X a g(x) <0.

V roviné (y, z) mnozina {(y, z) : y = g(x), z = f(x) pro x € X} je oznacena G v obrazku
3.2. Tedy G je obrazem X uzitim zobrazeni (g, f). Primérni aloha hledd bod mnozZiny G
s y < 0, ktery ma minimalni soufadnici z. Zfejmé tento bod je (y, Z) v obrazku 3.2.
Nyni pfedpoklddejme Ze mame dané u > 0. K urceni O(u), potfebujeme minimalizovat

V4

) (9(2),F())
N

6(y,2) . z+uy=a

sklon -0

" sklon -u y

Obrazek 3.2: Graficka interpretace Lagrangeovy duality.

f(x) + ug(x) pfes vSechna x € X. Uzitim y = ¢g(x) a z = f(x) pro x € X, chceme
minimalizovat z + uy pres body v . VSimnéme si, Ze z + uy = « je rovnice piimky se
sklonem —u a prusecikem a na ose z. K minimalizaci z + uy na mnoziné GG, potiebujeme
posunout primku z +uy = a paralelné dol jak je jen mozné, zatimco zistane v kontaktu
s G. Pak nam prisecik na ose z dava hodnotu ©(u), jako na obrazku 3.2. Proto je dudlni
uloha je ekvivalentni k hledani sklonu te¢né nadroviny, jejiz priisecik na ose z je maximalni.
Na obrazku 3.2, tato nadrovina méa sklon —u a dotyka se mnoziny G' v bodé (7, Z). Tedy
optimalnim fesenim je u a optiméalni hodnotou dualni celové funkce je Z. Navic optimalni
hodnota tucelové funkce primarni i dualni tlohy se v tomto pfipadé rovnaji.

S tim je spojena zajimava interpretace, kterd poskytuje dilezity koncep¢ni nastroj.Pro
uvazovanou ulohu definujme funkci

v(y) = min{f(x) : g(x) <y, x € X}.

Funkce v se nazyva uvolnénou (pertubated) funkci, jelikoz optimalni hodnota funkce tlohy
obdrZenou z puvodni tlohy uvolnénim pravé strany nerovnostniho omezeni g(x) < 0
na y z hodnoty nula. V§imnéme si, Ze v(y) je nerostouci funkce, jak y roste, p¥ipustna
oblast uvolnéné ulohy se zvétsuje, nebo zistava stejna. Pro tento pripad je tato funkce
znazornéna na obrazku 3.2. V tomto ptripadé v odpovida spodni obélce G mezi body A a B,
protoze tato obalka sama je monotonné klesajici. Dokonce v zlistava konstantni v hodnoté
bodu B pro hodnoty y vyssi nez ta v bodé B a je oo pro body nalevo od A z duvodu
nepiipustnosti. Obecné, pokud je v diferencovatelna v pocatku, vidime, ze v'(0) = —u.
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3. OPTIMALIZACE

Proto marginalni rychlost zmény hodnoty ticelové funkce s riistem pravé strany omezeni z
jeji soucasné hodnoty v nule je dana —u, zapornou hodnotou Lagrangeova multiplikatoru
v optimu. Kdyz je v konvexni, ale neni diferencovatelnd v pocatku, pak —u je ziejmé
subgradient v v y = 0. V obou pfipadech vime, Ze v(y) > v(0) — uy pro vSechna y € R.

3.3.2. Véty o dualité

Véta 3.9. (Slabd véta o dualité) Necht x je pripustné fesent ulohy P, to znamend x € X,
g(x) <0 ah(x) =0. A zdrover (u, v) je pripustné teseni dudlni ilohy D, to jest u > 0.
Pak f(x) > O(u, v).

Dusledek 3.9.1.
inf{f(x):x € X, g(x) <0, h(x) =0} >sup{O(u, v) : u> 0}.

Dusledek 3.9.2. Jestlize f(X) =O(q, V), kde {fu >0} aX € {x € X : g(x) <0, h(x) =
0}, pak X a (@, V) 7esi primdrnd a dudlni dlohu.

Disledek 3.9.3. Jestlize inf{f(x) : x € X, g(x) <0, h(x) =0} = —o0, pak O(T, V) =
—o00 pro kazdée u > 0.

Disledek 3.9.4. Jestlize sup{O(u, v)} = oo, pak primdrni iloha nemd pripustné resent.

Duality gap

7 disledku 3.9.1 véty 3.9 optimalni hodnota ucelové funkce primarni tlohy je vétsi nebo
rovna optimalni hodnoté tcelové funkce dudlni tlohy. Jestlize plati striktni nerovnost,
pak existuje tzv. duality gap. Obrazek 3.3 znazornuje pripad duality gap tlohy s jedinym
nerovnostnim omezenim a bez rovnostnich omezeni. Uvolnénd funkce v(y) pro y € R je
znazornéna na obrazku. Vsimnéme si, ze podle definice je nejvétsi monotonni nerostouci
funkce ktera tvoii spodni obalku mnoziny G. Optiméalni hodnota tcelové funkce primarni
tlohy je v(0). Nejvyssi prusecik osy z se spodni te¢nou rovinnou mnoziny G udava hodnotu
ucelové funkce dualni tlohy.

1 L, T R
@ primarni optimalni feseni

., dualni optimalni reseni

(9(x),f(x))

v(y)

0 y
Obrazek 3.3: Grafické znazornéni Duality gap.
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3.4, PENALIZACNI FUNKCE
3.4. Penalizac¢ni funkce

Penaliza¢ni funkce je metoda feseni optimalizacnich tloh pomoci, které prevedeme ome-
zenou dlohu na tlohu neomezenou. Princip je jednoduchy, misto zohlednovani podminek
pridame penalizac¢ni cClen, ktery zohlediiuje miru jejich prekroceni. Penalizacni ¢len vSak
musi byt dostatecné veliky, aby doslo jen k slabému poruseni podminek. V praxi to sebou
ovSem nese jista uskali, a proto se castéji vyuziva postupného navysovani jeho hodnoty.

3.4.1. Vnéjsi penalizace

Vnéjsi penalizacni funkce spojuje penéle s porusenim podminek. Vyraz ”vnéjsi” odkazuje
na fakt, Ze penale se uplatni pouze mimo oblast pfipustnych feSeni. Nejbéznéjsi vnéjsi pe-
nalizace je ta, kterd jako pendale vyuziva kvadrat miry piekroceni, viz [4]. Méjme omezenou
minimalizacni tlohu

min  f(x)
9i(x) <0, i=1,...m,
hi(x) =0, j=1,..1,

nahradime
min 6(x,7) = F() +7 YW 1Y (9)(x) (3.4.1)

r=171,T2,....,7 — OO

kde (a) znamena kladnou ¢ast a nebo (a + |a|)/2. S nerovnostnimi ¢leny zachazime ji-
nak nez s ¢leny od rovnostnich omezeni, protoze penalizace se pri¢te pouze pfi poruseni
podminek. Kladny parametr r urcuje vyznamnost penaliza¢nich c¢lenti. Zdé se logickym
nastavit velmi vysokou hodnotu parametru r aby se zajistilo, Zze nedojde k poruseni zadné
podminky. Jenze, jak bylo zminéno vyse, tento pristup vede k numerickym obtizim. Misto
toho za¢neme s pomérné malou hodnotou parametru r, ktery postupné navysujeme. Ty-
picka hodnota pro 7,41 /r; je b, viz [4]. Typicky piiklad vyobrazeni ¢(x,r) jako funkce r
je vyobrazena jako nazorny piiklad. Vidime, ze jak parametr r nartistda, minimum funkce

¢(x,r) —\‘\ x=4
2 g o5t
o ul z
" QQF\
r:o. 1
A
X

Obréazek 3.4: Vnéjsi penalizacni funkce pro f = 0.5x s omezenim x — 4 > 0.

¢ se priblizuje k omezujici hranici. Protoze kfivost ¢ v okoli nartista, jsou vysoké hod-
noty kfivosti spojeny s vysokymi hodnotami r, které ¢asto vedou k numerickym obtizim.
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3. OPTIMALIZACE

Uzitim hodnot posloupnosti r, vyuzijeme minima ziskanych pfi nizkych hodnotach r jako
pocatecni hodnotu pfi hledani s vyssimi hodnotami r. Tedy $patné podminéni spojené
s velkou kfivosti vyvazime dobrym pocatecnim bodem.

Je také dilezité ziskat dobry pocatecni bod pro opakovani optimalizace, jak zvysime r.
Minimum pro pfedchozi hodnotu r je rozumnou volbou, ale miize byt i lepsi. Bylo doka-
zano, ze poloha minima ¢(x, ) ma asymptotickou formu

x*(r)=a+b/r, jakr — oco. (3.4.2)

Jak nalezneme optimum pro dvé hodnoty r, feknéme r;_; a r;, mizeme odhadnout vektory
aab. S jejich pomoci predikujeme hodnotu x*(r) pro nasledujici hodnotu r. Lze dokazat,
aby byla zachovana rovnice (3.4.2), Ze vektory a a b jsou dany vztahy, viz [4]

. CX*(Ti_l) — X*(T’Z‘)

B c—1 ’

b = [X*<Ti_1) — a]ri_l,

kde

c:n_l/ri.

3.4.2. Rozsifena Lagrangeova penalizacni funkce

Po nasich dosavadnich zjisténich prirozené nastala otézka, jak navrhnout penaliza¢ni
funkci, ktera nejen nalezne presné feseni optimaliza¢ni tlohy pro kone¢nou hodnotu pa-
rametru r, ale bude i diferencovatelna. Rozsitena Lagrangeova penaliza¢ni funkce (ALAG
od augmented Lagrangian penalty function), také zndma jako multiplikdtorova penaliza-
¢ni funkcee, je jednou z takovych penaliza¢nich funkei, viz [1].

Pro jednoduchost nejprve uvazujme ptipady zahrnujici pouze rovnostni omezeni. Uva-
zujme ulohu P min f(x) s omezenimi h;(x) = 0 pro ¢ = 1,---,[. Vime, Ze pokud pou-
Zijeme vnéjsi penalizacni funkei na tento problém, min f(x) + 7 >2._, h?(x), pak obvykle
potfebujeme r — oo k nalezeni optima tlohy P. Mozna by nas mohlo zajimat zda po-
sunutim pocatku penaliza¢nich ¢lend do vhodného ® = (©;,7 = 1,--- 1), uvazujme
uvolnénou penaliza¢ni funkei f(x) + rZézl(hi(x) — ©;)%, je mozné obdrzet minimum
ptvodni dlohy pro kone¢nou hodnotu r. V rozepsaném tvaru je tucelova funkce ve tvaru
Fx) =3 2r0h (x) +7 YL h2(x)+r 3, ©2. Oznadenim v; = —2r©; proi =1,--- ,1

a vypusténim konstantniho ¢lenu, mizeme tlohu pfepsat na

darac(x, v, r) = f(x) + szhl(x) +r Z hi(x). (3.4.3)

Nyni vidime, ze pokud (X, V) je primarné-dudlnim KKT feSenim tlohy P, pak skuteéné
ve v =V|V,

Vxbarac(X, v,r) = |Vf(X) + ZUthi(i) +2r Z hi(X)Vhi(X) (3.4.4)

pro vSechny hodnoty r. Toto nutné nebyl pfipad vnéjsi penalizace, ledaze V f(X) = 0.
Proto bylo nutné aby r — oo pro dosazeni X v limitnim piipadé vnéjsi penalizace.
Vsimnéme si, ze funkce (3.4.3) je obycejné Lagrangeova funkce rozsitend o kvadraticky
penaliza¢ni ¢len, proto pouzivame nazev rozsitend Lagrangeova penalizacni funkce.
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3.4. PENALIZACNI FUNKCE

Véta 3.10. Uvazujme optimalizacni dlohu P min f(x) vzhledem k h;(x) = 0 pro i =
L,--- 1 a necht (X, V) je KKT teseni spliiujici postacugjici podminky druhého tddu. Pak
existuje T, pro které plati r > 7 a ALAG penalizacni funkce ¢apac(-,V,7), definovand
pro v = V také nabyva striktniho lokdlniho minima v X. Zvldsté pokud [ je konvexni
a hg,i=1,--- 1 jsou afinni, pak kazde minimdlni reseni X ulohy P je také minimem
Garpac(+,V,r), pro vsechna r > 0.

Nyni rozsitime ALAG penaliza¢ni funkci i na nerovnostni omezeni nésledujicim zpt-
sobe. Uvazujme tlohu P min f(x) vzhledem k g;(x) < 0,4 = 1,---,m a hj(x) =
0,7 = 1,--- 1. Rozsifeni pfedchézejici teorie rozsifenych Lagrangiani a metody mul-
tiplikdtortt na tento pripad, ktery jiz zahrnuje i nerovnosti, je hned hotov ekvivalent-
nim zépisem nerovnic jako rovnic v nésledujicim tvaru g;(x) + s? = 0,4 = 1,---,m
Nyni predpokladejme, ze X je KKT bodem tulohy P s Lagrangeovymi multiplikatory
U, 1 = 1,---,m av;,j = 1,---,1 spojenymi s nerovnostnimi a rovnostnimi omeze-
nimi a proto CS podminka plati, jmenovité w;¢;(X), i = 1,---,m a u; > 0 pro kazdé
i € I(xX) = {i: g;(X) = 0}. Navic predpokladejme Ze plati V?L(X), kde L(x) je Lagrange-
ova funkce obsahujici pouze aktivni omezeni, je pozitivné definitni na kuzelu C' = {d #
0: Vg(X)"d = 0, pro viechna i € I(X),Vh;(X)"d = 0, pro véechna i = 1,---,1}. Lze
ovéfit predpoklady véty 3.10, viz [5], pro ilohu P’ min f(x) vzhledem k rovnostnim ome-
zenim g;(x) 4+ s? =0,proi=1,--- ,m, a hj(x) =0, pro j =1,--- ] v feSeni (X,§,T, V),
kde 57 = —¢;(X), i = 1,--- ,m. Proto pro dostatecns velké r feSeni (X,s) se ukdze byt
striktnim lokdlnim minimem nésledujici ALAG penaliza¢ni funkce v (u,v) = (@, v):

FOe) + 3 [9:00) + 7] + D wih(x) + 7

Zapis (3.4.5) mize byt zjednodusen nasledujicim zpisobem. Pro dany penaliza¢éni para-
metr > 0 nechme O(u, v) reprezentovat minimum (3.4.5) na (x,s) danymi Lagrangeo-
vymi multiplikdtory (u,v). Nyni vyhodnéji zapisme (3.4.5):

m

Z(gi(x)+sf)2+2h§(x) . (3.45)

i=1

l

+r2[ +52&] Z = ;vjhj(x)+2h§(x). (3.4.6)

=1 7j=1 7=1

Proto pfi vypo¢tu ©(u,v) mizeme minimalizovat (3.4.6) na (x,s) tak, ze nejprve mi-

nimalizujeme [g;(x) + s? + (u;/2r)] pies s; z hlediska x pro kazdé i = 1,--- ,m a pak
minimalizovat vysledny vyraz pfes x € R". Tento tkol je lehce dosazitelny dosazenim
s? = — [g;(x) + (u;/2r)] pokud je nezdporna a nulu jinak. Tim ziskame
m " 9 m U2 l l ,
O(u,v) = min f(x)+ r; (max {gi(x) + o O}) — ; ym + ;vihi(x) + T; h; (x)
(3.4.7)
= mxin {barac(x,u,v)}. (3.4.8)

3.4.3. Vnitini a rozsifena vnitfni penalizace

U vnéjsi penalizace, omezeni prispivala do penalizacniho ¢lenu jen kdyz byla porusena.
Dtisledkem bylo, ze feseni se pohybovalo v mnoziné neptipustnych feseni. Pokud byla
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optimalizace ukoncena predtim, nez r dosahlo vysokych hodnot, vysledné feseni bylo
zbytecné. Pokud tloha obsahuje pouze nerovnostni omezeni, je mozné zavést vnitini pe-
naliza¢ni funkei (viz téz bariérova funkce [1]), kterd udrzuje feSeni v mnoziné ptipustnych
feSeni, viz [4]. Bézna forma vnitini penaliza¢ni funkce nahradi tlohu

min  f(x)
ulohou .
min 60x,7) = £06) 3 1/0:0%

r=ry,ry..r—0, 1r;>0.

Penaliza¢ni ¢len odpovida 1/g; a nabude nekoneéné hodnoty na hranici pfipustné mnoziny,

B(x,r) x=4

5
(47’

ok
20
QQI»\

X

Obrazek 3.5: Vnitini penalizac¢ni funkce pro f = 0.5z s omezenim x — 4 > 0.

kde tvori hranici. Pfedpokladame, Ze hledani je ztizeno na pripustnou oblast. Jinak penale
nabude zapornych hodnot, coz nedava smysl.

Zatimco vnitini penalizac¢ni funkce méa oproti vnéjsi penaliza¢ni funkci vyhodu, ze dava
sérii pripustnych feseni, ale vyzaduje také pripustny pocatecni bod. Bohuzel je mnohdy
tézké takovy pripustny startovaci bod nalézt. Také z divodu uziti aproximace je docela
bézné pro optimaliza¢ni proces, Ze se ”zatould”do nepfipustné oblasti. Z téchto divodu
by bylo vyhodou vyuzit kombinace vnitini a vnéjsi penalizac¢ni funkce, ktera se nazyva
rozsifend vnitini penalizacni funkce, viz [4]. Napfiklad kvadraticky prodlouZena vnitini
penaliza¢ni funkce

o(x,r) = f(x) +7)_alg), (3.4.9)

i=1

r=711,T,....,7 — 0,
kde /
1/gi pro g 2> go
q(9:) = 2 3.4.10
0= 1o 3o + lao?] e < (3410
Je mozné ovétit, ze q(g;) mé spojité derivace do druhého fadu. Parametr pfechodu gy,
ktery urcuje hranici mezi vnitini a vnéjsi ¢asti penalizac¢niho ¢lenu, musi byt zvolen tak,

31



3.4. PENALIZACNI FUNKCE

B(x,r)

—vnitrni penaliza¢ni funkce
-------- parabolické prodlouzeni

X

Obrazek 3.6: Prodlouzend vnitini penaliza¢ni funkce pro f = 0.5z s omezenim z — 4 > 0.

aby pendle spojené s omezenim, rq(g;) nabylo nekonecna pro zaporné g;, jak se r blizi
nule. Z toho vyplyva pozadavek

r/gs — o0, jak r — 0.

Toho muze byt dosazeno takto
go = k:/rl/Qv

kde £ je konstanta.
Jako pro vnéjsi penaliza¢ni funkci je mozné ziskat vztah asymptotickych soufadnic minima
funkce ¢ jako, viz [4],

x*(r) =a+br/2  jakr — 0.

a, b mohou byt odhadnuty jakmile minimalizace byla ukonc¢ena pro dvé hodnoty r takto

. cl/zx* (7”1;1) — X*(’T’Z’)
cl/2 -1 ’

x* (ri—l) —a

1/2 J
Tit1

b=

kde ¢ = r;/r;_1, viz [4].
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4. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

4. Stochasticka optimalizace

Cilem stochastické optimalizace je nalezeni optimalniho feSeni tlohy zahrnujici na-
hodnéa data a k popsani této nahodnosti nam poslouzi znalost pravdépodobnosti a statis-
tiky, viz [8].

Oblast stochastické optimalizace vznikla v poloviné minulého stoleti. Zatimco bylo rychle
jasné, ze pritomnost nahody v optimaliza¢nich modelech vytvari potfebu novych formulaci
uloh, uplynulo vice let nez byly formulovany a analyzovany zakladni modely stochastické
optimalizace, viz [9]. Nyni teorie stochastické optimalizace nabizi mnozstvi modeld popi-
sujicich ndhodnost dat v optimalizac¢nich tlohach: tlohy pravdépodobnostnich omezeni,
dvou a vice troviiové modely (pouziva se Casto také terminologie dvou a vice stuptiové
modely) a modely zahrnujici miru rizika.

Ptedtim nez budou popsany zakladni modely, uvedeme zakladni pojmy z pravdépodob-
nosti.

4.1. Pravdépodobnostni prostor a nahodné veliciny

Pokud parametry tloh mohou byt povazovany za nejisté, jsou reprezentovany jako na-
hodné veli¢iny, viz [8]. Produkéni a distribu¢ni néklady typicky zavisi na cené pohonnych
hmot, kterd je ndhodna nebo budouci poptavka zavisi na nejistych podminkéch trhu.
Nejistota je reprezentovana ve smyslu elementarnich ndhodnych jevi oznacenych w. Mno-
zina vSech elementarnich jevi je oznacena (). Mnozina relevantnich vysledkl je ziejmé
zavisla na Tesené tilloze. Také neni tfeba presné definovat tyto vysledky, protoze nasi sna-
hou je ur¢it jejich dopad na nékteré (ndhodné) veli¢iny.

Vysledky mohou byt sestaveny do podmnozin (2, které jsou nazyvany ndhodnymi jevy.
Mnozinu nahodnych jevi oznac¢ime A. Napiiklad, pokud {2 obsahuje Sest moznych vy-
sledktt hodu kostkou, pak A obsahuje kombinace vysledkti, jako napiiklad sudé cisla,
vysledek mensi nebo roven ¢tyfem, a tak podobné.

Konecéné kazdé udélosti A € A je pfifazena hodnota P(A), P(0) = 0, P(?) = 1
a P(A1 U Ay) = P(A;) + P(A,) jestlize A N Ay = (0. Trojice (2, A, P) je pravdépo-
dobnostni prostor a jeho obecné definice (uvedli jsme zde pouze vlastnosti pro koneénou
mnozinu €, se kterou budeme prevazné pracovat) je napt. v [8].

V pripadech stochastické optimalizace obc¢as nastava situace, kdy popis nahodnych veli¢in
je uzce spjat s 2. V takovych pripadech jsou elementy w € {2 pouzity na popsani scénar.
VSechny ndhodné veliciny pak zavisi na téchto koneéné mnoha scénérich.

Definice 4.1. Ndhodnd veli¢ina je borelovsky méFitelnd (viz [8]) redlnd funkce &(w) de-
finovand na mnoziné elementdarnich jevu 2. KaZdému elementdrnimu jevu w z mnoziny
elementdrnich jevi S pritazuje pravé jedno redlné cislo {(w) = x. Obor hodnot veliciny &
je mnozina = = {x = &{(w) : w € O}, viz [8].

Pro konkrétni ndhodnou veli¢inu ¢ definujeme jeji distribuéni funkei Fe(x) = P(§ < ),
nebo presnéji F¢(z) = P ({w | {(w) < z}). Uvazujme dva hlavni p¥ipady. Prvni piipad,
kdyz diskrétni nahodné veli¢ina nabyva konecné, nebo spocetné mnoha rtznych hodnot.
Je nejlépe popsana svoji pravdépodobnostni funkci, ktera je seznamem moznych hodnot,
&* k € K, s piislusnymi pravdépodobnostmi,

f(€F) = P(§ = €*) za podminky ) p(¢*) =1.

keK
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4.2. FORMULACE STOCHASTICKE ULOHY

Spojita ndhodna veli¢ina muze byt ¢asto popsdna pomoci funkce hustoty f(§). Pravdeé-
podobnost, Ze £ je z intervalu (a, b) obdrzime

Pla<€<b)=F(b) — F(a) = / £(6)de,

kde F(.) je distribu¢ni funkce. Oproti diskrétnimu pf¥ipadu je hodnota P(§ = a), spojité
nahodné veli¢iny, vzdy rovna nule. Funkce hustoty pravdépodobnosti f(£) musi spliiovat

7f(§)d§ =1L

Stredni hodnota ndhodné veli¢iny se spocita
B¢ =) &Fp(eh)
keK

v diskrétnim pripadé, nebo
B¢ = [ £fe)ae

v pripadé spojitém. Rozptyl nahodné velic¢iny je

varg = E[(§ — E¢)?].

Stredni hodnota £" se nazyva r-ty obecny moment £ a znaci se

{7 =E[¢]

4.2. Formulace stochastické tlohy

Zakladni ulohu stochastické optimalizace definujeme takto

nmin“ <X7 5)
gz(X,€)§07 Z':]-)"'am7
x € X,

kde X je podmnozina R" a ¢ je ndhodny vektor ¢ : Q — = C RX.

Navic je tfeba urc¢it vyznam ,min“f(x,¢) vzhledem k tomu, Ze f zavisi na £ symbol
minimalizace nedava prili§ smysl, protoze pro rizna pozorovani ndhodného parametru
bychom obdrzeli rizna optimalni feseni bez naznaku, které je ,lepsi“ nez ostatni. Jednim
ze zpusobi jak se témto komplikacim vyhnout je optimalizovat tcelovou funkci v primeéru,
viz [8]. To vede na nasledujici formulaci

min Ef(x,§).
Pokud nahoda vstoupi do nékterych nasich nerovnostnich omezeni
9:(x,§) <0, (4.2.1)
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4. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

pak musime specifikovat pfipustnou mnozinu feseni, protoze néktera x mohou tyto pod-
minky splitovat pro nékteré hodnoty w a pro jiné zase porusovat. Casto je nereilné poza-
dovat splnéni podminek (4.2.1) pro vSechny w € Q.

Nékteré pristupy mohou byt pouzity pro smysluplné zavedeni pojmu piipustnosti. Jednim
z téchto pristupt je uplatnéni stiedni hodnoty

Tento pristup obvykle vyuzijeme v situacich, kdy mame nékolik tcelovych funkci a my
nékteré z nich dame do omezeni.

Jinym pristupem, jak zavést pripustnou mnozinu, je zavedenim omezeni na pravdépodob-
nost dodrzeni podminek (4.2.1)

Pgi(x,6) <0) 21—«

s pevné stanovenou hodnotou a € (0,1).

4.3. Dvouturoviiové linearni tlohy s pevnym postihem

Dvoutiroviiova linearni tiloha stochastické optimalizace s pevnym postihem je definovana
takto, viz [2]

min ¢’x + E¢[min q(w) Ty (w)]
Ax = b,
T(W)x + Wy(w) = h(w)

x>0,y >0,

(4.3.1)

kde c € R™, b € R™ jsou znamé vektory a A, W jsou znamé matice o rozmeérech m, X nq
a ma X ng. W je matice postihu, o které predpokladame, ze je konstantni.

Pro kazdé w je T'(w) matice o rozmérech my X ny, q(w) € R™ a h(w) € R™2. Se skladanim
stochastickych ¢4sti tlohy ziskame vektor ¢7'(w) = (q(w)?, h(w)T, T1.(w), -+, Ty (W))
o N = ng 4+ mgy + (mg X ny) slozkach, kde T;.(w) je i-ty fadek technologické matice T'(w).
[E¢ predstavuje stfedni hodnotu vzhledem ke £. Uvazujme, Ze = C RY je tzv. nosic¢ &, to
jest nejmensi uzavrend podmnozina RY | pro kterou plati P(£ € =) = 1.

Uloha (4.3.1) je ekvivalentn{ k takzvanému deterministickému ekvivalentu tlohy

min ¢’'x + Q(x)

Ax — b.x > 0. (4.3.2)

kde
Q(z) = EcQ(x,{(w)) (4.3.3)
Qx,{(w)) = min{q(w)"y[Wy = h(w) - T(w)x,y = 0}. (4.3.4)

Tento zapis jasné ukazuje fadu udalosti v tiloze s postihem. Rozhodnuti prvniho stupné,
X, je uc¢inéno pred realizaci ndhodné veliciny &. V druhé trovni jiz realizace £ je znama
a muzeme ucinit napravné kroky, nebo uplatnit postih y. Nicméné tyto napravné kroky
jsou zohlednény béhem rozhodnuti prvniho stupné. Tyto budouci vlivy jsou méfeny hod-
notou postihové funkce Q(x), kterd pocita stfedni hodnotu rozhodnuti x.
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4.3.1. Pripustné mnoZiny

Pro pevné x a & je hodnota Q(x, &) druhé trovné modelu dana
Q(x.€) = minfa(@)"yIIW(w)y = h(w) ~ T(w)x,y > 0} (4.35)

Pokud uéelova funkce matematického modelu (4.3.5) je neomezené zdola, nebo model
nema pripustné feseni, ulohy druhé tirovné definujeme —oo, nebo +o0o. Nejprve uvazujme
stfedni hodnotu postihové funkce, ktera je dana (4.3.3). Prvné uvazujme £ jako koneénou
diskrétni nahodnou veli¢inu, jmenovité £ € =, kde = je konec¢na nebo spocetnad mnozina.
Pak je hodnota funkce druhé arovné vazenym sou¢tem hodnot Q(x, §) pro mozné realizace
€. Pro dalsi diskuzi zavedeme tuto konvenci +00 + (—o0) = +00. To odpovida zamitnuti
jakéhokoliv rozhodnuti prvniho stupné, které by mohlo vést k nedefinované napravné
akci, prestoze pro nékteré realizace ndhodného vektoru by vedly k nekonec¢né nizkjym
nékladim. Mé&jme mnozinu K; = {x|Ax = b, x > 0} urcenou pevnymi omezenimi, témi
které nezavisi na realizaci ndhodného vektoru a mnozinu Ky = {x|Q(x) < oo}, ktera je
pripustnou mnozinou rozhodnuti druhé trovné. Nyni mtzeme definovat deterministicky
ekvivalent tlohy nasledujicim zptisobem

min ¢’x + Q(x)
X € Kl N KQ.
Z praktického pohledu, neni nezbytné nutné znat kompletni oblast na které je Q(x) ko-
necna. Na druhé strané je pozadovana schopnost urcit, jestli konkrétni rozhodnuti prvni

urovné x vede ke konec¢né hodnoté druhé tirovné bez nutnosti pocitat tuto hodnotu. De-
finice K5 neni z tohoto hlediska uzitecna. Proto uvazujme alternativni definici

K3(§) = {x|Q(x,§) < +oo}

je pripustnd mnozina jednotlivych realizaci ndhodné velic¢iny
Ky = {x|v¢ € 5,
y > 0,Wy=h-Tx}
= Nee=K>(§).

Rozhodnuti x patii do mnoziny K7¥, jestlize pro kazdou moznou realizaci ndhodného
vektoru £ mize byt uc¢inéno pripustné rozhodnuti druhé arovné y.

Véta 4.1.

1. Pro kazdé & je mnozina K(&) uzavienym konvexnim mnohosténem, proto je mnozina
KT wzaviend a konverni.

2. Pokud je = konecnd, pak je KY také mnohosténem a shoduje se s Ko.

Diikaz. Pro kazdé € je K3(&) definovana mnozinou linearnich omezeni, coz sta¢i k dokazéani
(1). Konkrétni x patii do K, pokud je Q(x) ohraniend shora. Protoze Q(x) kladné
vazeny soucet kone¢né mnoha hodnot Q(x, &) a kvili nasi konvenci, 400+ (—0), je Q(x)
ohranicena shora pouze tehdy, pokud kazda Q(x, ) je ohrani¢end shora, z ¢ehoZ vyplyva,
7e x patti do K»(€), pro viechna & z toho opét vyplyva x, ze patii do KZ. Obdobné,
pokud x patii do K¥', pak Q(x, &) je ohrani¢end shora pro vsechny &, z ¢ehoZ plyne Q(x)
je ohranic¢end shora a x patii do K. O]
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Véta 4.2. Kdyz W je konstantni a & md konecny druhy moment:
o Ky je uzavrend a konvexnt,
o Kdyz'T je konstantni, Ky je mnohostén,

e Necht Zr je nosic rozdéleni T. Pokud h(§) a T'(§) jsou nezavislé a Z¢ je mnohostén,
pak i Ky je mnohosténem.

4.3.2. Hodnota funkce druhé trovné

Nejprve uréeme vlastnosti Q(x, &), pfedpokladejme Ze jeji hodnota neni —oo.
Véta 4.3. Pro stochastickou tlohu s pevngm postihem Q(x, &) je

e po castech linedrni konvexnt funkce (h,T');

e po castech linedrni konkdvni funkce q;

e po castech linedrni konvexni funkce X, pro vsechny x z K = K1 N K.

Véta 4.4. Pro stochastickou ulohu s pevnym postihem, kde & md konecné druhé momenty
plati:

e Q(x) je Lipschitzovsky konvexni a nabyva konecnych hodnot na Ks.
o Kdyz ¢ je konecna, Q(x) je po cdastech linedrni.

o Kdyz F(§) je absolutné spojité rozdéleni pravdépodobnosti, Q(x) je diferencovatelnd
na Ks.

4.3.3. Specialni pripady postihu

Ve specialnich pripadech maji pfipustnd mnozina a tcelova funkce specialni vlastnosti,
které jsou uziteéné béhem vypoctu. Vyhodou je, kdyz kazdé feSeni x, spliujici Ax = b,
ma rovnéz piipustné dokonceni druhé trovné. Jinymi slovy K; C K. V takovém pripadé
fikdme, ze stochastickd tloha mé relativné kompletni postih (pfipadné relativné uplna
kompenzace).

Ackoliv relativné kompletni postih je v praxi velmi uzite¢na vlastnost, jeji dokazani je ob-
tizné, protoze vyzaduje znalost mnozin K; a K. Specidlni pfipad relativné kompletniho
postihu miize byt urcen ze struktury matice WW. Tato forma, nazyvana kompletni postih,
je splnéna pokud existuje y > 0 takova, ze Wy =t pro vSechny t € R™2.

Specialni pfipad kompletniho postihu nabizi dalsi vypocetni vyhody pfi feSeni tloh sto-
chastické optimalizace. Je nazyvan jednoduchy postih. Pro tlohu s jednoduchym posti-
hem W = [I, —1], y je rozd&leno odpovidajicim zptisobem na (y*?,y= 1) aq= (q*,q7).
Vsimnéme si, Ze v tomto pifpadé optimalni hodnoty 3, (w), y; (w) jsou uréeny pouze zna-
ménkem h;(w) — T;.(w)x za predpokladu, Ze ¢;” + ¢; > 0 s pravdépodobnosti jedna.

Véta 4.5. Predpokladejme, Ze dvoutdrovriovd tloha (4.3.1) je Tesitelnd a md jednoduchy
postih a & md konecné druhé momenty. Pak Q(x) md konecnou hodnotu, tehdy a jen tehdy
kdyz q + q; > 0 s pravdépodobnosti rovnou jedné.
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Proto jsme predpokladali, Ze ¢;" + ¢; > 0 s pravdépodobnosti jedna, abychom mohli
ma
zapsat Q(x) jako 2, Qi(x), kde Q(x) = Eo|Q:(x, ((w))] a Qilx,E(w)) = ¢ (w)(hi(w) —

T (w)x)t + ¢; (w)(—hi(w) + T;.(w)x))*. Kdyz q a T jsou pevné, pak tato charakterizace
Q ji umoznuje zapsat jako separabilni funkci ve zbyvajici ndhodné slozce h;.
Piedpokladejme, Ze h; ma pramér h;, hustotu pravdépodobnosti f;, ji odpovidajici distri-
buéni funkci F; a ¢; = ¢; + ¢q; . Pak mtizeme Q;(x) zapsat jako

]’LZST1X
Zvlastni vyznam v optimalizaci méa subdiferencial této funkce, ktery ma nasledujici formu:
0Qi(x) = {m(T;.)" | — ¢ + @ F(Tix) < m < —q + a:F (Tix)}, (4.3.7)
kde E+(h) = limtih E(t)

4.3.4. Podminky optimality

V této casti budeme uvazovat o podminkach optimality pro tlohy stochastické optima-
lizace. Cilem popisu téchto podminek je ukéazat specidlni podminky, které mohou byt
pouzity na stochastické tkoly a ukazat, jak se stochastické tlohy lisi od ostatnich tloh.
Obecné budou uvedeny dalsi predpoklady, které zaru¢i nutné a postacujici podminky pro
dvoutiroviiové stochastické linearni tlohy, viz [2].

Deterministicky ekvivalent tlohy (4.3.2) poskytuje rdmec podminek optimality, ale vy-
stava nekolik otazek.

e Kdy je feSeni tlohy (4.3.2) dosazitelné?

e Jakou formu maji podminky optimality, a jak mohou byt zjednoduseny?

Jak je optimalni feSeni tlohy (4.3.2) stabilni vi¢i zméndm parametri a rozdéleni
pravdépodobnosti?

Jaké typy duélnich tloh mohou byt formulovany k tloze (4.3.2) a poskytuji meze
na optimalni hodnoty?

Otézkou je, kdy FeSeni tilohy (4.3.2) je skutecné obdrzeno, zda hodnota tucéelové funkce je
konec¢na a dosazena néjakou hodnotou x.

Nésledujici véta dava postacujici podminku, kterd zarucuje existenci feSeni tlohy (4.3.2).
Déle bude pouzito rc k oznaceni kuzelu poklesu, {v|u+ A\v € S, pro vichny A > 0 au €
S}, mnoziny S.

Véta 4.6. Predpokladejme, Ze ndahodnd velicina & ma konecné druhé momenty a jednu z
ndsledugicich vlastnosti:

e pripustnd mnozina K je ohranicend; nebo

e postihovd funkce Q je dokonce linedrni ve vsech smérech recese K, to je Q_(X—l—)\v) =
QX+ AV) + (A= X)rcQ(v) pro nékteré X (zdvisicich na x), vsechny A > X a nékteré
konstantni hodnoty poklesu rcQ(v), pro vSechny v takové, Ze x+Av € K pro vSechny
x e K a A
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Pak pokud md iloha (4.3.2) koneénou hodnotu iucelové funkce, tak je dosaZitelnd nékterym
x € R"™.

Nyni predpokladejme, Zze optimalni feseni je dosazitelné. Z optimalizacniho hlediska
bychom radi popsali charakteristiky takovych bodd. Obecny deterministicky ekvivalent
ulohy nam dava nasledujici vysledek ve tvaru Krush-Kuhn-Tackerovych podminek.

Véta 4.7. Predpoklidejme, Ze (4.3.2) md konecnou hodnotu tcelové funkce. Pak Tesent
x* € Kj, je optimem tulohy (4.3.2) pouze tehdy kdyZ existuji nékterd \* € R™  u* €
R}, pwTx* =0, splriugict

—c+ ATN + pf € 09(xY). (4.3.8)

Tento vysledek miize byt zkombinovan s nasimi pfedchozimi vysledky pro jednoduché
postihové funkce a obdrzime nasledujici podminky pro tyto tlohy.

Disledek 4.7.1. Predpokldidejme tlohu (4.3.1) s jednoduchou postihovou funkci a ko-
necnou hodnotou ucelové funkce. Pak x* € K, je optimem dlohy (4.3.2) odpovidajici této
iloze, jen a pouze tehdy, kdyZ existuji néjaké \* € R™, p* € R, p*T'x* = 0, 7 splriugici
—(¢" — aF(Tix") <7 < —(¢f —aF; (T:x")) a

—c+ AN 4+ — ()T =0. (4.3.9)
Ziejmé pokud Q je diferencovatelna, pak muzeme 0Q(x*) nahradit VO(x*) a ob-

drzime:
c+ vO(x*) = AT\ + u* (4.3.10)

misto (4.3.8).
Hlavni obtizi je charakterizace 0Q, protoze uz jen vycisleni této funkce je obtizné. Toto
vy¢isleni je rozlozitelnd na sub-gradienty postihu pro kazdou realizaci &, viz [8].

Véta 4.8. Kdyz x € K, pak
09(x) = E,0Q(x,{(w)) + N(K»,x), (4.3.11)
kde N(Ky,x) = {v|vly <0, Vy takovych, e x +y € Ky}, normdlni kuZel ke Ky v x.

Tato véta skutecné poskytuje zaklad pro vysledky o diferencovatelnosti Q. Dale si
povsimnéme, ze pokud tloha ma relativné kompletni postih, pak kazdé y splnujici x+y €
K, musi také splitovat x+y € K. Proto N(K3, x) C N(Kq, x) = {v|v = AT \+u, p'x =
0, u > 0}. Z toho plyne nasledujici disledek vét (4.7) a (4.8).

Disledek 4.8.1. Jestlize (4.3.2) md relativné kompletni postih, pak x* je optimem (4.3.2)

jen a pouze tehdy, kdyZ existuji \* € R™, p* € R}, p*I'x* = 0, splriugici

—c+ ATN + pf € E,0Q(x, £(w)). (4.3.12)
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4.4. Ulohy s pravdépodobnostnim omezenim

V nékterych modelech nemusi byt omezeni splnéna témér vzdy, jak jsme doposud uvazo-
vali, ale musi byt splnény s urcitou mirou pravdépodobnosti, viz [8]. Tato pravdépodob-
nostni omezeni jsou ve tvaru

P(A'(w)x > hi(w)) > o, (4.4.1)

kde 0 < o' < 1 ai € I, I je mnoZina indexfi omezeni. Samozfejmé miizeme tyto
omezeni vyjadfit ve tvaru stiedni hodnoty E,(f;(w,x(w))) > o, kde f; je indikator
{w]AY(w)x > hi(w)}, ale pak bychom museli pracovat s nespojitou funkei.

V tlohéach s pravdépodobnostnimi omezenimi je ucelova funkce Casto ve tvaru stfedni
hodnoty, také rozptylu vysledku nebo pravdépodobnosti nastoupeni jevu. Jina varianta
zahrnuje tcelovou funkci, kterd je kvantilem nahodné funkce, viz [2].

Hlavni vysledky tloh s pravdépodobnostnimi omezenimi odkazuji na typy deterministic-
kych ekvivalenti omezeni ve tvaru (4.4.1). Uvedené deterministické ekvivalenty téchto
omezeni a ucelovych funkci mohou byt za vhodnych predpokladt konvexni.

Hlavnim cilem u tloh s pravdépodobnostnimi omezenimi je tedy urcit deterministicky
ekvivalent a jeho vlastnosti. Z diivodu zachovani konzistence s predchozi ¢asti méjme

Ki (o) = {x| P(A'(w)x > I'(w)) = o'},

kde 0 < o' < 1 a N;K! = K. BohuZel, Ki(;) nemusi byt konvexni, natoZ souvislé.
Uvazujme pifklad Q = {w,ws}, Plwi] = Plws] = 3,

()
()
v = (%),

z€R.Pro0 <o <1, Ki(a') = (0,1)U(2,3). VSimnéme si, ze pokud budeme pozadovat
% < o' < 1, pak bude tato tloha nefesitelnd, jelikoZ neexistuje p¥ipustné feseni pro w;
1 Wa.

Kdyz kazdé i odpovida nezévislému linedrnimu omezeni a A’ je konstantni fadkovy vektor,
ktery bude déle znacen A;., pak ziskani deterministického ekvivalentu podminky (4.4.1)
je pomérné ptimocaré. V tomto pfipadé P(A;x > h;(w)) = F;(A;x), kde F; je distribucni
funkce h;. Pak plati Ki(o;) = {x|F;(A;x) > a;}, ¢imZ obdrZime odpovidajici determinis-
tickou formu. To odpovida pozadavku na interval spolehlivosti s hladinou vyznamnosti «
na kterém je x pfipustnym fesenim.

Jednim z hlavnich vysledk dloh s pravdépodobnostnim omezenim je to, ze velka ttida
pravdépodobnostnich mér na h(w) (pro pevné A) vede na uzaviené konvexni K;(«). Prav-
dépodobnostni mira P je v této tiidé, pokud je kvazikonvexni, viz [9].

Al(wy) = A'(wy)
h'(ws)

Véta 4.9. Jestlize je pravdepodobnostni mira P je generovand hustotou pravdépodob-
nosti f(x), x € R™, pro kterou plati f_%(x), x € R" je konverni, n je dimenze R"™, pak
pravdépodobnostni mira P je kvazikonkdvni, tj. pro jakékoliv konvexni podmnoZiny A, B
mnoziny R™ a 0 < X\ < 1 plati nerovnost

P(AA+ (1 — \)B) > min(P(A), P(B)).
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Véta 4.10. Predpokladejme A je konstantni a h md kvazikonkdvni pravdépodobnostni
miru P. Pak Ki(a) je uzaviend konverni mnozina pro 0 < o < 1.

Diikaz. Méjme H(x) = {h|Ax > h}. Pfedpoklddejme x()\) = Ax'+(1—\)x? kde x!, x* €
Ki(«). Predpokladejme h' € H(x') a h? € H(x?). Pak Ah' + (1 — \)h? < Ax(\) tedy
H(x(N) D AH(xY) + (1 = AN)H(x?). Proto P({Ax(\) > h}) = P(H(x(\))) > P(\H(x') +
(1 = MH(x?) > min{P(H(x'), P(H(x*)} = a. Proto je K;(a) konvexni.

Pro pfiblizeni, pfedpokladejme x¥ — X, kde x” € K;(«). Uvazujme H(x"). Kdyz h < Ax"i
pro nékterou podposloupnost {v;} posloupnosti {v}, pak h < AX. Proto lim sup,H(x") C
H(X), tak P(H(X) > P(lim sup,H(x")) > lim sup, P(H(x")) > a. O

Vyznamnost vét 4.9 a 4.10 tkvi ve velikosti tfidy pravdépodobnostnich meér, které
spliuji tyto podminky. Konkrétné veéta 4.9 iikd, ze kazda hustota pravdépodobnosti ve
tvaru f(r) = e7!® kde I je konvexni funkce, dava kvazikonkdvni pravdépodobnostni
miru, viz [2]. Tyto miry zahrnuji vicerozmérné normalni, beta a Dirichletovo rozdéleni
a jsou logaritmicko-konkavni. Tyto distribuc¢ni funkce vedou na efektivné fesitelny deter-
ministicky ekvivalent jako v nasledujici vété.

Definice 4.2. Rekneme, Ze funkce f(x),x € R" je logaritmicko-konkdvni, pokud pro
vSechny x, y € R" a 0 < A <1 plati nerovnost

FOXx+(1=Ny) > (F)(f ()

Véta 4.11. Predpokladejme konstantni A a slozky h;, @ = 1,--- ,m wvektoru h jsou sto-
chasticky nezavislé nahodné veliciny s logaritmicko-konkdavni pravdépodobnostni mirou,

P;, a distribuéni funkci F;, pak Ki(o) = {x| > 1%, In(F;(Aix)) > lna = In([]2, ay)}, je
konveznt.

Dikaz. Z predpokladu nezévislosti, P(Ax > h) = [[", Pi[A.x > k] = [[2, Fi(A;x).
Tak, K (o) = {x|[[;~, Fi(4:;x) > a}. Uzitim logaritmu, obdrzime

= {x] Zln ) > Ina}.

Protoze
Fi(A; (Ax' + (1 = X)x?)) = Pi(h; < A (Ox! + (1 — M)x?))
> Pi(Mh < 4ix'}+ (1= ){hi < A x7})
> (P({h: < Aix"H)M(P({h: < Aix?}))' ™
= (Fi(Aix!))(Fi(Aix?)' ™),
logaritmus F;(A;x) je konkavni funkce a K;(«) je konvexni. O

Logaritmicko-konkavni distribu¢ni funkce zahrnuji funkci rostouci chyby, které jsou
bézné ve spolehlivosti. Jiné typy kvazikonkavnich mér zahrnuji vicerozmérné ¢ a F' roz-
déleni pravdépodobnosti, viz [2]. ProtoZe tato rozdéleni pravdépodobnosti jsou nejuZi-
vanéjsi ve vicerozmérné analyze, 1ze ziejmé predpokladat, ze pro tato spojita rozdéleni
pravdépodobnosti a pevné zvolené A, je konvexnost mnoziny feseni obecné zarucena.
Kdyz A je také ndhodna, pak konvexnost mnoziny feSeni neni zarucena. Nasledujici véta
udavéa vysledek pro normalni rozdéleni pravdépodobnosti s pevnou kovarianéni strukturou
pres sloupce matice A a h.
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Véta 4.12. Jestlize Ay.,- -+, An,.,h maji spojité normdlni rozdéleni se spolecnou kovari-
ancni matici E[(A;. — E(A))(A;. — E(A;)T] =r;C, prodi,j=1,--- ,n1 a

E[(Ai — E(A;))(h — E(h))] = s,C

proi = 1,--- . ny, kde r;j a s; jsou konstanty pro vsechny i a j, pak Ki(a) je konvexni
1
rO (0 > —.
proa =y

Néjaké dalsi specifické priklady, kde matice A = A;. muze byt nahodna. V piipadé, ze
h =0 a A ma normalni rozdéleni, pak je deterministicky ekvivalent snadno dosazitelny.

Véta 4.13. Predpoklddejme, Zeny =1, hy = 0, a Ay. md primér A,. a kovariancni matici
C, pak Ky(a) = {z|A.x — 7 (a)vxTC1x > 0}, kde ® je standardni distribucéni funkce
normdalniho rozdélent.

Diikaz. Vsimnéme si, Ze A;.x méa normélni rozdéleni s primérem A,.x a rozptylem x’ C;x.
Al.X - Zl.X

Pokud xTCix = 0 pak je vysledek okamzity. Pokud ne pak ————"— je ndhodn4

veli¢ina se standardizovanym norméalnim rozdélenim a distribu¢ni funkci ® a plati

Arx — A x S —Ax )
vxICix = VXTCix
Al.X - XI.X < ZLX

=P
( vVxXITCix \/XTC’IX>
.
VxITCix
Dosazenim do definice K (a) obdrzime zavér. O

Nyni ukazeme nékteré podobnosti mezi modely s pravdépodobnostnimi omezenimi
a modely s postihem. Modely s pravdépodobnostnimi omezenimi a modely s postihem
mohou casto vést ke stejnym optimalnim fesenim. Nékteré aspekty modelovaciho procesu
mohou upfednostiiovat jedno nad druhym, ale tyto rozdily obecné predstavuji rtizny po-
stoj rozhodovatele k riziku.
K uvedeni do souvislosti mezi tlohou s postihem a tilohou s pravdépodobnostnimi omeze-
nimi vyuzijeme jednoduchy priklad. Uvazujme nésledujici lohu P s pravdépodobnostnimi

omezenimi:

min c¢’x

Ax=Db
PITix>h]>ani=1--,ms,
x >0,

(4.4.2)

kde P; je pravdépodobnostni mira vektoru h; a F; je jeho distribuc¢ni funkce. Pro deter-
ministicky ekvivalent (4.4.2), polozme F;(h}) = «; a obdrzime:

min c¢’x

Ax=Db
E-thjaizla"'am27
x > 0.

(4.4.3)

42



4. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

Predpokladejme, ze vyfesime tlohu (4.4.3) a ziskdme optimélni x* a optimalni duélni
feseni {\*, 7%}, kde ¢"x* = b'\* + h*"7*. Pokud 77 = 0, m&me ¢ = 0 a pokud

7 >0, pak ¢ = 17T—’ Potom ekvivalentni dualni stochasticka tloha D s jednoduchym
postihem k primarni dloze P (4.4.2) je:

minc’x + Ey[qt Ty "]
Ax = b,
Ex—i_y:__yz_ :hmZ: ]-) y M,

x,yty >0

(4.4.4)

Ekvivalenci tloh (4.4.2) a (4.4.4) rozumime, Ze kazdé optimalni FeSeni x* primarni tlohy
P (4.4.2) odpovid4 néjakému Teseni (x*, y**), které je optimélni v dudlni tloze D (4.4.4)
pro vhodné definované q, takové, ze kazdé (x*, y**) optimélni v (4.4.4) odpovidd x* op-
timéalnimu v (4.4.2) pro vhodné zvolené «;. Prvni ¢ast ekvivalence ukazeme v nasledujicim
teorému.

Vé&ta 4.14. Pro qf definované jako funkce optimdlniho 7 dudlni ulohy D k primdrni
dloze P (4.4.2), pokud je x* optimem v (4.4.2), pak existuje y** > 0 takové, Ze (x*,y*T)
je optimem primdrni ulohy P (4.4.4), viz [2].

Diikaz. Prvné méjme x*, optimalni feSeni tlohy primérni tlohy P (4.4.2), které také musi
byt optimem v tloze (4.4.3) s dudlnimi proménnymi {\*, 7%}, 7* > 0,
T _NTA— 2 TT >0,
Tx* —h" >0,
(ch = XNTA—-7TT)x* =0,
o (Tx* —h*) = 0.

(4.4.5)

Nyni, pro optimum x* dudlni tlohy D (4.4.4), uvazujme podminky optimality z disledku
4.7.1. Tyto podminky fikaji, ze pokud existuje \* takové, ze

—NTA - Z T;(¢f — aiFi(Tix)) > 0,
(4.4.6)
(e = ANTA- Z T,.(q — a:Fi(Tix*))x* = 0.

Dosazenim za 7f = ¢ (1 — a;) v (4.4.5) a z komplementarity podminek «o; = F;(h}) =
F,(T;x*), kdyz mF > 0 obdrzime

T XNTA -7 T =" —XNTA - }:T F(T;x")))

(4.4.7)

—XTA4— Z T;.( Fy(T,x"))
z definice vime, ze 7f > 0 tehdy a jen tehdy kdyZz ¢ > 0. Z (4.4.7) mtGZeme potvrdit
podminky v (4.4.6) a ur¢it optimalitu x* z (4.4.4). O

Pokud pfedpokladdame optimalitu x* v (4.4.4), pak miZzeme obratit tvrzeni a ukéazat,
ze X* je také optimem v (4.4.2) pro nékterou hodnotu «;. Tyto ekvivalence jsou ale slabé,
protoze pozaduji prvotni znalost optimalniho feseni jedné z tloh.
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4.4.1. Penaliza¢ni pristup k reSeni uloh s pravdépodobnostnimi
omezenimi

Uvazujme nasledujici llohu s pravdépodobnostnim omezenim

Pe = minxf(x)
P(gi1(x,§) <0, ,gn(x,§) <0) > 1—¢, (4.4.8)
x€e X, eRY,

s optimalnim feSenim x. a danou trovni € € (0, 1).

Déle uvazujme funkci ¥ : R™ — R, urcujici hodnotu penaliza¢niho ¢lenu, ktera je spojita,
neklesajici v jednotlivych slozkach, rovna 0 na R™ a kladna jinde. Penalizovana omezeni
oznacime

D(x,8) =((g1(x,€),- -, (gm(x,€))) : R™ x R" — R. (4.4.9)
Pak plati

P(gl(x’g) S 0’ 7gm(x7£) é 0) 2 1—¢
—
P(®(x,£) =0) > 1—e.

Pak existuji dva mozné pristupy k formulovani tlohy stochastické optimalizace s prav-
dépodobnostnim omezenim, uzivajici penaliza¢ni funkci. Stfedni hodnota penalizovanych
omezeni muze byt zahrnuta do ucelové funkce jako penaliza¢ni ¢len, nebo miize muze
byt ve formé omezeni E(®(x,£)) < L, L > 0. Déle se budeme zabyvat pouze prvnim
ptipadem, coZ vede na tulohu, viz [3]:

O = mxin [f(x) + rE(®(x,£))], (4.4.10)

kde r je kladny parametr, viz ¢ast 3.4 vénovana penalizacnim funkcim. Ozna¢me x, op-
timalni FeSeni (4.4.10).

Nyni popisme rozdéleni nahodného vektoru & pomoci konecného poctu realizaci £°, s =
1,--+,8 se znamymi pravdépodobnostmi 0 < py < 1, Zle ps = 1, takzvanymi scénari.
Pak tlohu s pravdépodobnostnim omezenim (4.4.8) miZzeme zapsat v nasledujicim tvaru

Y. = miny f(x)
s
> psl(g1(%,6°) <0, gm(x,6°) <0) > 1 —¢, (4.4.11)
s=1

xe X, EeRY,

kde I oznacuje indikatorovou funkci, ktera je rovna jedné, pokud jsou podminky splnény
a nule jinak. Necht mnoZina X je kompaktni a g;(-, £*) jsou spojité pro vSechny kombinace
dvojic (i, s).

Optimalni ptfipustné feseni pro vSechny scénéfe definujeme jako feseni nésledujici ulohy

miny, f(x)
gl(x755) S O)' o 7gm(xufs) S 07 S = 17' o )S (4412)
x € X.

Existence tohoto feSeni bude rozhodujici v dikazu limitni ekvivalence tloh (4.4.8) a
(4.4.10).
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4. STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

Véta 4.15. Uvazujme ulohy (4.4.8) a (4.4.10) a predpoklidejme: X je neprdzdnd kom-
paktni mnoZina, f spojitd funkce,

(i) gi(-,&%), i =1,--- ,m jsou spojité pro vSechna s = 1,--- | S;

(i) existuje alesponi jedno x' € X spliugici g;(x',&%) < 0,4 = 1,--- ,m pro vsechna
s=1,---,8.

Pro libovolnd v € (0,1), r >0 a e € (0,1) polozme

S
e(x) =Y pJ(2(x,£) > 0),

S
(%) = pd(x.6),
15215
55()() = 8_'7 Zpsq)<xa 8)
s=1

Pak pro kazdé ¢ € (0,1) ezistuje dostatecné velké r takové, Ze minimalizace (4.4.10)
generuje optimalni resent x,., které splnuje pravdépodobnostni omezeni s danym . KazZda
konvergentni podposloupnost 1eSeni X, konverguje ke stdale pripustnému resent, ktere je
optimdlnim teSenim ulohy (4.4.12).

Navic mizZeme sestrojit hranice optimdlni hodnoty Teseni @. ulohy (4.4.8) zaloZenych na
optimdlni hodnoté ¢, ulohy (4.4.10) a naopak:

¢1/€’Y(XT) - ﬁs(x) (XE(XT)) < Pe(r) < ¢r - CYT(XT),
(4.4.13)
Pe(x,) + ar(xr> < ¢r < Opr—1/~ + Brfl/'v (erl/w) )

s vlastnosti

TEI—POO Oér(XT) - TEE_DOOE(XT) - slir& ﬁg (XE) B O’

pro kazZdou posloupnost optimdlnich reseni X, a X..

Diikaz. 7 predpokladu (ii) vyplyva, Ze existuje x' € X pro které plati ®(x,£%) = 0 pro
vSechna s. Pak vime, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje néjaké x. € X spliujici

s
Zpsf(m(X, SS) S 07 e 7gm(x7 55) S O) Z 1—e.
s=1
Oznacme
C'= max maxP(x, &%),
s=1,,8 x€X

které je konecné diky nasim predpokladim. Pak pro kazdé ¢ > 0 plati nésledujici vztahy

S S
S @ (x.,6%) < O3 pd (@ (x2,6°) > 0) < Ce.
s=1 s=1

Proto pro e — 0

S
Pe (%) = %Zpsé (%e,€%) = 0, (4.4.14)
s=1
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pro libovolné v € (0, 1).
Oznacme

S
57“ = Zpsq) (Xm 55)
s=1

pro libovolnou posloupnost optimélnich feseni x, tlohy (4.4.10). Pak nase pfedpoklady
a obecné vlastnosti penalizac¢nich funkei nam zaruci 6, — 04 a navic

a,(x,) = rd, — 0 pro r — oo. (4.4.15)

Ozna¢me G(x, -) empirickou distribuéni funkci @ (x, ) pro pevné x, definovanou

Z psl <y).

Pak muzeme odvodit
S
e(x,) = lesl(fb (xr, &%) > 0)
s s
s=1 4.

G(Xm \/E) - G(XT70> \ﬁ Zps (Xrags)
G(x,,/0,) — G(x,, )+\/_—>0Jakr—>oo

kde empirickou distribu¢ni funkci jsme pouzili k piepsani prvni sumy a CebySesevovu
nerovnost jsme pouzili k odhadnuti meze druhé sumy. Vysledek pak vyplyva z pravé
spojitosti empirické distribuc¢ni funkce a predchozich vztahti. Vidime, ze pro dostatecné
velké r mlizeme vygenerovat pripustné reseni tlohy s pravdépodobnostnim omezenim pro
libovolné malé ¢.

Optimalni feseni x, penaliza¢ni ulohy s parametrem r je zfejmé pripustnym feSenim
pravdépodobnostni tlohy s € = £(x,.) to jest

S
f(xr) > min xeX {f(X), ;psl(gl(xa 58) < 07 Tt >gm(X> £S> < O) >1-— €<XT)}
= f (Xexr)) = Peer)-

Proto ziskame spodni mez optimalniho feseni tlohy s penaliza¢ni tcelovou funkeci

r —f(Xr)Jr?"Zps (%, &%)
> f(xe(r)) +r 2 pS(I) (ths)

s=1
= ©e(r) + ar(xr)-

(4.4.17)

Coz jsou pfimo meze v (4.4.13).
Protoze pro optiméalni feseni x. € X pravdépodobnostni tlohy plati

F06) 271 3 pu (300 £) > mimey | 1) + 7 3 pub (3,
s=1 s=1
S
= f(Xa—"Y) +e77 Z_:lpsq) (Xa—%fs) = ¢E—W>
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obdrzime spodni mez optimalni hodnoty tlohy s pravdépodobnostnim omezenim

S S
Pe = ((Ps +e77 Z PP (X&gs)) —e7 ;psq) (Xsags)

s=1

S
Z gbs*W —e7 ;psq) (Xsa 58)
= ¢5—W - ﬁs (Xs) .

(4.4.18)

Tato mez je pak uzita v (4.4.13) polozenim ¢ = £(x,) a ¢ = v~ /7. Tim je ditkaz hotov. [J

sy

Tim jsme rozsitili teorii penalizacnich funkci na stochastické tlohy s nerovnostnimi
omezenimi zavisejicimi na ndhodném vektoru se zndmym rozdélenim pravdépodobnosti.
Ukéazali jsme, ze asymptoticka ekvivalence je zachovana a meze optimalnich hodnot ztista-
vaji v platnosti pro konecné diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti se znamou pravdépo-
dobnosti, viz [3].
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5. ReSeny priklad

5.1. Zakladni formulace

f(x)

L=

Obréazek 5.1: Znazornéni modelové tlohy.

Nyni formulujeme konstrukéni ilohu navrhu optimalnich rozmért nosniku s konstant-
nim obdélnikovym prifezem na obou koncich zajisténym rotacni vazbou, zobrazeného
na obrazku 5.1. Pozadujeme minimalni obsah priifezu nosniku za podminky, ze pravdeé-
podobnost, ze tahové ani tlakové napéti nosniku nepresahne predepsané meze oya.xTAH
a Omax TLAK, bude vétsi nez 1 — e.

min ab (5.1.1a)
v
Bl5 58 = f@.¢)+ %ab (5.1.1b)
v(0,6) =0, v(,§) =0,
il &v (5.1.1c)
@(075)—0; ?(Z,ﬁ)—o,
P( O'(I‘ )TAH < Omax TAHS
7 ’ 5.1.1d
O-<I’§)TLAK Z - UmaXTLAK) Z 1— £, ( )
b 0?
O-(xvé)TAH == —E—Z(J}7 )7
7 % (5.1.1e)
(z,¢) = g%
o\x, TLAK 2 81'2 x, ,
Gmin S a S Amax ;s
boin < b < buax, (5.1.1f)
ze 0.0 (5.1.1g)

a
kde o je hustota materialu, I, = 17 je kvadraticky moment prurezu, [ je dalka nosniku
a F je Youngiv modul pruznosti.

Vsimnéme si Ze hodnoty tahového a tlakového napéti uréeného vztahy (5.1.1e) se lisi pouze
znaménkem a presto jsme pravdépodobnostni podminku (5.1.1d) nezapsali ve tvaru, viz
[7]

P(lo(z,8)] < omax)) > 1—¢
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a to kviili tomu, Ze fada materiald ma riizné meze napéti v tlaku a tahu. Presto vyuzijeme
této skutecnosti a faktu, Ze stac¢i podminku (5.1.1d) testovat na maximalni hodnotu napéti

v prutu a zapiseme ji ve tvaru

P(m;xxa(x,f‘) é Omax TAH; —mgxa(x,f) 2 _amaxTLAK) 2 1—e.

Nyni sestavime matici tuhosti diferencidlni rovnice (5.1.1b) s okrajovymi podminkami
(5.1.1c) pro metodu kone¢nych prvki. Nyni uvazujme déleni nosniku délky na n elementt
délky L., > | L. = I, kde [ je délka nosniku. Uzlové body téchto elementi oznacime
X1, ,Tni1, Pro jejich souradnice plati x1 =0, .1 =laz;yy =2, + Lj, i =1,--- ,n.

Ze druhé kapitoly vime, ze matice tuhosti nosnikového elementu e je

12 6L. —12 6L,
EI, | 6L, 4L?> —6L, 2L?
L3 | -12 —6L. 12 —6L. |’

6L, 2L?> —6L, A4L?

viz (2.3.19). Nyni sestavme globalni matici tuhosti K slozenou z n elementt

n
k34

n
ki ]

(5.1.2)

ki K i Fly 0 e 0
ki ko s ks 0 e '
ki k3 kst ki Ry kY, ki kiy
ki klp kit k3 ki k, ki k34
0 0 k5 ks ks + kYy ki + ki
K =
ki ki ks + K3y kg + K3y
0 .- ek
0 - e kD
V nasem pripadé uvazujeme prvky jednotné délky, pak je globdlni matice tuhosti nasle-
dujici
[ 12 6L. -12 6L. 0 .- 0 0 |
6L. 4L? —6L. 2L* 0 .- : '
12 —6L, 24 0 —12 6L,
6L, 2L2 0 8L —6L, 2L?
EL 0 0 —-12 —-6L. 24 0
L3 : : 6L, 2L? 0 8L?
0 . o 12 —6L,
i 0 ... —6L, 4[@ |
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5.1. ZAKLADNI FORMULACE

Vektor pravych stran jednotlivych elementii je roven

;%H/i
el

2L2 2
_‘161_28+M2

Fe (5) =

kde ¢. = ¢.((€)) je liniové zatizeni pusobici na elementu e, V; a V5 jsou sily ptisobici
v uzlech elementu, M; a M, jsou momenty piisobici v uzlech elementu. Pak globalni
vektor pravych stran je

L
Q12 e + ‘/1
L2
L5e + My
L L
q12 e + q22 e + ‘/’2
q2L2

_QILE e
2 T 13 + M,

L L
QZ26+q32e+‘/é

2 “ro
F(¢)={ —%5 4+ %5+ My

1L L
qdn 21 e + Qn2 e 4 Vn
_anle Q'an
12 + 12 + Mn

L
Qn2 e + Vn+1
qn L2

( — -t Man J
viz (2.3.21).
Diferencialni rovnici pak zapiSeme
e \ ( ale 4 1/ )
T 12 6L, —12 .- 0 U1 2, "1
) . 2 "t + M
o | U Jen 1 : Uy e B+ 1
j— j— “ .. 2 2
2 e
12 _6.[/6 nLe ‘
0 e 6L, 4I2 Z”H qTL2 + Vo
SRS
kde vy, -+ ,v,41 jsou posuny odpovidajicich uzli ve sméru osy y a 6y,--- ,6,11 jsou na-
toceni.

Jak bylo fefeno v ¢asti 2.2.2, matice (5.1.2) je singularni. To vyfesime aplikaci okrajo-
vych podminek (5.1.1c). JelikoZ ndmi uvazované podminky jsou homogenni, tak podminky
v(0,&) = v(l,&) = 0 pfedepisuji nulové posunuti a v matici K je zohlednime ,,vypusténim*
odpovidajicich fadktd a sloupcti z matice K.
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5. RESENY PRIKLAD

Podminky g—j;(o,g) = %(l,{) = 0 specifikuji typ upevnéni v koncovych bodech, tyto

konkrétné predepisuji, M; = M, .1 = 0. Pak soustavu zapiseme

41?2 —6L, 2L 0 .- 0 ] 0 )
1
—6L, 24 0 —12 6L, --- : s
202 0 8L} —6L. 2L? -- 0,
0 —12 —6L. 24 0 - Vs
ElL : ) ) 0
i 6L. 2L 0 8L .- 3 5=
. . . . Un
: o 6
0 - 8L 2L2 0
|0 . 2I2 4L§_ (Ut
( al? )

12
L L
fh2e+€I22e +‘/'2

_ql? q2L2
q—? —|—q 5+ M,
2Le 3Lle
2 + 2 2+ ‘/é
g3 Lz

_ g2l
= 5ot e + M

anlLe QnLe
2 L2 + 2L2 + Vn
_ 9n—-1Llg dn g
12 + 1 + Mn
_ (InLe
\ 12 /

tuto rovnici budeme déale znacit

KD =TF(¢).

Podle vztahu (2.3.25) je napéti o(x,€) v elementu linedrni kombinaci napéti v jeho uz-
lech. Proto staci napéti vy¢islit pouze v uzlovych bodech podle vzorcu (2.3.26). Pak je
podminka (5.1.1e) splnéna pokud je splnéna s pfedepsanou pravdépodobnosti pro nejvétsi
hodnotu napéti ze vsech uzlt.

Nasi tlohu nyni mtzeme zapsat v nasledujicim tvaru

min ab
KD =F(¢§),

P( max; o(z;, &)
— max;o(x;,§)

Omax TAH;
JmaXTLAK) Z 1—e.

IV INA

Amin S a S Qmax;
bmin S b S bmaxa

Ti, t=1,--- n+1.
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5.2. FORMULACE ULOHY

Nyni vyuzijeme poznatkt z véty 4.15 a tlohu s pravdépodobnostnim omezenim ptefor-
mulujeme na limitné ekvivalentni tlohu vyuzitim penalizacnich funkci z ¢asti 3.4. Tuto
limitné ekvivalentni tilohu zapiseme v tomto tvaru

min ab + rE:®(a, b, §)

KD =F(¢),

min < @ < Amax;,
bmin < b < byax,
Ti,t=1,--- ,n+1

r >0,

kde ®(a,b,&) jsou penalizovand pravdépodobnostni omezeni, které jsou funkcemi a, b
a nahodné veliCiny & .

Nyni, kdyz popiSme nahodnou veli¢inu £ pomoci kone¢ného poctu realizaci %, s =1,--- , S
se znamymi pravdépodobnostmi 0 < p, < 1, Zle ps = 1. V piipadé, z2e S =1ap, =1
konvexnost pripustné mnoziny podle véty 4.10, zaruc¢ime norméalnim rozdélenim prav-
dépodobnosti jednotlivych slozek ndhodné veli¢iny £ a jejich nezavislosti. Pak zapiseme

ulohu ve findlnim tvaru
s

minab + 1 > psP(a,b, %)
s=1

KD =F,,

Qmin S a

bmin S b

i, 7= 1, .

r > 0.

(ma, (5.1.3)
bmaxa
L

S AN IA

+

e

5.2. Formulace tulohy

Nyni budeme postupné fesit tlohu (5.1.3) o téchto parametrech: | = 10[m], a € (0, 1; 1)[m],
b € <0, 1; 1>[m], E =210 - 109[Pa}, Omax TAH — 250 - 106[P(l], Omax TLAK — 300 - 106[Pa],
0= 7800[:793] s 1001 scénari, které urcuji rozlozeni ptisobicich na nosnik o celkovém souctu
40000N.

5.2.1. ReSeni pomoci vnéjsi penaliza¢ni funkce

Nyni konkretizujeme tc¢elovou funkei tlohy (5.1.3). K vy¢isleni penalizacniho ¢lenu ®(a, b, £%)
vyuzijeme vnéjsi penalizaéni funkci (3.4.1). Pak ucelova funkce tlohy (5.1.3) je

s
minab +r Zps<miax (24, %) — OmaxTAH) +

s=1

S
+ szs<miaxa($ia§5) — OmaxTLAK) -

s=1

Optimélni hodnoty tlohy (5.1.3) s vnéj$im penalizaénim ¢lenem pro parametr r jsou
uvedeny v nasledujici tabulce.
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5. RESENY PRIKLAD

T a b 1—¢

0.0016 0.10000 0.12340 0.26500
0.008  0.10000 0.12340 0.26500
0.04 0.10000 0.14407 0.82300
0.2 0.10000 0.15141 0.93925

1 0.10000 0.15341 0.96700
) 0.10011 0.15547 0.99100
25 0.10000 0.15592 0.99550

125 0.10000 0.15639 0.99775
625 0.10000 0.15669 0.99925

7 vysledkt je patrné, ze s rostoucim parametrem roste spolehlivost tlohy. Dale je vidét,
ze model poznal, Ze se ma snazit maximalizovat kvadraticky moment I, nosniku pfi jeho
minimalnim obsahu priifezu, aniz by hodnota kvadratického momentu piimo figurovala
v tcelové funkeci.

5.2.2. ReSeni pomoci rozsifené Lagrangeovy penaliza¢ni funkce

Nyni konkretizujeme ti¢elovou funkci tlohy (5.1.3). K vy¢isleni penaliza¢niho ¢lenu ®(a, b, £%)

vyuzijeme rozsifenou Lagrangeovu penaliza¢ni funkci (3.4.7). Pak ucelova funkce tlohy
(5.1.3) je

S 2

U U
minab +r ?1 ps<miaxa(xi, €%) — OmaxTAH + 2—71)2 - 4—;+
> U ul
AN 2\2 2
+r E p5<miaxa(x“§ ) — Omax TLAK + _2r> I

s=1

Optimélni hodnoty tdlohy (5.1.3) s rozsifenym Lagrangeovym penaliza¢nim ¢lenem pro
parametr 7 jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

r a b Uy U 1—¢

0.0016 0.10000 0.12400 0.00000 0.00000 0.26500
0.008  0.10000 0.13519 0.00000 0.00000 0.40450
0.04 0.10000 0.14375 0.00000 0.00000 0.81400
0.2 0.10000 0.15000 0.00000 0.00000 0.91075

1 0.10000 0.15000 0.00000 0.00000 0.91075
5 0.10000 0.15000 0.00000 0.00000 0.91075
25 0.10000 0.15590 0.00000 0.00000 0.99550

125 0.10000 0.15642 0.00000 0.00000 0.99850
625 0.10000 0.15662 0.00000 0.00000 0.99925

7 tabulky je vidét, Zze vysledky jsou velmi podobné jako v piipadé uziti vnéjsiho penaliza-
¢niho ¢lenu. To neni ndhodou, vSimnéme si, ze hodnoty u; a us jsou rovny nule, pro tyto
hodnoty pfechézi rozsitena Lagrangeova penalizacni funkce ve vnéjsi penalizacni funkci.
Z toho ze u; = us = 0 jde dale usuzovat, Ze pro toto konkrétni zadani nedochéazi k duality

gap, viz [1].
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5.2. FORMULACE ULOHY

5.2.3. ReSeni pomoci rozsifené vnitini penalizaéni funkce

Nyni konkretizujeme tc¢elovou funkei tlohy (5.1.3). K vy¢isleni penalizacniho ¢lenu ®(a, b, £*)
vyuZzijeme rozsifenou vnitini penaliza¢ni funkei (3.4.9). Pak tucelovéa funkce tlohy (5.1.3)
je

S
minab + r Zpsq(amaXTAH —max o (x;, &%)+
1
s=1
s
+r Zpsq(amaxTLAK — max o (%)),
s=1

kde funkce ¢ jsou definovany v (3.4.10) s hodnotou k = 1.
Optiméalni hodnoty tlohy (5.1.3) s rozsifenym vnitfnim penaliza¢nim ¢lenem pro parametr
r jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

r a b 1—¢

625 0.10000 0.15675 1.00000
125 0.10000 0.15675 1.00000

25 0.10000 0.15675 1.00000
5 0.10000 0.15675 1.00000
1 0.10000 0.15675 1.00000

0.2 0.10000 0.15675 1.00000
0.04 0.10000 0.15675 1.00000
0.008  0.10000 0.15675 1.00000
0.0016 0.10000 0.15675 1.00000

Z vysledki tlohy je vidét, ze v tomto piipadé nedochézi k postupnému nalézani spolehli-
véjsich Teseni, ale je je ihned nalezeno Teseni, které pravdépodobnostni podminku splnuje
pro vSechny uvazované scénare.

Tato penalizacni funkce se od pfedchozich dvou lisi tim, Ze neexistuje podmnozina je-
jiho defini¢niho oboru na kterém by nabyvala nulovych hodnot. Lze tedy usuzovat, ze
podminka na nulovost funkce (4.4.9), viz [3], na R™ je nutné, vzhledem k nasi definici
rozsifené penalizacni se tato podminka vztahuje na R’
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6. ZAVER

6. Zavér

V diplomové praci jsme Tesili optiméalni volbu rozmért obdélnikového prirezu nosniku
s nahodnym rozprostienim sil po jeho délce. Pti formulaci ulohy jsme vyuzili nasich po-
znatkl z oblasti stochastické optimalizace, penaliza¢nich funkci a aproximativnich feseni
okrajovych tloh diferencialnich rovnic, konkrétné metody kone¢nych prvki.
Pravdépodobnostni podminku jsme rozdélili na dvé nejen kvili riznym materidlovym
stavebni konstrukce, kde by se mohly objevit i sily piisobici v ose nosniku a tim by byl
klasicky pristup s absolutni hodnotou znemoznén.
Z vysledki modelového prikladu je patrné, ze pro tuto tlohu jsou vnéjsi a rozsifena
Lagrangeova penaliza¢ni funkce ekvivalentni, protoze hodnoty u; a us jsou rovny nule
a lze z toho usuzovat, ze u této tlohy nedoslo k duality gap.
Z vysledkii 1ze dale dale predpokladat, ze rozsifena vnitini penaliza¢ni funkce, neni vhodna
pro penalizac¢ni pristup feseni tiloh s pravdépodobnostnimi omezenimi, pokud je mira to-
lerance chyby € vétsi nez nula, protoze ani toto slabé poruseni nedovoli. To neni zadouci,
protoze v praxi tato feseni byvaji prili§ nakladna na realizaci.
Model by mohl byt do budoucna rozsiten o zohlednéni toho, ze rtizné elementy konstrukc-
niho prvku maji riiznou, ndhodnou, kvalitu materidlu, ktera by se projevovala rtznymi
hodnotami Yangova modulu pruznosti, pfipadné zndhodnénymi povolenymi mezemi na-
péti, nebo dokonce kombinaci obojiho.
Dalsi moznou obménou této tlohy by mohlo byt to, Ze dosud jsme se zabyvali optimal-
nim navrhem, tedy konstrukénimi specifikacemi, kterych v praxi nejsme schopni presné
dosédhnout a s témito nahodnymi odchylkami by se mohlo pocitat jiz v samotném navrhu.
Uloha byla feSena v programu MATLAB pomoci integrované funkce FMINCON vyuzi-
vajici metodu SQP.
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LITERATURA

Seznam priloh

CD s matematickym modelem tlohy v programu MATLAB.

Zdrojovy kod modelu

%% nacteni scenaru
load(’Scenar1k25.mat’,’Scen’,’Pst’);
%% vlastnosti prutu
m=length(Scen(:,1));
n=length(Scen(1,:));
L =10; %m
Rozm = [100 200 O 0] ;%mm
E = 210%1079;%Pa
MaxTah=250%10"6;%Pa
MaxT1ak=300%10"6;%Pa
Ro=7800;
Zat=4000%*Scen;
Iter=9;
r= [0.0016;0.008;0.04;0.2;1;5;25;125;625;3125;15625;78125;390625] ;
hparametry pro ALAG a vnejsi pen.
%r= [625;125;25;5;1;0.2;0.04;0.08;0.0016;0.00032;0.000064] ;
Jhparametry pro prodl. pen.
%% okrajove podminky
Podm =[0 0]; %prvni pozice levy konec, druha pozice pravy konec
%1 vetknuty O volne natoceni
%7/ Pomocne Promene
UF=zeros(Iter,1);
Res=zeros(Iter,4);
Y%F=zeros(2*n+2, m);
JKcelk=sparse(zeros (2*n+2, 2*n+2));
V=zeros(n+1,m) ;
Theta=zeros(n+1,m);
Napetil=zeros(n+1, m);
Napeti2=zeros(n+1, m);
Spol=zeros(Iter,1);
%’ pocet elementu a jejich vlastnosti
x=linspace(0,L,n+1);
Poc=Rozm;
%% optimalizace
options = optimset(’Algorithm’,’sqp’,’MaxFunEvals’,500,’TolX’,1e-005,
’DerivativeCheck’,’on’);
for i = 1:Iter
Koef=r(i);
[Res(i,:) UF(i)] = fmincon(@(Rozm)UcelFceProdl (Rozm,Ro,E,Koef,Podm,
MaxTah,MaxTlak,L,Zat,Pst),Poc, [],[],[],[],[100 100 0 0], [1000 1000]

» [
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,options);
end
%% postprocesing
for k=1:Iter
Kcelk=sparse(zeros(2*n+2, 2*n+2));
F=zeros(2*n+2, m);
%% zatizeni
Rozm=Res (k, :);
for j= 1:m
for i = 1:n
q=-9.81*(Rozm (1) /1000) * (Rozm(2) /1000) ¥*Ro-Zat (j,1i) ;
Le=x(i+1)-x(1);
Fe=[1; Le/6; 1; -Le/6]* q*Le/2;
FO((2%i -1):(2%1 +2)),3)= F(((2%i -1):(2%i +2)),j) + Fe;
end
end
Iz= (Rozm(1) * Rozm(2)°3)/12;
%% matice tuhosti
for j = 1:n
Le=x(j+1)-x(j);
Ke = [ 12 6*%Le -12  6%*Le;
6*xLe 4xLe”2 —-6*Le 2xLe”2;
-12 -6x*Le 12 -6xLe;
6*xLe 2*xLe"2 -6xLe 4*xLe"2] * (ExIz)/Le"3;
Kcelk((2%j -1):(2%j +2),(2%j -1):(2%j +2)) = Kcelk((2xj -1):(2%j +2),
(2%j -1):(2%j +2)) + Ke;
end

%’ vyber okrajovych podminek
% vynechanim prvnich dvou rédke a sloupce ziskame na levém konci vetknuti
% (0 prohnuti a O natoceni) a pokud vynechdme jen prvni radek jde jen o
% podporu (O prohnuti, nato?eni libovolné) totéZ plati pro posledni dva
% radky
if (Podm(1) == 1)&(Podm(2) == 1)
poz=[(3: 2*n) 1;
elseif (Podm(1) == 0)&(Podm(2) == 1)
poz=[(2: 2*n)];
elseif (Podm(1) == 1)&(Podm(2) == 0)
poz=[(3: 2%n) 2*n+2];
else poz=[(2: 2%n) 2*n+2];
end
»v levo vetknuty v pravo "volny" [(3: 2%n) 2*n+2]
v pravo vetknuty v levo "volny" [(2: 2#n)]
% oboustrane "volny" [(2: 2*n) 2%n+2]
K=Kcelk(poz,poz);
F=F(poz, (1:m));
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%k vypocet
D=zeros(length(F(:,1)),m);
for i = 1:m
D(:,1i)=K\F(:,1);
end
%% vybrani posunu
if (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 1)
for j = 1:n-1
V(j+1,1:m) = D(2%j-1,1:m);
Theta(j+1,1:m) = D(2*j,1:m);
end
elseif (Podm(1) == 0)&&(Podm(2) == 1)
for j = 1:n-1
V(j+1,1:m)

= D(2%j,1:m);
Theta(j,1:m) =

D(2*j-1,1:m);
end
Theta(n,1:m) = D(length(D(:,1)),1:m);
elseif (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 0)
for j = 1:n-1
V(j+1,1:m) = D(2%j-1,1:m);
Theta(j+1,1:m) = D(2*j,1:m);
end

Theta(n,1:m) D(length(D(:,1))-1,1:m);

Theta(n+1,1:m) D(length(D(:,1)),1:m);
else for j = 1:n-1
V(j+1,1:m) = D(2%j,1:m);
Theta(j,1:m) = D(2xj-1,1:m);
end ;

Theta(n,1:m)

= D(length(D(:,1))-1,1:m);
Theta(n+1,1:m) =

D(length(D(:,1)),1:m);

end
%% vypocet napeti
for j = 1:n
Le=x(j+1)-x(j);
Napetil(j,:) = ((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(j+1,:)-V(j,:))
-(2x Theta(j,:)+Theta(j+1,:)));
Napeti2(j,:) = -((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(j+1,:)-V(j,:))
-(2x Theta(j,:)+Theta(j+1,:)));
end

Napetil(n+1,:)=((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(n,:)-V(n+l,:))
+(2% Theta(n+1,:)+Theta(n,:)));

Napeti2(n+1, :)=-((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(n,:)-V(n+1,:))
+(2% Theta(n+1, :)+Theta(n,:)));

Napetil=Napetil*10~9;

Napeti2=Napeti2*10~9;

%% vypocet spol.

for i = 1:m
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if ((max(Napetil(:,i)))< MaxTah)&&((min(Napetil(:,i)))> -MaxTlak)&&
&& ((max(Napeti2(:,i)))< MaxTah)&&((min(Napeti2(:,i)))> -MaxTlak)
Spol(k,1)=Spol(k,1)+Pst(i);
end

end

end

%% Zapsani vysledku do souboru
Vystup=[r(1:Iter) Res Spol UF];

save (’Resenilk25Prodl.txt’, ’Vystup’,’-ascii’);

Z

drojovy kod vnéjsi penalizac¢ni funkce

function [ F ] = UcelFceVnej(Rozm,Ro,E,r,Podm,MaxTah,MaxTlak,L,Zat,Pst)
%% zatizeni

m:
n:
X=

length(Zat(:,1));
length(Zat(1,:))-1;
linspace(0,L,n+1);

Iz= (Rozm(1) * (Rozm(2))°3)/12;

F=
V=

zeros (2*n+2, m);
zeros(n+1,m) ;

Theta=zeros(n+1,m) ;

%% matice tuhosti
Kcelk=sparse(zeros(2*n+2, 2*n+2));
for i = 1:n

Le=x(i+1)-x(i);
Ke = [12 6xLe -12  6%Le;
6xLe 4xLe"2 —-6xLe 2*xLe"2;
-12 -6xLe 12 -6%*Le;
6*xLe 2*¥Le”2 -6*Le 4xLe”2] * (ExIz)/Le”3;
Kcelk((2%i —-1):(2%i +2),(2%1 -1):(2%i +2)) = Kcelk((2%i -1):(2*xi +2),
(2%1 -1):(2*%i +2)) + Ke;

end
for j=1:m
for i = 1:n
q=-9.81*(Rozm(1) /1000) * (Rozm(2) /1000) *Ro-Zat (j,1);
Le=x(i+1)-x(1);
Fe=[1; Le/6; 1; -Le/6]1* g*Le/2;
F((2%i -1):(2%i +2),j) = F((2*i -1):(2*%i +2),j) + Fe;
end
end

%% vyber okrajovych podminek

T
T
T
T
if
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poz=[(3: 2*n) ];
elseif (Podm(1) == 0)&(Podm(2) == 1)
poz=[(2: 2*n)];
elseif (Podm(1l) == 1)&(Podm(2) == 0)
poz=[(3: 2%n) 2*n+2];
else poz=[(2: 2%n) 2*n+2];
end
% oboustrane vetknuty [(3: 2*n)]
»v levo vetknuty v pravo "volny" [(3: 2%n) 2%n+2]
»v pravo vetknuty v levo "volny" [(2: 2#%n)]
% oboustrane "volny" [(2: 2*n) 2*n+2]
K=Kcelk(poz,poz);
F=F(poz,(1:m));
%k vypocet
D=zeros(length(F(:,1)),m);

for j=1:m
D(:,3)=K\F(:,j);
end

%% vybrani posunu a uhlu
if (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 1)
for i = 1:n-1
V(i+1,(1:m)) = D(2*%i-1,(1:m));
Theta(i+1,(1:m)) = D(2%i,(1:m));
end
elseif (Podm(1) == 0)&&(Podm(2) == 1)
for i = 1:n-1
V(i+1,(1:m)) =
Theta(i, (1:m))
end
Theta(n, (1:m)) = D(length(D(:,1)),(1:m));
elseif (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 0)
for i = 1:n-1
V(@i+1,(1:m)) = D(2*%i-1,(1:m));
Theta(i+1,(1:m)) = D(2*i,(1:m));
end
Theta(n,(1:m)) =D
Theta(n+1l,(1:m)) =
else for i = 1:n-1
)

D(2*i, (1:m));
= D(2%i-1,(1:m));

(length(D(:,1))-1,(1:m));
D(length(D(:,1)),(1:m));

V(i+1,(1:m))

Theta(i, (1:m)

end ;
Theta(n, (1:m)) =
Theta(n+1,(1:m))

D(2*i,(1:m));
= D(2%i-1,(1:m));

D(length(D(:,1))-1,(1:m));
= D(length(D(:,1)),(1:m));
end

%% vypocet napeti

Napeti=zeros(n+l, m);

for j=1:m
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for i = 1:n
Le=x(i+1)-x(1);
Napeti(i,j) = ((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(i+1,j)-V(i,j))
-(2x Theta(i,j)+Theta(i+1,j)));
end
Napeti(n+1,j)=((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(n,j)-V(n+1,j))
+(2% Theta(n+1, j)+Theta(n,j)));

end
Napetil=Napeti*10~4;
Napeti2=-Napeti*1074;
Penall=zeros(n+1,m);
Penal2=zeros(n+1,m);
for j =1:m
Penall(:,j)=-MaxTah/10"5+Napetil(:,j);
Penal2(:,j)=-Napeti2(:,j)-MaxTlak/107°5;
Penall(:,j)=((Penall(:,j)+abs(Penall(:,j)))/2)."2;
Penal2(:,j)=((Penal2(:,j)+abs(Penal2(:,j)))/2)."2;
end;
%% hodnota ucel. gce
F=Rozm(1)*Rozm(2) +r*(max(Penall)*Pst)+r*(max(Penal2)*Pst);
end

Zdrojovy kod ALAG penalizac¢ni funkce

function [ F ] = UcelFceALAG(Rozm,Ro,E,r,Podm,MaxTah,MaxTlak,L,Zat,Pst)
%% zatizeni
m=length(Zat(:,1));
n=length(Zat(1,:))-1;
x=linspace(0,L,n+1);
Iz= (Rozm(1l) * (Rozm(2))°3)/12;
F=zeros(2*n+2, m);
V=zeros(n+1,m);
Theta=zeros(n+1,m) ;
%% matice tuhosti
Kcelk=sparse(zeros(2*n+2, 2*n+2));
for i = 1:n
Le=x(i+1)-x(1i);
Ke = [12 6xLe -12 6%Le;
6xLe 4xLe"2 -6xLe 2*xLe"2;
-12 -6*xLe 12 -6%*Le;
6xLe 2xLe”~2 -6%Le 4xLe~2] * (ExIz)/Le”3;
Kcelk((2xi -1):(2%1 +2),(2*%i -1):(2%i +2)) = Kcelk((2*xi -1):(2xi +2),
(2%1 -1):(2*%i +2)) + Ke;
end
for j=1:m
for i = 1:n
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q=-9.81*(Rozm (1) /1000) * (Rozm(2) /1000) *Ro-Zat (j,1i) ;
Le=x(i+1)-x(i);
Fe=[1; Le/6; 1; -Le/6]* qg*Le/2;
F((2%i -1):(2%i +2),j) = F((2*%i -1):(2*%i +2),j) + Fe;
end
end
%% vyber okrajovych podminek

LITERATURA

% vynechanim prvnich dvou radke a sloupce ziskdme na levém konci vetknuti
% (0 prohnuti a O natoceni) a pokud vynechdme jen prvni radek jde jen o
% podporu (O prohnuti, natoceni libovolné) totéZ plati pro posledni dva

% radky
if (Podm(1) == 1)&(Podm(2) == 1)
poz=[(3: 2*n) 1;
elseif (Podm(1) == 0)&(Podm(2) == 1)
poz=[(2: 2*n)];
elseif (Podm(1) == 1)&(Podm(2) == 0)
poz=[(3: 2%n) 2*n+2];
else poz=[(2: 2%n) 2*n+2];
end
% oboustrane vetknuty [(3: 2*n)]

»v levo vetknuty v pravo "volny" [(3: 2%n) 2*n+2]
v pravo vetknuty v levo "volny" [(2: 2#n)]

% oboustrane "volny" [(2: 2xn) 2%n+2]
K=Kcelk(poz,poz) ;
F=F(poz, (1:m));
%l vypocet
D=zeros(length(F(:,1)),m);

for j=1:m
D(:,3)=K\F(:,3);
end

%% vybrani posunu a uhlu
if (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 1)
for i = 1:n-1
V(@i+1,(1:m)) = D(2%i-1,(1:m));
Theta(i+1,(1:m)) = D(2*i,(1:m));
end
elseif (Podm(1) == 0)&&(Podm(2) == 1)
for i = 1:n-1
V(i+1,(1:m)) =
Theta(i, (1:m))
end
Theta(n, (1:m)) = D(length(D(:,1)),(1:m));
elseif (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 0)
for i = 1:n-1
V(@E+1,(1:m)) = D(2*i-1,(1:m));
Theta(i+1,(1:m)) = D(2%i,(1:m));

D(2%i,(1:m));
= D(2%i-1,(1:m));

end
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Theta(n,(1:m)) = D(length(D(:,1))-1,(1:m));
Theta(n+1,(1:m)) D(length(D(:,1)),(1:m));
else for i = 1:n-
V(i+1,(1:m)) D(2*xi,(1:m));
Theta(i,(1:m)) = D(2*xi-1,(1:m));
end ;
Theta(n, (1:m)) =
Theta(n+1,(1:m))

o=

D(length(D(:,1))-1,(1:m));
= D(length(D(:,1)),(1:m));
end
%% vypocet napeti
Napeti=zeros(n+l, m);
for j=1:m

for i = 1:n

Le=x(i+1)-x(i);
Napeti(i,j) = ((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(i+1,j)-V(i,j))
-(2% Theta(i,j)+Theta(i+1,j)));
end
Napeti(n+1,j)=((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(n, j)-V(n+1,3))
+(2* Theta(n+1,j)+Theta(n,j)));
end
Napetil=Napeti*10~4;%(1079)
Napeti2=-Napeti*x1074;
Penall=zeros(n+1l,m);
Penal2=zeros(n+1,m);
for j=1:m
Penall(:,j)=(-MaxTah/10"5+Napetil(:,j));
Penal2(:,j)=(-Napeti2(:,j)-MaxTlak/107°5);
end
Penall=Penall+(Rozm(3)/(2*r));
Penal2=Penal2+(Rozm(4)/(2*r));
for j=1:m
Penall(:,j)=((Penall(:,j)+abs(Penall(:,j)))/2)."2;
Penal2(:,j)=((Penal2(:,j)+abs(Penal2(:,j)))/2)."2;
end
%% hodnota ucel. gce
F=Rozm(1)*Rozm(2) +r*(max(Penall)*Pst)+r*(max(Penal2)*Pst)
-(Rozm(3)~2 + Rozm(4)~2)/(4x*r);

end

Zdrojovy kod rozsirené vnitfni penaliza¢ni funkce

function [ F ] = UcelFceProdl(Rozm,Ro,E,r,Podm,MaxTah,MaxTlak,L,Zat,Pst)
%% zatizeni

m=length(Zat(:,1));

n=length(Zat(1,:))-1;

x=linspace(0,L,n+1);
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Iz= (Rozm(1) * (Rozm(2))°3)/12;
F=zeros(2*n+2, m);
V=zeros(n+1,m) ;
Theta=zeros(n+1,m) ;
%/ matice tuhosti
Kcelk=sparse(zeros(2+n+2, 2*n+2));
for i = 1:n
Le=x(i+1)-x(i);
Ke = [12 6%Le -12 6%Le;
6*xLe 4xLe"2 -6*Le 2*%xLe”2;
-12 -6xLe 12 -6%*Le;
6*xLe 2*Le”~2 —-6xLe 4xLe~2] * (ExIz)/Le"3;
Kcelk((2xi —1):(2%i +2),(2x1 —-1):(2%i +2)) = Kcelk((2*i -1):(2xi +2),
(2%xi -1):(2%i +2)) + Ke;
end
for j=1:m
for i = 1:n
9=-9.81*(Rozm (1) /1000) * (Rozm(2) /1000) *Ro-Zat (j, 1) ;
Le=x(i+1)-x(i);
Fe=[1; Le/6; 1; -Le/6]* qg*Le/2;
F((2%i -1):(2%i +2),j) = F((2*i -1):(2*%i +2),j) + Fe;
end
end
%% vyber okrajovych podminek
% vynechanim prvnich dvou rddke a sloupce ziskame na levém konci vetknuti
% (0 prohnuti a O natoceni) a pokud vynechdme jen prvni radek jde jen o
% podporu (0 prohnuti, natoceni libovolné) totéZz plati pro posledni dva
% radky
if (Podm(1) == 1)&(Podm(2) == 1)
poz=[(3: 2*n) ];
elseif (Podm(1) == 0)&(Podm(2) == 1)
poz=[(2: 2*n)];
elseif (Podm(1) == 1)&(Podm(2) == 0)
poz=[(3: 2#n) 2*n+2];
else poz=[(2: 2%n) 2*n+2];
end
% oboustrane vetknuty [(3: 2*n)]
»v levo vetknuty v pravo "volny" [(3: 2%n) 2%n+2]
v pravo vetknuty v levo "volny" [(2: 2#%n)]
% oboustrane "volny" [(2: 2*n) 2*n+2]
K=Kcelk(poz,poz) ;
F=F(poz, (1:m));
%k vypocet
D=zeros(length(F(:,1)),m);

for j=1:m
D(:,j)=K\F(:,3);
end
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%% vybrani posunu a uhlu
if (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 1)
for i = 1:n-1
V(i+1,(1:m)) = D(2*xi-1,(1:m));
Theta(i+1,(1:m)) = D(2*i,(1:m));
end
elseif (Podm(1) == 0)&&(Podm(2) == 1)
for i = 1:n-1
V(i+1,(1:m))

= D(2*i, (1:m));
Theta(i, (1:m)) =

D(2*i-1,(1:m));
end
Theta(n,(1:m)) = D(length(D(:,1)),(1:m));
elseif (Podm(1) == 1)&&(Podm(2) == 0)
for i = 1:n-1
V(i+1,(1:m)) = D(2*xi-1,(1:m));
Theta(i+1,(1:m)) = D(2%i,(1:m));
end
Theta(n, (1:m)) =
Theta(n+1,(1:m))
else for i = 1:n-
V(i+1,(1:m))
Theta(i, (1:m)
end ;
Theta(n, (1:m)) =
Theta(n+1,(1:m))

(length(D(:,1))-1,(1:m));
D(length(D(:,1)),(1:m));

~ I = I O

D(2*i,(1:m));
= D(2*i-1,(1:m));

D(length(D(:,1))-1,(1:m));
= D(length(D(:,1)),(1:m));
end
%% vypocet napeti
Napeti=zeros(n+l, m);
for j=1:m

for i = 1:n

Le=x(i+1)-x(i);
Napeti(i,j) = ((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(i+1,3)-V(i,j))
-(2% Theta(i,j)+Theta(i+1,j)));
end
Napeti(n+1,j)=((Rozm(2))*E/Le)*((3/Le)*(V(n, j)-V(n+1,3j))
+(2* Theta(n+1,j)+Theta(n,j)));

end
Napetil=Napeti*10~9;%(1079)
Napeti2=-Napeti*10~9;
Penall=zeros(n+1,m);
Penal2=zeros(n+1,m);
for j=1:m
Penall(:,j)=MaxTah-Napetil(:,j);
Penal2(:,j)=Napeti2(:,j)+MaxTlak;
end
PO=r"0.5;
for j = 1:m
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for i = 1:(n+1)
if Penall(i,j)<PO
Penall(i,j)=(1/P0) * (3-3*(Penall(i,j)/P0)+(Penall(i,j)/P0)"2);
else
Penall(i, j)=1/Penall(i,j);
end
if Penal2(i,j)<PO
Penal2(i,j)=(1/P0) * (3-3*(Penal2(i,j)/P0)+(Penal2(i,j)/P0)"2);
else
Penal2(i, j)=1/Penal2(i, j);
end
end
end
%% hodnota ucel. gce
F=Rozm(1)*Rozm(2) +r*(max(Penall)*Pst)+r*(max(Penal2)*Pst);
end

Zdrojovy kod generovani scénaru

%% parametry site
Delka=10;
n1=1000;
x=linspace(0,Delka,ni+1);
%/ parametry zatizeni
kl=normrnd(1.8,0.55,[1 10])
dl=normrnd(1.8,0.55,[1 10])
li=normrnd(5.5,1.2,[1 1])
Scen=zeros(length(kl)*length(dl)*length(11)+1,n1+1);
%% vypocet zatizeni
Scen(1,:)=0.1*ones(1,n1+1);
for i=1:length(kl)

for j=1:length(dl)

for m=1:1length(11)

if k1(i)<1

Zatl=ones(1,nl1+1);
else
Zat1=(k1(i)/11(m))*((x/11(m)) .~ (k1(i)-1)) .*exp(-(x/11(m)) . k1(i));
end
if d1(j<1

Zat2=ones(1,nl1+1);
else
Zat2=(d1(j)/11(m))*exp(-((10-x)/11(m)) .~ (d1(j))).

*(((10-x)/11(m)) .~ (d1(j)-1));

end;
Zat3=Zatl.*Zat2;
Suma=sum(Zat3((2:n1))*(x(2)-x(1)));
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Zat3=(Zat3/Suma)*10;
Scen((i-1)*length(dl)*length(11)+(j-1)*length(11)+m+1, :)=Zat3;
end

end;
end;
%% Pst jednotlivjch scenaru
Pst=zeros(length(kl)*length(dl)*length(11),1);
Pst(1,1)=0.25;
Zb=1-Pst(1,1);
for i=1:(length(kl)*length(dl)*length(11))

Pst(i+1,1)=Zb/(length(k1l)*length(dl)*length(11));
end;
Pst (length(kl)*length(dl)*length(11)+1,1)=1

-sum(Pst (1: (length(k1l)*length(dl) *length(11))));

sum(Pst)
%% zapis do souboru
save(’Scenar1h25.mat’,’Scen’,’Pst’)
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