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MATEMATICKÉ MODELY LINEÁRNÍCH OSCILÁTORŮ

DAVID LOVAS

Abstrakt. Tento článek se zabývá modelováńım lineárńıch mechanických osciláto-

r̊u. Důraz je kladen na sestaveńı pohybové rovnice a jej́ı vyřešeńı. K sestaveńı rovnice

je třeba základńı znalost př́ıslušných fyzikálńıch zákon̊u. V článku jsou probrány
také dvě operace s lineárńımi oscilátory: skládáńı oscilátor̊u a spřažeńı oscilátor̊u.

V této souvislosti vznikaj́ı následuj́ıćı otázky. Jaké modely lineárńıch oscilátor̊u je

možné obdržet přidáńım patřičných sil? Co źıskáme složeńım kmit̊u? A jaké využit́ı
má spřažeńı?1.

1. Typy lineárńıch oscilátor̊u

Za mechanický oscilátor budeme považovat hmotný bod o hmotnosti m, který je
připevněn na pružině o tuhosti k (viz obrázek 1). Vychýleńım hmotného bodu
z rovnovážného stavu na něj začne p̊usobit śıla daná Hookovým zákonem

F1 = −ky,

kde y je poloha hmotného bodu, která je časově proměnná. Použit́ım druhého
Newtonova zákona dostáváme homogenńı lineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnici

ÿ + ω2
0y = 0, ω0 =

√
k

m
.

Konstantu ω0 nazýváme úhlová frekvence. Vyřešeńım rovnice dostáváme řešeńı
v kvadraturńım tvaru

y(t) = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t),

kde C1, C2 ∈ R jsou konstanty dané počátečńımi podmı́nkami. Volbou konstant
ve tvaru C1 = A sin(ϕ), C2 = A cos(ϕ) můžeme rovnici přepsat do amplitu-
dového tvaru

y(t) = A sin(ω0t+ ϕ), A ≥ 0, −π ≤ ϕ ≤ π.

Oba vztahy popisuj́ı vlastńı netlumené kmitáńı (viz obrázek 2) a soustavu konaj́ıćı
tento pohyb nazýváme harmonický oscilátor.

2010 MSC. Primárńı 70Jxx; Sekundárńı 34A30.
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Obrázek 1. Schéma netlumeného modelu. Obrázek 2. Graf netlumených kmit̊u.

Dále do modelu zahrneme třećı śılu

F2 = −lẏ,

která je závislá na aktuálńı rychlosti hmotného bodu. Kladnou konstantu l > 0
nazýváme součinitel třeńı a vyjadřuje charakter styku hmotného bodu s okoĺım
nebo také může být dána přidáńım vazby hmotného bodu s nehybnou část́ı sou-
stavy. Pohybová rovnice má nyńı tvar

ÿ + 2bẏ + ω2
0y = 0, ω0 =

√
k

m
, b =

l

2m
.

Tvar řešeńı se bude lǐsit v závislosti na vztaźıch mezi konstantami ω0 a b. Pokud
b > ω0, obdrž́ıme

y(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t, C1, C2 ∈ R,
kde λ1, λ2 jsou řešeńı rovnice λ2+2bλ+ω2

0 = 0. Tento př́ıpad nazýváme nadkritické
tlumeńı (viz obrázek 3). Dále pokud b = ω0, řešeńı pohybové rovnice bude mı́t
tvar

y(t) = e−bt(C1t+ C2), C1, C2 ∈ R.
Nyńı se jedná o kritické tlumeńı. V obou př́ıpadech kv̊uli př́ılǐs velkému tlumeńı
v porovnańı s úhlovou frekvenćı nedojde ke kmitáńı, hmotný bod se neustále bĺıž́ı
rovnovážné poloze, které však dosáhne teoreticky (limitně) v nekonečnu. Posledńı
př́ıpad dostaneme v situaci, kdy b < ω0. Zde je řešeńım funkce

y(t) = e−bt(C1 cosω1t+ C2 sinω1t), ω1 =
√
ω2
0 − b2, C1, C2 ∈ R,

kterou můžeme vhodnou volbou konstant C1, C2 přepsat do tvaru

y(t) = Ce−bt sin(ω1t+ ϕ), C ≥ 0, −π ≤ ϕ ≤ π.

Při tomto druhu tlumeńı, které nazýváme podkritické tlumeńı, již ke kmitáńı
docháźı. Amplituda je zde však časově proměnná a s rostoućım časem klesá. Rov-
novážné polohy dosáhne hmotný bod opět teoreticky v nekonečnu (viz obrázek 4).

Do modelu nyńı zavedeme novou śılu, která bude časově proměnná, periodická,
ale nezávislá na stavu hmotného bodu. Nazveme ji bud́ıćı śılou a bude mı́t tvar

F3(t) = P sin(ωt),

kde P je amplituda bud́ıćı śıly a ω jej́ı úhlová frekvence. Pokud bud́ıćı śılu přidáme
do netlumeného systému, obdrž́ıme rovnici

ÿ + ω2
0y =

P

m
sin(ωt), ω0 =

√
k

m
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Obrázek 3. Nadkritické tlumeńı. Obrázek 4. Podkritické tlumeńı.

(viz obrázek 5). Řešeńı odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnice bude stejné jako v modelu
bez bud́ıćı śıly. Nově však budeme hledat i partikulárńı řešeńı nehomogenńı rov-
nice, které bude r̊uzné pro r̊uzné hodnoty ω0 a ω. Pokud ω0 6= ω, výsledné řešeńı
pohybové rovnice má tvar

y(t) = C sin(ω0t+ ϕ) +
P

m(ω2
0 − ω2)

sin(ωt),

což je složeńı dvou kmit̊u o r̊uzných úhlových frekvenćıch. Pro př́ıpad ω0 = ω je
však situace daleko zaj́ımavěǰśı. Řešeńı pohybové rovnice má totiž tvar

y(t) = C sin(ωt+ ϕ)− P

2mω
t cos(ωt)

a vyplývá z něho, že výsledná amplituda s časem roste (viz obrázek 6). Tomuto
chováńı ř́ıkáme rezonance. Ta je často studována při modelováńı reálných proces̊u
pro své pozitivńı využit́ı i negativńı následky.

Obrázek 5. Př́ıklad buzeného oscilátoru. Obrázek 6. Grafické znázorněńı rezonance.

Bud́ıćı śılu je možné zahrnout i do tlumeného oscilátoru. Řešeńı je třeba opět
rozdělit na varianty podle velikosti konstant ω0 a b, partikulárńı část řešeńı bude
však pro všechny př́ıpady stejná. Výsledný kmit je složeńım dvou rovnoběžných
kmit̊u obecně o r̊uzných úhlových frekvenćıch.

2. Skládáńı kmit̊u

Skládáńı kmit̊u je jedna ze základńıch operaćı, kterou je možné modelovat při roz-
boru lineárńıch oscilátor̊u. Systém si můžeme představit jako hmotný bod o hmot-
nosti m připevněný na obecně n pružinách o daných tuhostech, které obecně
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kmitaj́ı s jinou amplitudou, úhlovou frekvenćı a počátečńı výchylkou. Rovnici
výsledného pohybu sestav́ıme použit́ım principu superpozice. Pro dobré znázorněńı
a zjednodušeńı řešeńı budeme v této kapitole uvažovat, že jednotlivé kmity sou-
stavy jsou netlumené.

Nejjednodušš́ı model jsou rovnoběžné izochronńı kmity, jednotlivé kmity se tedy
pohybuj́ı ve stejné ose a maj́ı stejné úhlové frekvence. Rovnice pro samostatné
pohyby maj́ı tvar

y1(t) = A1 sin(ωt+ ϕ1),

y2(t) = A2 sin(ωt+ ϕ2).

Řešeńı lze nalézt analyticky nebo pomoćı komplexńı reprezentace. Obě metody
jsou v́ıce popsány v [1]. V obou př́ıpadech dostáváme

y(t) = A sin(ωt+ ϕ),

kde výsledná amplituda A má tvar

A =
√
A2

1 + 2A1A2 cos(ϕ2 − ϕ1) +A2
2

a pro fázi ϕ plat́ı

cos (ϕ) =
A1 cosϕ1 +A2 cosϕ2

A
, sin (ϕ) =

A1 sinϕ1 +A2 sinϕ2

A
.

Bĺıže rozebereme dva speciálńı př́ıpady tohoto druhu skládáńı kmit̊u. Pokud ϕ2−
ϕ1 = 2kπ, kde k ∈ Z, pak výsledná amplituda bude dána pouhým součtem jed-
notlivých amplitud, tedy A = A1 + A2. Tuto situaci nazýváme kmity ve fázi (viz
obrázek 7). Pokud však plat́ı, že ϕ2−ϕ1 = (2k+1)π, kde k ∈ Z, je výsledná ampli-
tuda rovna absolutńı hodnotě rozd́ılu jednotlivých amplitud, tedy A = |A1 −A2|.
Zde mluv́ıme o kmitech v protifázi (viz obrázek 8).

Obrázek 7. Skládáńı kmit̊u ve fázi.
Obrázek 8. Skládáńı kmit̊u v protifázi.

V situaci anizochronńıch kmit̊u, tedy když si úhlové frekvence nejsou rovny,
výsledný pohyb neńı obecně harmonický ani periodický. I zde však mohou nastat
př́ıpady, které stoj́ı za pozornost. Prvńı takový př́ıpad nastane, když jsou úhlové
frekvence skládaných kmit̊u soudělné, čili

ω1

ω2
=
n1
n2
, n1, n2 ∈ N.
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Obrázek 9. Skládáńı anizochronńıch kmit̊u o r̊uzných soudělných frekvenćıch.

Jedná se o př́ıpad anizochronńıch kmit̊u, kdy je výsledný pohyb periodický, neńı
však již harmonický. Tento fakt je zřejmý z obrázku 9.

Daľśı, avšak neméně zaj́ımavý př́ıpad nastane pro soustavu s bĺızkými úhlovými
frekvencemi. Úhlové frekvence skládaných kmit̊u zaṕı̌seme ve tvaru

ω1 = ω + Ω, ω2 = ω − Ω,

kde ω � Ω jsou vhodné konstanty. Předpokládejme nyńı, že A = A1 = A2.
Výsledný pohyb lze popsat výrazem

y(t) = A(t) sin

(
ωt+

ϕ1 + ϕ2

2

)
,

kde člen A(t) vyjadřuje časově proměnnou pomalu se měńıćı amplitudu. Pro tu
lze odvodit vztah

A(t) = 2A cos

(
Ωt+

ϕ1 − ϕ2

2

)
.

Tento druh kmitu je harmonický i periodický a bývá označován jako zázněje.
Docháźı k němu např́ıklad při laděńı hudebńıch nástroj̊u a použ́ıvá se k měřeńı
úhlových frekvenćı. Grafické znázorněńı kmit̊u (viz obrázek 10) je známé d́ıky
anglické kapele Arctic Monkeys, která tento výjev použila na obal své desky AM.

Systém je možné složit i z kmit̊u, které se nepohybuj́ı v jedné ose. Zde je již však
pohyb daleko složitěǰśı a výslednou rovnici lze upravit do jednodušš́ıho tvaru jen
ve speciálńıch př́ıpadech. Rozebereme zde př́ıpad, kdy jsou skládané kmity na sebe
kolmé, konkrétně jeden p̊usob́ı ve směru osy x a druhý ve směru osy y. Obecně
tedy

x(t) = A sin(ω1t+ ϕ1), y(t) = B sin(ω2t+ ϕ2).
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Obrázek 10. Kmity dvou synchronizovaných oscilátor̊u.

Uvažujme opět izochronńı kmity (tj. ω1 = ω2). Eliminaćı nezávisle proměnné t
a daľśı úpravou rovnic źıskáme

x2

A2
− 2xy

AB
cos (∆ϕ) +

y2

B2
= sin2 (∆ϕ),

kde ∆ϕ = ϕ2 − ϕ1. Obdrželi jsme rovnici elipsy se středem v počátku soustavy
souřadnic. Na obrázku 11 jsou vykresleny křivky pro hodnoty ∆ϕ = 2kπ, k ∈ Z
(křivka a), ∆ϕ = π

4 (křivka b) a ∆ϕ = (k+1)π
2 (křivka c). Při libovolné volbě ∆ϕ

křivka neopust́ı obdélńık o rozměrech 2A× 2B.

Obrázek 11. Př́ıklady kolmých izochronńıch kmit̊u.

Při většině anizochronńıch kolmých kmit̊u je pohyb neperiodický. V takovém
př́ıpadě neńı křivka vykresleńı pohybu uzavřená, postupem času zaplńı celý obdél-
ńık o rozměrech 2A × 2B. Křivka je však uzavřená, pokud jsou úhlové frekvence
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soudělné. V tomto př́ıpadě bude i celkový pohyb periodický. Tyto křivky nazýváme
Lissajousovy křivky.

3. Spřažené oscilátory

V této sekci budeme vycházet z pohybové rovnice tlumeného oscilátoru. V modelu
však bude zařazeno v́ıce oscilátor̊u, které se navzájem ovlivňuj́ı. Pohybová rovnice
i-tého oscilátoru má obecně tvar

miÿi + liẏi + kiyi +

n∑
r=1
r 6=i

(airÿr + birẏr + ciryr) +

n∑
r=1
r 6=i

(αirÿi + βirẏi + γiryi) = 0,

kde koeficienty aij , bij , cij znač́ı, jak je oscilátor i ovlivněn oscilátorem j, a koe-
ficienty αij , βij , γij znázorňuj́ı, jak oscilátor i ovlivňuje oscilátor j. Jednotlivé
koeficienty nejsou na sobě zcela nezávislé. Odvozeńı této závislosti vyplývaj́ıćı z
kinetické energie, potenciálńı energie a disipačńı funkce lze nalézt v [3]. Pro daľśı
odvozeńı a úpravu rovnic budeme řešit soustavu dvou spřažených oscilátor̊u, kde
oba budou netlumené, tedy li = 0 (viz obrázek 12).

Obrázek 12. Schéma dvou spřažených oscilátor̊u.

Při spřažeńı výchylkou dvou systémů dostáváme soustavu dvou diferenciálńıch
rovnic

m1ÿ1 + (k1 + c11)y1 + c12y2 = 0,

m2ÿ2 + (k2 + c22)y2 + c12y1 = 0.
(3.1)

Eliminaćı y2 soustavu převedeme na diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu proměnné
y1. Eliminace i následné vyřešeńı diferenciálńı rovnice je poněkud zdlouhavé, celý
proces však spoč́ıvá v patřičném použit́ı vědomost́ı nabyt́ıch v kurzech matema-
tické analýzy. Pro zájemce je možné si jej prostudovat v [2]. Zjist́ıme, že úhlové
frekvence vyskytuj́ıćı se v obecném řešeńı soustavy jsou tvaru

ω1,2 =

√
m2(k1 + c11) +m1(k2 + c22)±

√
D

2m1m2
.

kde
D = [m2(k1 + c11)−m1(k2 + c22)]2 + 4m1m2c

2
12.

Nyńı předpokládejme, že plat́ı

m1 = m2 = m, k1 = k2 = k, c11 = c12 = c22, ω0 =

√
k

m
, ωs =

√
c11
m

.

Úhlové frekvence ω1,2 pak budou tvaru

ω1 =
√
ω2
0 + 2ω2

s , ω2 = ω0.
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S těmito předpoklady lze systém (3.1) přepsat do tvaru

ÿ1 + (ω2
0 + ω2

s)y1 + ω2
sy2 = 0,

ÿ2 + (ω2
0 + ω2

s)y2 + ω2
sy1 = 0.

(3.2)

Obecné řešeńı této soustavy lze naj́ıt pomoćı vhodně zvolené substituce a násled-
ným řešeńım dvou nezávislých diferenciálńıch rovnic (viz [2]).

Uvažujme nyńı počátečńı úlohu pro soustavu (3.2) a diskutujme tři možné situ-
ace. Pokud na počátku vychýĺıme jeden hmotný bod o 2Y0, druhý necháme s nulo-
vou počátečńı výchylkou a oba uvolńıme s nulovou počátečńı rychlost́ı, dostáváme
počátečńı podmı́nky ve tvaru

y1(0) = 2Y0, ẏ1(0) = 0, y2(0) = 0, ẏ2(0) = 0. (3.3)

Řešeńı počátečńı úlohy (3.2), (3.3) je tvaru

y1(t) = Y0 cos(ω1t) + Y0 cos(ω2t),

y2(t) = Y0 cos(ω1t)− Y0 cos(ω2t),

což je složeńı dvou anizochronńıch kmit̊u. Pokud nebude docházet ke třeńı, bude
mı́t soustava konstantńı celkovou energii, která se bude

”
přelévat“ z kmit̊u jedné

soustavy na druhou, viz obrázek 13.

Obrázek 13. Kmity spřažených soustav při vychýleńı jednoho hmotného bodu na počátku.

Ve druhé situaci vychýĺıme oba hmotné body na počátku o Y0 stejným směrem
a uvolńıme je s nulovou rychlost́ı. Źıskáme tak počátečńı podmı́nky

y1(0) = Y0, ẏ1(0) = 0, y2(0) = −Y0, ẏ2(0) = 0,

při kterých má soustava (3.2) řešeńı

y1(t) = Y0 cos(ω2t),

y2(t) = −Y0 cos(ω2t).

Obě soustavy kmitaj́ı stejným směrem vzhledem k souřadné soustavě celého systé-
mu, se stejnou fáźı i velikost́ı amplitudy. Kmity jsou nezávislé na pružině spojuj́ıćı
hmotné body. Během pohybu nedojde ke stlačeńı nebo natažeńı pružiny. Tento
pohyb nazýváme jako prvńı základńı kmit (viz obrázek 14).

Nakonec vychylme oba hmotné body na počátku o Y0 opačným směrem a opět
je uvolněme s nulovou počátečńı rychlost́ı. Nyńı máme počátečńı podmı́nky

y1(0) = Y0, ẏ1(0) = 0, y2(0) = Y0, ẏ2(0) = 0
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a odpov́ıdaj́ıćı řešeńı je tvaru

y1(t) = Y0 cos(ω1t),

y2(t) = Y0 cos(ω1t).

Obě soustavy kmitaj́ı se stejnou fáźı i amplitudou, ale kmity jsou po celou dobu
svého pohybu v protifázi, tedy oba hmotné body vždy mı́̌ŕı opačným směrem
vzhledem k souřadné soustavě celého systému. Tento pohyb nazýváme jako druhý
základńı kmit (viz obrázek 15).

Obrázek 14. Prvńı základńı kmit. Obrázek 15. Druhý základńı kmit.

Poznamenejme ještě, že podobný algoritmus řešeńı byl použit v [2] i při spřažeńı
druhou derivaćı výchylky. Soustava diferenciálńıch rovnic byla tvaru

(m1 + a11)ÿ1 + k1y1 + a12ÿ2 = 0,

(m2 + a22)ÿ2 + k2y2 + a12ÿ1 = 0.

Opět je možné eliminaćı y2 vyjádřit úhlové frekvence objevuj́ıćı se v obecném
řešeńı soustavy, dále zavést určité zjednodušeńı a soustavu převést na tvar, pro
který je možné uvažovat stejné tři př́ıpady jako při spřažeńı výchylkou.

Pro spřažeńı dvou oscilátor̊u prvńı derivaćı výchylky dostaneme diferenciálńı
rovnice jednotlivých oscilátor̊u ve tvaru

m1ÿ1 + k1y1 + (d12 + e12)ẏ2 = 0,

m2ÿ2 + k2y2 + (d12 − e12)ẏ1 = 0.

Eliminaćı členu y2 źıskáme opět obyčejnou diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu.
Nebudeme zde podrobně rozepisovat postup řešeńı, pod́ıváme se raději na jednu
z aplikaćı spřažeńı prvńı derivaćı výchylky, kterou je synchronizace.

Pro synchronizaci zavedeme do diferenciálńı rovnice každého synchronizovaného
kmitu kontrolńı vstup ui, který v systému n oscilátor̊u uvažujeme podle [4] ve tvaru

ui = −
n∑
k=1

bik(ẏi − ẏk),
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kde člen bij charakterizuje mı́ru vzájemného ovlivněńı systémů i a j. Soustava
dvou oscilátor̊u, které budeme cht́ıt synchronizovat, má tvar

mÿ1 + ky1 + b(ẏ1 − ẏ2) = 0,

mÿ2 + ky2 + b(ẏ2 − ẏ1) = 0,

odkud dostaneme

ÿ1 + ω2y1 +K(ẏ1 − ẏ2) = 0,

ÿ2 + ω2y2 −K(ẏ1 − ẏ2) = 0,

kde

ω =

√
k

m
, K =

b

m
.

Ćılem je nalézt konstantu K, aby byla splněna podmı́nka synchronizace

lim
t→∞

|y1(t)− y2(t)| = 0, lim
t→∞

|ẏ1(t)− ẏ2(t)| = 0.

Řešeńı úlohy lze provést sečteńım a odečteńım rovnic, zavedeńım vhodné substi-
tuce a vyřešeńım dvou nezávislých diferenciálńıch rovnic. Jelikož jedna ze źıskaných
rovnic má tvar srovnatelný s pohybovou rovnićı tlumeného oscilátoru, je třeba
opět uvažovat tři možnosti řešeńı, které záviśı na porovnáńı konstant K a ω. Po
vyjádřeńı homogenńı i partikulárńı části řešeńı źıskáme

y1(t) =
1

2

[
A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt) + e−Kt

(
C1 cos(

√
Dt) + C2 sin(

√
Dt)

)]
,

y2(t) =
1

2

[
A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt)− e−Kt

(
C1 cos(

√
Dt) + C2 sin(

√
Dt)

)]
,

je-li ω > |K|,

y1(t) =
1

2

[
A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt) + e−Kt(C1t+ C2)

]
,

y2(t) =
1

2

[
A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt)− e−Kt(C1t+ C2)

]
,

je-li ω = |K|, a

y1(t) =
1

2

[
A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt) + C1e

(−K−
√
D)t + C2e

(−K+
√
D)t
]
,

y2(t) =
1

2

[
A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt)− C1e

(−K−
√
D)t − C2e

(−K+
√
D)t
]
,

je-li ω < |K|, kde
D = |K2 − ω2|

a konstanty A1, A2, C1, C2 jsou dány počátečńımi podmı́nkami. Neńı těžké ověřit,
že podmı́nka synchronizace bude splněna, pokud K > 0, a tedy b > 0. Za tohoto
předpokladu plat́ı

lim
t→∞

(
yk(t)− 1

2
[A1 cos(ωt) +A2 sin(ωt)]

)
= 0 pro k = 1, 2.

Na obrázku 16 je znázorněna synchronizace pro př́ıpad ω > K > 0.
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Obrázek 16. Synchronizace dvou kmit̊u.

4. Závěr

Lineárńı oscilátory jsou jedńım z mnoha systémů, v jejichž matematických mo-
delech se objevuj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice. Diskutovali jsme r̊uzné modely
obsahuj́ıćı lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu a jejich soustavy, k jejichž
řešeńı vždy stačily znalosti nabyté v kurzech matematické analýzy. Při skládáńı
rovnoběžných kmit̊u lze výsledný pohyb lehce vyjádřit v izochronńım př́ıpadu.
Zde jsme demonstrovali situaci kmit̊u ve fázi a v protifázi. Při anizochronńıch
kmitech je model náročněǰśı a celkový pohyb je periodický nebo harmonický jen
ve speciálńıch př́ıpadech. Podobně je tomu i při skládáńı kolmých kmit̊u. Spřažeńı
jsme předvedli pro tři základńı druhy a ukázali jejich využit́ı nebo rozd́ıly řešeńı
závislé na počátečńıch podmı́nkách.
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