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MATEMATICKE MODELY LINEARNICH OSCILATORU

DAVID LOVAS

ABSTRAKT. Tento ¢lanek se zabyva modelovanim linedrnich mechanickych oscilato-
ru. Duraz je kladen na sestaveni pohybové rovnice a jeji vyfeseni. K sestaveni rovnice
je tfeba zdkladni znalost pfislusnych fyzikdlnich zdkonu. V ¢lanku jsou probrany
také dvé operace s linedrnimi oscilatory: skladéni oscilatoru a spfazeni oscildtoru.
V této souvislosti vznikaji nédsledujici otdzky. Jaké modely linedrnich oscildtoru je
mozné obdrzet pfidanim patfi¢nych sil? Co ziskdme slozenim kmitu? A jaké vyuzit{
mé sprazeni?’.

1. TYPY LINEARNI{CH OSCILATORU

Za mechanicky oscildtor budeme povazovat hmotny bod o hmotnosti m, ktery je
pfipevnén na pruziné o tuhosti k (viz obrazek 1). Vychylenfim hmotného bodu
z rovnovazného stavu na néj zacne pusobit sila dand Hookovym zdkonem

Fl = 7ky,

kde y je poloha hmotného bodu, kterd je ¢asové proménnd. Pouzitim druhého
Newtonova zakona dostavame homogenni linearni obycejnou diferencidlni rovnici

. | k
y—i—wgy:O, wo =4/ —.
m

Konstantu wy nazyvame thlova frekvence. VyfeSsenim rovnice dostdvame reseni
v kvadraturnim tvaru

y(t) = Cy cos(wot) + Cy sin(wot),

kde Cy,Cs € R jsou konstanty dané pocatecnimi podminkami. Volbou konstant
ve tvaru C; = Asin(yp), Cy = Acos(p) muzeme rovnici piepsat do amplitu-
dového tvaru

y(t) = Asin(wot +¢), A>0, —-w<e<m.

Oba vztahy popisuji vlastni netlumené kmitdni (viz obrazek 2) a soustavu konajici
tento pohyb nazyvame harmonicky oscilator.

2010 MSC. Primarni 70Jxx; Sekundédrni 34A30.

Kli¢ovd slova. Mechanicky oscildtor, linedrni kmity, skldadéni oscildtoru, spfazeni oscilatoru,
synchronizace.

1Clanek vznikl na zdkladé bakalaiské préce autora v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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Obrazek 1. Schéma netlumeného modelu. Obrazek 2. Graf netlumenych kmitu.

Dale do modelu zahrneme tieci silu
Fy = —ly,

kterd je zavisla na aktudlni rychlosti hmotného bodu. Kladnou konstantu [ > 0
nazyvame soucinitel tfeni a vyjadfuje charakter styku hmotného bodu s okolim
nebo také muze byt ddna pfidanim vazby hmotného bodu s nehybnou ¢ésti sou-
stavy. Pohybova rovnice mé nyni tvar

[k !
G426y +wiy=0, wo=14/—, b=-——.
m 2m

Tvar feSeni se bude liit v zavislosti na vztazich mezi konstantami wgy a b. Pokud
b > wy, obdrzime
y(t) = OleAlt + 026A2t, C,Cy € R,

kde A1, Az jsou fesenf rovnice A% +2bA+wé = 0. Tento pifpad nazyvdme nadkritické
tlumeni (viz obrdzek 3). Déle pokud b = wyq, feSen{ pohybové rovnice bude mit
tvar

y(t) = e PH(C1t 4+ Cy), C1,Cy € R.

Nyni se jednd o kritické tlumeni. V obou piipadech kvuli pfilis velkému tlumeni
v porovnani s thlovou frekvenci nedojde ke kmitédni, hmotny bod se neustale blizi
rovnovazné poloze, které viak dosdhne teoreticky (limitné) v nekoneénu. Posledni
pripad dostaneme v situaci, kdy b < wq. Zde je feSenim funkce

y(t) = eibt(01 coswit + Cq sinwlt), w1 = \/wg — b2, 01, Cy € R,

kterou muzeme vhodnou volbou konstant C, Cs pfepsat do tvaru
y(t) = Ce sin(wit + ), C>0, —7<p<m.

Pii tomto druhu tlumeni, které nazyvame podkritické tlumeni, jiz ke kmitan{
dochézi. Amplituda je zde vSak ¢asové proménnd a s rostoucim casem klesa. Rov-
novazné polohy dosdhne hmotny bod opét teoreticky v nekoneénu (viz obrazek 4).
Do modelu nyni zavedeme novou silu, kterd bude ¢asové proménna, periodicka,
ale nezavisld na stavu hmotného bodu. Nazveme ji budici silou a bude mit tvar

F5(t) = Psin(wt),

kde P je amplituda budici sily a w jeji ihlova frekvence. Pokud budici silu pfidame
do netlumeného systému, obdrzime rovnici

.9 P k
J+ wiy = —sin(wt), wo=1/—
m m
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Obrazek 3. Nadkritické tlumeni. Obrazek 4. Podkritické tlumeni.

(viz obrazek 5). Resenf odpovidajici homogenni rovnice bude stejné jako v modelu
bez budici sily. Nové vsak budeme hledat i partikularni feseni nehomogenni rov-
nice, které bude ruzné pro ruzné hodnoty wy a w. Pokud wy # w, vysledné feseni
pohybové rovnice ma tvar

y(t) = C'sin(wot + ) + sin(wt),

m(wg — w?)
coz je slozeni dvou kmitu o ruznych uhlovych frekvencich. Pro piipad wy = w je
vSak situace daleko zajimavéjsi. ReSeni pohybové rovnice mé totiz tvar

y(t) = Csin(wt + ¢) — % t cos(wt)

a vyplyva z ného, ze vyslednd amplituda s ¢asem roste (viz obrdzek 6). Tomuto
chovani fikdme rezonance. Ta je Casto studovana pii modelovani redlnych procestu
pro své pozitivni vyuziti i negativni nésledky.

soes

g Kﬁﬂﬂﬂﬂm |
ro

Obrazek 5. Priklad buzeného oscildtoru. Obréazek 6. Grafické znizornéni rezonance.

Budicf silu je mozné zahrnout i do tlumeného oscildtoru. Reseni je tfeba opét
rozdélit na varianty podle velikosti konstant wg a b, partikularni ¢ést feseni bude
vSak pro v8echny pfipady stejna. Vysledny kmit je slozenim dvou rovnobéznych
kmit obecné o riznych dhlovych frekvencich.

2. SKLADANI KMITU

Sklddani kmitu je jedna ze zdkladnich operaci, kterou je mozné modelovat pfi roz-
boru linedrnich oscildtori. Systém si muzeme predstavit jako hmotny bod o hmot-
nosti m pfipevnény na obecné n pruzinich o danych tuhostech, které obecné
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kmitaji s jinou amplitudou, dhlovou frekvenci a pocateéni vychylkou. Rovnici
vysledného pohybu sestavime pouzitim principu superpozice. Pro dobré znazornéni
a zjednoduseni feSeni budeme v této kapitole uvazovat, ze jednotlivé kmity sou-
stavy jsou netlumené.

Nejjednodussi model jsou rovnobézné izochronni kmity, jednotlivé kmity se tedy
pohybuji ve stejné ose a maji stejné thlové frekvence. Rovnice pro samostatné
pohyby maji tvar

y1(t) = Ap sin(wt + ¢1),
y2(t) = Az sin(wt + p2).

Resen{ lze nalézt analyticky nebo pomoci komplexni reprezentace. Obé metody
jsou vice popsdny v [1]. V obou piipadech dostavédme

y(t) = Asin(wt + @),

kde vysledna amplituda A m4 tvar

A= \/A% + 241 Ay cos(ip2 — 1) + A3
a pro fazi ¢ plat{

Aj cos 1 + Ag cos o . Aj sin gy + Ag sin o
CoS ((p) = A ) Si (90) = A *

Blize rozebereme dva specidlni piipady tohoto druhu sklddéani kmitta. Pokud ¢o —
w1 = 2km, kde k € Z, pak vyslednd amplituda bude dana pouhym souctem jed-
notlivych amplitud, tedy A = Ay 4+ As. Tuto situaci nazyvdme kmity ve fdzi (viz
obréazek 7). Pokud v8ak plati, ze v —p1 = (2k+1)7, kde k € Z, je vyslednd ampli-
tuda rovna absolutni hodnoté rozdilu jednotlivych amplitud, tedy A = |A; — Aa|.
Zde mluvime o kmitech v protifzi (viz obrézek 8).

b

Obrazek 7. Skladini kmiti ve f4zi. Obrazek 8. Skladani kmitu v protifizi.

V situaci anizochronnich kmit, tedy kdyz si dhlové frekvence nejsou rovny,
vysledny pohyb neni obecné harmonicky ani periodicky. I zde vSak mohou nastat
piipady, které stoji za pozornost. Prvni takovy pfipad nastane, kdyz jsou uhlové
frekvence skladanych kmitu soudélné, ¢ili

w1 ni1

=—, ni,ng €N.
w2 n2
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Obrazek 9. Skladani anizochronnich kmita o ruznych soudélnych frekvencich.

Jedna se o pfipad anizochronnich kmiti, kdy je vysledny pohyb periodicky, neni
vsak jiz harmonicky. Tento fakt je zfejmy z obrazku 9.

Dalsi, avsak neméné zajimavy pfipad nastane pro soustavu s blizkymi tihlovymi
frekvencemi. Uhlové frekvence sklddanych kmitu zapiSeme ve tvaru

wi=w+Q, wy=w-—19Q,

kde w > Q jsou vhodné konstanty. Pfedpoklddejme nyni, ze A = A; = As.
Vysledny pohyb lze popsat vyrazem

y(t) = A(t)sin <wt s orten ) |

kde ¢len A(t) vyjadfuje ¢asové proménnou pomalu se ménici amplitudu. Pro tu
Ize odvodit vztah

A(t) = 2Acos (Qt + 5 SOQ) .

Tento druh kmitu je harmonicky i periodicky a byva oznacovan jako zaznéje.
Dochéazi k nému napiiklad pfi ladéni hudebnich nastroju a pouziva se k métreni
uhlovych frekvenci. Grafické zndzornéni kmitu (viz obrézek 10) je zndmé diky
anglické kapele Arctic Monkeys, ktera tento vyjev pouzila na obal své desky AM.

Systém je mozné slozit i z kmit1, které se nepohybuji v jedné ose. Zde je jiz vSak
pohyb daleko slozitéjsi a vyslednou rovnici lze upravit do jednodussiho tvaru jen
ve specialnich ptipadech. Rozebereme zde piipad, kdy jsou skladané kmity na sebe
kolmé, konkrétné jeden pusobi ve sméru osy x a druhy ve sméru osy y. Obecné

tedy
x(t) = Asin(wit + 1), y(t) = Bsin(wat + @2).
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Obrazek 10. Kmity dvou synchronizovanych oscilatoru

Uvazujme opét izochronni kmity (tj. w; = wsy). Eliminaci nezdvisle proménné ¢

a dalsi dpravou rovnic ziskdme

kde Ay = @2 — ¢1. Obdrzeli jsme rovnici elipsy se stfedem v pocatku soustavy
= )

soutadnic. Na obrazku 11 jsou vykresleny kiivky pro hodnoty Ay = 2km, k € Z
kH) (kfivka ¢). Pfi libovolné volbé Ap

(kiivka a), Ap = 7 (kiivka b) a Ap =
kiivka neopusti obdelmk o rozmeérech 2A >< 2B.

1y

c ~

N

Obrazek 11. Priklady kolmych izochronnich kmita.

Pii vétsiné anizochronnich kolmych kmiti je pohyb neperiodicky. V takovém
ptipadé neni kiivka vykresleni pohybu uzaviend, postupem ¢asu zaplni cely obdél-
nik o rozmérech 2A x 2B. Kfivka je v8ak uzaviend, pokud jsou uhlové frekvence
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soudélné. V tomto piipadé bude i celkovy pohyb periodicky. Tyto kiivky nazyvame
Lissajousovy kiivky.

3. SPRAZENE OSCILATORY

V této sekci budeme vychazet z pohybové rovnice tlumeného oscilatoru. V modelu
vSak bude zarazeno vice oscilatori, které se navzdjem ovliviiuji. Pohybova rovnice

i-tého oscilatoru ma obecné tvar
n

midji + g + kivi + Y _(@indie + birlie + ciryr) + > (irdii + Birth + Yiryi) = 0,

r=1 r=1

r#i r#
kde koeficienty a;j, b;j, ci; znaci, jak je oscildtor ¢ ovlivnén oscilatorem j, a koe-
ficienty a;j;, Bij, vi; zndzoriuji, jak oscildtor ¢ ovliviiuje oscildtor j. Jednotlivé
koeficienty nejsou na sobé zcela nezavislé. Odvozeni této zavislosti vyplyvajici z
kinetické energie, potencidlni energie a disipac¢ni funkce lze nalézt v [3]. Pro dals{
odvozeni a Upravu rovnic budeme fesit soustavu dvou sprazenych oscilatoru, kde
oba budou netlumené, tedy I; = 0 (viz obrdzek 12).

MWW

Obrazek 12. Schéma dvou sprazenych oscilatoru.

P1i spiazeni vychylkou dvou systému dostdvame soustavu dvou diferencidlnich
rovnic
majr + (k1 + c11)yr + ci2y2 = 0,
mafjo + (k2 4 c22)y2 + c12y1 = 0.
Eliminaci g5 soustavu pirevedeme na diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu proménné
y1. Eliminace i nasledné vyfeseni diferencialni rovnice je ponékud zdlouhavé, cely
proces vSak spociva v patficném pouziti védomosti nabytich v kurzech matema-
tické analyzy. Pro zdjemce je mozné si jej prostudovat v [2]. Zjistime, ze dhlové
frekvence vyskytujici se v obecném feseni soustavy jsou tvaru

o ma(ky + c11) +my (kg + c22) £ VD
1,2 2m1m2 ’

(3.1)

kde
D = [ma(ky + c11) — ma(ka + 22)] + 4mymacly.
Nyni ptedpokladejme, ze plati

k C11
mi=mo=m, ki=ky=k ciu=cia=ca, wo=4/—, Ws=4/—.
m m

Uhlové frekvence w1,2 pak budou tvaru

wp = /Wi +2w2,  ws = wp.
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S témito predpoklady lze systém (3.1) piepsat do tvaru
i1+ (w§ + w2y + wlys =0,

o+ ws) (3.2)
fo + (W§ + wi)ye +wiyr = 0.

Obecné teseni této soustavy lze najit pomoci vhodné zvolené substituce a nasled-
nym fesenim dvou nezdvislych diferencidlnich rovnic (viz [2]).

Uvazujme nyni pocdtecni ilohu pro soustavu (3.2) a diskutujme t¥i mozné situ-
ace. Pokud na poc¢atku vychylime jeden hmotny bod o 2Y}, druhy nechdme s nulo-
vou pocatecni vychylkou a oba uvolnime s nulovou poc¢ateéni rychlosti, dostavame
pocatetni podminky ve tvaru

yi(0) = 2Yo, §:1(0) =0, 32(0) =0, #(0)=0. (3.3)
Resen{ pocatecn{ tlohy (3.2), (3.3) je tvaru
y1(t) = Yo cos(wrt) + Yy cos(wat),
y2(t) = Yy cos(wit) — Yy cos(wat),

coz je slozeni dvou anizochronnich kmiti. Pokud nebude dochazet ke tfeni, bude
mit soustava konstantni celkovou energii, kterd se bude ,prelévat® z kmitu jedné
soustavy na druhou, viz obrazek 13.

by
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Obrazek 13. Kmity spfazenych soustav pfi vychyleni jednoho hmotného bodu na pocéatku.

Ve druhé situaci vychylime oba hmotné body na pocatku o Yy stejnym smérem
a uvolnime je s nulovou rychlosti. Ziskame tak pocateéni podminky
Y1 (0) = Y07 Ql (0) = 07 92(0) = _i/Oa y2(0) = Oa
pii kterych ma soustava (3.2) feseni
y1(t) = Yo cos(wat),
ya(t) = —Yo cos(wat).
Obé soustavy kmitaji stejnym smérem vzhledem k soufadné soustavé celého systé-
mu, se stejnou fazi i velikosti amplitudy. Kmity jsou nezavislé na pruziné spojujici
hmotné body. Béhem pohybu nedojde ke stlaceni nebo natazeni pruziny. Tento
pohyb nazgvdme jako prvni zdkladni kmit (viz obrdzek 14).
Nakonec vychylme oba hmotné body na pocatku o Yy opatnym smérem a opét
je uvolnéme s nulovou pocateéni rychlosti. Nyni mame pocateéni podminky

y1(0) = Yo, 91(0) =0, w2(0) =Yy, 2(0)=0
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a odpovidajici FesSeni je tvaru

y1(t) = Yo cos(wrt),
y2(t) = Yo cos(wit).

Obé soustavy kmitaji se stejnou fazi i amplitudou, ale kmity jsou po celou dobu
svého pohybu v protifazi, tedy oba hmotné body vzdy mii{ opatnym smérem
vzhledem k soufadné soustavé celého systému. Tento pohyb nazyvame jako druhy
zékladn{ kmit (viz obrézek 15).

AAAAAAA DA,
IR

AANANANA TAANAAAANAL
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Obrazek 14. Prvni zdkladni kmit. Obrazek 15. Druhy zdkladni kmit.

-

Poznamenejme jesté, ze podobny algoritmus fesen{ byl pouzit v [2] i pfi sprazen{
druhou derivaci vychylky. Soustava diferencidlnich rovnic byla tvaru

(mi1 + a11)i + kiyr + a12f2 = 0,
(ma + a22)i2 + kayo + a129h1 = 0.

Opét je mozné eliminaci ys vyjadiit thlové frekvence objevujici se v obecném
feSeni soustavy, dale zavést urcité zjednoduseni a soustavu prevést na tvar, pro
ktery je mozné uvazovat stejné t¥i pripady jako pfi spirazeni vychylkou.

Pro sprazeni dvou oscilatora prvni derivaci vychylky dostaneme diferencialni
rovnice jednotlivych oscilatora ve tvaru

mig1 + k1yr + (diz + e12)g2 = 0,
madia + kaya + (di2 — e12)91 = 0.

Eliminaci ¢lenu y, ziskdme opét obycejnou diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu.
Nebudeme zde podrobné rozepisovat postup feSeni, podivame se radéji na jednu
z aplikaci sptazeni prvni derivaci vychylky, kterou je synchronizace.

Pro synchronizaci zavedeme do diferencialni rovnice kazdého synchronizovaného
kmitu kontroln{ vstup u;, ktery v systému n oscildtorn uvazujeme podle [1] ve tvaru

wi ==Y bik(i — ),
k=1
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kde ¢len b;; charakterizuje miru vzdjemného ovlivnéni systému ¢ a j. Soustava
dvou oscildtori, které budeme chtit synchronizovat, mé tvar

mi1 + ky1 +b(91 — J2) = 0,

miz + kyz + b(g2 — 91) = 0,
odkud dostaneme

i1+ w?ys + K (1 — 1) =0,

ii2 +w?y2 — K (i1 — ) = 0,

k b
w=4/—, K=—.
m m
Cilem je nalézt konstantu K, aby byla splnéna podminka synchronizace

flggo ly1(t) — y2(t)| = 0, flggo |91 (t) — 92(t)| = 0.

kde

Reseni tlohy lze provést se¢tenim a odeGtenim rovnic, zavedenim vhodné substi-
tuce a vyfesenim dvou nezavislych diferencidlnich rovnic. Jelikoz jedna ze ziskanych
rovnic mé tvar srovnatelny s pohybovou rovnici tlumeného oscilatoru, je tieba
opét uvazovat tfi moznosti fesSeni, které zavisi na porovnani konstant K a w. Po
vyjadieni homogenni i partikularni ¢dsti feSeni ziskame

() = % [Al cos(wt) + Ag sin(wt) + e K? (Cl cos(VDt) + Cs sin(\/ﬁt))} ,
ya(t) = % [Ay cos(et) + Ay sin(wt) — = (Cy cos(VDE) + Cosin(VD1)) |
je-li w > | K|,
() = % [Ay cos(wt) + Apsin(wt) + KN (Cut + Co)] |
ya(t) = % [A; cos(wt) + Az sin(wt) — e KOt + Cs)]
jeliw=|K|, a
yi(t) = % [Al cos(wt) + Ag sin(wt) + Cre(~EK-VD)t 4 cge(fmﬁ)t} :

y2(t) = % [Al cos(wt) + Ag sin(wt) — Cre=E=VD)t _ C’Qe(’K*‘@)t} ,

je-li w < | K|, kde

D = |K? - w?|
a konstanty Ay, As, Cq, Cs jsou ddny pocdteénimi podminkami. Neni tézké ovérit,
ze podminka synchronizace bude splnéna, pokud K > 0, a tedy b > 0. Za tohoto
predpokladu plati

t—o0

1
lim (yk(t) —5 [A1 cos(wt) + A sin(wt)]) =0 prok=1,2

Na obrazku 16 je zndzornéna synchronizace pro piipad w > K > 0.
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Obrazek 16. Synchronizace dvou kmita.

4. ZAVER

Linedrni oscildtory jsou jednim z mnoha systému, v jejichz matematickych mo-
delech se objevuji obyé¢ejné diferencialni rovnice. Diskutovali jsme ruzné modely
obsahujici linedarni obyc¢ejné diferencidlni rovnice 2. fadu a jejich soustavy, k jejichz
feSeni vzdy stacily znalosti nabyté v kurzech matematické analyzy. Pti skladani
rovnobéznych kmitu lze vysledny pohyb lehce vyjadiit v izochronnim ptipadu.
Zde jsme demonstrovali situaci kmitu ve fazi a v protifazi. Pfi anizochronnich
kmitech je model naro¢néjsi a celkovy pohyb je periodicky nebo harmonicky jen
ve specialnich ptipadech. Podobné je tomu i pii sklddani kolmych kmitu. Sprazeni
jsme predvedli pro tii zdkladni druhy a ukézali jejich vyuziti nebo rozdily feseni
zavislé na pocateénich podminkach.
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