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Abstrakt

Tato prace se zabyva matematickym popisem tiiclankového robota. Prace se vénuje
pripadum, kdy mechanismu chybi kolecka na prostfednim ¢i poslednim ¢lanku, nebo
pripadu s kolecky pouze na prostiednim clanku. Nejprve jsou uvedeny teoretické zaklady
obsahujici pojmy vektorovy a afinni prostor, Lieova algebra, distribuce ¢i fiditelny systém.
Nésledné jsou zde predlozeny vyjadieni neholonomnich rovnic popisujicich robota s chybé-
jicimi kolecky, jejich feSeni, vypocet Lieovych zavorek a diskuze fiditelnosti. Vypocty jsou
demonstrovany na piikladech ruznych konfiguraci robota.

Abstract

This thesis looks into the mathematical description of a three-sectional robot. The thesis
deals with cases of wheels missing either on the middle or the last section or solely on the
middle section. At first theoretical basis is mentioned including the terms such as vector
and affinne space, Lie algebra, distribution or controllable system. Subsequently, there is
presented formulation of equations describing a snake robot with missing wheels, solutions
of equations, calculation of Lie brackets and discussion of controllability. The calculations
are demonstrated on examples of various configurations of the robot.
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Uvod

Vyzkumy v oblasti robotickych hadu se zacaly objevovat jiz v 70. letech minulého sto-
leti [3], kdy Shigeo Hirose zacal studovat pohyby zivych hadu a poznatky prevadél do
rozvoje vlastnich mechanismt. V soucasnosti je teorie robotickych hadu jiz ¢astecné vy-
budovana a objevuji se i dalsi hadum podobné mechanismy, jako napiiklad tzv. trident
snake, mobilni mechanismus tvoreny tfemi vétvemi spojenymi se zakladnim blokem, uve-
deny Masato Ishikawou na pocatku naseho tisicileti. V dnesni dobé se teorii robotickych
hadt zabyva vice védeckych skupin po celém svété a vznikaji prvni specializované mono-
grafie, jako napft. [5].

Tato bakalarska prace se zabyva teorii fizeni robotického hada tvoreného tfemi ¢lanky,
na nichz jsou uprostied situovana pasivni kolecka. Mezi kazdymi dvéma clanky jsou
umisténé servomotory, aktivni prvky, které zpusobuji pohyb hada zménou 1ihlu mezi ¢lanky.
My se konkrétné zamérujeme na situace, kdy hadovi chybi kolecka na jednom nebo dvou
¢lancich.

Prace je strukturovana do ¢tyt kapitol, z nichz prvni se vénuje teoretickému zékladu.
Zavadime pojmy vektorovy prostor, afinni prostor, algebra a jeji modifikace. Za pomoci
pojmu Lieova algebra ¢i distribuce zavadime fidici systém a definujeme pojem lokalni
fiditelnost. Protoze pojem Lieovy algebry hraje v nasem textu klickovou roli, demonstru-
jeme ho na radé ptikladu.

Ve druhé kapitole je popsana neholonomni mechanika. Tento oddil obsahuje odvozeni
doptednych kinematickych rovnic pro triclankového hada pomoci metody pohyblivého
repéru. Vysledkem je vyjadreni hlavy hada a vSech kolecek jako bodu afinniho prostoru
v soufadnicich referenéniho afinniho systému (repéru). Zderivované rovnice dopfedné ki-
nematiky jednotlivych kolecek musi byt vzdy kolmé k normélovym vektorum ptislusnych
¢lanku. Toto omezeni nam dava soustavu diferencidlnich rovnic, kterou oznac¢ujeme jako
neholonomni podminky systému.

Treti kapitola se uz zabyva jednotlivymi ptipady pro chybéjici kolecka, pro které na-
lezneme parametrické feseni neholonomnich rovnic, tedy piislusnou distribuci, a pomoci
Lieovych zavorek dopocitame Lieovu algebru fiditelnosti jako involutivni uzavér. Nako-
nec pro nazornost uvadime priklady v jednotlivych konfiguracich spolec¢né s ptislusnymi
vypocty parametrickych feseni a diskuzi lokalni fiditelnosti. VSimneme si, ze takto disku-
tovana fiditelnost neakcentuje rozdil mezi hnacim a hnanym prvkem.

V posledni kapitole zavadime pojem riditelnost vzhledem k aktivnim prvkum, kterymi
jsou v nasem piipadé servomotory v kloubech mezi jednotlivymi ¢lanky. Jedinymi hnacimi
soufadnicemi naseho systému jsou tedy thly ¢, a ¢o. Pro demonstraci vyuzijeme jiz diive
vypocitanych prikladu z treti kapitoly.



Kapitola 1

Matematické zaklady

V nasledujici pasazi se seznamime s teoretickymi pojmy, které budeme vyuzivat v dalsim
textu. Kapitola je rozdélena do ¢tyt ¢ésti, v nichz se zabyvame otézkou vektorovych pro-
storu a jejich bazemi, dale se vénujeme algebraickym strukturam, a to predevsim Lieové
algebte. V poslednim useku definujeme tidici systém a jeho vlastnosti. Veskeré poznatky
z tohoto oddilu vyuzijeme pro nalezeni neholonomnich rovnic potiebnych k popisu robo-
tického hada. Tato kapitola vychazi z [4], [6] a [§].

1.1 Linearni algebry

Vektorové prostory

Definice 1. Komutativni grupa (V,+) se nazyva vektorovy prostor (nad R), jestlize
pro kazdy prvek v € V a kazdé redlné cislo r € R je definovany prvek r - v = rv
z mnoziny V' a ptitom plati Vua,v € V; r,s € R:

er(utv)=ru+rv,

e r+s)u=ru+su,

e (rs)u=r(su),

e lu=nu.

V naSem textu budeme vzdy pracovat s vektorovym polem nad R.

Definice 2. Nechf V = (V, +) je vektorovy prostor a vi,...,v; € V(k € N). Rekneme,
ze vektor v € V je linedrni kombinaci vektoru vy, ..., vy, jestlize existuji redlna cisla
ri, ..., tak, ze plati

V=r{vy+...+ 7 Vg.
Jinymi slovy fikdme, ze vektor v lezi v linearnim obalu generovanym vektory vy, ..., vy
a piseme

v € span{vy,...,Vi}.
Vektory vi,...,vy se nazyvaji linearné zavislé, jestlize existuji ry,...,r, € R, z nichz
alespon jedno je ruzné od nuly tak, ze plati

TN Vi+ ...+ 7Tg Vg = 0.

V opacném piipadé nazyvame vektory vy, ..., vy linedrné nezavislé.



Definice 3. Necht V = (V,+) je vektorovy prostor a vy,...,v; € V(k € N). Soustava

vektoru vy, ..., vy se nazyva baze vektorového prostoru V, jeslize vektory vq, ..., vy jsou
linedarné nezavislé a kazdy vektor v € V je linedarni kombinaci vektora vy, ..., vg.
Algebry

Definice 4. Algebra A je vektorovy prostor (nad R) s definovanou bindrni operaci
e: Ax A — A, pro kterou plati

b+Ac)=aeb+ \
ae(btAc)=aeb+Aaec), VA €R: Va,b,c€ A,
(b+Xc)ea=0bea+ Acea),
Definice 5. Algebra se nazyva unitarni, jestlize v A existuje prvek e € A, pro ktery plati
eea=aee=a, Va € A.

Prvek e nazyvame jednotkovy prvek.

Piiklad 1. a) Prvnim pifkladem algebry je vektorovy prostor R? spolu s operaci vek-
torového souc¢inu definovaného predpisem

u X vV = (U3 — UV, U3y — U V3, U1V — U1 ),

kde u,v € R* u = (uy, uz, u3), v = (vi, v2,v3). Algebra nenf unitérni, tj. neexistuje
jednotkovy prvek e, pro néjz by platilo e e u = u e e = u, protoze vektorovy souc¢in
je antikomutatvni, tedy plati u x v = —v x u.

b) Komplexni ¢isla C tvoii vektorovy prostor nad redlnymi ¢isly a spolu s operaci
nasobeni

(a+bi)(a + Vi) = (ad’ —bb") + (ab' + ba')i,

kde a,d’,b, b’ € R, tvoii algebru, kterd je unitarni, protoze existuje prvek e = 14 01,
pro nejz plati ze (14 0¢) (a + bi) = (a + bi) (1 + 0i) = a + bi.

c¢) Vektorovy prostor Hamiltonovych kvaterniontu H spolu s operaci ndsobeni defino-
vanou predpisem

(a+bitcj+dk)(d +bi+dj+dk) = (ad —bb' —cd —dd')+ (ab" +cd + ba’ — dc')i
+ (ad +bd' + ca’ — db')j + (ad + b’ + da’ — V' )k,
kde a,a’, b,V ¢, ,d,d € R, spliujici podminky:
i =2 =k? =ijk=—1,
ij=k ji=—k jk=i kj=—i ki=j ik=—j,

tvori algebru. Algebra je unitarni, tj. existuje prvek e = 14-0i+05+0k, pro ktery plati
(1400 +07 +0Fk) (a+bi+cj+dk) = (a+bitcj+dk)(14+0i4+-0540k) = a+bi+cj+dk.

d) Vektorovy prostor matic MatyR tadu 2 s operaci komutétoru definovanou
[A,B] = AB — BA, A, B € MatsR,

tvoif algebru. Algebra neni unitdrni, nebotf neexistuje jednotkovy prvek, protoze
algebra je antikomutativni, tj. plati [A, B] = —[B, A].
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e) Poslednim piikladem algebry je vektorovy prostor spojitych funkei C*° s operaci

of 9y
[f’g]_al'g_ axv
kde f,g € C*. Na algebie neexistuje jednotkovy prvek, algebra tedy neni unitarni,
protoze je antikomutativni, plati [f, g] = —[f, g].

Asociativni algebry

Definice 6. Jestlize na albegie A plati tzv. asociativni zédkon
ae(bec)=(aeb)ec=aebec, Va,b,c € A,

potom se algebra nazyva asociativni.

Priklad 2. a) Na vektorové prostoru R? spolu s operaci vektorového soucinu
x : R3 x R? — R3 ovéiime asociativitu této operace, tj.

ux (vxw)=(uxv)xw.

Pro u = (uy,us,u3), v = (v1,v2,v3) a w = (wy, we, w3) rozepiseme levou a pravou
stranu jako
u X (Vv X W) = (ugv1wy — usawy — uzvswy + ugviws,
UgVaW3 — U3V3W2 — UIV1W3 + U VW1,
ULV3W] — UVIW3 — UgVaWs3 + UpU3W2),
(u X V) X W = (uzvjws — u103W3 — UUWe + Uy We,
U VW1 — UV W] — UgU3W3 + U3V W3,

UgU3Wy — UgVaWe — UzV1W + UTV3W)

Vidime, ze leva a prava strana se obecné nerovnaji, napi. mame-li vektory

u=(1,2,3),
v = (4,5,6),
w = (7,8,9),
ux (vxw)=(-24,6,12),

(uxv)xw=(78,6,—66).
Prava a leva strana se nerovnaji, algebra neni asociativni.

b) Pro vektorovy prostor komplexnich ¢isel C s operaci ndsobeni ovéiime, ze plati
asociativni zdkon, tj.
(a+bi)[(a" + i) (a" +b"1)] = [(a + bi)(a" + V'i)](a” + b"7),
pro a,a’,a”,b,b', " € R. Postupné si rozepiSeme pravou a levou stranu nasledovné
(a+bi)[(a" +Vi)(a" +b")] = (ad'a” — al'b" — ba'b" — bb'a")
+ (ad'V" + ab'a” + ba'a” — bO'b")i,
[(a+bi)(a" 4+ b')](a" + V") = (ad'a” — bb'a" — al'b" — ba'b")
+ (ad'd” — bU'Y" + ab'a” + ba'a")i.

Prava a leva strana se rovnaji, tato algebra je asociativni.



¢) Na vektorovém prostoru H s operaci ndsobeni ovéfime asociativitu danou rovnosti

(a+bi+cj+dk)[(d +bVi+j+dEk)(a"+0"i+"j+d"k)] =
[((a+bi+cj+dk)(ad +bi+dj+dK)]a +b"i+ "5+ d"k),

kde a,da’,a”,b,b',b" ¢, ", d,d,d" € R. Po rozepsani pravé a levé strany vidime,
ze
(a+bi+cj+dk)[(a+bi+dj+dk)(d"+0"i+ "5+ d'k)]
= (ad'a" — ab't’" — add’ —ad'd” — ba'b" — bd'd" — bb'a" + bd' "
—cd'd —cbd" —cdad" + ed'V' — dd'd" — db'd" + ddb" — dd'a”)
+ (ad't" + add" + abl'a” — ad' " + ba'a” — OV'D" — b " + bd'd”
Fedd + A — el + edd — ddd — dbd" — dda” + ddY')i
+ (ad'd +ab'd" + acd” — ad'V' + cd’a” — 'V — e " — ed'd”
+ba'd" + b’ — bV + bd'd" — da'b" — dd'd" — dv'a" + dd'd")j
+ (ad'd" + ab'd" — adb’ + ad'd” + dd'a” — db'V" — dc'd" — dd'd”
+bd' " +o'd" +bda" — bd'b" — cd't" — edd" — cb'a” + ed' )k,
[(a+bi+cj+dk)(d +bi+dj+dk)](a" +b"i+"j+d"k)
= (ad'a” —bb'a" — cca” — dd'a” — ab't" — cd'b" — ba't" + d'b"

—add" =bd' " —cd'd +db'd" — ad'd" — b'd" — da'd" + cb'd")
+ (ad't" — 'Y — b — dd'V" + add” + bd'd" + ca'd" — bd'd"
—ad'd —bdd" —dd'd" + ' + ab'a” + cd'a” + ba'a” — dc'a”)i
+ (ad'd" =0’ " — "+ dd'" + ab'd" + cd'd" + ba'd" — dd'd"
+acd” +bd'a" + cd'd” — bd'd" — ad'V’ — bV — dd'b" + V")
+ (ad'd" —bb'd" — cdd" — dd'd" + al' " + cd' " + ba' " — dd' "
—adt’ —bd'b" — cd'b" + bd'V" + ad'a” + bd'a" + da'a” — cb'a" k.

Leva i prava strana se rovnaji, algebra je asociativni.

d) Na vektorovém prostoru matic fadu 2 Mat,R s operaci komutédtoru ovéfime asoci-
ativitu

[A7 [BvCH = HA7B]7C]7

kde A, B,C € MatyR. Rozepiseme pravou a levou strany jako

[A,[B,C]] = [A, BC — CB] = ABC — ACB — BCA + CBA,
(4, B],C] = [AB — BA,C) = ABC — BAC — CAB + CBA.

Vysledky pravé a levé strany se obecné nerovnaji, napi. pro matice

12 3 45 6 789
A=1[2 3 1], B=|5 6 4], c=|(8 9 7],
31 2 6 4 5 9 7 8



dostaneme

00 0
[A,[B,C]]=10 0 0],

000

—26 —186 212
[[A,B],C] = | =30 —190 220

—22 —194 216

Vysledky operaci se nerovnaji, tato algebra neni asociativni.

e) Poslednim piikladem je vektorovy prostor spojitych funkei C* s operaci [, ]. Ovérime
vlastnost asociativity, tj.

/519, B] = 111, 9], Ml

pro f,g,h € C* rozepiSseme pravou a levou stranu jako
89 8h 8 f 8h 0%g 0%h

AR A

Levé a prava strana si obecné neodpovidaji, napt. pro funkce

f=a*
g=z+1,
h =sinz,

[f,]g,h]] = 2*(cosx — xsinx — sina — cosx) — (z cosx + cosx — sin )2

= —2%cosx — 3xsine — 2z cosx — sinx — cos x,

[[f. 9], h] = (—2° — 22) cosz — sinz(—2z — 2)

= —z2cosx — 2rcosx + 2rsinx + 2sin .

Vysledky operaci levé a pravé strany se nerovnaji, algebra neni asociativni.

1.2 Lieovy algebry

Definice 7. Algebra A se nazyva Lieova algebra, jestlize plati

a) rey=—yex antisymetrie
b) re(yez)+ze(zey)+ye(zex)=0 Jacobiho identita
pro x,y,z € A.

Poznamka 1. Viastnost antisymetrie se dd nahradit alternationi podminkou
a*) rex =0 Vo € A.

Poznamka 2. V pripadé Lieovy algebry se linedrni operace ® obvykle oznacuje zdvorkouw
[z, y] == x ey, které rikime Lieova zdvorka.



Priklad 3. a) Na vektorovém prostoru R? s operaci vektorového soucinu ovéfujeme

nejdiive prvni vlastnost - antisymetrie:
UXV=—VXuU
Rozepsdnim pravé a levé strany zjistime, ze

u X v = (Ugv3 — U3V2, U3V — ULV3, UsV2 — Ui ),
—V X u = —(ugvy — U3, UV — ULV3, UV — U1 V2)

= (U27J3 — U3V2, U3V1 — U1V3, U1V2 — Uzvl),
a tedy prvni vlastnost plati. Ovéfime i druhou vlastnost Jacobiho identity:
(ux (vxw))+ (wx (uxv))+(vx(wxu))=o.
Rozepsanim vyrazu ziskame
(U2U1w2 — UgV2W1 — U3V3W1 + U3V1W3; UzVaW3 — UV3We — UV W2 + U V2W1;
UIV3W] — UV W3 — UgUW3 + UgV3Wa) + (U VaWy — UV We — UV W3 + U V3W3;
UgV3W3 — U3V2W3 — UV2W1 + UV W1 ; UV W2 — UV3Wo — UTV3W + U3U1w1)

+ (UQUle — U1V2W9 — ULV3W3 —+ U3V3W1; U3V3We — UV3W3 — U2V1W1 + U1V1W3;

UIVIW3 — U3V W] — UgVaWs + usvaws) = (0,0,0).
Tento vektorovy prostor spliuje obé vlastnosti a je Lieovou algebrou.
Vektorovy prostor C s operaci nasobeni obecné nespliiuje vlastnost antisymetrie:
(a+bi)(a + Vi) = (aa’ — bb") + (ab/ + ba')i,
—(a+bi)(d + Vi) = (b — aa’) — (ab' + ba')i,
napt. pro komplexni ¢isla

s=1+41,

t=1+2i,

st=(1-2)+2+1)i=-1+ 34,
—ts=—(1-2)—(1+2)i=1-3i.

Vidime, ze se vyrazy nerovnaji, antisymetrie neplati a prostor neni Lieovou algebrou.
Pro vektorovy prostor H nejdiiv ovérime antisymetrii jako

(a+bi+cj+dk)(d +Vi+j+dk)=—(a +Vi+j+dk)(a+bi+cj+dk).
Rozepsanim pravé a levé strany dostaneme

(a+bi+cj+dk)(d +bVi+cj+dEk)=(ad —bb —cd —dd')
+ (ab +bad’ + cd —dc' )i+ (ad + ca’ +bd — dV')j + (ad' + da’ + bd — cb' )k,
—(d+Vi+dj+dk)a+bi+cj+dk) = —(aad" —bb — cc — dd')
— (bd' + ab +dd — cd")i — (ca' + ac + db' — bd')j — (da’ + d'a + cb" — b k.



Vidime, Ze se obé strany se sobé obecné nerovnaji, napi. pro kvaterniony

e=1+i+7+k,
F=1+2i+2j+k
ef=(1-2-2-1)+@2+1+1-2)i+(2+1+1-2)j+(1+1+2—2)k
— 421 2j+ 2k,
fe=-(1-2-2-1)—(14+2+2-1)i—(2+14+2-1)j—(1+1+2-2)k
— 4 4i—4j — 2k

Prostor nespliuje prvni podminku a proto neni Lieovou algebrou.

Na vektorovém prostoru realnych matic druhého radu s operaci komutatoru ovérujeme
nejdiive prvni podminku antisymetrie jako

[A, Bl = —[B, Al.
Rozepiseme-li levou a pravou stranu, dostaneme

[A, B] = AB — BA,
—[B,A] = —(BA— AB) = AB — BA.

Prava a leva strana se rovnaji, tedy prvni vlastnost je ovefena. Nyni ovéfime druhou
vlastnost Jacobiho identity

[A, [B,C] + [C, [A, B]] + [B[C, A]] = 0.
Opét rozepiseme jednotlivé operace a dostaneme

[4,[B,C]] + [C,[A, B]] + B, [C, A]]
= A(BC — CB) — (BC — CB)A + C(AB — BA) — (AB — BA)C
+ B(CA— AC) — (CA— AC)B = ABC — CBA — BCA+ CBA
+ CAB — CBA— ABC + BAC + BCA— BAC — CAB + ACB = 0.

Obé vlastnosti plati a vektorovy prostor je Lieovou algebrou.

Pro vektorovy prostor C* spojitych funkei nejdiive ovérime antisymetrii jako

[f:91 = —lg, f].
Rozepiseme si obé strany rovnice
_of 9y
[f? g] - 81’ 81'7
_ (99, 0F\_9f .99

a vidime, zZe se strany rovnaji. Ovérime taktéz druhou vlastnost

1o, ML+ 1B 1 9]l + g [hs f1] = 0.
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Rozepiseme si jednotlivé vyrazy a dostaneme

B afag afah a2g a2h Ohof
Oh dg 02 f a? dg Oh agaf a2f 9%
S e gt gt g g s~ g+ ghg g =0,

Jelikoz vektorovy prostor spliiuje i podminku Jacobiho identity, je Lieovou algebrou.

Prehled vlastnosti algeber z piikladu [If uvadime v nésledujici tabulce.

unitarni | asociativni | Lieova
algebra | algebra algebra
R3 v
C v v
H v v
MatsR v
c* v

Poznamka 3 (viz [§]). a) Vektorovy prostor, pro néjz plati [X,Y] = 0, VXY, se
nazyvd Abelovskd Lieova algebra.

b) Specidlni Lieova algebra je tvorena vektoroviym polem redlngch matic M typu n X
n s nulovou stopou Tr(M) = 0 a operaci komutdtoru. Je izomorfni s algebrou
z prikladu @ a je Lieovou podalgebrou matic 2 X 2 nad redlnymi ¢isly z prikladu

)

c) Vektorovy prostor nad maticemi 7adu 2 s nulovym druhym rdadkem s operaci ko-
mutdtoru, se nazyvd afinni Lieova algebra primky. Bdzi prostoru tvori prvky

10 0 1
i-(o) =0

a plati [ X1, Xs| = Xo.

1.3 Afinni prostory

Definice 8. Necht A je neprizdnd mnozina, jejiz prvky nazyvame body. Necht V je
vektorovy prostor nad télesem redlnych ¢isel R a dale necht = : A x A — V je zobrazen{
spliujici:
1. Pro libovolny bod A € A a libovolny vektor u € V existuje jediny bod B € A
s vlastnosti 7 (A, B) := AB = u.

2. Pro libovolné body A, B,C € A plati AB + BC = AC.

Potom (A, V.7 ) se nazyva afinni prostor. Vektorovy prostor V se nazyva zaméteni afinniho
prostoru (A, V,™) a oznacuje se Z(A).

Je-li dimV = n, pak fikdme, Ze afinni prostor A je n-rozmérny (nebo téz dimenze n),
a piseme dim A = n.
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Véta 1. Necht A,B € A; u,v € Z(A) a necht o znaci nulovy vektor zaméreni Z(A).
Pak plati:

1. @ZO@A:B.

2. AB = —BA.
— =
Diikaz. 1. 7 <=7 Plati iA + AA = AA. Pricteme-li opacény vektor k obéma strandm
rovnice, dostaneme AA = o.

—
" =7 Nechf AB = o. Podle predchozf je AA — o, tzn. A — B.

2. Plati AB + BA — AA — o, tzn. BA = —AB.
]

Piipomenme, ze kdyz V je vektorovy prostor a systém vektoru Z = (eq,...,e,) je
bazi V, pak libovolny vektor u € V Ize jedinym zpusobem vyjadrit jako linedrni kombinaci
vektoru této baze jako

u=ue; + ...+ u,e,.

Uspotadanou n-tici koeficientu (ug, ..., u,) nazyvame souradnicemi vektoru u v bézi

B.

Definice 9. Necht B = (ey,...,e,) a ' = (dy,...,d,) jsou baze vektorového prostoru
V a plati
dj = ai;je + A2;€2 +...+ Upj€n,

kde j = 1,...,n, pak matice A = {a;;}};_,, tj. matice, v jejichz sloupcich vystupuji
souradnice vektoru dy, ..., d, vyjadiené v bazi £, se nazyva matice prechodu od baze A
k bazi £’

Definice 10. Necht (A,V,”) je afinnf prostor, dim.A > 1, nechf P € A je pevny bod
anecht (eq,...,e,) je bdze zaméien{ Z(A). Afinnim repérem (nebo afinnim soufadnicovym
systémem) v A rozumime systém

KX = (P;eq,...,e,).

Bod P se nazyva pocatek a vektory eq, ..., e, se nazyvaji zakladni vektory afinniho repéru.
Piimky z; = {P; span(e;)} se nazyvaji osy afinnich soutadnic (nebo souradné osy
afinnfho repéru).

Definice 11. Necht Z = (P;ey,...,e,) je afinni repér v (A, V,7) a X € A je bod.
Uspotradana n-tice realnych ¢isel z;, ¢ = 1, ..., n spliujici

}T}:xlel—%...—%xnen

se nazyva souradnicemi bodu X v afinnim repéru # (nebo afinnimi souradnicemi bodu
X vzhledem k repéru Z).

Soufadnicemi vektoru u € Z(A) v Z nazyvame souradnice vektoru u v bazi (ey, . .., e,),
tzn. usporadanou n-tici redlnych ¢isel u;, i = 1,...,n splnujici

u=uwe +...+u,e,.
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Necht jsou v (A, V,”) ddny dva repéry Z = (P;ey,...,e,) a Z = (P;el,....el),

’n

pticemz P’ = [by, ..., b,] je souradnicové vyjadieni bodu P’ vzhledek k repéru & a matice
A = {ai}} ;= je matice prechodu od baze (ei,...,e,) k bdzi (e}, ..., e)) zaméieni Z(A),
tzn. plati

n

, .
e; = g a;;e; proj=1,...,n.
i=1

Necht X € A je pevny bod, pficemz X = [xy1,...,z,] vzhledem k repéru Z, resp. X =
[z}, ..., 2] vzhledek k repéru #Z'. Plati

P7:I161+...+Inen,

/ i /AN
PX =uzel+...+x,e

n-n?

—
PPIIb161+...+bnen.

Dosazenim za €, j = 1,...,n dostaneme

n

n
P/X 0 /
= a;1€; + ...+ z, Ain€;.
i=1

=1

Ziejmé plati PX = PP’ + P'X. Po dosazeni a upravach dostaneme rovnice, které
muzeme stru¢né zapsat jako

n

J7jzzajix;+bj’ j:1,...,n. (1'1)

i=1
Maticové ziskame vyjadieni jako
X = AX'+ B. (1.2)

Definice 12. Rovnice (1.1)) a ([1.2) nazyvame transformacni rovnice souradnice bodu pti
prechodu od repéru Z k repéru #’.
Matice A se nazyva matice prechodu od repéru Z k repéru #'.

1.4 Ridici systémy

Hladkym vektorovym polem na afinnim prostoru A rozumime vektorovou funkci f : A —
Z(A). V soufadnicich muzeme psat:

fi(x)
f(x) = : ,

()
kde z € A, dim Z(A) =n, fi(z) : A = R, fi(x) € C*.

Vektorova pole na A tvori vektorovy prostor oznacovany X(.A), kde pifslusnymi ope-
racemi jsou
fi(z) 91(x) fi(z) + gi(2)
: + : = : ;
fal2) gn() fal() + gn(2)
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fi(z) rfi(x)
r : = :
fal2) 7 fn()
Na vektorovém prostoru hladkych vektorovych poli X(.A) zavedeme operaci |, | :

X(A) x X(A) = X(A) jako

+ ...+ (a(by) — b(an))i

0,6 = (afby) — bla) 5 o

o (1.3)

ob; Oa,;
kde a(bj) = >0 8?04]7 bla;) = >0 bi 8%:;7 Vektorovy prostor X(.A) spolu s operaci

[, ] tvoif Lieovu algebru. Dukaz muzeme nalézt napi. v [6].

Definice 13. Necht {gi,...,gm} je mnozina hladkych vektorovych poli, distribuci gene-
rovanou vektorovymi poli g1, ..., g, rozumime podprostor

A= Span{gh s 7gm} g %<A>7

kde linedrni obal konstruujeme pies mnozinu hladkych realnych funkei na A.
Distribuce vyéislena v jakémkoliv bodé ¢ € A definuje podprostor zaméreni

Ay =span{gi(q), ..., gm(@)} C Z(A).

Definice 14. Ridicim systémem asociovanym k distribuci A, generované hladkymi vek-
torovymi poli g1, ..., gm, rozumime diferencidlni rovnici ¢ € A, q € A, tj.

Gg=u1g1(q) + ...+ ungm(q), g € A, u; € C™, (1.4)
kdem >1, m € Z a ¢g,...,gn jsou hladka vektorova pole na A.
Definice 15. Trajektorie fidiciho systému (1.4) je zobrazeni « : [0,7] — A, pro které

existuje funkce u; € C'™ takova, ze v je feSenim obycejné diferencidlni rovnice
Q(t) =) wi(t)gi(a(t)), Vte[0,T). (1.5)
i=1
Funkce u(+) se nazyva fizeni pridruzené k zobrazeni .

Kazda trajektorie je tedy absolutné spojité zobrazeni v na mnoziné A takové, ze
A(t) € A(vy(t)) pro vsechna t € [0, T].

Definice 16. Distribuce je regularni, jestlize dimenze podprostoru A, nezavisi na q.

Definice 17. Distribuce je involutivni, jestlize je uzaviena na operaci Lieovy zavorky, t;j.
VigeA, [f.gl€eA.

Definice 18. Involutivni uzévér A je uzavér distribuce A vzhledem k Lieové zévorce, tj.
A je nejmensi involutivni distribuce obsahujici distribuci A.

Poznamka 4. Involutivni uzdvér A je Lieovou algebrou nazjvanou také Lieova alge-
bra generovand mnozZinou hladkych vektorovych poli g1, ...,gm a byvd oznacovdn jako
L(g1,. .-, 9m). Hodnost L(g1,...,gm) v bodé q € A definujeme jako dimenzi podprostoru

A

q-
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Definice 19. Dosazitelnd mnozina z bodu ¢ € A je definovana jako mnozina %, bodu
dosazitelnych pomoci trajektorie v systému ((1.4) z bodu q.

Definice 20. Rekneme, zZe systém (|1.4) vyhovuje Chowové podmince, kdyz
L(g1,- - 9m)(q) = Z(A), Vg € A.

Poznamka 5. Tuato vlastnost je znamd jako podminka hodnosti Lieovy algebry v teorii
rizend a jako Hérmanderova podminka v kontextu parcidlnich diferencidlnich rovnic [1)].

Dikazy nésledujicich vét je mozné nalézt napf. v pracich [I] a [6].

Véta 2. Jestlize systém spliiuge Chowovu podminku, potom dosazitelnou mnozinou
Ky je okoli bodu q, Vq € A.

Definice 21. Rikdme, ze Fdici systém v bodé ¢ € A je lokalné i{ditelny, pokud K, je
okoli bodu g.

Véta 3 (Chow-Rashevského teorém). Jestlize mnozina A je souvisld a systém
splniuje Chowovu podminku, potom lze kazZdé dva body mnoZiny A spojit trajektorii to-
hoto systému.

Poznamka 6. Lieova algebra A = L(gy,. .., 9m) generovand vektory gi,. .., gm se nekdy
oznacuje jako Lieova algebra riditelnost.

Véta 4 (Chowova véta). Ridici systém je lokdlné riditelny v bodé q, jestlize

A, = Z(A).
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Kapitola 2

Neholonomni mechanika

Méjme obecného triclankového robotického hada podle obrazku na afinnim prostoru
A dimenze t7i. Bod P = [0,0,0] € A je poc¢atkem referencniho souradného systému. Bod
Ry = [x0,%0,20] € A je pocdtkem hada a bod @ € A je jeho hlavou, v mistech bodu
Ry = [x1,11,21) € A, Ry = [x9, s, 29] € A jsou tsmistény servomotory. Uprostied ¢lanku
o délce [ jsou umisténa pasivni kolecka v bodech Ky, K1, K, € A.

2.1 Metoda pohyblivého repéru

Diky metodé pohyblivého repéru, ¢i pohyblivé baze, muzeme vyjadrit souradnice hlavy
(pripadné kolecka) robotického hada ve zvoleném afinnim repéru.

)
A

\J

Obréazek 2.1: Popis triclankového robotického hada
Méjmeé afinni repéry tvorené pocatecnimi body a bazemi zaméreni
Bo = (P, x,y,2), B1 = (Ro, 2o, Yo, 20), Bo = (Ry, 71,41, 21), Bs = (Ry, T2, Yo, 22).

Vyjadrime matice prechodu mezi jednotlivymi bazemi zaméreni. Pro prechod od repéru /3,
k By dostavame jako matici pfechodu matici rotace kolem osy z

cosy —siny 0
Ag=| sin¢y cosy O
0 0 1
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Déle mame matici rotace A; kolem osy z, kterd vyjadiuje prechod od repéru [
k repéru S,

cos¢; —sing; 0
A= | sing; cos¢p; 0
0 0 1

Posledni matici rotace je matice prechodu As od repéru f3 k repéru S

cos ¢ —singy 0
Ay = sings cospy 0
0 0 1

Nyni si postupné vyjadiime soutradnice hlavy v jednotlivych repérech. Budeme bod
hlavy vyjadiovat vzdy jako soutadnice vektoru mezi pocatkem systému a bodem hlavy
ve vhodné bazi zameéreni.

T

Y

2) B2 (RQQ)B2 = (l 0, 0>T + Ay (RQQ)ﬂs = (l, 0, O)T + Ay (l7 0, 0)T7
RoRi1)s, + (RiRa)s, + (RaQ)s, = (1,0,0)" + Ay (RiR2)g, + As A (RoQ)g,
lu _'_Al (17070> +A2 Al <l7070) )

=(1,0,0
= (
= (
(
(PQ)g, = (PR ) + (RoR1)p, + (R1R2)s, + (R2Rs)s
= (
= (
= (

RiR

~—

\—/\_/v

20, Y0, 20)" + Ao (RoR1)s, + Ao (R1R2)s, + Ao (RaQ)p,
T0, Yo, 20)" + Ag (1,0,0)T + Ay Ag (R1Ra)g, + A1 Ao (R2Q) s,
Zo, Yo, ZO) + AO (lv Oa O>T + Al AO (la 07 O)T + A2 Al AO (lv Oa O)T

Vektor (PQ) v afinnim repéru fy muzeme vyjadrit maticové jako

T cosy —siny 0 [
(PQ)s, =1 o | +| sinyy cosyp 0 0
20 0 0 1 0

cos ¢ —sin ¢ cosy —siny 0 [

0
4+ | sin¢g; cos¢p O siny cosy 0 0
0 0 1 0 0 1 0
cos ¢y —singy 0 cosp; —sing; 0
+ | singy cos¢; 0 sing; cos¢; 0
0 0 1 0 0 1
cos®y —siny 0
siny cosy 0 0],
0 0 1 0

kde 2/)’ ¢17 ¢2 € <07 27T>
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2.2 Kinematické rovnice

Abychom mohli odvodit neholonomni vazby, je tieba vyjadrit také souradnice vektoru
od pocatku afinniho repéru Sy k jednotlivym kolecktm.

Z cos®y —siny 0 é Z % cos
(PKo)gy = wo | + | siny cosyp 0 O =1 % |+ Lsiny |-
20 0 0 1 0 20 0
x cosy —siny 0 [
(PK1)g,=| wo |+ | siny cosyp 0 0
20 0 0 1 0
cos¢; —sing; 0 cosyy —siny 0 é
+ | sing; cos¢; O siny  cosy 0 0
0 0 0 0 1 0
Zo [ cos 1 é(cos ¢1 cos 1) — sin ¢y sin )
=| v |+ | lsiny |+ %(sin ¢1 co8 Y + cos P sin 1)
20 0 0
To lcos £ cos(¢1 +¢)
= v )+ Isine [+ Lsin(g+) |
20 0 0
Z costy —siny 0 l
(PK3)gy =1 vo | + | siny cosyp 0 0
20 0 0 1 0
cos¢p; —sing; 0 cosy —siny 0 l
+ | sin¢g; cosp; O siny cosy 0 0
0 0 1 0 0 1 0
cos s —singy 0 cos¢p; —sing; 0
+ | singy cospy 0 sing; cos¢; 0
0 0 1 0 0 1
cosy —siny 0 é
siny  cos 1/} 0
0 0
To [ cos lcos(¢py + 1) £ cos(¢g + ¢1 + )
=| v |+ | Ising )+ | Isin(dr+9) |+ | Lsin(gy + ¢y + )
20 0 0 0

Ve vypoctech jsme vyuzili dvou goniometrickych vzorcu

cos(x +y) = cosx cosy — sinxsiny,

sin(z + y) = cosxsiny + cosy sin .

Ptepsanim do vektorového tvaru a vynechanim z-ové soutadnice, kterda je po celou
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dobu pohybu hada nulova, nebot predpokldddme pouze rovinny pohyb, ziskdme rovnice

l
2
(PK1)g, = (20,50)" + I(cos ¢, sin )" + (COS(¢1 + ), sin(¢r + )7,
(PKy)s, = (o, yo)? 4 I(cosp, sin )’ + l(cos(qjl + ), sin(¢y + )"

é(cos(qﬁz + o1+ ), sin(g + d1 + )",

(PKo)g, = (ﬂfo,yo) (cos ¢731H¢)

+

které budeme déle vyuzivat.

2.3 Neholonomni podminky

Robotického hada pottebujeme pro své tucely popsat rovnicemi, z nichz déle vyvodime
pohyby, kterych je had schopen ¢ nikoliv. Vyuzijeme jiz diive vypocitanych rovnic ([2.1)).

YA

Obrazek 2.2: Matematicky model tiiclankového hada

Napiseme si rovnice (2.1)) a za délku ¢lanku dosadime [ = 2:

(z1,91) = (z,y) + (cos ¥, sin¢),
(2, y2) = (2,y) + 2(cos ¥, sin¢)) + (cos(¢1 + ¢), sin(d1 + 1)), (2.2)
(z3,y3) = (7, y) + 2(cos ¥, sin¢) + 2(cos(¢1 + ¥), sin(¢1 + ¢))

+ (cos(¢2 + @1 + ¥),sin(¢a + ¢1 + V).

Dalsim krokem je urc¢eni neholonomnich podminek, které dostaneme pomoci derivace
rovnic (2.2) podle ¢asu, ¢imz dostaneme vektory rychlosti jednotlivych kolecek:

(&1,91) = (&,9) + (—sin ¥, cos )i,

(2, 52) = (&, §) + 2 (= sin g, cos ) ¢ + (= sin(¢y + ), cos(vr +9)) (b1 +¢),  (23)
(Z,9
(

(#3,93) = (#,9) + 2 (—sin e, cos ) ¥ + 2(—sin(¢y + ), cos(¢r + ) (¢ +¢)
+ (—sin(¢s + @1 + ), cos(z + ¢ + 1)) (d2 + b1 + ).
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Abychom ziskali neholonomni rovnice, musime jesté vyjadrit smérové a normalové
vektory jednotlivych ¢lanku s kolecky:

s1 = (cos®,sin),
n; = (—sin, cos ),

(
(
sy = (cos(y + é1),sin(y + é1)),
(
(
(

=

o = (—sin(y + ¢1), cos(y + 1)),
83 = (cos() + @1 + o), sin(Y + 61 + ¢2)),
—sin(y) + @1 + ¢2), cos(Y + 1 + ¢2)).
Stanovime neholonomni podminky této soustavy, které zabranuji prokluzovani kolecek
tak, ze pozadujeme, aby vektor rychlosti jednotlivych kolec¢ek byl vzdy kolmy na normalovy

vektor prislusného ¢lanku:

Do podminek dosadime vypocitané derivace z (2.3) a ziskdme ti rovnice

(=sing, cosy) - (&, 9) + (= sine, cos ) ¥) = 0,

(—sin(y) + ¢1),cos( + ¢1)) - ((&,9) + 2 (—sin, cos ) P+
(—sin(¢y + 1), cos(y + ) (¢ + 1)) =0,

(=sin(y 4 @1 + ¢2), cos(V + d1 + ¢2)) - ((£,9) + 2 (—sine, cos ) ¢
+2 (—sin(¢y + 1), cos(dy + 1)) (¢1 + )
+(—sin(¢g + ¢y + 1), cos(py + 1 + 1)) (dg + 1 + 1)) = 0.

ﬁpravou a vyuzitim goniometrickych vzorcu pak dostaneme vysledné neholonomni
podminky

isinw—iﬁ—ycosw =0,
sin(y + ¢1) — 20) cos ¢y — ((bl + w) —ycos(¢ + ¢1) =0, (2.5)

Tsin(Y + ¢1 + o) — 24 cos (d1 + o) — 2, cos (Vv + ¢2)
— ¢ cos (1) + ¢1) — Y eos(v) + b1 + ) = 0.
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Kapitola 3

Modely

Tato kapitola se zabyva konkrétnimi piipady chybéjicih kolecek. Budeme diskutovat situ-
aci s chybéjicimi kolecky na prostiednim ¢i poslednim ¢lanku. Nastinime i stav, kdy jedina
kolecka jsou umisténa na prostfednim ¢lanku. Pro kazdy piipad vypocitame parametrické
feseni a nalezneme tidici distribuce. Na konci tohoto oddilu jsou uvedeny nazorné priklady
konfiguraci a diskuse fiditelnosti.

Vypocty byly provadény za pomoci softwaru Maple 17. Zdrojové kody vypoctu rovnic
a fidicich distribuci (rovnice_posledni.mw, rovnice prostredni.mw,
rovnice_jedno_kolecko.mw) a hodnosti matic v piikladech (hodnosti_posledni.mw,
hodnosti prostredni.mw, hodnosti_jedno kolecko.mw) jsou uvedeny v piiloze prace.

3.1 Parametrické reseni

7, predchozi kapitoly vzesla soustava tii diferencialnich rovnic , kterou si volbou
pro konkrétni parametry v, @1, ¢o, z a y muzeme piredstavit jako soustavu tii linearnich
rovnic o 5 neznamych.

Matice soustavy budeme upravovat na redukovanou trojihelnikovou matici. Vedoucim
prvkem i-tého fadku matice rozumime jeho prvni nenulovy prvek.

Definice 1. Matice A = [a;;] typumxn;i=1,...,m,j = 1,---n, se nazyvé redukovand
trojuhelnikova matice, jestlize

a) ma pouze nenulové fadky,
b) kazdy vedouci prvek je roven 1,

¢) nad kazdym vedoucim prvek jsou ve sloupci pouze 0.

Chybéjici kolecka na poslednim c¢lanku

V tomto piipadé se jednd o soustavu dvou linedrnich rovnic o péti neznamych ., y, ¥, ¢

a¢2.
@sineg — ) — g cosy = 0, (3.1)

& sin(y + ¢1) — 24 cos 1 — (1 +4) — g cos( + ¢1) = 0.
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V maticovém zapisu lze systém (3.1) vyjadrit jako

- (0.

kde
v
. ( 1 00 - sin(v)) cos (1)) ) o — 21
14+2cos(¢pr) 1 0 —sin(vp+ ¢1) cos(v+ ¢1) )’ ;
Y
Pomoci elementarnich fadkovych uprav matice A ziskdme redukovanou trojihelnikovou
matici A

100 —sin(1)) cos(¥)
(0 1 0 —sin(y) —2sin(yh) cos(pr) —sin(yh + ¢1)  — cos(v) — 2 cos(1h) cos(¢py) + cos(v + (;51)) '

Tento homogenni systém rovnic ma nekoneéné mnoho feseni podle Frobeniovy véty [4],

protoze hodnosti matic jsou totozné a plati h(A) = h(A) < n, kde n je pocet nezndmych.
7 matice soustavy A odvodime piimocatre parametrické feseni jako

v
P1
b | =581 +1t8 +ugs
T
(1
0 —sin(1)
0 —sin(y)) — 2sin(y)) cos(¢y) — sin(y) + ¢)
=s | 1]+t 0
0 1
0 0
cos(1)
—cos()) — 2cos(v)) cos(¢y) + cos(v + ¢1)
+u 0
0
1

Chybéjici kolecka na prostirednim c¢lanku
Opét se jedna o soustavu dvou linearnich rovnic o 5 neznamych i, 7, ¥, (ﬁl a gz'SQ.
d@sint — ) — g cost) = 0,
@ sin(1h + 1 + da) — 20 cos (1 + da) — 261 cos (Y + ¢) (3.2)
— g cos (U + p1) — Jcos(Y 4+ ¢y + ¢3) = 0.

Maticove soustavu (3.2) zapiSeme jako



kde

" 1 0 0 — sin(v)) cos(1))
(2 cos(pz2 + ¢1) +cos(d2) +1 2cos(p2) +1 1 —sin(pe + d2 + 1) cos(¢z + P2 + ¢)> ’
v
o1
U=
T
Y
Pomoci elementarnich fadkovych iprav matice A ziskame redukovanou trojihelnikovou
matici A
10 (1) —sin(y) cos(y)

2cos(¢2) + 1 / g |

kde f — —2sin(y)) cos(¢1 + ¢2) — 2sin(¢) cos(pa) + sin(ps + @2 + 1) + cos(v)
N 2 cos(p2) + 1 ;
j— _ 2008() cos(dr + ¢2) +2cos(y) cos(¢a) + cos(s + ¢z + ¢) + cos(y)

2cos(¢a) + 1
Tento homogenni systém rovnic mé opét nekoneéné mnoho teseni podle Frobeniovy

véty [4], protoze hodnosti matic jsou totozné a plati h(A) = h(A) < n, kde n je pocet
neznamych.

7 matice soustavy A opét piimocaie odvodime parametrické reseni jako

' 0 —sin cos ()

¥ 1
0 2cos(d) + 1 / "
. 2cos(¢p2) + 1
G| =581 Ttgtugs=s 1 +t 0 +u 0
- 0 1 0
Y

0 0 1

Chybéjici kolecka na krajnich ¢lancich
Ziskali jsme rovnici o péti nezndmych &, ¢, 1), ¢1 a ¢o. Soustavu mizeme vyjadiit maticove
jako
a-v=0,

kde vektor a = (1 + 2 cos(¢1); 1;0; —sin(y) + ¢1); cos(¢ + ¢1)) a matice

¥

b1

U= | ¢,

T

Y
Upravou vektoru a dostaneme

o (1‘ 1 0 —sin(y + ¢1) COS(@/}—I—gbl))
O\ 1+2cos(¢1)’ T 1+2cos(¢1) " 1+2cos(¢1) )
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Nase homogenni rovnice mé nekoneéné mnoho reseni podle Frobeniovy véty [4]. Z vektoru
a piimocafe odvodime parametrické feseni jako

(8
o1
by | =581+t +ugs+vg
T
(]
1 0 —sin(¢ + ¢1) cos(v) + ¢1)
1+ 2cos(¢r) 0 1+ 2cos(¢y) 1+ 2cos(¢y)
=s [1) +t 1|+ wu 8 + v 8
0 0 1 0
0 0 0 1

3.2 Ridici distribuce

Chybéjici kolecka na poslednim ¢lanku

7 minulé podkapitoly jsme ziskali tfi vektory popisujici parametrické feseni rovnic jako

0 —sin(1)
0 —sin(y)) — 2sin(v)) cos(pr) — sin(¢ + ¢1)
gi=|1|, g= 0 )
0 1
0 0
cos ()
—cos(1)) — 2cos(¢) cos(pr) + cos(v + ¢1)
g3 = 0
0
1

Z nichz vypocitame Lieovy zavorky pomoci vzorce (1.3)) jako

81,82 = (g1, 83] =

o O O o O
o O O O O
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1

— sin()(2sin(®) cos(ér) + sin(s) — sin(i + 1))
+(2sin(v)) cos(¢r) + sin(yp) — sin(y + ¢1)) (2 cos() sin(¢)
—sin(y) + ¢1)) — cos(v)) (2 cos(v)) cos(dy) + cos(v))
o] — | — o8+ 60)) = (=2 cos(t) cos(n) — cos(s) + cos(w+60)) |
((=2sin(¢) sin(¢1) — cos(y + é1))

0

0
0

cos(t)

—(2cos(tp) cos(1) + cos(h) — cos(v) + ¢1))
—(—sin(¥)(2sin(¢) cos(¢r) + sin()) —sin(y) + ¢1))
+(2sin(1) cos(@r) + sin(1) — sin(t) + 61)) (2 cos(e) sin(61)
—sin(y) + ¢1)) — cos(h) (2 cos(yp) cos(h1) + cos(y) — cos(y + 1))
(82, [82.83]] = | —(—2cos(v)) cos(¢r) — cos(¥)) + cos(v) + ¢1))(—2sin(tp) sin(¢y) | -
— cos(¢) + ¢1)))(—2sin(y) sin(¢1) — cos(v + ¢1))

0
0
0

sin(y)

—(2sin(y)) cos(¢y) + sin(y)) — sin(¢ + ¢1))
—(—sin(¥) (2sin(¢) cos(¢1) + sin(y) — sin(e + ¢1))
+(2sin()) cos(¢p1) + sin(¢h) — sin(y + ¢1))(2 cos(w)) sin(¢py)
~sin(ih + 1)) — cos(ih) (2cos() cos(d) + cos(s)

g5, 82, 83]] = — cos (1 + é1)) —‘(—2 cos(v)) cos(¢p1) — cos(v)) | '
+cos(y + ¢1))(—2sin(y) sin(¢r) — cos(y + ¢1))) (2 cos(¢) sin(¢1)
—sin(y + ¢1))
0
0
0

Z vypoctu je hned vidét, Ze tato distribuce neni obecné involutivni, nebot [gs, g3] ¢
span{gi, 82, 83}
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Chybéjici kolecka na prostrednim ¢lanku

7 minulé podkapitoly jsme ziskali tfi vektory popisujici parametrické feseni rovnic jako

0 .

) sin(v) cos()
f h

2 1
g = COS(?) " , B2 = 0 , g3 = 0 7

1 0

0

0 0 1

kde f — —2sin(y)) cos(¢1 + ¢2) — 2sin(¢) cos(pa) + sin(¢s + @2 + 1) + cos(v)
N 2cos(p2) + 1 ;
2cos(1)) cos(p1 + ¢a) + 2cos(1)) cos(pz) + cos(¢a + P2 + 1) 4 cos(v)

h=- 2cos(¢a) + 1
7 téchto vektoru vypocitame Lieovy zavorky podle vzorce 1'
0
—2sin(y) sin(¢1 + ¢2) — cos(Y + ¢1 + @2)
(2cos(¢2) +1)2
| 2(25I(0) cos(61 + 62) +28n(w) co(6) = SN + 61 + ) +sin()) sin(6n)
(2cos(¢2) + 1)2
81, 82] = , —2sin¥) sin(0 0) — 2sin() sin(ga) — cos( + 1 + ¢n) :
2cos(¢a) + 1
0
0
0
0
_ —2cos(v) sin(¢1 + ¢2) — sin(Y + ¢1 + o)
(2cos(ga) +1)2
 2(2cos(¢) cos(P1 + ¢2) +2cos(¢) cos(pa) + cos(¥) + d1 + ¢2) + cos(¢)) sin(¢o)
(2cos(¢2) +1)?
[g1, gS] = 2 cos()) sin(gy + ¢2) — 2 cos(vp) sin(pz) — sin(y + ¢1 + ¢2) )

2cos(¢a) + 1

0
0
0
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1
1 . . .
Teos(dn) £ 1 (sin() (—2sin() cos(d1 + ¢2) — 2sin(y)) cos(d2)
—sin(v) — sin(Y + 2 + ¢P2)) — (cos(¢)) (2 cos(v) cos(ihy + 12)
+2cos(1p) cos(thz) — cos(¥ + ¢1 + ¢2) + cos(v))))

1 . .
| . | _W ((2sin(z) cos((bl.-&- $2) + 28111(1/.)) cos(¢2)
82,83 —sin(y + ¢1 + ¢2) +sin()) (=2 cos(¥) sin(¢1 + ¢2) —sin(y + ¢1 + ¢2)) |’

+(2cos(¢) cos(p1 + ¢2) + 2 cos(v) cos(pa) + cos(v) + ¢1 + P2)
+cos(v))) (—2sin(¢)) sin(py + ¢2) — cos(¢ + ¢1 + ¢2)))

0
0
0

cos Y

~ 2cos(1p) cos(¢1 + ¢a) +2cos(y) cos(¢2) + cos(y) — cos(y + d1 + ¢2)
. 2cos(¢g) + 1

"~ 2cos(¢g) + 1 ((QCOS(¢2) 1 (sin(e)) (—2sin(y)) cos(¢1 + ¢2)

—2sin(1)) cos(¢pz) — sin(y)) — sin(y) + @1 + ¢2))
— cos() (2 cos(1h) cos(¢y + ?2) +2cos(y)) cos(¢2) + cos(¥) — cos(¥) + d1 + ¢2)))

(82, [82, 83]] = T oos(ag) T 12\~ (25in(¥) cos(é1 +¢2) |

+2sin(1)) cos(¢2) + sin(¢)) — sin(y) + ¢1 + ¢2))(—2cos() sin(¢p1 + ¢2)
—sin(¢ + @1 + ¢2)) + (2cos(v)) cos(¢1 + ¢2) + 2 cos(v) cos(¢2)
+cos(¢) + cos(¢ + ¢1 + ¢2))(—2sin(e) sin(p1 + ¢2)
—cos(y + ¢1 + ¢2))))(—2sin(y) sin(g1 + ¢2) — cos(Y + ¢1 + ¢2)))

sin
 —2sin(1) cos(n + 63) — 2sin(t) cos(ds) — sin(® + b1 + éa) — sin(v)
. 2cos(¢a) + 1
- 2cos(¢o) + 1 ((2 cos(pa) + 1 (sin(y) (=2sin(v) cos(¢1 + ¢2)

—2sin(1) cos(¢a) — sin(y) + ¢1 + ¢2) —sin(1h)) — cos() (2cos(vp) cos(¢r + ¢2)
+21cos(w) cos(¢z) — cos(v) + @1 + ¢2) + cos(v))))

&3, (g2, 83]] = +W(_(2 sin(¢) cos(¢1 + ¢2) + 2sin(¢) cos(¢z)
—sin(y + ¢1 + ¢2) +sin(y))(—2 cos(y) sin(¢1 + ¢2)
—sin(y + @1 + ¢2)) + (2cos(vp) cos(d1 + ¢2) + 2cos(1)) cos(¢pa)

+cos(y + @1 + da) + cos(¢))(—2sin(y) sin(d1 + )
—cos(¥ + @1 + ¢2)))) (=2 cos(vp) sin(¢r + ¢2) —sin(Y + g1 + ¢2)))

Z vypoctu je hned vidét, Ze tato distribuce neni obecné involutivni, nebot [g;, gs] ¢
span{gi, 82, 83}
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Chybéjici kolecka na krajnich ¢lancich

Z vektoru
1
1+ 2cos(¢y) 8
g1 = ! go = 1
8 0
0 0
—sin(y) + ¢;) cos(¢ + ¢1)
1 4+ 2cos(¢y) 1+ 2cos(¢1)
g3 = 8 , 84 = 8 s
1 0
0 1
vypocitame Lieovy zavorky:
0 0 0
0 0 0
g1,82] = |0 [g2,83] = | 0 (82,84 =10
0 0 0
0 0 0
—cos(¢ + ¢1) — 2sin(y) + ¢1) sin(¢y)  cos(y + ¢1)
(1 4+ 2cos(¢1))? 1+ 2cos(¢1)
[g17 g3] = 8
0
0
—sin(y + ¢1) + 2 cos(v) + ¢1) sin(¢py) B sin(v) + ¢1)
(1 4+ 2cos(¢r))? 1+ 2cos(¢y)
[g17g4] = 8
0
0
1
(1 +2cos(¢1))?
0
[g?n g4] == 0
0
0

Z vypoctu je hned vidét, ze tato distribuce neni obecné involutivni, nebot (g, g3] ¢
span{g, 82, 3, 81}

Poznamka 1. V pripadé chybéjicich kolecek na poslednim clanku miZeme konstatovat,
Ze soustava ma vZdy resent.
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V pripade chybéjicich kolecek na prostrednim clinku se ve jmenovateli objevuje vyraz
2 cos(¢y) + 1. Soustava tedy nemd tesent, pokud

1

2cos(¢2) +1 =0, resp.cos(ps) = —5

Takové konfiguraci Tikame singuldrni stav a v tomto pripadé nastdvd, jestliZe uhel o mezi
prostrednim a poslednim clankem je roven

2 4
g = g + 2k nebo ¢y = ?ﬂ + 2k,

V pripadeé kolecek pouze na prostrednim clanku nastdvaji singuldrni stavy, pokud

1

1+2cos(¢1) =0, resp.cos(¢pr) = —5

Tento stav vznikd, jestliZe whel ¢1 mezi pronim a druhym ¢lankem je roven

2 4
o1 = % + 2k nebo ¢ = % + 2km.

3.3 Piiklady

V nésledujicim odstavei uvedeme nékteré piiklady konfiguraci hada, které nam prijdou
zajimavé. Vypocitame parametrické feSeni a vycislime Lieovy zavorky. Nakonec posoudime
fiditelnost daného piikladu. V celé kapitole volime x = y = 0, protoze nase tvahy nejsou
zavislé na misté, kde se mechanismus nachézi.

Chybéjici kolecka na poslednim ¢lanku
Piiklad 1. Piedstavme si situaci podle obrézku [3.1} V tomto pifpadé jsou thly mezi
kolecky ¢1 = ¢ = 0 a pocatecni thel ¢ = 0.

Y
A

v

Obrézek 3.1: Obrazek k piikladu

Dosazenim do feseni soustavy ziskame

Y 0 0 1
b 0 0 -2
by | =s |1+t O] +u] O
i 0 1 0
J 0 0 1
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Vytvoiime matici tvofenou vektory g1, g2, g3 a Lieovymi zdvorkami v dané konfiguraci

6o 1 00 1 1 O
00 -200 -4 -6 0
A=|1 0 0 00 O 0 O
01 0 00 O 0 O
0o 1 00 0 0 O

Ctvrty, paty a osmy sloupec nul nemé vliv na hodnost matice A, muzeme je vyskrtnout.
Ziskavéame matici tvorenou péti linedrné nezavislymi sloupci, tj. rank(A) = 5, matice tedy
je plné radkové hodnosti a soustava je lokalné tiditelna.

Piiklad 2. Piedstavme si situaci podle obrézku [3.2] V tomto piipadé jsou uhly mezi

kolecky ¢ = g a ¢y = 0 a pocatecni uhel ¢ = T

Y

\
8

Obrézek 3.2: Obrazek k prikladu

Dosazenim do feseni soustavy ziskame

J . V2 V2
; 2 2
2 0 0 W)
by | =s [ 1]+t +u

i 0 0 0

. 0 1 0
Y 0 1

Vytvorime matici tvorenou vektory g1, g2, g3 a Lieovymi zavorkami v dané konfiguraci

V2 V2 v

0 -5 - 001
-0 0 —~v200 -2 - f\/‘
1 0 0O 00 0 0 0
0 1 0 00 0 0 0
0 0 1 00 0 0 0

Ctvrty a paty sloupec jsou nulové, mizeme je vysrtnout, aniz by se hodnost zménila.
Vysledna hodnost takto upravené matice je pét, tj. rank(B) = 5, matice je plné fadkové
hodnosti a soustava je v dané konfiguraci lokalné riditelna.
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Obrazek 3.3: Obrazek k prikladu

Priklad 3. Predstavme si situaci podle obrazku [3.3] V tomto piipadé jsou dhly mezi
s b
kolecky ¢1 = ¢9 = 5 a pocatecni uhel ¢ = T
Z holonomnich rovnic pro hada s chybéjicimi kolecky na poslednim ¢lanku (3.1)) vidime,

ze nejsou zavislé na velikosti thlu ¢, a to stejné plati i pro feSeni a Lieovy zavorky. Reseni
konfigurace bude totozné s fesenim piikladu [2| a tak konstatujeme, Ze tato soustava je
lokalné riditelna.

Chybéjici kolecka na prostiednim c¢lanku

Priklad 4. Predstavme si robota v poloze podle obrazku 3.4 V tomto piipadé jsou hly
mezi kolecky ¢1 = ¢ = 0 a pocatecni thel ¥ = 0.

y

P (! 2

v

)

Obrézek 3.4: Obrazek k piikladu

Dosazenim do feseni soustavy ziskame

N m
o1 3 0 —2
G| =s ]|+t |[0f+uf0O
i 0 1 0
J 0 0 1
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Vytvoiime matici tvofenou vektory g1, g2, g3 a Lieovymi zdvorkami v dané konfiguraci

00 1 0 01 0 1 0
1 4
S0 -2 — 0 -2 0 -2 0
a3 9
(100 0 0000 0
01 0 0 00 0 0 0
00 1 0 00 0 0 0

Sloupce nul muzeme vynechat, nebot neovlivni vypocet hodnosti. Hodnost takto upra-
vené matice je pét, tj. rank(A) = 5, matice je tedy plné fadkové hodnosti a soustava je
lokalné riditelna.

Piiklad 5. Predstavme si robota v poloze podle obrazku [3.5] V tomto ptipadé jsou uhly

mezi kolecky ¢ = g a ¢y = 0 a pocatecni uhel ¢ = T

\J

Obrazek 3.5: Obrazek k prikladu

Dosazenim do feseni soustavy ziskame

V2 V2
aNomo ] [
o1 3 V2 V2
Gy | =S 1 +t 3 +u 3
I 0 0 0
Y 0 1 0

0 1

Vytvoiime matici tvorenou vektory g1, g2, g3 a Lieovymi zadvorkami v dané konfiguraci

V2 V2 vz V2

0 5 : 0 0 1 0 5 :
1 V2 V2 22 2v2 10 0 23v2 V2

B=13 3 3 9 3 9 27 9
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
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Treti a ¢tvrty sloupec matice B jsou linearné zavislé, muzeme jeden z nich skrtnout
bez vlivu na vyslednou hodnost. Hodnost takto upravené matice je pét, tj. rank(B) = 5,
matice je opét plné fadkové hodnosti a soustava je lokdlné tiditelna.

Piiklad 6. Predstavme si robota v poloze podle obrazku [3.6] V tomto ptipadé jsou uhly

mezi kolecky ¢; = g a gy = g

Y

a pocatecni thel ¢ = Z

Obrézek 3.6: Obrézek k piikladu [6]

Dosazenim do feSeni soustavy ziskame

v
b1
b

Y

)

OO =

+1

+u

—_ o o Qlw|%
S S

Vytvorime matici tvorenou vektory g1, g2, g3 a Lieovymi zavorkami v dané konfiguraci

0
1

1
0
0

V2 V2

2

0
0
1
0

0

V2 0 2V2

2 0
2

0 0
0 0
10

0
0
0

1

0
0
0
0

o O O ) )

V2 V2

o O O N

V2

2

0
0
0

Vynechanim tietiho sloupce matice C' tvofeného nulami neovlivnime vyslednou hod-
nost matice. Hodnost takto upravené matice je pét, tj. rank(C') = 5. Matice je opét plné
rfadkové hodnosti a soustava je riditelna.

Chybéjici kolecka na krajnich ¢lancich

Piiklad 7. Predstavme si robota v poloze podle obrazku [3.71 V tomto ptipadé jsou uhly
mezi kolecky ¢ = ¢ = 0 a pocatecni thel ¢ = 0.
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Obrazek 3.7: Obrazek k prikladu

Dosazenim do feseni soustavy ziskame

) 1 1
zp 3 0 0 3
@1 1 0 0 0
¢2 =S 0 +t 1 +u O +v 0
i 0 1 0
y ’ 0 0 1

0

Vytvorime matici tvofenou vektory g, g9, g3, 84 a Lieovymi zavorkami v dané konfi-
guraci

1 1 4 1

3 0 0 3 0 3 0 00 9

10000 O 0O0O0OO
A:

01000 O O0O0OO0OD©O

001 00 0O O0O0O0TO

0001 0 0 0O0O0TO

Hodnost této matice A je pét, tj. rank(A) = 5, coz znaci lokdlni fiditelnost tohoto
systému.

Priklad 8. Predstavme si robota v poloze podle obrazku 3.8 V tomto piipadé jsou hly
mezi kolecky ¢; = ¢o = 7 a pocéatecni uhel ¢ = 7.
Dosazenim do feseni soustavy ziskame

¥ 1 0 V2 V2
; 1 2 2
¢1 0 0 0
(/5.2 =s ol +t|Ll]|+u 0 +v 0
@ 0 0 | 0
Y 0 0 0 1

Vytvoiime matici tvofenou vektory g1, 2,83, 84 a Lieovymi zavorkami v dané konfi-
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Obrazek 3.8: Obrazek k prikladu

guraci
2 2
10—%—%00—2\/5001
10 0 0O 00 0 000
B =

01 0 0O 00 0 000

00 1 0O 00 0 000

00 O 1 00 0 000

Hodnost této matice B je pét, tj. rank(A) = 5, coz zna¢i lokdlni Fiditelnost tohoto

systému.
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Kapitola 4

Riditelnost vzhledem k aktivnim
prvkum

V piikladech jsme vypocitali lokalni fiditelnost pomoci hodnosti matic systému v danych
konfiguracich. Vsechny pocitané piiklady nam pii pouziti vhodnych generatoru vysly jako
riditelné (hodnost piislusné matice byla 5). Nicméné vzhledem k tomu, Ze v naSich me-
chanismech jsou kolecka pouze pasivni, je na prvni pohled vidét, ze nékteré konfigurace
chybéjich kole¢ek vyrazné omezuji pohyb, ktery muzeme realizovat, napt. situace s kolecky
pouze na prostrednim clanku. Je to tim, ze v tomto ptripadeé se jedna o riditelnost systému
jako takového, tedy zda je mechanismus ze své konstrukce schopen pohybu v daném
sméru. Tento zavér je pro praktické vyuziti nedostateény, jelikoz jsme nerozlisili aktivni
(hnaci) a pasivni (hnané) prvky.

V nésledujicim oddile zavedeme ftiditelnost zohlednujici aktivni prvky, kterymi jsou
v nasem pripadé servomotory, umisténé v kloubech mezi ¢lanky, a vSe opét demonstrujeme
na piikladech z podkapitoly[3.3] V ivahu bereme tedy jen pohyby, pii kterych se jako hnaci
prvky pouzivaji uhly ¢; a ¢o, protoze ty jediné jsme schopni ménit. V nasem ptipadé se
jedna o 2. a 3. fadek matic systémt, tj. budeme sledovat, zda koeficienty na téchto pozicich
jsou nebo nejsou nulové.

Chybé¢jici kolecka na poslednim c¢lanku

Piiklad 9. Predstavme si situaci podle ptikladu [T} Matice systému je

00 1 00 1 1 O
00 -200 -4 -6 0
A=1 0 0 00 O 0 O
01 0 00 O 0 O
0o 1 00 0 0 O

7, matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tretim fadku. Hodnost takto re-
dukované matice je Ctyii a tedy vygenerované souciny nestaci pro dosazeni riditelnosti
vzhledem aktivnim prvkam.
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Piiklad 10. Predstavme si situaci podle piikladu [2] Matice systému je

0 Y2 Mg g V22

2 2 2 2

-0 0 V200 -2 -2v2 V2
1 0 0 00 0 0 0
0 1 0 00 0 0 0
0 0 1 00 0 0 0

7 matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tretim radku. Je vidét, ze posledni tii
souciny Lieovy zavorky tvoti dvoudimenzionalni podprostor, jeden z nich oddéldme. Hod-
nost takto redukované matice je ¢tyfi a tedy vygenerované souciny nestaci pro dosazeni
riditelnosti vzhledem k aktivnim prvkum.

Chybéjici kolecka na prostrednim ¢lanku

Piiklad 11. Predstavme si situaci podle piikladu [l Matice systému je

o 1 0 0 1 0 1 0
0—2—30—20—20

o 0 0 0 0 0 0 O
10 0 0 0 0 0 O
oo 1 0 0 0 0 0 O

O~ WO

7 matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tfetim radku. Vidime, ze dva souciny
Lieovy zavorky jsou linedrné zavislé, jeden z nich vyskrtneme. Hodnost takto redukované
matice je ¢tyfi a tedy vygenerované souciny nestaci pro dosazeni tiditelnosti vzhledem
k aktivnim prvkum.

Piiklad 12. Predstavme si situaci podle piikladu [5] Matice systému je

V2 VI

0 -5 0 0 1 0 > 5
1 V2 V2 22 2v2 10 0 23v2 V2

B=13 3 3 9 3 9 27 9
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

Z matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tretim fadku. Hodnost takto reduko-
vané matice je pét a tedy vygenerované souciny staci pro dosazeni riditelnosti vzhledem
k aktivnim prvkum.

Piiklad 13. Predstavme si situaci podle piikladu [6] Matice systému je

o Y2 V2o V22

2 2 2 2

o 1 0 V2 02200 0 V2
1 0 0O 0 0 00 0 0
0 1 0O 0 0 00 0 0
0 0 1 0 0 00 0 0
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7, matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tretim fadku. Hodnost takto re-
dukované matice je Ctyii a tedy vygenerované souciny nestac¢i pro dosazeni friditelnosti
vzhledem k aktivnim prvkam.

Chybéjici kolecka na krajnich ¢lancich

Piiklad 14. Predstavme si situaci podle piikladu [7] Matice systému je

1 1 4 1

3 00 3 0 3 0 00 9

10000 O O0O0OO
A:

01000 O O0O0OOTO

0 1 00 0 0O0O0OO

00010 0 0O0O0T©O0

Z matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tretim fadku. Hodnost takto reduko-
vané matice je dva a tedy vygenerované souciny nestaci pro dosazeni tiditelnosti vzhledem
k aktivnim prvkum.

Priklad 15. Predstavme si situaci podle pitkladu [§ Matice systému je

10—7—700—2\/5001

10 0 0O 00 0 000
B =

01 0 0O 00 0 000

00 1 O 00 0 000

00 0 1 00 0 000

7 matice oddélame sloupce majici nuly na druhém a tretim fadku. Hodnost takto reduko-
vané matice je dva a tedy vygenerované souciny nestaci pro dosazeni riditelnosti vzhledem
k aktivnim prvkum.
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Z.aver

Cilem této bakalaiské prace bylo nastudovani zédkladu neholonomni kinematiky a apli-
kace na zvoleny model. V nasem ptipadeé se jedna o triclankového robotického hada pohy-
bujictho se pomoci servomotri, které méni 1thel mezi kazdymi dvéma clanky. Uprostied
kazdého ¢lanku jsou umisténa pasivni kolecka, kterd nesmi prokluzovat.

Vybrali jsme modely, kde kolecka chybi na prostifednim a na poslednim ¢lanku, nebo
kde jsou kolecka pouze na prostfednim clanku, a déle je prozkoumali. Vytvorili jsme
neholonomni rovnice popisujici pohyb robota, urcili parametricka feseni a nalezli tidici
distribuce. Praci jsme doplnili o nazorné priklady konfiguraci v prostoru.

Ve vsSech prikladech jsme provedli analyzu riditelnosti na zakladé neholonomni ki-
nematiky a Chow-Rashevského véty. Zjistili jsme, ze vSechny konfigurace jsou lokalné
riditelné a jejich distribuce odpovidaji zaméteni afinntho prostoru Z(.A). Tato fiditelnost
je aparatem, ktery urcuje, zda je systém schopen pohybu, ale nezohlediuje rozdil mezi
hnacimi a hnanymi prvky.

Bylo tfeba zavést novy pojem a to fiditelnost vzhledem k aktivnim prvkum, ktery
jsme dosud v zadné literature nenalezli. Obecny koncept tiditelnosti vzhledem k aktivnim
prvkum jsme v praci kvuli ¢asovym moznostem nezavadeéli, ale je to pozoruhodny problém
k Teseni do budoucna. Tuto vlastnost jsme pouze ovérili na piikladech z tieti kapitoly.
Pro ovéreni jsme pouzili vygenerované souciny na fidici Lieové algebre, ale nediskuto-
vali jsme zadné dalsi pripadné dodatecné souciny. Vypocetli jsme, ze kromé piipadu hada
s chybéjicimi kolecky pouze na prostrednim clanku neni zadny jiny pripad fiditelny vzhle-
dem k aktivnim prvkum ¢; a ¢o, fiditelna neni ani zadna ”"rovna” konfigurace s nulovymi
uhly 1, ¢1 a ¢s. Je vidét, ze tento vysledek vice odpovidad mechanické a geometrické intuici.

Prace by se mohla dale rozsitit o definici pojmu tiditelnosti vzhledem k aktivnim
prvkum ¢i o analyzu fiditelnosti viceclankového robotického hada s ruznymi usporadanimi
chybéjich kolecek a nalezeni nejoptimalnéjsi, stale tiditelné varianty.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolu

A algebra

A afinni prostor

Z(A) zaméfeni afinniho prostoru

\% vektorovy prostor

dim(V) dimenze vektorového prostoru V

N mnozina prirozenych ¢isel

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnich ¢isel

H mnozina Hamiltonovych kvaternionu
rank(A) hodnost matice A
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Prilohy

Seznam priloh na CD

e rovnice posledni.mw - Maple Worksheet s tipravou matice a vypoctem Lieovych
zavorek pro hada s kolecky chybéjicimi na poslednim ¢lanku

e rovnice prostredni.mw - Maple Worksheet s ipravou matice a vypoctem Lieovych
zavorek pro hada s kolecky chybéjicimi na prostfednim clanku

e rovnice_jedno_kolecko.mw- Maple Worksheer s vypoctem Lieovych zavorek pro hada
s kolecky pouze na prostrednim clanku

e hodnosti_posledni.mw - Maple Worksheet s vypoctem hodnosti matic v prikladech
ve druhé kapitole pro hada s kolecky chybéjicimi na poslednim ¢lanku

e hodnosti_prostredni.mw- Maple Worksheet s vypoctem hodnosti matic v prikladech
z druhé kapitoly pro hada s kolecky chybéjicimi na prostrednim clanku

e hodnosti_jedno_kolecko.mw- Maple Worksheet s vypoc¢tem hodnosti matic v piikladech
z druhé kapitoly pro hada s kolecky pouze na prostfednim clanku
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