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Abstrakt
Tato diplomová práce se zabývá problémem optimálního øízení elektrického vlaku, a to
z hlediska èasu a spotøeby energie. Problém je roz¹íøen o analýzu v pøípadì speci�ckých
rychlostních omezení. Vyu¾itím aparátu teorie optimálního øízení je odvozena posloupnost
jednotlivých jízdních re¾imù a následnì je numericky získáno øe¹ení pomocí optimalizaè-
ních nástrojù v prostøedí Matlab.

Summary
This thesis deals with electric train optimal control problem with a focus on time and
energy optimization. The problem is extended by considering speci�c speed contraints.
We are able to design the sequence of control settings by the use of the optimal control
theory. Optimization tools in Matlab environment are used to determine the numerical
solution of the considered task.
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dání jízdních re¾imù, rychlostní omezení, Matlab
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Úvod
Mnohé matematické modely nejen technické praxe jsou formulovány prostøednictvím

dynamických systémù. V rámci tìchto dynamických systémù lze uva¾ovat vliv øídicích
èlenù (cílených regulací), jejich¾ pùsobením se dá ovlivòovat stav pøíslu¹ného systému.
Teorie optimálního øízení poskytuje aparát k nalezení takových øízení dynamických sys-
témù, která vyhovují daným optimalizaèním kritériím. Pod procesem øízení je mo¾né si
pøedstavit posloupnosti zmìn stavových velièin popisujících systém v èase, které mohou
být diskrétní nebo spojité. Optimalizaèní kritérium pak vyjadøuje zámìr minimalizovat
èi maximalizovat daný funkcionál, reprezentující pøíslu¹nou velièinu. Obvykle se v praxi
setkáme s minimalizací nákladù, energie, èasu, spotøeby materiálu, zdrojù, pøípadnì jejich
kombinací.

Problémy optimálního øízení hrají v technice dùle¾itou roli a setkáváme se s nimi
v dopravì, letectví, výrobních procesech, ekonomii a mnoha dal¹ích odvìtvích. Èasto-
krát se jedná o analýzu velmi komplikovaných nelineárních systémù vy¾adujících k øe¹ení
komplexní matematický aparát. Ten vyu¾ívá poznatkù z algebry, diferenciální geometrie,
funkcionální analýzy, statistiky, funkcí komplexních promìnných, parciálních diferenciál-
ních rovnic a dal¹ích oblastí. K velkému pokroku pro øe¹ení úloh optimálního øízení do¹lo
zejména s rozvojem výpoèetní techniky a metod dynamického programování.

Tato práce øe¹í konkrétní problém optimalizace jízdy elektrického vlaku. Volným zpù-
sobem navazuje na [11]. Dùraz je kladený zejména na analýzu speci�ckých pøípadù rych-
lostního omezení a pou¾ití alternativních optimalizaèních nástrojù.

V první èásti jsou uvedeny základní pojmy z teorie optimálního øízení a jejich vlastnosti
a vztahy potøebné k øe¹ení úloh optimálního øízení.

V druhé èásti je formulována úloha o energeticky optimální jízdì elektrického vlaku
a vyøe¹ena s vyu¾itím principu maxima pro èasovou a energetickou optimalizaci. Pro zpra-
cování úlohy bylo pou¾ito optimalizaèní prostøedí programu Matlab a získané výsledky
byly analyzovány.

V tøetí èásti je úloha následnì modi�kována pøidáním rychlostního omezení. Z hlediska
hledání optimálního øízení je v takovém pøípadì nutné dodr¾ovat podmínku, aby vlak
v konkrétních úsecích trati nepøekraèoval pøedepsanou maximální rychlost. Nejdøíve je
vyøe¹ena úloha pro rychlostní omezení na celé délce trati, poté s rychlostním omezením
pouze na pøedepsaném úseku trati. Obsa¾eno je odvození podmínek týkajících se aktivace
rychlostního omezení, diskuze speciálního pøípadu slo¾ení dvou rùzných scénáøù omezení
a úvaha ohlednì vlivu volby odporové funkce na øe¹ení. Souèástí výstupu této práce jsou
programy realizující výpoèet uvedených optimalizaèních úloh vèetnì gra�ckých výstupù.
Analýzu doplòují tabulky a obrázky znázoròující vztahy mezi velièinami a komentáøe
k tìmto závislostem.
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1. Základy optimálního øízení
V rámci této kapitoly pøedstavíme základní pojmy a poznatky z teorie optimálního

øízení. Za nejvýznamnìj¹í pojem v této oblasti se dá pova¾ovat princip maxima, u nìho¾
uvedeme i nìkteré dal¹í jeho vlastnosti a dal¹í vìty s ohledem na jejich vyu¾ití v úlohách
optimálního øízení. Princip maxima poprvé formuloval roku 1961 ruský matematik Lev
Semjonoviè Pontrjagin a jeho kolegové. Pontrjagin patøí k uznávaným matematikùm mi-
nulého století a bìhem svého ¾ivota se zaslou¾il o výsledky zejména v oblasti topologie
a optimálního øízení. Princip maxima pøedstavuje silný nástroj pro hledání optimálního
øízení dynamického systému. Pøi formulaci pojmù a vyu¾itých tvrzení vycházíme z [2], [3]
a [12].

1.1. Dynamické systémy a jejich regulace

V této podkapitole de�nujeme øízené dynamické systémy a mo¾nosti regulace tìchto sys-
témù.

De�nice 1.1. (dynamický systém). Uva¾ujeme stavový prostor X ∈ Rn, ve kterém se
pohybuje objekt popsaný vektorem promìnné x = (x1, . . . , xn). Jeho dynamika je popsána
soustavou obyèejných diferenciálních rovnic prvního øádu

ẋ1(t) = f1(x1(t), . . . , xn(t)),

...

ẋn(t) = fn(x1(t), . . . , xn(t)),

kterou lze zapsat vektorovì ẋ(t) = f(x(t)) a nazveme ji dynamickým systémem.

Poznámka. Dynamický systém nazveme autonomní, pokud je na èase explicitnì nezávislý.

Poznámka. Slo¾ky stavového vektoru x èasto pøedstavují v úlohách z oblasti mechaniky
souøadnice polohy a rychlosti uva¾ovaného objektu.

Pøedpokládejme, ¾e tento pohyb mù¾eme regulovat, tedy ¾e daný systém je opatøený
øízením, na jeho¾ okam¾itém stavu závisí pohyb objektu. Toto øízení si lze pøedstavit jako
uspoøádanou r-tici funkcí u1, . . . , ur, jejich¾ hodnoty závisí na èase a nabývají hodnot
z oboru regulace U . Obor regulace pøedstavuje daná mno¾ina U ⊂ Er, stanovuje se obvykle
bìhem formulace problému a závisí na technických parametrech øízení.

De�nice 1.2. (øízený dynamický systém). Uva¾ujeme fázový prostor X ∈ Rn, ve
kterém se pohybuje objekt popsaný vektorem promìnné x = (x1, . . . , xn). Jeho dynamika
je popsána soustavou obyèejných diferenciálních rovnic prvního øádu

ẋ1(t) = f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

...

ẋn(t) = fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , ur(t)),

(1.1)

kterou lze zapsat vektorovì ẋ(t) = f(x(t), u(t)) a nazveme ji øízeným dynamickým systé-

mem. Pohyb objektu lze regulovat pomocí vektorové funkce u.

2



De�nice 1.3. (regulace). Regulace je vektorová promìnná u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)) de-
�novaná na èasovém intervalu [t0, tf ] a její hodnoty patøí do oboru regulace U .

De�nice 1.4. (pøípustné regulace). Pøedpokládejme, ¾e obor regulace U je kompaktní
mno¾ina v Er. Tøídu regulací u(t) nazveme tøídou pøípustných regulací, jestli¾e regulace
z této tøídy splòují následující vlastnosti:

1. Je-li u(t), t ∈ [t0, tf ] regulací, pak u(t), t ∈ I ⊂ [t0, tf ] je také regulací.

2. Jsou-li u1(t), t ∈ [t0, t1] a u2(t), t ∈ [t1, t2] regulacemi, pak funkce

u(t) =

{
u1(t), t ∈ [t0, t1],
u2(t), t ∈ [t1, t2]

je také regulací.

3. Je-li u(t), t ∈ [t0, tf ] regulací, pak pøi libovolné poèáteèní podmínce x(t0) = a pro
libovolné a ∈ X je soustava (1.1) jednoznaènì øe¹itelná.

De�nice 1.4 pøedstavuje pøedpoklady kladené na regulaci vzhledem k øe¹itelnosti sou-
stavy. Vhodnou a èasto uva¾ovanou tøídou funkcí splòujících uvedené pøedpoklady je tøída
po èástech spojitých funkcí.

1.2. Formulace základní úlohy

Tato podkapitola se zabývá zavedením základní úlohy optimálního øízení a pojmu opti-
mální regulace. Uvedené de�nice pochází z [3].

De�nice 1.5. (øízený proces). Nech» a, b ∈ X. Øeknìme, ¾e pøípustná regulace u(t),
t ∈ [t0, tf ] pøevádí systém ze stavu a do stavu b, jestli¾e odpovídající øe¹ení poèáteèního
problému

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

x(t0) = a

je de�nované na celém èasovém intervalu [t0, tf ] a splòuje koncovou podmínku x(tf ) = b.
Dvojici x(t), u(t) nazveme øízeným procesem pøevádìjícím systém ze stavu a do stavu b.

Poznámka. Jestli¾e u(t), t ∈ [t0, tf ] pøevádí a do b, pak tuto vlastnost má také ka¾dá
regulace tvaru u(t + p), t ∈ [t0 − p, tf − p], p ∈ R. Jedná se o dùsledek toho, ¾e daná
soustava je autonomní, a této vlastnosti vyu¾íváme pøi spojování regulací.

Obrázek 1.1 znázoròuje øízení dynamického systému. Dynamický systém se z poèáteè-
ního stavu x(t0) = a vlivem pùsobení regulace u(t) v koneèném èase dostává do koncového
stavu x(tf ) = b. Regulace u bìhem pùsobení v systému nabývá pouze hodnot z oboru U .

Nyní pøistoupíme k formulaci základní úlohy optimálního øízení. Bez újmy na obecnosti
oznaèíme t0 = 0 a tf = T . Uva¾ujeme úèelovou funkci de�novanou

f0(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), u(t)) = f0(x(t), u(t)), (1.2)

pøièem¾ pøedpokládáme, ¾e f0(x(t), u(t)) je spojitá spolu se svými parciálními derivacemi
∂f0
∂xi
, i = 1, . . . , n na X × U .
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x(t0) = a ẋ = f (x(t), u(t)) x(tf) = b

Obrázek 1.1: Schéma øízení dynamického systému

De�nice 1.6. (základní úloha optimálního øízení). Nech» a, b ∈ X. Mezi v¹emi
pøípustnými regulacemi u(t), které pøevádìjí systém ze stavu a do stavu b (pokud tyto
regulace existují), hledáme takovou, pro kterou funkcionál

J = J(T, u) =

∫ T

0

f0(x(t), u(t))dt (1.3)

nabývá nejmen¹í mo¾né hodnoty. Platí t ∈ [0, T ], kde T je koncový èas, a x(t) je øe¹ení
dané øízené soustavy (1.1) s poèáteèní podmínkou x(0) = a a u(t) je odpovídající daná
regulace splòující koncovou podmínku x(T ) = b.

De�nice 1.7. (optimální regulace). Regulaci, která je øe¹ením úlohy uvedené v de�-
nici 1.6, nazveme optimální regulací a znaèíme û(t), t ∈ [0, T̂ ]. Odpovídající trajektorii
nazveme optimální trajektorií a znaèíme x̂(t), t ∈ [0, T̂ ]. Dvojici (x̂(t); û(t)), t ∈ [0, T̂ ] pak
nazveme optimálním øízeným procesem.

Poznámka. Výraz èi symbol se støí¹kou se v rámci práce vá¾e k objektùm s pøívlastkem
optimální, v souladu s obvyklým znaèením pou¾ívaným v literatuøe.

Poznámka. Pro f0(x, u) ≡ 1 pøejde funkcionál (1.3) na tvar J =
∫ T
0

1dT = T a jedná se
o úlohu èasové optimalizace.

Vìta 1.8. Nech» û(t), t ∈ [0, T̂ ] je øe¹ení úlohy uvedené v de�nici 1.6 a x̂(t), t ∈ [0, T̂ ] je
odpovídající optimální trajektorie. Pokud 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T̂ , pak regulace û(t), t ∈ [t1, t2]
je optimální regulace pøevádìjící stav z polohy x̂(t1) do polohy x̂(t2) a x̂(t), t ∈ [t1, t2] je
odpovídající optimální trajektorie.

Poznámka. Z pøedchozí vìty vyplývá, ¾e ka¾dý úsek optimální trajektorie a ka¾dá èást
optimální regulace jsou opìt optimální. Sjednocení optimálních trajektorií a optimálních
regulací v¹ak optimální být nemusí.

1.3. Princip maxima

Náplní této podkapitoly je formulace podmínky optimality pro vý¹e zformulovanou úlohu
optimálního øízení.

K základní øízené soustavì (1.1) pøidáme rovnici

ẋ0 = f0(x, u),

kde x = (x1, x2, . . . , xn) a f0 je funkce zavedená zpùsobem viz. (1.2). Dostaneme roz¹íøe-
nou øízenou soustavu ẋ = f(x, u), kde ẋ = (ẋ0, ẋ1, . . . , ẋn), x = (x1, . . . , xn) a f =
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(f0, f1, . . . , fn). Kromì této soustavy dále uva¾ujeme soustavu pro pomocné promìnné
ψ0, ψ1, . . . , ψn, tzv. adjungovanou soustavu, ve tvaru

ψ̇0 = −
n∑
k=0

∂fk
∂x0

(x, u)ψk,

ψ̇1 = −
n∑
k=0

∂fk
∂x1

(x, u)ψk,

...

ψ̇n = −
n∑
k=0

∂fk
∂xn

(x, u)ψk.

(1.4)

Oznaèíme ψ∗ = (ψ0, ψ1, . . . , ψn), f ∗(x, u) = (f0(x, u), f1(x, u), . . . , fn(x, u)) a zavedeme
Hamiltonovu funkci H∗ ve tvaru

H∗ = H∗(ψ∗, x, u) = (ψ∗, f ∗(x, u)) =
n∑
k=0

ψkfk(x, u). (1.5)

Øízenou soustavu ẋ = f(x, u) a soustavu (1.4) lze pøepsat do tvaru Hamiltonovy soustavy

ẋi =
∂H∗

∂ψi
, i = 0, 1, . . . , n,

ψ̇i = −∂H
∗

∂xi
, i = 0, 1, . . . , n.

V následující vìtì de�nujeme princip maxima, který pøedstavuje základní podmínku
pro optimalitu hledaného øízení.

Vìta 1.9. (princip maxima). Je dán stavový prostor X a stavy a, b ∈ X. Dále
uva¾ujeme optimální øízený proces (x̂(t); û(t)), t ∈ [0, T̂ ] pøevádìjící soustavu ze stavu
a do stavu b. Pak na intervalu [0, T̂ ] existuje takové spojité nenulové øe¹ení ψ∗(t) =
(ψ0(t), ψ1(t), . . . , ψn(t)) soustavy

ψ̇i = −∂H
∗

∂xi
(ψ∗, x̂, û), i = 0, 1, . . . , n,

¾e Hamiltonova funkce H∗ splòuje pro ∀t ∈ [0, T̂ ] podmínku maxima

H∗(ψ∗(t), x̂(t), û(t)) = max
u∈U

H∗(ψ∗(t), x̂(t), u). (1.6)

Navíc H∗(ψ∗(t), x̂(t), û(t)) ≡ 0 a ψ0(t) je nekladná a konstantní funkce na [0, T̂ ].

Vìta 1.10. (princip maxima pro úlohu èasové optimalizace). Je dán stavový pro-
stor X a stavy a, b ∈ X. Dále uva¾ujeme optimální øízený proces (x̂(t); û(t)), t ∈ [0, T̂ ]
pøevádìjící soustavu ze stavu a do stavu b v nejkrat¹ím èase. Pak na intervalu [0, T̂ ]
existuje takové spojité nenulové øe¹ení ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψn(t)) soustavy

ψ̇i = −∂H
∂xi

(ψ, x̂, û), i = 1, . . . , n,
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¾e Hamiltonova funkce H splòuje pro ∀t ∈ [0, T̂ ] podmínku maxima

H(ψ(t), x̂(t), û(t)) = max
u∈U

H(ψ(t), x̂(t), u).

Navíc H(ψ(t), x̂(t), û(t)) ≡ konst ≥ 0 na [0, T̂ ].

Vìta 1.11. (princip maxima pro úlohu s pevným èasem). Je dán stavový prostorX
a stavy a, b ∈ X. Dále uva¾ujeme optimální øízený proces (x̂(t); û(t)), t ∈ [0, T ] pøevádìjící
soustavu ze stavu a do stavu b, kde èasový okam¾ik T je dán pevnì. Pak na intervalu
[0, T ] existuje takové spojité nenulové øe¹ení ψ∗(t) = (ψ0(t), ψ1(t), . . . , ψn(t)) soustavy

ψ̇i = −∂H
∗

∂xi
(ψ∗, x̂, û), i = 0, 1, . . . , n,

¾e Hamiltonova funkce H∗ (1.5) splòuje pro ∀t ∈ [0, T ] podmínku maxima (1.6). Navíc
H∗(ψ∗(t), x̂(t), û(t)) ≡ konst a ψ0(t) je nekladná a konstantní funkce na [0, T ].

Poznámka. Princip maxima pro úlohu s pevným èasem má témìø identické znìní jako
pro úlohu èasové optimalizace. Jediný rozdíl spoèívá v dodateèné podmínce, která má na
[0, T̂ ] tvar

H∗(ψ∗(t), x̂(t), û(t)) ≡ konst.

1.4. Základní vìty o optimálních regulacích

V rámci této podkapitoly uvedeme nìkteré ze základních vlastností optimálních regulací,
které se nejèastìji vyu¾ívají pøi øe¹ení úloh optimálního øízení. Pro jejich analýzu je nutné
de�novat podmínku existence a jednoznaènosti optimální regulace.

De�nice 1.12. (konvexní mno¾ina). Mno¾ina M ⊂ Rn se nazývá konvexní, jestli¾e
pro ∀y1, y2 ∈M platí

cy1 + (1− c)y2 ∈M, ∀c ∈ [0, 1].

Geometricky mno¾ina M kromì bodù y1 a y2 obsahuje také úseèku, která tyto dva body
spojuje.

De�nice 1.13. (dosa¾itelná oblast). Nech» a ∈ X,T > 0. Mno¾inu V (t, a) nazveme
dosa¾itelnou oblastí, pokud je tato mno¾ina mno¾inou v¹ech stavù prostoru X, do nich¾
je mo¾né pøejít ze stavu a vlivem nìkteré pøípustné regulace u(t) za èas T .

De�nice 1.14. (hranièní bod). Nech» a, b ∈ X a T̂ je minimální èas, za který lze
pøevést bod a do bodu b. Potom b je hranièním bodem dosa¾itelné oblasti V (T̂ , a).

De�nice 1.15. (konvexní uzavøený mnohostìn). Konvexním uzavøeným mnohostì-

nem v Er nazveme ka¾dý prùnik U koneèného poètu uzavøených poloprostorù, je-li tento
prùnik neprázdnou a ohranièenou mno¾inou.

Konvexní uzavøený mnohostìn U je tedy mno¾ina v¹ech bodù u = (u1, . . . , ur) v Er,
jejich¾ souøadnice vyhovují soustavì lineárních nerovností

∑r
k=1 cikuk ≤ di, i = 1, . . . , s,

je-li tato mno¾ina neprázdná a ohranièená, kde ci, di pøedstavují obecnì zvolené koe�cienty
a s pøedstavuje poèet stìn mnohostìnu U .
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De�nice 1.16. (bod zvratu). Ka¾dý bod nespojitosti optimální regulace û(t), t ∈ [0, T̂ ]
nazveme bodem zvratu.

Poznámka. Bod zvratu pøedstavuje pøepnutí hodnoty optimální regulace.

Vìta 1.17. (o jednoznaènosti èasovì optimální regulace). Nech» je dána nor-
mální soustava (1.1), její¾ obor regulace je uzavøený konvexní mnohostìn U . Dále nech»
û1(t), û2(t) jsou dvì optimální regulace de�nované po øadì na intervalech [0, T̂1], [0, T̂2]
a pøevádìjící fázový bod ze stavu a ∈ X do stavu b ∈ X. Pak jsou tyto regulace identické,
platí T̂1 = T̂2 a û1(t) ≡ û2(t) na intervalu [0, T̂1].

Nyní zavedeme mno¾inu V jako mno¾inu v¹ech stavù a prostoru X ⊂ Rn, které lze po-
mocí vhodné pøípustné regulace pøevést do poèátku soustavy souøadnic. Pøedpokládáme,
¾e poèátek soustavy souøadnic je v¾dy prvkem mno¾iny V .

Vìta 1.18. (o existenci èasovì optimální regulace). Nech» je dána normální soustava
(1.1), její¾ obor regulace je uzavøený konvexní mnohostìn U . Pak mno¾ina V je otevøená
konvexní mno¾ina. Pro ka¾dý stav a ∈ V existuje optimální regulace pøevádìjící fázový
bod ze stavu a do poèátku soustavy souøadnic v nejkrat¹ím mo¾ném èase.

Vìta 1.18 øíká, ¾e existuje otevøené okolí poèátku souøadnic prostoru X takové, ¾e
se ka¾dý stav z tohoto okolí dá pomocí optimální regulace pøevést do poèátku soustavy
souøadnic. Dále øíká, ¾e pokud existuje pøípustná regulace u(t), t ∈ [0, T ] pøevádìjící stav
a ∈ X do poèátku soustavy souøadnic prostoru X, potom existuje i optimální regulace
û(t), t ∈ [0, T̂ ] s touto vlastností.

Poznámka. Vý¹e uvedená teorie se vztahuje k základní úloze optimálního øízení, v ní¾ se
regulovaný objekt pohybuje po pøímce, známe poèáteèní a koncové podmínky systému
a hledáme takovou regulaci pohybu objektu, aby v co nejkrat¹í dobì zastavil v po¾adova-
ném bodì. Dal¹í modi�kace úlohy spoèívá v po¾adavku, aby se objekt dostal do nìjakého
bodu, v nìm¾ ale rychlost objektu nemusí být nutnì nulová, tudí¾ koncový stav systému
není pøesnì urèený. Úlohy tohoto typu oznaèujeme jako úlohy s pohyblivým pravým kon-

cem. Dùle¾itým nástrojem pro øe¹ení takových úloh jsou podmínky transverzality. Tato
práce se v¹ak tímto typem úloh nezabývá a více informací k této problematice lze najít
napø. v [2].

De�nice 1.19. (hladká varieta a rovina). Ve fázovém prostoru X je dána mno¾ina S
v¹ech bodù x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X, jejich¾ souøadnice vyhovují k rovnicím

g1(x1, x2, . . . , xn) = 0,

g2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

...

gk(x1, x2, . . . , xn) = 0,

(1.7)

kde 1 ≤ k < n a funkce gj(x) jsou de�nované a spojitì diferencovatelné na X. Pokud jsou
vektory

grad g1(x), grad g2(x), . . . , grad gk(x)

nenulové a lineárnì nezávislé v ka¾dém bodì x ∈ X, tak mno¾inu S nazveme (n − k)-
-rozmìrnou hladkou varietou vX. Jestli¾e jsou rovnice (1.7) de�nující tuto hladkou varietu
lineární, pak S nazveme (n− k)-rozmìrnou rovinou v X.

7



De�nice 1.20. (konvexní funkce). Funkci h : X → R nazveme konvexní, pokud epi-
graf h je konvexní mno¾ina v R×X. Epigraf h je mno¾ina s vlastností

epi h = {(α, x) ∈ R×X : α ≥ h(x)}.

Vìta 1.21. (o existenci optimální regulace). Nech» je dána øízená soustava (1.1),
její¾ obor regulace U ⊂ Er je uzavøená ohranièená konvexní mno¾ina. Potom nech» vek-
torová funkce f(x, u) je lineární v u a skalární funkce f0(x, u) viz. (1.2) je konvexní v u
pro ∀x ∈ X. Pokud existuje aspoò jedna ohranièená mìøitelná regulace u(t), která pøe-
vádí systém ze stavu a ∈ X na uzavøenou hladkou varietu S, pak existuje i optimální
ohranièená mìøitelná regulace s touto vlastností.

1.5. Vlastnosti úloh s omezeními

Tato podkapitola obsahuje základní teorii a poznatky týkající se úloh s omezením. Jedná
se o typ úloh optimálního øízení, v nich¾ jsou omezené nìkteré ze stavových promìnných.

Uva¾ujme základní úlohu optimálního øízení (viz. de�nice 1.6), kterou roz¹íøíme ome-
zením na stavovou promìnnou ve tvaru nerovnosti

S(x, t) ≤ 0,

kde S(x, t) je skalární funkce. Hamiltonova funkce H∗ (1.5) je de�nována vztahem

H∗ = (ψ∗, f ∗(x, u)) + µS(q), (1.8)

a S(q) oznaèuje q-tou derivaci funkce S(x, t) podle èasu t. Jakmile se v derivaci funkce
S(x, t) poprvé objeví explicitnì øízení u, øekneme, ¾e má funkce S(x, t) omezení øádu q.
Funkce µ(t) pøedstavuje Lagrangeùv multiplikátor vyjadøující vliv omezení na systém. Na
hranici omezení platí

S(q) = 0, S = 0, µ(t) ≤ 0,

a mimo jeho hranici
S < 0, µ(t) = 0.

Adjungovaný systém dané soustavy je

ψ̇i =


− ∂H
∂xi

(ψ∗, x, u)− µ∂S(q)

∂xi
, S(q) = 0,

− ∂H
∂xi

(ψ∗, x, u), S(q) < 0,

i = 0, 1, . . . , n.

Pøi vstupu na hranici omezení musí být splnìny následující derivaèní podmínky

N(x, t) =


S(x, t)
S(1)(x, t)

...
S(q−1)(x, t)

 = 0. (1.9)

Uva¾ujeme, ¾e na hranici omezení se systém dostane v èase t1 a opustí ji v èase t2. Èas
t1 je bod, v nìm¾ Lagrangeovy multiplikátory a Hamiltonova funkce nemusí být spojité,
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ale v èase t2 spojitost platí. Pro èas t1 oznaèíme jeho limitu zleva symbolem t−1 a limitu
zprava symbolem t+1 . Nespojitost Lagrangeových multiplikátorù ψ

∗ a Hamiltonovy funkce
H je vyjádøena vztahy

ψ∗T (t−1 ) = ψ∗T (t+1 ) + πT
∂N

∂x(t1)
,

H(t−1 ) = H(t+1 )− πT ∂N
∂t1

,

(1.10)

kde π je vektor dimenze q multiplikátorù omezení. Rovnice (1.10) nazýváme skokové

podmínky. Poznamenejme, ¾e pro stavové promìnné x platí spojitost v èase t1, tedy
x(t−1 ) = x(t+1 ).

Dal¹í tvrzení a vlastnosti z oblasti optimálního øízení lze najít napø. v [2] a [12].
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2. Úloha o energeticky optimální
jízdì vlaku

V této kapitole zpracujeme konkrétní úlohu z oblasti optimálního øízení. Pro tento úèel
vyu¾ijeme vý¹e uvedené poznatky z teorie optimálního øízení, vyøe¹íme úlohu v programu
Matlab a analyzujeme získané výsledky. Formulace úlohy vychází z [3] a [11].

2.1. Formulace úlohy

Uva¾ujeme následující úlohu. Ve stanici A stojí elektrický vlak. Vlak se má dostat po
rovných kolejnicích za daný èas T do stanice B a zastavit v ní. Vzdálenost stanic oznaèíme
L (pøirozenì klademe L > 0) a okam¾itou polohu vlaku v èase t znaèíme x(t) (viz. obr. 2.1).
Rychlost vlaku je derivací jeho polohy, tedy okam¾itá rychlost v èase t je ẋ(t). Na vlak
pùsobí bìhem jízdy odpor prostøedí r = r(ẋ), jeho¾ velikost je úmìrná rychlosti vlaku.
Úkolem je nalézt takové øízení vlaku (v rámci jeho technických mo¾ností), aby bìhem své
jízdy odebral ze sítì co nejmen¹í mno¾ství elektrické energie. Jedná se o úlohu energetické
optimalizace.

A B

x
0 L

Obrázek 2.1: Schéma úlohy optimální jízdy vlaku

Pohyb vlaku je popsán pomocí Newtonova zákona

mẍ(t) = u(t)− r(ẋ(t)), t ∈ [0, T ], u ∈ [−α, β], (2.1)

kde m znaèí hmotnost vlaku (bez újmy na obecnosti klademe m = 1), r znaèí danou
odporovou funkci a u pøedstavuje øízení vlaku (pøi u > 0 chápeme øízení jako hnací sílu
motoru vlaku a pøi u < 0 jako aktivní zapojení brzd), které má limitní hodnoty −α pro
maximální brzdìní a β v pøípadì vyu¾ití plného hnacího výkonu lokomotivy. Pøirozenì
klademe α, β > 0.

V souladu s vý¹e uvedenou formulací úlohy uva¾ujeme poèáteèní podmínky

x(0) = 0, ẋ(0) = 0, (2.2)

jejich¾ interpretace je taková, ¾e vlak stojí v poèáteèní stanici o poloze x = 0. Koncové
podmínky úlohy

x(T ) = L, ẋ(T ) = 0, (2.3)

øíkají, ¾e na konci pohybu v èase T se vlak dostane do koneèné stanice o poloze x = L ve
vzdálenosti L od poèáteèní stanice a zastaví v ní.

Nyní speci�kujeme øídící funkci u a odporovou funkci r. Pøedpokládejme, ¾e øídící
funkce u je po èástech spojitá na intervalu [0, T ], kde v bodech nespojitosti existují koneèné
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limity zleva a zprava. Pokud v nìkteré èásti jízdy vlaku dochází k brzdìní, má øídící
funkce hodnotu u(t) < 0, a v takovém pøípadì vlak nespotøebovává elektrickou energii,
proto v rámci energetické spotøeby mù¾eme øízení vynechat a funkci u ve výrazu (2.1)
nahradit funkcí u+. Funkci u+ de�nujeme následujícím zpùsobem

u+(t) =
1

2
(u(t) + |u(t)|),

platí

u+ =

{
u, u ≥ 0,
0, u < 0.

(2.4)

Poznámka. Nìkteré druhy elektrických vlakù jsou technicky uzpùsobené k tomu, aby
byly schopny energii získanou bìhem brzdìní ulo¾it do zásobníku energetického zdroje
a následnì ji ke své jízdì vyu¾ít. Zmìny v optimálním øízení vlaku vlivem této vlastnosti
jsou pomìrnì malé a v úloze tento prvek neuva¾ujeme.

Na odporovou funkci r klademe pøirozené po¾adavky vyplývající z její fyzikální pod-
staty, a to takové, ¾e existuje její první a druhá derivace podle ẋ a platí

• r(0) = 0,

• r(ẋ) > 0 pro ∀ẋ > 0,

• r′(ẋ) > 0 pro ∀ẋ ≥ 0,

• r′′(ẋ) ≥ 0 pro ∀ẋ ≥ 0.

Poznámka. Èasto se za odporovou funkci volí pøípad lineárního odporu r(ẋ) = Cẋ,
C ∈ R+, nebo kvadratického odporu r(ẋ) = Cẋ2, C ∈ R+. Je v¹ak mo¾né uva¾ovat
také obecnìji zadanou funkci vyhovující daným kladeným po¾adavkùm. V této práci se
zabýváme pouze pøípadem lineárního odporu.

V pøípadì minimalizace spotøeby energie uva¾ujeme funkcionál

J = J(u) =

∫ L

0

u+dx =

∫ T

0

u+ẋdt→ min . (2.5)

Zavedením fázových souøadnic x1 = x, x2 = ẋ transformujeme rovnici (2.1) na systém
rovnic prvního øádu

ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = u(t)− r(x2(t)),
(2.6)

a poèáteèní (2.2) a koncové (2.3) podmínky úlohy

x1(0) = 0, x2(0) = 0,

x1(T ) = L, x2(T ) = 0.
(2.7)

Minimalizovaný funkcionál (2.5) má pak v nových promìnných tvar

J =

∫ T

0

u+(t)x2(t)dt→ min . (2.8)
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2.2. Aplikace principu maxima

Následující èást obsahuje øe¹ení úlohy zalo¾ené na vyu¾ití principu maxima. Z fyzikální
podstaty úlohy vyplývá, ¾e vlak danou dráhu mù¾e urazit pouze v nìjakém kladném
koneèném èase T , T ∈ R+. Celkový èas jízdy vlaku T je pøedem zadaný, proto se jedná
o úlohu s pevným èasem. Vzhledem k fyzikálním omezením existuje minimální èas Tmin,
Tmin ∈ R+, bìhem kterého je vlak schopen dráhu urazit. Pro T < Tmin úloha není
øe¹itelná. Prvním krokem øe¹ení je proto nalezení minimálního èasu Tmin, øe¹íme úlohu
èasové optimalizace.

Hamiltonova funkce H∗ pro vý¹e formulovanou optimalizaèní úlohu popsanou sousta-
vou (2.6) a podmínkami (2.7) je podle vìty 1.9 ve tvaru

H∗ = ψ0u
+x2 + ψ1x2 + ψ2(u− r(x2)). (2.9)

Za pøedpokladu, ¾e (x̂(t); û(t)), t ∈ [0, T ] je optimální øízený proces, obdr¾íme dále podle
vìty 1.9 adjungovanou soustavu

ψ̇0 = 0,

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = −ψ0û
+ − ψ1 + ψ2r

′(x̂2),

(2.10)

kde platí, ¾e ψ0(t) ≡ ψ0 ≤ 0 na [0, T ]. Proto¾e ψ0 je nekladná konstanta, je nutné rozli¹it
pøípad ψ0 < 0 a pøípad ψ0 = 0.

V pøípadì ψ0 = 0 pak Hamiltonova funkce H∗ (2.9) pøejde do tvaru

H = ψ1x2 + ψ2(u− r(x2)), (2.11)

a pøíslu¹ná adjungovaná soustava je

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = −ψ1 + ψ2r
′(x2).

Hamiltonova funkce H (2.11) splòuje podmínku maxima (1.6)

max
−α≤u≤β

[ψ1x̂2 + ψ2(u− r(x̂2))] = ψ1x̂2 + ψ2(û− r(x̂2)), t ∈ [0, Tmin]. (2.12)

Èleny nezávisející na regulaci u nemohou urèení maxima ovlivnit a mù¾eme je vypustit,
tímto krokem se podmínka maxima (2.12) zmìní na

max
−α≤u≤β

[ψ2(t)u(t)] = ψ2(t)û(t), t ∈ [0, Tmin]. (2.13)

Z podmínky maxima (2.13) dále vyplývá, ¾e optimální regulace nabývá pouze hodnot

û(t) =

{
β pro ψ2(t) > 0,
−α pro ψ2(t) < 0.

(2.14)

Princip maxima v této situaci pøipou¹tí pouze dva jízdní re¾imy vlaku. Proto¾e ψ2(t) = 0
pro jedinou hodnotu t, dojde k pøepnutí mezi re¾imy pouze jednou. Tento pøepínací oka-

m¾ik znaèíme tp, platí tp ∈ [0, Tmin] a pro optimální regulaci (2.14) potom platí

û(t) =

{
β pro t ∈ [0, tp],
−α pro t ∈ [tp, Tmin].

(2.15)
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Øe¹ený problém je popsán soustavou (2.6) a podmínkami (2.7), dochází k minimalizaci
èasu

J = T → min .

Øízení vlaku je pøedepsáno vztahem (2.15) a odpovídá intuitivní fyzikální pøedstavì, ¾e
nejkrat¹í doba jízdy nastává tehdy, kdy¾ se vlak rozjí¾dí s maximálním zrychlením β a od
urèitého èasového momentu s maximálním brzdìním −α dobrzdí do cílového místa. Tímto
je vyøe¹ena èasová optimalizace úlohy, která odpovídá pøípadu ψ0 = 0.

V pøípadì ψ0 < 0 aplikací principu maxima na Hamiltonovu funkci H∗ (2.9) získáme
podmínku maxima

max
−α≤u≤β

[ψ0u
+x̂2+ψ1x̂2+ψ2(u−r(x̂2))] = ψ0û

+x̂2+ψ1x̂2+ψ2(û−r(x̂2)), t ∈ [0, T ]. (2.16)

Vynecháním èlenù nezávislých na øízení u pøejde podmínka maxima (2.16) do tvaru

max
−α≤u≤β

[ψ0u
+x̂2 + ψ2u] = ψ0û

+x̂2 + ψ2û, t ∈ [0, T ].

Na základì de�nice u+ (viz. (2.4)) rozdìlíme analýzu podmínky maxima na dvì èásti. Pro
u ≥ 0 dostaneme výraz

max
0≤u≤β

(ψ0x̂2 + ψ2)u = (ψ0x̂2 + ψ2)û, t ∈ [0, T ], (2.17)

a pro u < 0
max
−α≤u≤0

ψ2u = ψ2û, t ∈ [0, T ].

Za ψ0 bez újmy na obecnosti polo¾íme zápornou konstantu ψ0 = −1, podmínka ma-
xima (2.17) je tudí¾ ve tvaru

max
0≤u≤β

(ψ2 − x̂2)u = (ψ2 − x̂2)û, t ∈ [0, T ].

Z uvedených podmínek dostaneme následující vyjádøení optimální regulace

û(t) =


β pro ψ2(t)− x̂2(t) > 0,
neurèeno na [0, β] pro ψ2(t)− x̂2(t) = 0,
0 pro ψ2(t)− x̂2(t) < 0, ψ2(t) > 0,
neurèeno na [−α, 0] pro ψ2(t) = 0,
−α pro ψ2(t) < 0.

(2.18)

Pro volbu ψ0 = −1 má adjungovaná soustava (2.10) tvar

ψ̇0 = 0,

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = û+ − ψ1 + ψ2r
′(x2).

(2.19)

V dal¹ím kroku je nutné vy¹etøit pøípady, kdy hodnota û není principem maxima
urèena, tzv. singulární pøípady.

Pro pøípad û(t) neurèeno na [−α, 0] sporem pøedpokládejme, ¾e rovnost ψ2 = 0 nastává
na nìjakém netriviálním intervalu I ⊂ [0, T ]. Pak také platí, ¾e ψ̇2 = 0 na I. Dále na I
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platí u+ = 0. Tedy podle poslední rovnice adjungované soustavy (2.19) také platí ψ1 = 0
na I, tedy ψ1 = 0 na [0, T ]. Z toho plyne, ¾e poslední rovnice adjungované soustavy je

ψ̇2 = û+ + r′(x2)ψ2.

Proto¾e r(x2) > 0 a u+ ≥ 0, tak platí, ¾e je-li ψ2(t1) > 0 pro nìjaké t1 ∈ [0, T ], tak
ψ̇2(t1) > 0 pro ∀t ∈ [t1, T ]. Je-li tato funkce pøi kladných funkèních hodnotách rostoucí,
pak je kladná a rostoucí od prvního okam¾iku výskytu kladné hodnoty. Naopak z tvaru û
plyne, ¾e pro rozjezd vlaku musí být ψ2 > 0 a pro dojezd vlaku musí být ψ2 ≤ 0. Tyto
po¾adavky jsou v¹ak ve vzájemném sporu. Rovnost ψ2 = 0 tedy mù¾e nastat pouze
v izolovaných èasových okam¾icích.

Pro pøípad û(t) neurèeno na [0, β] pøedpokládejme, ¾e rovnost ψ2− x̂2 = 0 nastává na
nìjakém netriviálním intervalu I ⊂ [0, T ]. Pak také platí, ¾e ψ̇2− ˙̂x2 = 0 na I. Regulace û
nabývá pro t ∈ I hodnot z intervalu [0, β]. Pro tato t ∈ I podle (2.6) a (2.19) platí

û+ − ψ1 + r′(x̂2) = û− r(x̂2). (2.20)

Na tomto intervalu platí rovnost û+ = û, proto rovnice (2.20) pøejde na

−ψ1 + ψ2r
′(x̂2) + r(x̂2) = 0,

a její derivací podle t získáme

−ψ̇1 + ψ̇2r
′(x̂2) + ψ2r

′′(x̂2) ˙̂x2 + r′(x̂2) ˙̂x2 = 0.

Dále platí ψ̇1 = 0, ψ̇2 = ˙̂x2 na I, z toho dostáváme

ψ2r
′′(x̂2) ˙̂x2 + 2r′(x̂2) ˙̂x2 = 0,

a po úpravì
˙̂x2[ψ2r

′′(x̂2) + 2r′(x̂2)] = 0, ∀t ∈ I.

Na základì platnosti ψ2(t) = x̂2(t) na I a zavedených po¾adavkù na odporovou funkci r
platí vztah

ψ2r
′′(x̂2) + 2r′(x̂2) > 0, ∀t ∈ I.

Tedy platí ˙̂x2(t) = 0 a z rovnice (2.6) plyne

û = r(x2), ∀t ∈ I.

Získali jsme pøedpis pro û, který platí za pøedpokladu ψ̇2 = 0. Tento stav mù¾e a nemusí
nastat.

Na základì analýzy singulárních pøípadù jsme zjistili, ¾e u pøedpisu optimálních regu-
lací (2.18) mù¾e optimální regulace û(t) nabývat jen tìchto hodnot

û(t) =


β pro ψ2(t)− x̂2(t) > 0,
r(x̂2(t)) ≡ konst pro ψ2(t) = x̂2(t),
0 pro ψ2(t)− x̂2(t) < 0, ψ2(t) > 0,
−α pro ψ2(t) < 0.

(2.21)

Z fyzikálního hlediska ka¾dé hodnotì optimální regulace (2.21) odpovídá pøíslu¹ný jízdní
re¾im
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• û(t) = β - jízda s maximálním zrychlením (rozjezd),

• û(t) = r(x̂2(t)) ≡ konst - jízda konstantní rychlostí (pøekonávání odporu),

• û(t) = 0 - jízda s vypnutým motorem (nulové zrychlení),

• û(t) = −α - jízda s maximálním brzdìním (dojezd).

Podrobnìj¹í analýzou znamének ψ2, x2 a jejich derivací v pøedpisu optimálních regu-
lací (2.21) je mo¾né ukázat, ¾e uvedené jízdní re¾imy nastávají právì v daném poøadí a
neopakují se. Pøíslu¹ný dùkaz tohoto tvrzení lze najít v [3]. Existují tøi pøepínací èasy t1,
t2, t3 splòující nerovnost

0 < t1 ≤ t2 ≤ t3 < T. (2.22)

Poznámka. V pøípadì rovnosti mezi pøepínacími èasy dochází k absenci pøíslu¹ného re¾imu.
Ve speciálním pøípadì t1 = t2 = t3 úloha odpovídá èasové optimalizaci, tj. T = Tmin.

Pøepínací okam¾iky èasový interval jízdy [0, T ] dìlí na dílèí intervaly, kde v ka¾dém
z nich dochází k pøíslu¹nému jízdnímu re¾imu podle (2.21) následujícím zpùsobem

û(t) =


β pro t ∈ [0, t1],
r(x̂2(t)) ≡ konst pro t ∈ [t1, t2],
0 pro t ∈ [t2, t3],
−α pro t ∈ [t3, T ].

(2.23)

Na¹ím dal¹ím cílem je urèit pøepínací okam¾iky t1, t2, t3.

Poznámka. S pøihlédnutím k fyzikálnímu hledisku úlohy se intuitivnì nabízí otázka, jestli
vlak nemù¾e dosáhnout cílové stanice jízdou v re¾imu s vypnutým motorem tak, ¾e by
do¹lo k zastavení vlaku v cílové stanici pouze vlivem odporu a brzdný re¾im by tak
vùbec nenastal. K tomu by mohlo dojít za reálných podmínek, ale v na¹í vý¹e uvedené
idealizované formulaci úlohy je zavedený odpor pøímo úmìrný rychlosti vlaku (s klesající
rychlostí se odpor sni¾uje). Nulové hodnoty rychlosti (tím pádem i nulové hodnoty odporu)
mù¾e vlak dosáhnout a¾ dùsledkem brzdného re¾imu.

2.3. Energeticky optimální jízda vlaku

Tato podkapitola obsahuje numerické øe¹ení k nalezení pøepínacích èasù t1, t2, t3 na zá-
kladì zvolených parametrù úlohy. Èas pohybu T je pevnì daný. U odporu uva¾ujeme
pøípad lineárního odporu, kterému odpovídá odporová funkce ve tvaru r(x2) = Cx2,
C ∈ R+. Jako konkrétní hodnoty koe�cientù úlohy volíme

α = β = C = L = 1. (2.24)

U v¹ech fyzikálních velièin uva¾ujeme obecnì zvolené jednotky.
Prvním krokem výpoètu je urèení hodnoty minimálního èasu Tmin, co¾ je nejmen¹í

mo¾ný èas, pro který je pøi dané volbì hodnot úlohy a vhodnì zvoleném øízení umo¾né vy-
hovìt poèáteèním i koncovým podmínkám. Toto øízení vlaku má jediný pøepínací okam¾ik
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tp, jedná se o úlohu èasové optimalizace. V závislosti na vý¹e uvedené de�nici lineárního
odporu se soustava (2.6) zmìní na

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u− Cx2,
(2.25)

a funkcionál (2.8)
J = T → min .

Úvaha vychází ze skladby re¾imù (2.23), kde t1 = t2 = t3 = tp. Nejdøíve vy¹etøíme pøípad
jízdy s maximálním zrychlením v èase t ∈ [0, tp]. Dosazením pøedepsané hodnoty øízení
u = β soustava (2.25) pøejde do tvaru

ẋ1 = x2,

ẋ2 = β − Cx2.

Integrováním a úpravami dostaneme obecné øe¹ení této soustavy

x1(t) = − c2
C2

e−Ct +
β

C
t+ c1,

x2(t) = −c2
C

e−Ct +
β

C
,

kde c1, c2 ∈ R. Poèáteèní podmínky (2.7) dávají

c1 = − β

C2
, c2 = β.

Partikulární øe¹ení této soustavy pro t ∈ [0, tp] je

x1(t) =
β

C2
e−Ct +

β

C
t− β

C2
,

x2(t) = − β
C

e−Ct +
β

C
.

(2.26)

Obdobnì pro pøípad jízdy s maximálním brzdìním s øízením u = −α v èase t ∈ [tp, Tmin]
pøejde soustava (2.25) do tvaru

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −α− Cx2.

Obecné øe¹ení této soustavy je

x1(t) =
c2
C2

e−Ct − α

C
t+ c1,

x2(t) = −c2
C

e−Ct − α

C
,

kde c1, c2 ∈ R. Koncové podmínky (2.7) dávají

c1 =
α

C
Tmin +

α

C2
+ L, c2 = −αeCTmin .
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Partikulární øe¹ení této soustavy pro t ∈ [tp, Tmin] je

x1(t) = − α

C2
eC(Tmin−t) − α

C
t+

α

C
Tmin +

α

C2
+ L,

x2(t) =
α

C
eC(Tmin−t) − α

C
.

(2.27)

Uvedené rovnice nám nyní dávají pøedstavu o prùbìhu velièin x1 a x2 bìhem èasové opti-
malizace. Optimální trajektorie se spojují v èase tp. Ze soustav (2.26) a (2.27) dostaneme
dosazením èasu t = tp dvì rovnice pro dvì neznámé tp, Tmin. Jejich vyøe¹ením získáme
explicitní vyjádøení èasù T = Tmin a tp. Pøíslu¹nými úpravami získáme rovnice

βe−Ctp + βCtp − β = −αeC(Tmin−tp) − αCtp + αCTmin + α + C2L, (2.28)

− βe−Ctp + β = αeC(Tmin−tp) − α. (2.29)

Dosazením rovnice (2.29) do (2.28) a úpravami získáme pøedpis pro Tmin

Tmin =

(
1 +

β

α

)
tp −

CL

α
. (2.30)

Vyjádøení èasu Tmin (2.30) dosadíme do rovnice (2.29) a získáme vztah

− βe−Ctp + β = αe
βCtp−C2L

α − α. (2.31)

Úpravami lze výraz (2.31) pøevést na

− α(eCtp)
β
α
+1 + (α + β)e

LC2

α eCtp − βe
C2L
α = 0. (2.32)

V dùsledku volby α = β mù¾eme z (2.32) vyjádøit pøepínací okam¾ik tp

tp =
1

C
ln

(
e
LC2

α ±
√

e
LC2

α

(
e
LC2

α − 1
))

. (2.33)

Z dvojice mo¾ných hodnot pøepínacího èasu tp je správným øe¹ením pouze hodnota vy-
hovující podmínce tp > 0. Dosazením parametrù (2.24) do pøedpisù èasù (2.30) a (2.33)
vychází hodnoty tp = 1, 585 a Tmin = 2, 170, které vyhovují v¹em pøedpokladùm. Ve
slo¾itìj¹ích pøípadech v úlohách optimálního øízení v¹ak obecnì nemusí být v¾dy mo¾né
vyjádøit jednotlivé èasy explicitním pøedpisem.

Na tomto místì poznamenejme, ¾e v pøípadì èasové optimalizace dosahuje vlak v èa-
sovém okam¾iku tp své maximální rychlosti, znaèíme vmax. Jedná se o nejvy¹¹í mo¾nou
rychlost, které vlak mù¾e bìhem jízdy na základì parametrù úlohy dosáhnout. Její vyjá-
døení získáme dosazením èasu t = tp do rovnice pro rychlost (2.26)

vmax = x2(tp) = − β
C

e−Ctp +
β

C
. (2.34)

Pro hodnoty (2.24) a jim odpovídající èas tp = 1, 585 vychází vmax = 0, 795. Pøi energe-
tické optimalizaci v¾dy platí vztah v < vmax.

Teï pøejdeme k urèení pøepínacích okam¾ikù pro jízdu se v¹emi re¾imy. Na základì ana-
lýzy adjungované soustavy jsme získali nerovnost (2.22) a posloupnost jízdních re¾imù (2.23).
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První re¾imem je jízda se zrychlením s øízením u = β na intervalu t ∈ [0, t1]. Øe¹ení
je stejné jako v odpovídající èásti jízdy u pøípadu èasové optimalizace (2.26).

Druhým re¾imem je jízda konstantní rychlostí s øízením u = Cx2 na intervalu t ∈ [t1, t2].
Soustava (2.25) pøejde do tvaru

ẋ1 = x2,

ẋ2 = 0.

Obecné øe¹ení této soustavy je

x1(t) = c2t+ c1,

x2(t) = c2,
(2.35)

kde c1, c2 ∈ R. Koe�cienty c1, c2 urèíme z rovnosti soustavy (2.26) a (2.35) v bodì t = t1

c1 =
β

C2
e−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 − β

C2
, c2 = − β

C
e−Ct1 +

β

C
.

Partikulární øe¹ení této soustavy pro t ∈ [t1, t2] je

x1(t) = − β
C
te−Ct1 +

β

C
t+

β

C2
e−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 − β

C2
,

x2(t) = − β
C

e−Ct1 +
β

C
.

(2.36)

Tøetím re¾imem je jízda s vypnutým motorem s øízením u = 0 na intervalu t ∈ [t2, t3].
Soustava (2.25) pøejde do tvaru

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −Cx2.

Obecné øe¹ení této soustavy je

x1(t) = −c2
C

e−Ct + c1,

x2(t) = c2e
−Ct,

(2.37)

kde c1, c2 ∈ R. Koe�cienty c1, c2 urèíme z rovnosti soustav (2.36) a (2.37) za pod-
mínky t = t2

c1 = − β
C
t2e
−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 +

β

C
t2, c2 =

β

C
eCt2 − β

C
eC(t2−t1).

Partikulární øe¹ení této soustavy pro t ∈ [t2, t3] je

x1(t) = − β

C2
eC(t2−t) +

β

C2
eC(t2−t1−t) − β

C
t2e
−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 +

β

C
t2,

x2(t) =
β

C
eC(t2−t) − β

C
eC(t2−t1−t).

(2.38)

Posledním re¾imem je jízda s brzdìním s øízením u = −α na intervalu t ∈ [t3, T ].
Øe¹ení je stejné jako v odpovídající èásti jízdy u pøípadu èasové optimalizace, viz. (2.27).
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Spojením soustav (2.38) a (2.27) v èase t = t3 získáme vztah pro polohu

x1(t3) =− α

C2
eC(T−t3) − α

C
t3 +

α

C2
+
α

C
T + L

=− β

C2
eC(t2−t3) +

β

C2
eC(t2−t1−t3) − β

C
t2e
−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 +

β

C
t2,

(2.39)

a vztah pro rychlost

x2(t3) =
α

C
eC(T−t3) − α

C
=
β

C
eC(t2−t3) − β

C
eC(t2−t1−t3). (2.40)

Upravíme podmínku (2.40) na

α(eC(T−t3) − 1)− β(1− e−Ct1)eC(t2−t3) = 0, (2.41)

a podmínku (2.39) s vyu¾itím podmínky (2.41) upravíme na

α(t3 − T )− CL+ β(t2 − t2e−Ct1 + t1e
−Ct1) = 0. (2.42)

Funkcionál J (2.8) má tvar

J =

∫ T

0

u+(t)x2(t)dt =

∫ t1

0

β2

C
(1− e−Ct)dt+

∫ t2

t1

β2

C
(1− e−Ct1)2dt→ min . (2.43)

Celkový energetický funkcionál (2.43) je urèen souètem integrálù pro pøíslu¹né èasové
úseky, kde ka¾dý z nich vyjadøuje spotøebu energie bìhem pøíslu¹ného èasového intervalu.
Vzhledem ke zpùsobu zavedení funkce u+ (viz. (2.4)) uva¾ujeme, ¾e ke spotøebì energie
nedochází pøi jízdì s vypnutým motorem a jízdì s brzdìním, proto integrály pro tyto
èasové úseky jsou nulové.

Poznámka. Obsah integrálu je souèinem øízení u a rychlosti x2(t) na pøíslu¹ném úseku.
Prvnímu úseku odpovídá u+ = β a x2(t) ze soustavy (2.26), druhému úseku u+ = Cx2 =
β(1− e−Ct1) a x2(t) ze soustavy (2.36).

Výpoètem urèitých integrálù a úpravami dostaneme z (2.43) vztah

J =
β2

C
(t1 +

e−Ct1

C
− 1

C
) +

β2

C
(1− e−Ct1)2(t2 − t1)→ min . (2.44)

Sestavili jsme úlohu nelineárního programování, v ní¾ minimalizujeme funkcionál (2.44)
za omezujících podmínek ve formì rovností (2.41), (2.42) a nerovnosti

0 < t1 ≤ t2 ≤ t3 < T. (2.45)

Pou¾ijeme volbu parametrù (2.24), k nim¾ jsme minimální èas Tmin urèili bìhem èasové
optimalizace a dále pøedpokládáme, ¾e platí Tmin < T . Ke konkrétním volbám èasu T jsme
schopni vhodným numerickým øe¹ením urèit hodnoty pøepínacích èasù t1, t2, t3 a funkci-
onálu J .
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2.4. Implementace úlohy v Matlabu

K øe¹ení optimalizaèních úloh je k dispozici celé øada programù jako napø. GAMS, Maple,
Mathematica a dal¹í. Jedním z cílù této práce je ilustrování práce s optimalizaèním pro-
støedím v programu Matlab. Pro úèely optimalizace najdeme v novìj¹ích verzích Matlabu
optimalizaèní toolbox, který vyvoláme kliknutím na polo¾ku Optimization na kartì APPS,
anebo spu¹tìním pøíkazu optimtool v pøíkazovém øádku. Vzhled tohoto prostøedí je na
obrázku 2.3. Podrobné informace o fungování optimalizaèního prostøedí v Matlabu lze
najít v [9] a [10].

fcevlak

optimalizovaná funkce

optimtool

volba algoritmu

počátečńı aproximace

podminky

definice podmı́nek

přeṕınaćı časy

nastaveńı parametr̊u

hodnota funkcionálu

numerické

řešeńı

volba typu úlohy

fportret

grafické výstupy

Obrázek 2.2: Schéma øe¹ení optimalizaèní úlohy v Matlabu

Podle typu daného problému je nejdøíve nutné vybrat nejvhodnìj¹í algoritmus k jeho
øe¹ení. V na¹em pøípadì øe¹íme úlohu omezené nelineární minimalizace fmincon - Constra-

ined nonlinear minimization a dostupné algoritmy pro tento druh problému jsou metody
Inferior point (implicitnì zvolena), SQP, Active set a Trust region re
ective. Algoritmy se
li¹í pøedev¹ím z hlediska pøesnosti výsledkù, výpoèetní rychlosti a rychlosti konvergence.
Jsou zalo¾eny na následujících principech:

• Inferior point - metoda zalo¾ená na systému prediktor-korektor a Newtonovì me-
todì. Výhodou je vysoká výpoèetní rychlost, ale metoda ztrácí svou pøesnost v si-
tuaci, kdy se odhad dostává k hranici bodové oblasti.

• SQP - metoda sekvenèního kvadratického programování. Jedná se o vysoce efektivní
nástroj pro øe¹ení omezených nelineárních úloh, který vyu¾ívá rozdìlení úlohy na
soustavu kvadratických podproblémù.

• Active set - metoda pracuje s aktivní mno¾inou. Zkou¹í, kdy dojde k poru¹ení ome-
zení nerovnosti, na základì toho aktivuje dal¹í omezení a aktivní mno¾ina se zmen¹í.
Dùsledkem pou¾ívání vìt¹ích krokù se zvy¹uje výpoèetní rychlost.

• Trust region re
ective - metoda nejdøíve urèí oblast (obvykle kruhovou) kolem sou-
èasného odhadu. Pokud v dal¹ím kroku dojde ke zlep¹ení výsledku, tato oblast se
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Obrázek 2.3: Optimalizaèní toolbox v Matlabu

Tabulka 2.1: Pou¾ité promìnné a jejich znaèení v textu a Matlabu

název promìnné text Matlab

horní mez øízení β B

dolní mez øízení α A

odporový koe�cient C C

délka dráhy L L

celkový èas T T

èas prvního pøepnutí t1 x(1)

èas druhého pøepnutí t2 x(2)

èas tøetího pøepnutí t3 x(3)

optimalizaèní funkcionál J J, x(4)

dílèí opt. funkcionál i Ji Ji

rychlostní omezení vo vo

dráhové omezení Lo Lo
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zmen¹í a posune v daném smìru. Konvergence metody vychází z toho, ¾e zmìna
oblasti závisí na jejím pøedchozím stavu.

Více informací o rùzných typech algoritmù lze najít v [10]. Doporuèený postup dle [9]
je pou¾ít nejdøíve algoritmus Inferior point, potom SQP a nakonec Active set pro zle-
p¹ení pøesnosti výsledkù a rychlosti výpoètu. Pou¾ití algoritmu Trust region re
ective je
podmínìno zadáním hodnoty gradientu a splnìním speci�ckých po¾adavkù na omezení.

K øe¹ení úlohy bylo vìt¹inou vhodné pou¾ití algoritmu Inferior point i pøesto, ¾e
v nìkterých pøípadech nekonvergoval. Algoritmu SQP v¾dy staèilo men¹í mno¾ství iterací
a výpoèet byl velmi rychlý, ale v nìkterých pøípadech byl odhad výsledkù znaènì hor¹í
ne¾ u ostatních algoritmù. Algoritmus Active set poskytoval velmi podobné výsledky jako
algoritmus Inferior point. Velmi významným faktorem ovlivòujícím výsledek je také volba
poèáteèního bodu. Obecnì také pro vy¹¹í hodnoty parametru T v úloze u v¹ech algoritmù
výraznì roste poèet iterací, výpoèetní èas a klesá pøesnost.

Pro ukázku práce s tímto prostøedím vyu¾ijeme nìkolika skriptù. Diagram znázoròu-
jící prùbìh øe¹ení úlohy s vyu¾itím tohoto prostøedí je na obrázku 2.2. Proto¾e se znaèení
promìnných v tomto textu a skriptech mù¾e li¹it, pro pøehlednost jsou v tabulce 2.1 uve-
deny názvy velièin, jejich znaèení v textu a znaèení v Matlabu. Ve skriptu fcevlak jsou
uvedené pøedpisy funkcionálù J , dále ve skriptu podminky jsou uvedené hodnoty konstant
α, β, L a C, pøedpis pro èas T a po¾adované podmínky (2.41), (2.42) a (2.45). U pod-
mínky (2.45) je nutné zapsat ka¾dou nerovnost samostatnì, tak¾e celkem máme ¹est
omezujících podmínek ve tvaru ètyø nerovností a dvou rovností. Pøepínací èasy t1, t2, t3
znaèíme jako promìnné x(1), x(2), x(3). Název skriptu s funkcionály vypisujeme do pole
Objective function a název skriptu s podmínkami do pole Nonlinear constraint function.
Pøi analýze musíme rozli¹ovat pøípady èasové a energetické optimalizace, proto jsou v ka-
¾dém skriptu dva rùzné pøedpisy pro J a T . Správný postup je zaèít èasovou optimalizací
k nalezení Tmin a ovìøení toho, ¾e úloze vyhovuje zadaný èas T . V obou skriptech zvolíme
J a T jako dal¹í promìnnou x(4), konkrétnì ve skriptu podminky zvolíme T = x(4) a ve
skriptu fcevlak zvolíme J = x(4). Posledním krokem je zvolení poèáteèního bodu v poli
Start point, od kterého bude výpoèet probíhat. Je nutné zadat alespoò tolik hodnot, kolik
máme promìnných (pro více hodnot ne¾ promìnných vyjdou pøebyteèné hodnoty nulové).
Pro jednoduchost zvolíme bod [0, 0, 0, 0]. Nyní je v programu zadáno v¹e potøebné pro
optimalizaèní výpoèet. V pravé èásti okna je mo¾né mìnit rùzná nastavení jako jsou
napø. maximální poèet iterací, tolerance výpoètu nebo gra�cké mo¾nosti výstupu. Pro
na¹e úèely staèí pou¾ít ji¾ pøednastavené volby.

Po probìhnutí výpoètu získáme nìkolik výstupù. Prvním je poèet iterací v poli Current
iteration, které byly potøeba k nalezení výsledku s danou pøesností. Vhodnìj¹í volbou
poèáteèního bodu je mo¾né poèet iterací sní¾it a zkrátit tak celkovou dobu výpoètu.
Dal¹ím výstupem je hodnota zadaného funkcionálu Objective function value. V pøípadì
èasové optimalizace tato hodnota odpovídá nalezenému èasu T , u energetické optimalizace
odpovídá funkcionálu J . Hlavním výsledkem jsou pro nás hodnoty v polích Final point,
co¾ jsou urèené hodnoty pøepínacích èasù a celkového (minimálního) èasu.

Nyní se pøesuneme k energetické optimalizaci. Ve skriptu fcevlak zmìníme zadání
funkcionálu J na pøedpis (2.44). Ve skriptu podminky nyní èas T zadáváme napevno
a dopoèítáváme k nìmu pøíslu¹né pøepínací èasy a hodnotu energetického funkcionálu J .
Pøedtím v¹ak je¹tì urèíme hodnotu J pro Tmin volbou èasu T = Tmin. Tímto je pøípad
èasové optimalizace kompletní. Nyní staèí mìnit hodnotu T a urèovat k ní pøíslu¹né hod-
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noty t1, t2, t3 a J . Získání dat pro ¹ir¹í èasová rozpìtí následnì poskytuje lep¹í pøedstavu
o prùbìhu úlohy.

Ke snadnìj¹í práci s výsledky mù¾eme data importovat pøímo do pracovního prostøedí
Matlabu, a to následujícím zpùsobem. V toolboxu zvolíme mo¾nost File → Export to

Workspace.. . a mù¾eme zvolit a pojmenovat pøíslu¹ná data k exportu - zadání úlohy
optimproblem, nastavení øe¹ièe options a samotné øe¹ení optimresults.

Konkrétní hodnoty pøepínacích èasù a funkcionálu jsou v následující èásti analýzy
pou¾ity jako vstup do dal¹ích skriptù, které umo¾òují zejména gra�cké znázornìní vý-
sledkù. Skript pojmenovaný zadani obsahuje vstupní hodnoty, nastavení podmínek a na-
stavení gra�ckého rozhraní, skript fportret ji¾ realizuje samotné vykreslení fázových por-
trétù a skript casovazavislost obsahuje nìkolik gra�ckých znázornìní dal¹ích èasových
závislostí.

Poznámka. Poèáteèní bod mù¾eme zadat ve tvaru [0, 0, 0, 0]. Vhodnìj¹í zadání poèá-
teèního bodu je napø. ve tvaru [0, 1; 0, 1; 0, 4].

Poznámka. Kvùli pøehlednosti a snaz¹ím modi�kacím skriptu je pøedpis funkcionálu J
pro energetickou optimalizaci ve skriptu fcevlak zapsán souètem dílèích optimalizovaných
funkcionálù, které obecnì znaèíme J1, . . . , Jn. Ka¾dý z nich pøedstavuje hodnotu integrálu
na pøíslu¹ném èasovém úseku, viz. (2.43). Dále je kvùli pøehlednosti ve skriptu zadani ka-
¾dé fázové trajektorii pøidìlena jiná barva gra�ckého výstupu. Detailnìj¹í popis skriptù
a jejich rozdìlení pro jednotlivé úlohy je v textovém souboru popis, který je mezi pøilo¾e-
nými soubory.

Poznámka. Následující analýza je omezená pøesností získaných výsledkù vlivem výbìru
algoritmu, volby poèáteèního bodu a zaokrouhlování bìhem výpoètu.

2.5. Analýza získaných výsledkù

Úloha byla zpracována optimalizaèními metodami, které nabízí prostøedí Matlab. V pro-
gramu Matlab jsme nejdøív vyu¾ili optimalizaèního toolboxu, který nám umo¾nil vypoèí-
tat èas Tmin, pøíslu¹né pøepínací okam¾iky t1, t2, t3 a hodnotu funkcionálu J pro rùzné
hodnoty T . Následující èást øe¹ení se týká analýzy získaných hodnot a gra�ckého zná-
zornìní prùbìhu jízdy a jednotlivých jízdních re¾imù formou fázových portrétù. Fázové
portréty pøedstavují reprezentaci trajektorií ve fázovém prostoru, v na¹em pøípadì zná-
zoròují vztah polohy x1 a rychlosti x2. Kvùli pøedpokladu, ¾e poloha ani rychlost nemohou
být záporné, staèí fázové portréty uva¾ovat pouze v prvním kvadrantu systému souøadnic.

Pro volbu parametrù α = β = L = 1 a rùzné hodnoty odporu C = {0, 5; 1; 2}
dostáváme hodnoty Tmin uvedené v tabulce 2.2.

Tabulka 2.2: Numerické výstupy pro T = Tmin

C Tmin t1 t2 t3 J

0,5 2,0419 1,2710 1,2710 1,2710 0,6574

1 2,1701 1,5845 1,5845 1,5845 0,7896

2 2,6885 2,3442 2,3442 2,3442 0,9224
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Obrázek 2.4: Fázový portrét pro T = 2, 1701 (T = Tmin)

U pøípadu èasové optimalizace bìhem jízdy dochází pouze k jednomu pøepnutí, proto¾e
re¾im jízdy proti odporu prostøedí a re¾im jízdy s vypnutým motorem vùbec nenastanou,
co¾ vyjadøuje vztah t1 = t2 = t3. Vlak zahájí jízdu s maximálním zrychlením, získá
co nejvy¹¹í rychlost a v èase t1 pøepne tahovou sílu motoru na maximální brzdìní, aby
dobrzdil do cílové stanice a zastavil v ní.

Obrázek 2.4 znázoròuje fázový portrét pro T = Tmin. Závislost polohy a rychlosti
je vyjádøena dvojicí konkávních køivek. Ke zvy¹ování rychlosti vlaku dochází na vìt¹ím
úseku dráhy ne¾ jejímu klesání. Pøi zrychlování musí vlak odpor pøekonávat, zatímco pøi
brzdìní odpor ke sní¾ení rychlosti pomáhá. Èím ni¾¹í je koe�cient odporové funkce C,
tím ni¾¹í je èas Tmin. To dává smysl z fyzikálního hlediska, jeliko¾ u vlaku s konstantním
výkonem se pøi zvý¹ení odporu proti pohybu zvý¹í také celková doba jeho jízdy.

Z hodnot øe¹ení je mo¾né vypozorovat, ¾e existuje speciální hodnota èasu, kterou
nazveme kritický èas a oznaèíme Tkr. Pokud je celková doba jízdy stejná nebo men¹í jako

Tabulka 2.3: Numerické výstupy pro T = Tkr

C Tkr t1 t2 t3 J

0,5 2,419 0,8351 0,8351 2,0821 0,3060

1 2,317 1,3105 1,3105 2,0065 0,5802

2 2,755 2,1935 2,1935 2,5610 0,8501
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Obrázek 2.5: Fázový portrét pro T = 2, 317 (T = Tkr)

hodnota kritického èasu, tedy platí T ≤ Tkr, dojde bìhem jízdy ke dvìma pøepnutím, platí
t1 = t2 a bìhem jízdy nenastane re¾im jízdy konstantní rychlostí proti odporu. Podobnì
jako v pøedchozím pøípadì se vlak rozjede s maximálním zrychlením, v èase t1 vypne
motor, v dal¹ím èasovém úseku se pohybuje vlivem setrvaèných sil a nakonec v èase t3
nastaví maximální brzdìní a dobrzdí v cílové stanici. Hodnoty kritického èasu Tkr jsou
uvedeny v tabulce 2.3.

Poznámka. V návaznosti na pøedchozí podkapitolu hledáme kritický èas v Matlabu zkou-
¹ením rùzných voleb T bìhem energetické optimalizace. Zde hraje velkou roli výbìr algo-
ritmu, proto¾e rùzné algoritmy mohou poskytovat odli¹né hodnoty Tkr i pøesto, ¾e pøíslu-
¹ná hodnota J je stejná. Tabulka 2.3 se vztahuje k pou¾ití algoritmu Inferiorpoint. Ob-
tí¾nost v hledání hodnoty Tkr je zpùsobena také vlivem zaokrouhlování bìhem výpoètu.

Stejnì jako v pøedchozím pøípadì z obrázku 2.5 vidíme, ¾e v prvním a zároveò nej-
vìt¹ím úseku dráhy je rychlost rostoucí a v poslední èásti jízdy klesající. Pøibyla zde jízda
s vypnutým motorem, její¾ prùbìh je lineární, proto¾e k úbytku rychlosti dochází úmìrnì
vlivem odporu.

Porovnáním hodnot z tabulek 2.2 a 2.3 vidíme, ¾e vy¹¹ím hodnotám koe�cientu od-
porové funkce C nále¾í men¹í rozdíly mezi kritickým a minimálním èasem - pro vysoké
hodnoty C se zmen¹uje interval T ∈ [Tmin, Tkr], ve kterém se tento model jízdy vlaku
mù¾e objevit.

Posledním pøípadem je jízda se tøemi pøepnutími, který nastane za podmínky T > Tkr
a re¾im jízdy proti odporu se objevuje v¾dy. Vlak se rozjede s maximálním zrychlením
a v èase t1 nastaví takové øízení, aby staèilo k pøekonávání pùsobícího odporu a udr¾ování
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Obrázek 2.6: Fázový portrét pro T = 3 (T ≥ Tkr)

Tabulka 2.4: Numerické výstupy pro T > Tkr

C T t1 t2 t3 J

0,5 3 0,5142 1,3990 2,7853 0,2125

1 3 0,5326 2,1192 2,8123 0,3902

2 3 0,8314 2,4833 2,8299 0,7555

konstantní hodnoty rychlosti. V èase t2 vypne motor a dál se pohybuje vlivem setrva-
èných sil. Nakonec v èase t3 pøepne na maximální brzdìní a dobrzdí do cílové stanice
v pøedepsaném èase T . Èasu T = 3 odpovídá tabulka 2.4 a obrázek 2.6.

Pro funkcionál J obecnì platí, ¾e ni¾¹ím hodnotám odporu C odpovídá ni¾¹í hodnota
tohoto funkcionálu (pøi jízdì po trati s men¹ím odporem spotøebuje vlak ménì elektrické
energie).

Zamìøme se na poslední uvedený model jízdy pro C = 1, jemu¾ pøíslu¹í tabulka 2.5
a obrázek 2.7. Z tabulky 2.5 je patrné, ¾e u jízdních re¾imù lze najít urèitý pomìr jejich
zastoupení vzhledem k celkové dobì jízdy. Pøi zvy¹ování celkové doby jízdy T pøipadá
nejvìt¹í èást jízdy re¾imu jízdy proti odporu a klesá èasový podíl na jízdì v¹ech ostatních
re¾imù. To odpovídá intuitivní fyzikální pøedstavì, ¾e za ideálních podmínek bìhem del¹í
doby jízdy vlak tráví vìt¹inu èasu jízdou konstantní rychlostí a zmìnám rychlosti pøíslu¹í
jen malá èást èasu z celkové doby jízdy. Podobná úvaha plyne i z obrázku 2.6, v nìm¾
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Obrázek 2.7: Fázové trajektorie pro C = 1

Tabulka 2.5: Numerické výstupy pro C = 1

T t1 t2 t3 J

2,1701 1,5845 1,5845 1,5845 0,7896

2,21 1,4260 1,4260 1,7804 0,6662

2,317 1,3105 1,3105 2,0065 0,5802

2,5 0,8458 1,5558 2,2489 0,5063

3,0 0,5326 2,1192 2,8123 0,3902

4,0 0,3307 3,1751 3,8683 0,2747

5,0 0,2444 4,2039 4,8971 0,2137

6,0 0,1948 5,2220 5,9152 0,1754

7,0 0,1623 6,2346 6,9278 0,1448

8,0 0,1393 7,2439 7,9370 0,1294

9,0 0,1220 8,2510 8,9442 0,1144

10,0 0,1086 9,2567 9,9498 0,1026
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Obrázek 2.8: Závislost èasu T a èasù t1, t2, t3

pøibyl re¾im jízdy proti odporu, u kterého je rychlost konstantní a vlak jede tímto re¾imem
vìt¹inu dráhy. Podíl jízdy s vypnutým motorem je men¹í, toté¾ platí u jízd s maximálním
zrychlením a brzdìním. Zajímavé je, ¾e pøi hodnotách T splòujících podmínku T > Tkr se
èas strávený jízdou v re¾imu s vypnutým motorem jeví pøibli¾nì konstantní. Tyto uvedené
èasové závislosti znázoròuje obrázek 2.8. Vykreslení fázových trajektorií pro vìt¹í rozsah
hodnot èasu T také ukazuje, ¾e vy¹¹ím hodnotám T nále¾í ni¾¹í hodnoty nejvy¹¹í dosa¾ené
rychlosti.

Graf na obrázku 2.9 pøedstavuje závislost vypoèítaných hodnot funkcionálu J na celko-
vém pøedepsaném èase T . Pro vy¹¹í hodnoty T klesá hodnota funkcionálu J , co¾ znamená,
¾e èasovì del¹í jízda je z energetického hlediska výhodnìj¹í. Jeliko¾ vlak jede pøi del¹í dobì
jízdy ni¾¹í rychlostí, zkracuje se doba re¾imu jízdy s maximálním zrychlením, která pøed-
stavuje nejvìt¹í energetický výdaj. Aèkoliv doba jízdy proti odporu se prodlu¾uje, pøi
ni¾¹ích hodnotách rychlosti se spotøebovaná energie v tomto re¾imu také znaènì sni¾uje.
Re¾imy jízd s vypnutým motorem a maximálním brzdìním nemají na spotøebu energie
¾ádný vliv. Nejvy¹¹í hodnota funkcionálu J pøíslu¹í hodnotì T = Tmin, z èeho¾ plyne,
¾e jízda v nejkrat¹ím mo¾ném èase je nejvýhodnìj¹í z èasového hlediska, ale nejménì
výhodná z hlediska úspory energie.

Na obrázku 2.10 vidíme analýzu obrázku 2.7 s vykreslením pøepínacích køivek. Pomocí
znalosti souøadnic polohy a rychlosti vlaku mù¾eme urèit, v jakém re¾imu jízdy se právì
nachází. Oblast Ω0 pøedstavuje stavy velièin, kterých vlak v rámci úlohy za pøedepsaných
podmínek bìhem èasového ani energetického optimálního øízení nikdy nemù¾e dosáhnout.
Stavy v oblasti Ω1 odpovídají re¾imu jízdy konstantní rychlostí proti odporu. V oblasti
Ω2 se vlak pohybuje re¾imem jízdy s vypnutým motorem. Oblasti Ω1 a Ω2 od sebe dìlí
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Obrázek 2.9: Závislost èasu T a funkcionálu J

Ω1

Ω2Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

Ω0

Obrázek 2.10: Pøepínací køivky Γi a jízdní oblasti Ωi
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pøepínací køivka Γ4, v bodech této køivky dochází ke zmìnì øízení vlaku z u = Cx2 na
u = 0. Bìhem zrychlení se stav vlaku v¾dy pohybuje po køivce Γ1 a mù¾e z ní pøejít
do oblasti Ω1. Pokud se po køivce Γ1 dostane a¾ na køivku Γ2, mù¾e stav vlaku pøejít
do oblasti Ω2. Stavu jízdy s brzdìním odpovídá køivka Γ3. Urèení explicitního pøedpisu
køivky Γ4 by dále roz¹íøilo komplexnost popisu dané úlohy.

V úloze o energetické jízdì vlaku jsme pomocí principu maxima a dal¹ích vìt a vlast-
ností urèili pøedpisy jednotlivých jízdních re¾imù, kterých vlak bìhem své jízdy nabývá
v daném poøadí. Rozbor se týkal èasové a energetické optimalizace. Popsali jsme mo¾nosti
pou¾ití optimalizaèního prostøedí programu Matlab pro øe¹ení optimalizaèních úloh. Pro
rùzné hodnoty T jsme urèili pøíslu¹né pøepínací okam¾iky, vykreslili fázové portréty a da-
l¹í èasové závislosti. Analýza se týkala vztahù mezi jednotlivými èasy, závislosti èasù na
energetickém funkcionálu a rozdìlení stavového prostoru na jednotlivé pøepínací køivky
a jízdní oblasti.
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3. Úloha o energeticky optimální
jízdì vlaku s rychlostním omezením

V této kapitole zavedeme v úloze optimální jízdy vlaku takové roz¹íøení, ¾e maximální
mo¾ná rychlost vlaku je omezena po celé délce trati, pøípadnì na jejích rùzných úsecích.
Úlohu opìt vyøe¹íme v optimalizaèním prostøedí Matlabu. Detailnìj¹í poznatky k øe¹ení
úloh s omezeními lze nalézt v [2] a [6].

3.1. Globální rychlostní omezení jízdy

V této podkapitole de�nujeme obecnì zvolené rychlostní omezení a poté je realizujeme
v úloze optimální jízdy vlaku. Uva¾ujeme, ¾e rychlostní omezení pøedstavuje podmínku

x2(t) ≤ vo, vo ∈ R+,

x1(t) ∈ [Li, Li+1], t ∈ [ti, ti+1], i = 1, . . . , n,

kde vo pøedstavuje pøedepsanou hodnotu rychlostního omezení. Pøirozenì klademe po¾a-
davek vo ∈ R+. Podmínka x1(t) ∈ [Li, Li+1], t ∈ [ti, ti+1] øíká, ¾e rychlostní omezení
je aktivní na èásti dráhy [Li, Li+1] (obecnì takových èástí mù¾e být více) a èasy ti, ti+1

pøedstavují èasy, v nich¾ poloha vlaku odpovídá krajním bodùm omezené èásti dráhy,
platí

x1(ti) = Li, x1(ti+1) = Li+1.

Na dráze mù¾eme mít obecnì n úsekù, kde na ka¾dém z nich je rychlostní omezení. Pokud
je rychlost omezena na celém úseku trati, oznaèujeme toto omezení pøívlastkem globální,
v pøípadì omezení na jednotlivých úsecích trati ho oznaèujeme pøívlastkem lokální. Ome-
zení rychlosti mù¾e vycházet z technických omezení na vlakové soupravì èi na ¾eleznièním
svr¹ku. Pøi analýze jízdy vlaku s podmínkami omezení pøedpokládáme, ¾e jsou omezení
zvolena vhodným zpùsobem tak, aby projetí dráhy vlakem bylo technicky uskuteènitelné.
Nadále se zabýváme pouze pøípadem, kdy je na dráze jedna oblast s rychlostním omeze-
ním.

Nyní vyjdeme z formulace úlohy v pøedchozí kapitole. Funkcionál J minimalizujeme
z hlediska energetické optimalizace

J =

∫ T

0

u+(t)x2(t)dt→ min .

Zavedením fázových souøadnic x1 = x, x2 = ẋ transformujeme rovnici (2.1) na systém
rovnic prvního øádu

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u− r(x2),

a poèáteèní (2.2) a koncové (2.3) podmínky úlohy na

x1(0) = 0, x2(0) = 0,

x1(T ) = L, x2(T ) = 0.
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Funkci u+ de�nujeme následujícím zpùsobem

u+(t) =
1

2
(u(t) + |u(t)|),

a platí

u+ =

{
u, u ≥ 0,
0, u < 0.

(3.1)

Na odporovou funkci r stejnì jako v pøedchozím pøípadì klademe po¾adavky, aby existo-
vala její první a druhá derivace podle ẋ a dále platilo

• r(0) = 0,

• r(ẋ) > 0 pro ∀ẋ > 0,

• r′(ẋ) > 0 pro ∀ẋ ≥ 0,

• r′′(ẋ) ≥ 0 pro ∀ẋ ≥ 0.

Pro jednoduchost a názornost opìt pracujeme pouze s lineárním odporem r(x2) = Cx2,
C ∈ R+. Dále zavedeme globální rychlostní omezení ve tvaru

x2(t) ≤ vo, t ∈ [0, T ], (3.2)

kde vo ∈ R+ pøedstavuje nejvy¹¹í povolenou rychlost vlaku, které mù¾e bìhem své jízdy
po celé délce trati dosáhnout.

Cílem úlohy je najít takové optimální øízení vlaku, aby ujel dráhu L (pøirozenì L > 0)
bìhem pøedem zadaného èasu T za co nejmen¹í spotøeby elektrické energie. Souøadnice
x1 a x2 pøedstavují polohu a rychlost vlaku. Dále bez újmy na obecnosti volíme hmotnost
vlaku m = 1. Bìhem jízdy musí být dodr¾ena podmínka rychlostního omezení (3.2). Jako
ilustraèní hodnoty opìt volíme

α = β = C = L = 1. (3.3)

Pøi øe¹ení úlohy s rychlostním omezením vycházíme z toho, ¾e vlak mù¾e bìhem jízdy
jet pouze pøedem danými ètyømi jízdními re¾imy urèenými v pøedchozí kapitole. Prvním
krokem je zjistit, zda vlak narazí na rychlostní omezení. To posoudíme na základì vý-
sledku èasové optimalizace, bìhem které vlak dosahuje své maximální rychlosti vmax pro
dané parametry úlohy, které dosáhne v èasovém okam¾iku odpovídajícímu konci prvního
jízdního re¾imu (v dal¹ích re¾imech u¾ nedochází ke zrychlení). Hodnotu vmax urèíme
podle vztahu

vmax = x2(tp) = − β
C

e−Ctp +
β

C
,

kde tp je první pøepínací okam¾ik, viz. analýza (2.34). Pokud platí vmax ≤ vo, nastavené
rychlostní omezení se na jízdu vlaku nijak nepromítne a prùbìh úlohy je stejný jako
v pøedchozí kapitole. Dále je nutné urèit, pøi jakém èase jízdy T je rychlostní omezení
aktivní. Pokud by mìl vlak na projetí dráhy dostateènì velký èas T , rychlosti vo by vùbec
nedosáhl. Zavedeme pojem aktivaèní èas, znaèíme TA, který pøedstavuje takový èas jízdy,
pro který platí, ¾e pøi splnìní podmínky T ≤ TA je prùbìh jízdy ovlivnìn rychlostním
omezením. V rámci dal¹í úvahy uva¾ujeme pouze pøípad, ¾e jsou splnìny vý¹e uvedené
pøedpoklady a rychlostní omezení se na jízdì vlaku projeví.
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Prvním výpoètem je urèení minimálního èasu Tmin, který pøedstavuje nejmen¹í mo¾ný
èas, bìhem kterého vlak urazí danou dráhu L s aktivním globálním rychlostním omeze-
ním vo (za pøedpokladù vmax ≥ vo, Tmin ≤ TA).

Pøipomeòme, ¾e v pøípadì èasové optimalizace úlohy bez omezení se vlak pohyboval
dvìma re¾imy s jediným pøepnutím øízení u v èase tp

û(t) =

{
β pro t ∈ [0, tp],
−α pro t ∈ [tp, Tmin].

Pøesnou posloupnost re¾imù jízdy s globálním omezením urèíme obdobnì jako u úlohy
bez omezení konstrukcí Hamiltonovy funkce a principu maxima, u nich¾ navíc aplikujeme
poznatky týkající se úloh s omezením. Uva¾ujme funkci S(x1, x2, t), pro kterou platí

S(x1, x2, t) = x2(t)− vo. (3.4)

Funkci S(x1, x2, t) (3.4) derivujeme podle t tolikrát, dokud se v ní nevyskytne øízení u.
V tomto pøípadì u vystupuje v první derivaci

S(1)(x1, x2, t) = ẋ2(t) = u(t)− r(x2).

Hamiltonova funkce H∗ (1.8) je ve tvaru

H∗ = ψ0u
+x2 + ψ1x2 + ψ2(u− r(x2)) + µ(u− r(x2)). (3.5)

Èasové optimalizaci odpovídá pøípad ψ0 = 0. Adjungovaný systém má tvar

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = −ψ1 + ψ2r
′(x2) + µr′(x2),

a podmínka maxima

max
−α≤u≤β

[ψ1x2 + (ψ2 + µ)(u− r(x2))] = ψ1x̂2 + (ψ2 + µ)(û− r(x̂2)), t ∈ [0, T ]. (3.6)

Vynecháním èlenù nezávisejících na regulaci u upravíme podmínku maxima (3.6)

max
−α≤u≤β

[(ψ2 + µ)u] = (ψ2 + µ)û, t ∈ [0, T ].

Pro funkci µ(t) platí, ¾e uvnitø oblasti S nabývá hodnoty µ = 0 a na hranici oblasti S
hodnoty µ ≤ 0. Pro úplnost uvedeme, ¾e hodnota µ na hranici mù¾e být nulová a jednalo
by se o speciální pøípad, který by nastal tehdy, kdyby rychlostní omezení bylo nastavené na
takovou hodnotu, ¾e vlak by bìhem jízdy bez omezení v nìkterých úsecích dosáhl právì
této hodnoty rychlosti. Dále platí, ¾e pokud se nenacházíme na hranici oblasti S, tak
øe¹íme èasovou optimalizaci úlohy bez omezení a podle znaménka výrazu ψ2 + µ nabývá
regulace u svých krajních hodnot. Zbývá vy¹etøit pøípad, kdy se nacházíme na hranici, na
ní¾ platí ψ2(t) + µ(t) = 0. Pro pøehlednost zapisujeme

û(t) =


β pro ψ2(t) + µ(t) > 0,
neurèeno pro ψ2(t) + µ(t) = 0,
−α pro ψ2(t) + µ(t) < 0.
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Pøedpokládejme, ¾e rovnost ψ2(t) + µ(t) = 0 platí na netriviálním intervalu. Proto¾e na
hranici platí µ(t) ≤ 0, mù¾eme zapsat ψ2(t) = −µ(t). Na hranici platí také x2(t) = vo,
to znamená, ¾e pøedepsaná hodnota øízení u na tomto úseku je û = r(vo). Za podmínky
r′(vo) > 0 adjungovaná soustava pøejde do tvaru

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = −ψ1,

a jejím øe¹ením je soustava

ψ1 = c1,

ψ2 = −c1t+ c2.

Podobnì jako pøi èasové optimalizaci v úloze bez omezení platí, ¾e pro rozjezd vlaku musí
být ψ2 > 0, pro dojezd vlaku musí být ψ2 ≤ 0. Vzhledem k tvaru a øe¹ení adjungovaného
systému platí, ¾e rovnost ψ2 = 0 mù¾e nastat pouze v izolovaných èasových okam¾icích.
Tato úvaha poskytuje pøedstavu o skladbì jízdních re¾imù. Hlub¹í analýzou adjungova-
ného systému a vzhledem k realizaci skokové podmínky pøi vstupu na hranici omezení lze
dospìt k následující �nální posloupnosti jízdních re¾imù pøi èasové optimalizaci

û(t) =


β pro t ∈ [0, t1],
r(vo) pro t ∈ [t1, t2],
−α pro t ∈ [t2, Tmin].

Dal¹í analýza spoèívá v rozpracování jednotlivých re¾imù a vyjádøení minimálního èasu
Tmin. Nejdøíve je nutné urèit první pøepínací èas t1, který poskytuje informaci o tom,
jak dlouhou dobu stráví vlak v re¾imu zrychlení. Soustava rovnic pro tento jízdní re¾im
(viz. (2.26)) je

x1(t) =
β

C2
e−Ct +

β

C
t− β

C2
,

x2(t) = − β
C

e−Ct +
β

C
.

(3.7)

Proto¾e v èase t1 dosáhne vlak rychlostního omezení vo, dosazením podmínky x2(t1) = vo
do (3.7) pøejde druhá rovnice této soustavy na tvar

vo = − β
C

e−Ct1 +
β

C
. (3.8)

Pøepínací èas t1 mù¾eme z rovnice (3.8) explicitnì vyjádøit

t1 =
lnβ − ln(β − Cvo)

C
.

Jako ilustraèní hodnotu globálního rychlostního omezení volíme hodnotu vo = 0, 5. Z rov-
nice (3.8) plyne, ¾e daného omezení dosáhne vlak v èase t1 = 0, 6931. V úloze bez omezení
pro hodnoty (2.24) vy¹la maximální rychlost vmax = 0, 795. Proto¾e v posloupnosti jízd-
ních re¾imù u¾ nedojde znovu k re¾imu se zrychlením, po zbytek jízdy jede vlak touto
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anebo ni¾¹í rychlostí a globální omezení rychlosti urèitì nebude pøekroèeno. Následují-
cím jízdním re¾imem je re¾im jízdy konstantní rychlostí, kde obecné øe¹ení pøíslu¹ného
systému rovnic je

x1(t) = c2t+ c1,

x2(t) = c2.
(3.9)

Pro konstantu c2 ∈ R platí c2 = vo, pro konstantu c1 ∈ R stejnì jako v úloze bez omezení
spoèítáme polohu vlaku v prvním pøepínacím èase, tedy x1(t1) ze soustavy (3.8) a dosadit
do (3.9). Platí

c1 =
β

C
t1 +

β

C2
e−Ct1 − vot1 −

β

C2
, c2 = vo,

a soustava rovnic pro druhý úsek jízdy s konstantní rychlostí je

x1(t) = vot+
β

C
t1 +

β

C2
e−Ct1 − vot1 −

β

C2
,

x2(t) = vo.
(3.10)

Posledním re¾imem jízdy je jízda s brzdìním do cíle, bìhem které dojde k poslednímu
pøepnutí v èase t2. Re¾im brzdìní je popsán rovnicemi (viz. (2.27))

x1(t) = − α

C2
eC(Tmin−t) − α

C
t+

α

C2
+
α

C
Tmin + L,

x2(t) =
α

C
eC(Tmin−t) − α

C
.

(3.11)

Soustavy (3.10) a (3.11) na sebe musí navazovat v èase t2, dostáváme soustavu dvou
rovnic o dvou neznámých t2 a Tmin. Úpravami z nich získáme vyjádøení pro t2

t2 =
−βCt1 − βe−Ct1 + C2vot1 + β − Cvo + α ln

(
α+voC
α

)
+ C2L

C2vo

a pro Tmin

Tmin =
1

C
ln

(
voC + α

α

)
+ t2.

Pro hodnoty (3.3) vychází t2 = 2, 1178 a Tmin = 2, 5232. V¹imnìme si, ¾e èas Tmin je
vìt¹í ne¾ èas TKr v úloze bez omezení. Z toho plyne, ¾e u úlohy s globálním rychlostním
omezením pro v¹echny hodnoty T splòující Tkr < T dojde k jízdì se v¹emi jízdními re¾imy.

V pøípadì energetické optimalizace je v Hamiltonovì funkci (3.5) èlen ψ0 nenulový,
bez újmy na obecnosti polo¾me ψ0 = −1. Adjungovaný systém má tvar

ψ̇0 = 0,

ψ̇1 = 0,

ψ̇2 = u+ − ψ1 + ψ2r
′(x2) + µr′(x2).

Podle de�nice u+ (3.1) rozli¹ujeme dva pøípady. Pro u ≥ 0 dostaneme výraz

max
0≤u≤β

(ψ2 + µ− x̂2)u = (ψ2 + µ− x̂2)û, t ∈ [0, T ],
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a pro u < 0
max
−α≤u≤0

(ψ2 + µ)u = (ψ2 + µ)û, t ∈ [0, T ].

Z uvedených podmínek dostaneme následující vyjádøení optimální regulace

û(t) =


β pro ψ2(t) + µ(t)− x̂2(t) > 0,
neurèeno na [0, β] pro ψ2(t) + µ(t)− x̂2(t) = 0,
0 pro ψ2(t) + µ(t)− x̂2(t) < 0, ψ2(t) + µ(t) > 0,
neurèeno na [−α, 0] pro ψ2(t) + µ(t) = 0,
−α pro ψ2(t) + µ(t) < 0.

Analyzujeme singulární pøípady. Pøedpokládejme, ¾e na netriviálním intervalu pro û(t)
neurèeno na [−α, 0] na hranici platí, ¾e µ ≤ 0. V pøípadì µ = 0 platí ψ2 = 0, co¾ vzhledem
ke tvaru øe¹ení adjungovaného systému mù¾e nastat jen v izolovaných èasových okam¾i-
cích. V pøípadì µ < 0 máme ψ2 > 0, co¾ nastává jen pøi kladných hodnotách øízení, èím¾
dostáváme spor s pøedpokladem û(t) ∈ [−α, 0].

Podobnì postupujeme pro pøípad û(t) neurèeno na [0, β]. Uva¾ujeme, ¾e platí µ = 0
pokud se nacházíme mimo hranici omezení, potom platí ψ2 = x̂2 < vo, a tedy û = r(x̂2).
Na hranici omezení platí µ ≤ 0. V pøípadì µ = 0 opìt platí ψ2 = x̂2 a øízení û = r(vo).
V pøípadì µ < 0 dostáváme ψ2 + µ = x̂2 = vo a û = r(vo).

Vzhledem k vý¹e uvedenému a s vyu¾itím skokových podmínek (1.10), které v tomto
pøípadì jsou tvaru

ψ1(t
−
1 ) = ψ1(t

+
1 ),

ψ2(t
−
1 ) = ψ2(t

+
1 ) + π,

H(t−1 ) = H(t+1 ),

kde π ∈ R je parametr skoku, dospìjeme analýzou prùbìhu funkce ψ2 + µ k následu-
jící energeticky optimální posloupnosti jízdních re¾imù vlaku pøi aktivním rychlostním
omezení

û(t) =


β pro t ∈ [0, t1],
r(vo) pro t ∈ [t1, t2],
0 pro t ∈ [t2, t3],
−α pro t ∈ [t3, T ].

V pøípadì, ¾e se rychlostní omezení neprojeví, má posloupnost re¾imù tvar (2.23), kde
x̂2 < vo ≡ konst. Oproti èasové optimalizaci se zde vyskytuje re¾im jízdy s vypnutým
motorem, který získáme øe¹ením obecné soustavy (2.37), její¾ koe�cienty c1, c2 ∈ R urèíme
ze soustavy (3.10) v bodì t = t2

x1(t) = −vo
C

eC(t2−t) +
β

C2
e−Ct1 +

β

C
t1 − vot1 + vot2 +

vo
C
− β

C2
,

x2(t) = voe
C(t2−t).

(3.12)

Spojením soustav (3.12) a (3.11) v èase t = t3 získáme dvì podmínky analogicky jako
u úlohy bez omezení (viz. (2.41) a (2.42)). Funkcionál J je ve tvaru

J =

∫ T

0

u+(t)x2(t)dt =

∫ t1

0

β2

C
(1− e−Ct)dt+

∫ t2

t1

Cv2odt→ min .
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Stejnì jako v pøedchozí úloze pou¾ijeme dva skripty v optimalizaèním prostøedí
Matlabu. Skript podminky obsahuje navíc deklaraci promìnné pro omezení rychlosti vo
a také tøetí podmínku ve tvaru rovnosti. V této podmínce je první èas pøepnutí x(1) zadán
pevnì, aby bylo zaji¹tìno, ¾e vlak dosáhne omezené rychlosti. Výpoèet èasové optimalizace
poskytuje hodnoty druhého pøepínacího èasu a minimálního èasu jízdy Tmin.

Aktivaèní èas TA urèíme z tabulky hodnot 2.5 energetické optimalizace u úlohy bez
omezení. Cílem je najít takový èas T , kterému odpovídá t1 = 0, 6931. Pro hodnoty (3.3)
vychází TA = 2, 681. Energetickou optimalizací pro hodnoty T z intervalu [Tmin, TA] do-
stáváme tabulku hodnot 3.1 pøepínacích okam¾ikù a funkcionálu J pro jízdu s globálním
rychlostním omezením.

Fázovým trajektoriím jízdy s globálním omezením odpovídá obrázek 3.1. Obdobnì
jako v pøípadì úlohy bez omezení se u úlohy s omezením také s mìnícím se celkovým
èasem jízdy mìní zastoupení jízdních re¾imù. Pøipomeòme, ¾e energie se spotøebovává
pouze u re¾imu se zrychlením a re¾imu jízdy konstantní rychlostí. Pokud se celkový èas
jízdy zvy¹uje a vlak stále nará¾í na rychlostní omezení, roste podíl re¾imu s vypnutým
motorem a klesá podíl re¾imu jízdy s konstantní rychlostí, proto¾e energie potøebná na
re¾im zrychlení je konstantní a vlak ¹etøí energii v re¾imu jízdy konstantní rychlostí.
V pøípadì, ¾e vlak nenarazí na rychlostní omezení, je tomu naopak - s rostoucím celkovým
èasem jízdy roste podíl èasu stráveného v re¾imu jízdy konstantní rychlostí.

Obrázek 3.1: Fázové trajektorie pro omezení vo = 0, 5
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Tabulka 3.1: Numerické výstupy pro omezení vo = 0, 5

T t1 t2 t3 J

2,5232 0,6931 2,1173 2,1180 0,5493

2,56 0,6931 1,9163 2,2553 0,4989

2,6 0,6931 1,8389 2,3340 0,4796

2,64 0,6931 1,7850 2,4009 0,4661

2,67 0,6928 1,7538 2,4469 0,4580

2,7 0,6730 1,7878 2,4809 0,4507

2,75 0,6432 1,8440 2,5372 0,4390

3 0,5326 2,1192 2,8123 0,3902

3.2. Dílèí úlohy s omezením

V této èásti se vìnujeme pøípadu lokálního rychlostního omezení, kdy vlak mù¾e v nìkte-
rých èástech trati jet libovolnou rychlostí a v jiných èástech trati nesmí pøekroèit pøede-
psanou rychlost. Úlohu zatím neøe¹íme jako celek, ale slo¾ením dílèích øe¹ení.

Pro jednoduchost a názornost uva¾ujme rozdìlení trati pouze na dvì èásti. V první
èásti trati mù¾e vlak jet libovolnou rychlostí. V druhé èásti trati je zavedeno globální
rychlostní omezení vo. Pro rychlost vlaku x2(t) platí

x2(t), x1(t) ∈ [0, Lo],

x2(t) ≤ vo, x1(t) ∈ [Lo, Lk],

kde Lo pøedstavuje poèáteèní bod úseku trati s rychlostním omezením a Lk koncový bod
úseku trati s rychlostním omezením. Pro ilustraci volíme hodnoty Lo = 0, 5, Lk = 1
a vo = 0, 5.

Poznámka. V pøípadì volby globálního omezení po celé délce trati platí Lo = 0, Lk = L.

Tabulka 3.2: Numerické výstupy pro x1(t) ∈ [0, Lo]

T1 t1 t2 t3 J1

1,2141 1,1070 1,1070 1,1070 0,4348

1,22 1,1047 1,1047 1,1730 0,3980

1,23 1,0115 1,0115 1,2185 0,3752

1,24 0,8985 1,0697 1,24 0,3659

1,26 0,7991 1,1642 1,26 0,3594

1,28 0,7445 1,2312 1,28 0,3536

1,3068 0,6932 1,3067 1,3068 0,3466
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Obrázek 3.2: Fázové trajektorie pro x1(t) ∈ [0, Lo]

V první èásti øe¹íme úlohu bez omezení s nenulovými koncovými podmínkami, kon-
krétnì s pøedepsanou nenulovou hodnotou rychlosti na konci jízdy vlaku. Poèáteèní a kon-
cové podmínky jsou

x1(0) = 0, x2(0) = 0,

x1(T1) = Lo, x2(T1) = vo,
(3.13)

kde èas T1 pøedstavuje celkový èas jízdy v tomto úseku trati. Výsledky numerického øe¹ení
jsou v tabulce èasù 3.2 a fázové trajektorie na obrázku 3.2.

Omezení se projeví pokud T1 ≤ TA, kde hodnotu TA lze jednodu¹e urèit jako jízdu
s re¾imy u = β , t ∈ [0, t1] a u = r(x̂2(t)) , t ∈ [t1, T1], kde platí t2 = t3 = T1 a pod-
mínky (3.13). Pro hodnoty (3.3) vychází TA = 1, 3068 a t1 = 0, 6931. Z pøepínacích èasù
vidíme, ¾e pokud je rychlost dostateènì velká, po re¾imu se zrychlením následuje re¾im
jízdy s vypnutým motorem a re¾im s brzdìním. Pro sni¾ující se hodnotu rychlosti klesá
podíl re¾imu s brzdìním a kritickým èasem Tkr oznaèíme nejmen¹í mo¾ný èas, od kterého
brzdný re¾im vymizí úplnì. Pokud platí T ∈ [Tkr, TA], tak re¾im s brzdìním nenastává
a vlak pøedepsané koncové rychlosti dosáhne v re¾imu jízdy s vypnutým motorem. Toto
chování je hlavním rozdílem v prùbìhu jízdních re¾imù oproti úloze s podmínkou nulové
koneèné rychlosti, ve které k re¾imu s brzdìním do¹lo v¾dy.

V druhé èásti jsou poèáteèní a koncové podmínky

x1(0) = Lo, x2(0) = vo,

x1(T2) = L, x2(T2) = 0,
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kde celkový èas jízdy v druhém úseku znaèíme T2. Oproti úloze bez omezení se li¹í tím,
¾e rychlost na poèátku pohybu není nulová. Øe¹íme tedy úlohu s globálním rychlost-
ním omezením a nenulovými poèáteèními podmínkami. Výsledky ukazuje tabulka 3.3
a obrázek 3.3.

Tabulka 3.3: Numerické výstupy pro x1(t) ∈ [Lo, Lk]

T1 t1 t2 t3 J2

1,2164 0 0,8109 0,8109 0,2021

1,22 0 0,7436 0,8482 0,1859

1,24 0 0,6464 0,9168 0,1616

1,27 0 0,5724 0,9838 0,1431

1,3 0 0,5216 1,0392 0,1304

1,35 0 0,4593 1,1204 0,1148

1,4 0 0,4120 1,1940 0,1030

Obrázek 3.3: Fázové trajektorie pro x1(t) ∈ [Lo, Lk]

Jeliko¾ vlak na tomto úseku zaèíná jízdu s rychlostí rovnou pøedepsané hodnotì rych-
lostního omezení, re¾im se zrychlením vùbec nenastává. Pro vy¹¹í hodnoty èasu jízdy
T2 roste podíl jízdy v re¾imu s vypnutým motorem a èasy strávené jízdou s konstantní
rychlostí a brzdìním se sni¾ují.
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C = 0, 5 C = 1 C = 2

Obrázek 3.4: Prùbìh re¾imu s vypnutým motorem pro rùzné hodnoty C

Na tomto místì je vhodné provést úvahu o vlivu velikosti odporového koe�cientu C
na øe¹itelnost úlohy. Tato úvaha se týká i v¹ech vý¹e uvedených úloh.

Tabulka 3.4: Hodnoty vkr pro L− Lo = 0, 5

L− Lo C vkr

0,5 0,5 0,25

0,5 1 0,5

0,5 2 1

Jak je patrné z obrázku 3.4, prùbìh re¾imu jízdy s vypnutým motorem závisí na ko-
e�cientu odporu C, kde se pro vìt¹í hodnoty odporu zvy¹uje úbytek rychlosti. Závislost
rychlosti a polohy je v tomto re¾imu lineární, proto¾e uva¾ujeme pøípad lineárního od-
poru. Uva¾ujeme pøípad, ¾e vlak se nachází v èásti dráhy Lo s poèáteèní rychlostí vo a jede
v re¾imu s vypnutým motorem, jeho¾ obecné øe¹ení je soustava (2.37). Dosazením poèá-
teèních podmínek x1(0) = Lo, x2(0) = vo získáme mezi rychlostí a polohou následující
závislost

x2(t) = −Cx1(t) + CLo + vo. (3.14)

Pøi gra�ckém znázornìní tomuto vztahu odpovídá pøímka, v jejím¾ pøedpisu hodnota −C
pøedstavuje její smìrnici a hodnota CLo + vo její posunutí. Mù¾e nastat pøípad, ¾e by
koe�cient C byl natolik velký, ¾e by vlak nezvládl v pøedepsaném èase T dojet do cílové
stanice. Tomu lze pøedejít vhodným vyjádøením závislosti mezi velièinami vo, C, L a Lo.
Po dosazení koncových podmínek x1(T ) = L, x2(T ) = 0 do (3.14) dostaneme vztah

vkr = C(L− Lo),

v nìm¾ jsme hodnotu vo vyhovující této rovnici pøeznaèili na vkr. Rozdíl L a Lo je zvolen
pevnì a ke ka¾dé pøíslu¹né hodnotì C pak existuje jediná odpovídající rychlost, tuto
kritickou rychlost znaèíme vkr. Zmìnám vo odpovídají pøímky rovnobì¾né k pøímce (3.14).
Vlak zvládne pøi dané hodnotì odporu C dojet do cíle, pokud platí vo > vkr. Pro vo ≤ vkr
úloha nemá øe¹ení. Hodnoty vkr najdeme v tabulce 3.4 a prùbìh jízdy pro jednotlivé
odpory ilustruje obrázek 3.5. Poznamenejme také, ¾e v pøípadì C = 0 by nedocházelo ke
sní¾ení rychlosti vlivem odporu a re¾im s vypnutým motorem by nikdy nenastal.
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Obrázek 3.5: Fázový portrét re¾imu s vypnutým motorem pro rùzné hodnoty C

Vra»me se k diskuzi slo¾ení dílèích øe¹ení. Nejmen¹í mo¾ný èas Tmin v pøípadì èasové
optimalizace získáme seètením nejmen¹ích hodnot èasù T1 + T2 z obou tabulek, vychází
Tmin = 2, 4305. Pro jiné èasy z tabulek v¹ak nevíme, jak se projeví energetická optimali-
zace pøi napojení v¹ech re¾imù. Poznamenejme také, ¾e stejný vztah platí pro výslednou
hodnotu funkcionálu J , tedy souètu dílèích optimalizovaných funkcionálù J1+J2 odpovídá
hodnota funkcionálu J pøi slo¾ení dohromady, vychází J = 0, 6369.

Rozdìlení na dílèí úlohy a øe¹ení ka¾dé z nich zvlá¹» má smysl, jeliko¾ mo¾nost zvolit
kombinace øízení z tabulek 3.2 a 3.3 umo¾òuje øe¹it dal¹í ¹kálu problémù, které se v praxi
mohou vyskytovat. Jednalo by se napøíklad o situaci, kdy podél trati vlaku vede jiná
rovnobì¾ná tra» rovnì¾ spojující stanice A a B, která se s pùvodní tratí protíná v je-
diném bodì xo. Po této vedlej¹í trati jede v opaèném smìru vlak se zpo¾dìním a musí
tedy bodem xo projet jako první. Na základì informace, kdy dosáhne protijedoucí vlak
bodu xo, mù¾eme vybrat vhodné øízení pùvodního vlaku z tabulky 3.2 tak, abychom zá-
mìrnì zvý¹ili jeho dobu jízdy na prvním úseku dráhy a on neprojel bodem xo ve stejný
moment jako protijedoucí vlak. V druhém úseku se u¾ potom mù¾e vlak øídit takovým
øízením z tabulky 3.3, aby ujel tra» v po¾adovaném èase.

3.3. Lokální rychlostní omezení jízdy

V této èásti opìt vyjdeme z formulace úlohy uvedené v pøedchozí kapitole, ve které zave-
deme lokální rychlostní omezení.
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Uva¾ujeme pøípad jednoho lokálního rychlostního omezení ve tvaru

x2(t) ≤ vo, x1 ∈ [Lo, Lk],

kde vo pøedstavuje omezení rychlosti od bodu Lo a¾ do bodu Lk. Omezení je zavedeno od
poloviny dráhy do cílové stanice. Interval [Lo, Lk] lze pøeznaèit na [Lo, L]. Jako parametry
úlohy volíme vo = 0, 5, Lo = 0, 5, L = 1.

Úlohu øe¹íme slo¾ením dvou dílèích øe¹ení. První dílèí øe¹ení získáme tak, ¾e v první
èásti trati øe¹íme úlohu jako úlohu bez omezení s jinými zadanými koncovými podmínkami.
Na toto øe¹ení navá¾eme druhém dílèím øe¹ením, které pøedstavuje øe¹ení úlohy s globál-
ním omezením ve druhé èásti trati za jiných poèáteèních podmínek. Koncové podmínky
prvního úseku pøedstavují poèáteèní podmínky druhého úseku. Vyu¾ijeme toho, ¾e jsme
v pøedchozí analýze pro úlohu bez omezení i pro úlohu s omezením ukázali, jaká je po-
sloupnost re¾imù pro èasovou i energetickou optimalizaci. Poèáteèní a koncové podmínky
úlohy jsou

x1(0) = 0, x2(0) = 0,

x1(T ) = L, x2(T ) = 0.
(3.15)

Koncové podmínky prvního úseku jsou

x1(t2) = Lo, x2(t2) = vo, (3.16)

a pro èasovou optimalizaci platí øízení

û(t) =

{
β pro t ∈ [0, t1],
−α pro t ∈ [t1, t2].

V druhé èásti dráhy s poèáteèními podmínkami (3.16) je aktivní omezení. Odpovídající
jízdní re¾imy jsou

û(t) =


β pro t ∈ [t2, t3],
r(vo) pro t ∈ [t3, t4],
−α pro t ∈ [t4, Tmin].

Obdobným zpùsobem jako u úlohy bez omezení najdeme pøíslu¹né vyjádøení pro x1(t)
a x2(t). Pro re¾im u = β je soustava

x1(t) =
β

C2
e−Ct +

β

C
t− β

C2
,

x2(t) = − β
C

e−Ct +
β

C
,

a pro re¾im u = −α s vyu¾itím podmínek (3.16)

x1(t) = −α + Cvo
C2

eC(t2−t) − α

C
t+ Lo +

αt2
C

+
α

C2
+
vo
C
,

x2(t) =
α + Cvo

C
eC(t2−t) − α

C
.
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Tyto soustavy se spojují v bodì t = t1 a z dvou rovnic o dvou neznámých lze dostat
explicitní vyjádøení pøepínacích èasù t1 a t2. Po nìkolika úpravách vyjádøíme t2 z rovnice
pro rychlost

t2 = t1 +
1

C
ln

(
−βe−Ct1 + α + β

α + Cvo

)
,

a t1 z rovnice pro polohu

α + Cvo

exp
(
C2Lo+Cvo

α

)(eCt1)
β
α
+1 − (α + β)eCt1 + β = 0. (3.17)

V dùsledku volby α = β mù¾eme vyjádøit pøepínací okam¾ik t1 ze vztahu (3.17)

t1 =
1

C
ln

exp
(
C2Lo+Cvo

α

)(
2α±

√
4α2 − (4αCvo + 4α2) exp

(
−C2Lo+Cvo

α

))
2(α + Cvo)

 .

Z dvojice mo¾ných hodnot pøepínacího èasu t1 je správným øe¹ením pouze hodnota vyho-
vující podmínce t1 > 0. Pro hodnoty (3.3) vychází t1 = 1, 10703 a t2 = 1, 214065. Tímto
jsme vyøe¹ili jízdu na úseku dráhy bez omezení.

S vyu¾itím poèáteèní podmínky (3.16) získáme re¾im s maximálním zrychlením s øí-
zením u = β

x1(t) = −β − Cvo
C2

eC(t2−t) +
β

C
t+ Lo +

β − Cvo
C2

− β

C
t2,

x2(t) = −β − Cvo
C

eC(t2−t) +
β

C
.

Na úseku s omezením na základì podmínky x2(t2) = vo platí rovnost pøepínacích èasù
t2 = t3. Rovnice pro re¾im jízdy konstantní rychlostí s øízením u = r(vo) jsou

x1(t) = vot+ Lo − vot3,
x2(t) = vo.

(3.18)

Posledním re¾imem je re¾im s maximálním brzdìním s øízením u = −α

x1(t) = − α

C2
eC(Tmin−t) − α

C
t+

α

C2
+
α

C
Tmin + L,

x2(t) =
α

C
eC(Tmin−t) − α

C
.

(3.19)

Spojením rovnic pro polohu a rychlost u soustav (3.18) a (3.19) v èase t = t4 získáme
pøedpis èasu t4

t4 = t3 +
1

vo

(
α

C2
ln

(
α + Cvo

α

)
− vo
C

+ L− Lo
)
,

a výsledného èasu Tmin

Tmin = t4 +
1

C
ln

(
α + Cvo

α

)
.

Nyní máme k dispozici pøedpis pro ka¾dý z pøepínacích èasù. Pro hodnoty (3.3) vychází
t4 = 2, 0249 a Tmin = 2, 43046. Ukázalo se, ¾e v souladu s intuitivní pøedstavou je celková
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Obrázek 3.6: Fázový portrét pro T = 2, 4305 (T = Tmin)

doba jízdy Tmin vìt¹í ne¾ u pøípadu bez omezení a zároveò men¹í ne¾ u pøípadu s globálním
omezením. Fázový portrét pro T = Tmin je na obrázku 3.6.

Pøipomeòme, ¾e musíme uva¾ovat takový èas, bìhem kterého má rychlostní ome-
zení smysl - omezení je platné, pokud platí T ∈ [Tmin, TA]. Pro hodnoty (3.3) vychází
TA = 2, 681. U energetické optimalizace dojde ke skládání re¾imù v následujícím poøadí

û(t) =



β pro t ∈ [0, t1],
r(x̂2(t)) ≡ konst pro t ∈ [t1, t2],
0 pro t ∈ [t2, t3],
−α pro t ∈ [t3, t4],
β pro t ∈ [t4, t5],
r(vo) pro t ∈ [t5, t6],
0 pro t ∈ [t6, t7],
−α pro t ∈ [t7, T ],

za podmínek (3.15) a s vyu¾itím podmínky rychlostního omezení

x1(t4) = Lo, x2(t4) = vo.

Pro jednotlivé èasy platí nerovnost

0 < t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ t4 ≤ t5 ≤ t6 ≤ t7 < T. (3.20)
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Nyní následuje pøedpis ka¾dého jízdního re¾imu, které byly získány analogicky jako v
pøedchozích úlohách. Pro u = β na t ∈ [0, t1] platí

x1(t) =
β

C2
e−Ct +

β

C
t− β

C2
,

x2(t) = − β
C

e−Ct +
β

C
.

Pro u = r(x2) na t ∈ [t1, t2] platí

x1(t) = − β
C
te−Ct1 +

β

C
t+

β

C2
e−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 − β

C2
,

x2(t) = − β
C

e−Ct1 +
β

C
.

Pro u = 0 na t ∈ [t2, t3] platí

x1(t) = − β

C2
eC(t2−t) +

β

C2
eC(t2−t1−t) − β

C
t2e
−Ct1 +

β

C
t1e
−Ct1 +

β

C
t2,

x2(t) =
β

C
eC(t2−t) − β

C
eC(t2−t1−t).

(3.21)

Pro u = −α na t ∈ [t3, t4] platí

x1(t) = −αt
C
− α + Cvo

C2
eC(t4−t) + Lo +

αt4
C

+
α + Cvo
C2

,

x2(t) = −α
C

+
α + Cvo

C
eC(t4−t).

(3.22)

Rovnice pro spojení soustav (3.21) a (3.22) v èase t = t3 jsou

0 =βeC(t2−t3) − βeC(t2−t1−t3) + α− (α + Cvo)e
C(t4−t3),

0 =− βeC(t2−t3) + βeC(t2−t1−t3) − βCt2e−Ct1 + βCt1e
−Ct1 + βCt2

+ αCt3 + (α + Cvo)e
C(t4−t3) − C2Lo − αCt4 − α− Cvo.

(3.23)

Pro u = β na t ∈ [t4, t5] platí

x1(t) = −β − Cvo
C2

eC(t4−t) +
β

C
t+ Lo +

β − Cvo
C2

− β

C
t4,

x2(t) = −β − Cvo
C

eC(t4−t) +
β

C
.

Pro u = r(vo) na t ∈ [t5, t6] platí

x1(t) = vot− vot5 + Lo,

x2(t) = vo.

Pro u = 0 na t ∈ [t6, t7] platí

x1(t) = −vo
C

eC(t6−t) + vot6 + Lo − vot5 +
vo
C
,

x2(t) = voe
C(t6−t).

(3.24)
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Pro u = −α na t ∈ [t7, T ] platí

x1(t) = − α

C2
eC(T−t) − α

C
t+

α

C2
+
α

C
T + L,

x2(t) =
α

C
eC(T−t) − α

C
.

(3.25)

Rovnice pro spojení soustav (3.24) a (3.25) v èase t = t7 jsou

0 =Cvoe
C(t6−t7) − αeC(T−t7) + α,

0 =− CvoeC(t6−t7) + C2vot6 + C2Lo − C2vot5 + Cvo

+ αeC(T−t) + αCt− α− αCT − C2L.

(3.26)

Funkcionál vyjadøující spotøebu energie je

J =

∫ T

0

u+(t)x2(t)dt =

∫ t1

0

β2

C
(1− e−Ct)dt+

∫ t2

t1

β2

C
(1− e−Ct1)2dt

+

∫ t5

t4

β

(
−β − Cvo

C
eC(t4−t) +

β

C

)
dt+

∫ t6

t5

Cv2odt.

(3.27)

Minimalizujeme funkcionál (3.27) za podmínek (3.20), (3.23) a (3.26).

3.4. Analýza výsledkù úloh s omezením

Posledním krokem v øe¹ení úlohy je napojení obou scénáøù a analýza v Matlabu. Ve skriptu
podminky pro tento scénáø vystupuje osm promìnných, k nim¾ pøíslu¹í osm podmínek
nerovností a ètyøi podmínky rovností. Optimalizaèními metodami v Matlabu získáme
numerické hodnoty pøepínacích èasù a energetického funkcionálu.

Tabulka 3.5: Numerické výstupy pro omezení Lo = 0, 5, vo = 0, 5

T t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 J

2,4305 1,1070 1,1070 1,1070 1,2141 1,2141 2,0250 2,0250 0,6403

2,44 1,0414 1,0414 1,1799 1,2212 1,2212 1,9771 2,0621 0,5833

2,45 1,0159 1,0159 1,2125 1,2284 1,2284 1,9593 2,0846 0,5607

2,5 1,000 1,000 1,2345 1,2345 1,2345 1,8159 2,2093 0,5132

2,6 0,7791 1,1873 1,2664 1,2664 1,2664 1,7441 2,3612 0,4769

2,7 0,6931 1,3069 1,3069 1,3069 1,3069 1,7247 2,4911 0,4510

Výsledky optimalizaèního výpoètu jsou uvedeny v tabulce 3.5. Jak je vidìt na ob-
rázku 3.7, v prvním úseku opìt existuje kritický èas Tkr, který vyjadøuje, jakých jízdních
re¾imù vlak dosáhne. Pokud pro celkový èas platí T ∈ [Tmin, Tkr], vlak bude zrychlovat,
pak pojede s vypnutým motorem a následnì dobrzdí do poèátku rychlostního omezení.
Pokud v¹ak platí T ∈ [Tkr, TA], vlak po zrychlení pojede re¾imem konstantní rychlosti
a následnì se jízdou s vypnutým motorem dostane do poèátku rychlostního omezení.
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T = Tmin

T ∈ [Tkr, TA]

T ∈ [Tmin, Tkr]

T = TA

Obrázek 3.7: Fázové portréty pro omezení Lo = 0, 5, vo = 0, 5

V druhé èásti je prùbìh jízdních re¾imù v¾dy stejný - re¾im s konstantní rychlostí, pøi
kterém vlak jede rychlostí rovnou hodnotì omezení, poté jízda s vypnutým motorem
a brzdìní do cílové stanice. Pokud omezení nevejde v platnost, tedy platí T ≥ TA, vlak na
omezení nenarazí a prùbìh jízdy bude toto¾ný s jízdou v úloze bez omezení. Tyto výsledky
jsou pro pøehlednost znázornìny na obrázku 3.8, který dobøe ilustruje vlastnost øe¹ení, ¾e
k optimalizaci dochází v obou úsecích trati souèasnì. Dal¹í mo¾né modi�kace této úlohy
spoèívají zejména v jinak zavedeném omezení, napø. zavedení nìkolika rùzných omezení
na rùzných úsecích dráhy.
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Obrázek 3.8: Fázové trajektorie pro omezení Lo = 0, 5, vo = 0, 5

49



Závìr
V této práci jsme s pou¾itím principu maxima vyøe¹ili úlohu o energeticky optimální

jízdì vlaku. Urèili jsme posloupnost jízdních re¾imù, vyjádøili pøepínací èasy a popsali
jejich vzájemné vztahy. Podaøilo se analyzovat prùbìh úlohy pøi èasech Tmin a Tkr, stavy
úlohy rozdìlit na oblasti ohranièené pøepínacími køivkami a získané závislosti komentovat
a vyhodnotit. Prostøedí Matlabu umo¾nilo nejen efektivní numerické øe¹ení optimalizaèní
úlohy rùznými algoritmy, ale bylo také vyu¾ito ke gra�ckému vykreslení v¹ech závislostí
a dal¹ím pomocným výpoètùm.

Následující analýza se týkala modelu se zavedeným globálním rychlostním omezením.
V práci probìhla také analýza dílèích úloh s omezením a vlivu volby odporové funkce
na øe¹ení úlohy. Finální analýza se týkala úlohy s lokálním rychlostním omezením, kde
bylo stì¾ejním bodem øe¹ení napojení jízdních re¾imù pøi pøechodu z èásti bez omezení
do èásti s omezením. Programy vytvoøené v rámci práce a dal¹í poznatky lze s úpravami
vyu¾ít pro øe¹ení podobných úloh tohoto typu s jinými parametry (napø. jinak zavedené
omezení).

Matematický model pou¾itý k øe¹ení úlohy zanedbává nìkteré aspekty, se kterými je
nutné poèítat pøi aplikaci výsledkù optimalizace. Pøi reálné jízdì vlaku by celková jízda
byla ovlivnìna øadou dal¹ích fyzikálních faktorù, napø. tøením, pro�lem trati, hmotností
vlaku a jeho dal¹ími technickými parametry, co¾ poskytuje potenciál k formulaci celé øady
otevøených problémù. V rámci práce jsme poèítali pouze s lineárním odporem, ale odpor
mù¾e být i kvadratický nebo jinak obecnì zadaný. Úsek s rychlostním omezením se mù¾e
na trati vyskytnout více ne¾ jednou, zároveò pøíslu¹ná rychlostní omezení mohou dosa-
hovat rùzných hodnot. Èastokrát uva¾ovaná modi�kace je zvolení jiného pro�lu trati ne¾
lineárního, napø. jízda vlaku do kopce nebo do údolí, kde se v pøíslu¹né analýze prùbìh
jízdy vlaku mìní na základì gradientu stoupání nebo klesání trati. Dal¹ím problémem
mù¾e být jízda nìkolika vlakù po stejné trati a hledání takového optimálního øízení, aby
nedo¹lo ke kolizi vlakù, kde navíc ka¾dý z nich mù¾e mít rozdílné technické speci�kace
(napø. maximální rychlost). Vý¹e uvedené modi�kace jsou pøedmìtem intenzivního vý-
zkumu, co¾ dokládá øada èlánkù na toto téma, viz. napø. [1], [4], [5], [7], [8], [13]. Snaha
o úsporu energie, bezpeènost a pohodlnost v dopravních systémech pøedstavuje motivaci
pro dal¹í studium této problematiky.
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Seznam pou¾itých zkratek a symbolù
X stavový prostor

x vektor stavových promìnných

x(t) trajektorie

u(t) regulace

U obor regulace

Er eukleidovský prostor øádu r

a poèáteèní stav systému

b koncový stav systému

f0(t) úèelová funkce

t0 poèáteèní èas

tf pøedepsaný koncový èas

T celkový èas

I èasový interval

x̂(t) optimální trajektorie

û(t) optimální regulace

T̂ optimální èas

ψ0, ψ1, . . . , ψn pomocné promìnné

H,H∗ Hamiltonova funkce

J optimalizovaný funkcionál

J1, . . . , Jn dílèí optimalizované funkcionály

M konvexní mno¾ina

V mno¾ina bodù pro pøípustné regulace

V (t, a) dosa¾itelná oblast

U uzavøený konvexní mnohostìn

s poèet stìn uzavøeného konvexního mnohostìnu

S hladká varieta

h epigraf
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S(x, t) omezení stavové promìnné

q øád omezení

N(x, t) derivaèní podmínky

µ Lagrangeùv multiplikátor

π vektor skokové podmínky

x1(t) poloha

x2(t) rychlost

α velikost brzdné síly vlaku

β velikost hnací síly motoru

m hmotnost vlaku

r odpor prostøedí

C koe�cient odporu

A poèáteèní bod trati

B koncový bod trati

L délka trati

u øízení vlaku

u+ øízení vlaku v úloze energetické optimalizace

c1, c2 konstanty z øe¹ení systémù obyèejných diferenciálních rovnic

Tmin minimální èas

Tkr kritický èas

t1, . . . , tn pøepínací èasy

T1, . . . , Tn dílèí èasy jízdy

vmax maximální rychlost

Γ1, . . . ,Γn pøepínací køivky

Ω0,Ω1, . . . ,Ωn jízdní oblasti

Lo poèáteèní bod úseku trati s rychlostním omezením

Lk koncový bod úseku trati s rychlostním omezením

vo rychlostní omezení

TA aktivaèní èas

vkr kritická rychlost
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Pøílohy
Zpracování úloh v programu Matlab

Tato pøíloha obsahuje zdrojové kódy obsa¾ené ve skriptech fcevlak.m, podminky.m, za-
dani.m a fportret.m.

fcevlak.m:

function J = fcevlak(x)

%konstanty

e=exp(1);

A=1;

B=1;

L=1;

C=1;

%predpis funkcionalu

J=x(4);

%J1=(B^2/C)*(x(2)-x(1))*(1-e^(-C*x(1)))^2;

%J2=(B^2/C^2)*(C*x(1)+e^(-C*x(1))-1);

%J=J1+J2

podminky.m:

function [c, ceq] = podminky(x)

%konstanty

e=exp(1);

A=1;

B=1;

L=1;

C=1;

%volba typu optimalizace

T=x(4);

%T=2.37;

%podminky ve tvaru nerovnosti

c(1) = -x(1);

c(2) = x(1)-x(2);

c(3) = x(2)-x(3);

c(4) = x(3)-T;

%podminky ve tvaru rovnosti

ceq(1) = A*(e^(C*(T-x(3)))-1)-B*(1-e^(-C*x(1)))*e^(C*(x(2)-x(3)));

ceq(2) = A*(x(3)-T)-C*L+B*(x(2)-x(2)*e^(-C*x(1))+x(1)*e^(-C*x(1)));
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zadani.m:

clc; close all

%tabulka hodnot ziskanych optimalizaci: T, t1, t2, t3, J

values = [2.1701 , 1.5845 , 1.5845 , 1.5845 , 0.7896; %Tmin

2.21, 1.4260, 1.4260, 1.78040, 0.6662;

2.317 , 1.3105 , 1.3105 , 2.0065 , 0.5802; %Tkr

2.5, 0.8458, 1.5558, 2.2489, 0.5063;

3.0 , 0.5326 , 2.1192 , 2.8123 , 0.3902] ;

C=1; %konstanta pro odpor

%vytvoreni a nastaveni grafu

figure

xlabel('x_1');

ylabel('x_2');

axis([0 1.3 0 0.9]);

box on

hold on

%vybereme rozsah radku z tabulky, ktere chceme vykreslit

kmin=1;

kmax=5;

v=kmax-kmin+1; %pocet scenaru

%inicializace promennych

n=3; %maximalni pocet prepnuti

xx1=zeros(v,n); %vytvori nulove matice pro body prepnuti

xx2=zeros(v,n);

a=1; %pomocna promenna pro zapis vysledku

p=[0,0]; %volba pocatecniho bodu

plops={'b',[0 0.5 0],'r','k',[0 0.6 1],'m',[0.6 0.2 0]}; %soustava barev

%vykreslovani jednotlivych scenaru

for k=kmin:kmax

T=values(k,1); %vyber hodnot z tabulky

t1=values(k,2);

t2=values(k,3);

t3=values(k,4);

plop=plops{k}; %kazdemu scenari priradi jinou barvu

[xx1,xx2]=fportret(xx1,xx2,a,C,t1,t2,t3,T,p,plop);

a=a+1;

end

xx1,xx2 %zobrazeni vysledku

xx1(xx1==p(1,1)) = nan; %prepise p(1,1) na 'NaN'

xx2(xx2==p(1,2)) = nan;

plot(xx1,xx2,'r+') %cervenymi krizky vykresli stavy v prepinacich casech
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legend('T=2,17','T=2,21','T=2,31','T=2,50','T=3,0','T=4,0','T=5,0',

'Location','northeast')

fportret.m:

%v zavislosti na hodnotach casu t se vykresluje prislusna kombinace

%jizdnich rezimu, vystupem jsou vektory xx1, xx2 souradnicc x1, x2

%v prepinacich casech

function [xx1,xx2]=fportret(xx1,xx2,a,C,t1,t2,t3,T,p,plop)

%vykresleni 1. rezimu

%1. rezim

u=1; %nastaveni regulace

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)]; %soustava rovnic

[t,xI]=ode45(f,[0,t1],p); %hodnoty casu t a souradnic x1, x2

%vepise hodnoty souradnic v bodech prepnuti do vektoru

xx1(a,1)=xI(end,1);

xx2(a,1)=xI(end,2);

%vykresluje souradnice x1 a x2

plot(xI(:,1),xI(:,2),'Linestyle','-','color',plop)

%vykresleni 4. rezimu

if t1==t2 && t2==t3

%4. rezim

u=-1;

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xII]=ode45(f,[t3,T],xI(end,:));

plot(xII(:,1),xII(:,2),'Linestyle','-','color',plop,

'HandleVisibility','off')

%vykresleni 3. a 4. rezimu

elseif t1==t2

%3. rezim

u=0;

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xII]=ode45(f,[t2,t3],xI(end,:));

xx1(a,2)=xII(end,1);

xx2(a,2)=xII(end,2);

plot(xII(:,1),xII(:,2),'Linestyle','-','color',plop,

'HandleVisibility','off')

%4. rezim

u=-1;

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xIII]=ode45(f,[t3,T],xII(end,:));

plot(xIII(:,1),xIII(:,2),'Linestyle','-','color',plop,

'HandleVisibility','off')
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%vykresleni 2., 3. a 4. rezimu

else

%2. rezim

u=C*xI(end,2);

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xII]=ode45(f,[t1,t2],xI(end,:));

xx1(a,2)=xII(end,1);

xx2(a,2)=xII(end,2);

plot(xII(:,1),xII(:,2),'Linestyle','-','color',plop,

'HandleVisibility','off')

%3. rezim

u=0;

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xIII]=ode45(f,[t2,t3],xII(end,:));

xx1(a,3)=xIII(end,1);

xx2(a,3)=xIII(end,2);

plot(xIII(:,1),xIII(:,2),'Linestyle','-','color',plop,

'HandleVisibility','off')

%4. rezim

u=-1;

f=@(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xIV]=ode45(f,[t3,T],xIII(end,:));

plot(xIV(:,1),xIV(:,2),'Linestyle','-','color',plop,

'HandleVisibility','off')

end
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