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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva problémem optimalniho fizeni elektrického vlaku, a to
z hlediska ¢asu a spotieby energie. Problém je rozsiten o analyzu v piipadé specifickych
rychlostnich omezeni. Vyuzitim aparatu teorie optimalniho fizeni je odvozena posloupnost
jednotlivych jizdnich rezimt a nasledné je numericky ziskdno feSeni pomoci optimalizac-
nich nastroju v prostiedi Matlab.

Summary

This thesis deals with electric train optimal control problem with a focus on time and
energy optimization. The problem is extended by considering specific speed contraints.
We are able to design the sequence of control settings by the use of the optimal control
theory. Optimization tools in Matlab environment are used to determine the numerical
solution of the considered task.
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dani jizdnich rezimi, rychlostni omezeni, Matlab
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Uvod

Mnohé matematické modely nejen technické praxe jsou formulovany prostrednictvim
dynamickych systémi. V rdmci téchto dynamickych systémi lze uvazovat vliv tidicich
¢lenti (cilenych regulaci), jejichZ pusobenim se da ovliviiovat stav pfislusného systému.
Teorie optiméalniho fizeni poskytuje aparat k nalezeni takovych tizeni dynamickych sys-
tému, kterd vyhovuji danym optimalizacnim kritériim. Pod procesem ftizeni je mozné si
predstavit posloupnosti zmén stavovych veli¢in popisujicich systém v ¢ase, které mohou
byt diskrétni nebo spojité. Optimaliza¢ni kritérium pak vyjadifuje zdmér minimalizovat
¢i maximalizovat dany funkcional, reprezentujici ptislusnou veli¢inu. Obvykle se v praxi
setkame s minimalizaci naklad, energie, ¢asu, spotfeby materialu, zdroji, pfipadné jejich
kombinaci.

Problémy optimalniho fizeni hraji v technice dtlezitou roli a setkdvame se s nimi
v dopravé, letectvi, vyrobnich procesech, ekonomii a mnoha dalich odvétvich. Casto-
krat se jedna o analyzu velmi komplikovanych nelinearnich systémi vyzadujicich k feseni
komplexni matematicky aparat. Ten vyuziva poznatki z algebry, diferencialni geometrie,
funkcionalni analyzy, statistiky, funkci komplexnich proménnych, parcidlnich diferencial-
nich rovnic a dalSich oblasti. K velkému pokroku pro reseni tloh optimalniho fizeni doslo
zejména s rozvojem vypocetni techniky a metod dynamického programovani.

Tato prace tesi konkrétni problém optimalizace jizdy elektrického vlaku. Volnym zpii-
sobem navazuje na [11]. Diraz je kladeny zejména na analyzu specifickych p¥ipadi rych-
lostniho omezeni a pouziti alternativnich optimalizacnich nastroji.

V prvni ¢asti jsou uvedeny zakladni pojmy z teorie optimalniho fizeni a jejich vlastnosti
a vztahy potfebné k teseni tloh optimélniho fizeni.

V druhé ¢asti je formulovana tloha o energeticky optimdlni jizdé elektrického vlaku
a vyTesena s vyuzitim principu maxima pro ¢asovou a energetickou optimalizaci. Pro zpra-
covani ulohy bylo pouzito optimalizacni prostiedi programu Matlab a ziskané vysledky
byly analyzovany.

V treti casti je tloha nasledné modifikovana pridanim rychlostniho omezeni. Z hlediska
hledani optiméalniho fizeni je v takovém pripadé nutné dodrzovat podminku, aby vlak
v konkrétnich tsecich trati neptekracoval predepsanou maximalni rychlost. Nejdiive je
vyfeSena uloha pro rychlostni omezeni na celé délce trati, poté s rychlostnim omezenim
pouze na piredepsaném tseku trati. Obsazeno je odvozeni podminek tykajicich se aktivace
rychlostniho omezeni, diskuze specidlniho pripadu slozeni dvou riiznych scénaii omezeni
a uvaha ohledné vlivu volby odporové funkce na feSeni. Soucasti vystupu této prace jsou
programy realizujici vypocet uvedenych optimalizac¢nich tloh véetné grafickych vystupi.
Analyzu doplhuji tabulky a obrazky znazorhujici vztahy mezi velicinami a komentdaie
k témto zavislostem.



1. Zaklady optimalniho rizeni

V ramci této kapitoly predstavime zakladni pojmy a poznatky z teorie optiméalniho
fizeni. Za nejvyznamnéjsi pojem v této oblasti se di4 povazovat princip maxima, u néhoz
uvedeme i nékteré dalsi jeho vlastnosti a dalsi véty s ohledem na jejich vyuziti v tlohach
optimalniho fizeni. Princip maxima poprvé formuloval roku 1961 rusky matematik Lev
Semjonovi¢ Pontrjagin a jeho kolegové. Pontrjagin patii k uzndvanym matematikiim mi-
nulého stoleti a béhem svého zivota se zaslouzil o vysledky zejména v oblasti topologie
a optimalniho Tizeni. Princip maxima predstavuje silny nastroj pro hledani optiméalniho
fizeni dynamického systému. P#i formulaci pojmi a vyuzitych tvrzeni vychazime z [2], [3]
a [12].

1.1. Dynamické systémy a jejich regulace
V této podkapitole definujeme tizené dynamické systémy a moznosti regulace téchto sys-
tém.

Definice 1.1. (dynamicky systém). Uvazujeme stavovy prostor X € R™, ve kterém se
pohybuje objekt popsany vektorem proménné x = (xy, ..., x,). Jeho dynamika je popsana
soustavou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

#1(t) = fi(z(t), ..., 2n(t)),

Tn(t) = fulz1(t),. .., z,(t)),
kterou lze zapsat vektorové i(t) = f(x(t)) a nazveme ji dynamickym systémem.

Pozndmka. Dynamicky systém nazveme autonomni, pokud je na case explicitné nezavisly.

Pozndmka. Slozky stavového vektoru x ¢asto predstavuji v tlohach z oblasti mechaniky
soutadnice polohy a rychlosti uvazovaného objektu.

Predpokladejme, 7e tento pohyb mizeme requlovat, tedy ze dany systém je opatieny
Tizenim, na jehoz okamzitém stavu zavisi pohyb objektu. Toto fizeni si lze predstavit jako
usporadanou r-tici funkei wuq, ..., u,, jejichz hodnoty zavisi na case a nabyvaji hodnot
z oboru requlace U. Obor regulace predstavuje dand mnozina U C F,., stanovuje se obvykle
béhem formulace problému a zavisi na technickych parametrech tizeni.

Definice 1.2. (fizeny dynamicky systém). Uvazujeme fizovy prostor X € R", ve
kterém se pohybuje objekt popsany vektorem proménné x = (zy,...,2,). Jeho dynamika
je popsana soustavou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

T1(t) = filz1(t), ..., xn(t),ur(t), ... ,u.(t)),
: (1.1)
Tn(t) = fulz1(t), ... 20 (t),ur(t), ... ur(t)),

kterou lze zapsat vektorové @(t) = f(z(t),u(t)) a nazveme ji Fizenym dynamickym systé-
mem. Pohyb objektu lze regulovat pomoci vektorové funkce wu.



Definice 1.3. (regulace). Regulace je vektorova proménnd u(t) = (uq(t),. .., u.(t)) de-
finovana na Casovém intervalu [to, ts] a jeji hodnoty patii do oboru regulace U.

Definice 1.4. (pfipustné regulace). Predpoklidejme, 7Ze obor regulace U je kompaktni
mnozina v F,. T¥du regulaci u(t) nazveme ti¥idou pripustnijch requlaci, jestlize regulace
z této tridy splnuji nasledujici vliastnosti:

L. Je-li u(t), t € [to, tf] regulaci, pak u(t), t € I C [to,t] je také regulaci.

2. Jsou-li uy(t), t € [to,t1] a ua(t), t € [t1, t2] regulacemi, pak funkce

u(t) :{ u(t), t € [to, t1],

UQ(t)7 t e [tl,tg}
je také regulaci.

3. Je-li u(t), t € [to,ts] regulaci, pak pii libovolné pocatecni podmince x(tg) = a pro
libovolné a € X je soustava (1.1) jednoznac¢né fesitelna.

Definice 1.4 pfedstavuje predpoklady kladené na regulaci vzhledem k feSitelnosti sou-
stavy. Vhodnou a ¢asto uvazovanou tridou funkei splnujicich uvedené predpoklady je trida
po ¢astech spojitych funkei.

1.2. Formulace zakladni tlohy

Tato podkapitola se zabyva zavedenim zakladni tlohy optimélniho fizeni a pojmu opti-
malni regulace. Uvedené definice pochazi z [3].

Definice 1.5. (¥izeny proces). Necht a,b € X. Reknéme, 7e p¥ipustna regulace u(t),
t € [to,ts] prevadi systém ze stavu a do stavu b, jestlize odpovidajici feSeni pocate¢niho
problému

je definované na celém ¢asovém intervalu [to, ] a spliiuje koncovou podminku z(t;) = b.
Dvojici z(t), u(t) nazveme fizenym procesem prevadéjicim systém ze stavu a do stavu b.

Poznamka. Jestlize u(t), t € [to,tf] prevadi a do b, pak tuto vlastnost ma také kazda
regulace tvaru u(t +p), t € [to — p,ty — pJ, p € R. Jedna se o disledek toho, ze dand
soustava je autonomni, a této vlastnosti vyuzivame pii spojovani regulaci.

Obrazek 1.1 znazornuje tfizeni dynamického systému. Dynamicky systém se z pocatec-
niho stavu z(tg) = a vlivem ptisobeni regulace u(t) v kone¢ném ¢ase dostava do koncového
stavu z(t;) = b. Regulace u béhem piisobeni v systému nabyva pouze hodnot z oboru U.

Nyni pristoupime k formulaci zakladni tlohy optimalniho fizeni. Bez jmy na obecnosti
oznacime to = 0 a ty = T". UvaZzujeme tcelovou funkei definovanou

f()(xl(t)? xQ(t>7 S 7xn(t>7 U(t)) = fO(I(t)v u<t))7 (1'2)

pticemz predpokladame, 7e fo(x(t),u(t)) je spojita spolu se svymi parcidlnimi derivacemi

%,izl,...,nnaXxU.
x5



2(ty) = a i = flo(t), ult) wlty) = b

Obrazek 1.1: Schéma ¥izeni dynamického systému

Definice 1.6. (zdkladni tGloha optimdlniho Fizeni). Necht a,b € X. Mezi vSemi
piipustnymi regulacemi u(t), které prevadéji systém ze stavu a do stavu b (pokud tyto
regulace existuji), hleddme takovou, pro kterou funkcionél

J = J(T,u) = /0 Folx(t), ut))dt (1.3)

nabyva nejmensi mozné hodnoty. Plati t € [0,T], kde T je koncovy ¢as, a x(t) je TeSeni
dané Fizené soustavy (1.1) s pocateéni podminkou z(0) = a a u(t) je odpovidajici dana
regulace spliujici koncovou podminku x(7') = b.

Definice 1.7. (optimdlni regulace). Regulaci, kterd je feSenim tlohy uvedené v defi-
nici 1.6, nazveme optimalni requlaci a znacime u(t), t € [O,T]. Odpovidajici trajektorii
nazveme optimdlni trajektorii a znacime #(t), t € [0, 7. Dvojici (2(t); a(t)), t € [0, T] pak
nazveme optimalnim Tizenym procesem.

Pozndmka. Vyraz ¢i symbol se stiiskou se v ramci prace vaze k objektiim s privlastkem
optiméalni, v souladu s obvyklym znac¢enim pouzivanym v literatufe.

Pozndmka. Pro fo(z,u) = 1 piejde funkciondl (1.3) na tvar J = fOT 1dT = T a jedna se
o tlohu c¢asové optimalizace.

Vé&ta 1.8. Nechf a(t), ¢t € [0, 7] je fedeni tlohy uvedené v definici 1.6 a (1), t € (0,77 je
odpovidajici optimalni trajektorie. Pokud 0 < t; <ty < T, pak regulace u(t), t € [t1, 2]
je optimélni regulace prevadéjici stav z polohy #(t1) do polohy Z(t2) a &(t), t € [t1,1s] je

odpovidajici optimalni trajektorie.

Poznamka. 7 predchozi véty vyplyva, ze kazdy tsek optimdalni trajektorie a kazda céast
optiméalni regulace jsou opét optimalni. Sjednoceni optimalnich trajektorii a optiméalnich
regulaci vSak optimalni byt nemusi.

1.3. Princip maxima
Néaplni této podkapitoly je formulace podminky optimality pro vyse zformulovanou tlohu

optimalniho tizeni.
K zékladni fizené soustavé (1.1) pfiddme rovnici

C1'70 = fO(I,U)7

kde © = (21, 29,...,2,) a fo je funkce zavedena zptisobem viz. (1.2). Dostaneme rozsite-
nou fizenou soustavu & = f(z,u), kde & = (&g, 21,...,%n), * = (T1,...,2,) a [ =

4



(fos f1,--, fn). Kromé této soustavy dale uvazujeme soustavu pro pomocné proménné
Vo, U1, - - ., Wp, tzv. adjungovanou soustavu, ve tvaru

afk:
Z B2g (2, ),

afk
Z axl CL’ “ ¢k’ (1.4)

ox
k=0 "

Oznacime ©* = (Yo, ¥1,...,Un), f*(x,u) = (folz,u), fi(z,u),..., fulr,u)) a zavedeme

Hamiltonovu funkci H* ve tvaru

H* = H*(¢",x,u) = (¢*, f*(x,u)) Zwkkau (1.5)

Rizenou soustavu @ = f(x,u) a soustavu (1.4) lze prepsat do tvaru Hamiltonovy soustavy

OH*
.I'Z:a—wl, ’i:O,l,...,TL,
; OH*
%:—axi, 1=0,1,...,n.

V nasledujici vété definujeme princip mazrima, ktery predstavuje zakladni podminku
pro optimalitu hledaného rizeni.

Véta 1.9. (princip maxima). Je dan stavovy prostor X a stavy a,b € X. Déle
uvazujeme optimalni Fizeny proces (z(t);4(t)), t € [0,7] prevadéjici soustavu ze stavu
a do stavu b. Pak na intervalu [0,7] existuje takové spojité nenulové Feseni ¢*(t) =

(Yo(t), 1), - -, ¢u(t)) soustavy

oOH*

.i:_ *7A7Aa .:Oalw"v )
(0 axiw T, ) i n

ze Hamiltonova funkce H* splhuje pro Vi € [0, T] podminku maxima

H*<¢*(t)’ iﬂ(t% ﬂ(t)) = max H*(¢*(t)7 Zi(t)7 u) (16)

uelU
Navic H*(4*(t), #(t), @(t)) = 0 a ¥y(t) je nekladna a konstantni funkce na [0, 77].

Véta 1.10. (princip maxima pro tlohu ¢asové optimalizace). Je dan stavovy pro-
stor X a stavy a,b € X. Dale uvazujeme optimélni ¥izeny proces (z(t);u(t)), t € [0,T]
prevadéjici soustavu ze stavu a do stavu b v nejkrat$im case. Pak na intervalu [0, 7]

existuje takové spojité nenulové feSeni ¥ (t) = (1(t), ..., ¥, (t)) soustavy
: OH
P = — ,QAT,QAL, izl,...,n,
e



ze Hamiltonova funkce H spliuje pro Vt € [0, T] podminku maxima

H(p(t), &(t), a(t)) = max H(4p(L), £(t), u).

uelU
Navic H(¢(t), 2(t), a(t)) = konst > 0 na [0, T].

Véta 1.11. (princip maxima pro tilohu s pevnym €asem). Je dan stavovy prostor X
a stavy a,b € X. Déle uvazujeme optimalni fizeny proces (z(t);u(t)), t € [0, T] pfevadéjici
soustavu ze stavu a do stavu b, kde Casovy okamzik T' je dan pevné. Pak na intervalu
[0, T existuje takové spojité nenulové Feseni ¥*(t) = (¢o(t), 1(t), ..., ¥, (t)) soustavy

OH*

‘i:_ *7AaA7 ‘:Oala"w )
(2 axiw ) i n

ze Hamiltonova funkce H* (1.5) splhuje pro V¢ € [0,7] podminku maxima (1.6). Navic
H*(*(t), 2(t),u(t)) = konst a 1y(t) je nekladna a konstantni funkce na [0, 7).

Pozndmka. Princip maxima pro ulohu s pevnym casem ma témér identické znéni jako
pro ulohu casové optimalizace. Jediny rozdil spociva v dodate¢né podmince, ktera ma na
[0, 7] tvar

H*(*(t),z(t),u(t)) = konst.

1.4. Zakladni véty o optimalnich regulacich

V ramci této podkapitoly uvedeme nékteré ze zakladnich vlastnosti optimalnich regulaci,
které se nejcastéji vyuzivaji pii reSeni uloh optimalniho fizeni. Pro jejich analyzu je nutné
definovat podminku existence a jednoznacnosti optimalni regulace.

Definice 1.12. (konvexni mnoZina). Mnozina M C R"™ se nazyva konvezni, jestlize
pro Yyi1,ys € M plati
ey + (1 —c)ys € M, Ve € [0, 1].

Geometricky mnozina M kromé bodl y; a y, obsahuje také tsecku, kterd tyto dva body
spojuje.

Definice 1.13. (dosazitelna oblast). Necht a € X, T > 0. Mnozinu V (¢,a) nazveme
dosaZitelnou oblasti, pokud je tato mnozina mnozinou vSech stavi prostoru X, do nichz
je mozné prejit ze stavu a vlivem nékteré pripustné regulace u(t) za cas T

Definice 1.14. (hrani¢ni bod). Necht a,b € X a T je minimaln{ Cas, za ktery lze
prevést bod a do bodu b. Potom b je hrani¢nim bodem dosazitelné oblasti V (T, a).

Definice 1.15. (konvexni uzavieny mnohostén). Konvexnim uzaviengm mnohosté-
nem v E,. nazveme kazdy priunik U konecného poctu uzavienych poloprostori, je-li tento
prinik neprazdnou a ohrani¢enou mnozinou.

Konvexni uzavieny mnohostén U je tedy mnozina vSech bodd u = (uq,...,u,) v E,,
jejichz soufadnice vyhovuji soustavé linedrnich nerovnosti Y, cypup < d;, i = 1,...,s,
je-li tato mnozina neprazdna a ohranicend, kde ¢;, d; predstavuji obecné zvolené koeficienty
a s predstavuje pocet stén mnohosténu U.



~

Definice 1.16. (bod zvratu). Kazdy bod nespojitosti optimélni regulace u(t),t € [0, 7]
nazveme bodem zvratu.

Pozndmka. Bod zvratu predstavuje prepnuti hodnoty optimalni regulace.

Véta 1.17. (o jednoznacnosti Casové optimdlni regulace). Necht je dana nor-
malni soustava (1.1), jejiz obor regulace je uzavieny konvexni mnohostén U. Déle necht
iy (t), d(t) jsou dvé optimalni regulace definované po fadé na intervalech [0, 73], [0, %]
a prevadéjici fazovy bod ze stavu a € X do stavu b € X. Pak jsou tyto regulace identické,
plati T, =Ty a iy (t) = us(t) na intervalu [O,Tl].

Nyni zavedeme mnozinu V' jako mnozinu vsech stavl a prostoru X C R", které lze po-
moci vhodné pripustné regulace prevést do pocatku soustavy souradnic. Predpokladame,
ze pocatek soustavy souradnic je vidy prvkem mnoziny V.

Véta 1.18. (o existenci ¢asové optimélni regulace). Necht je ddna norméalni soustava
(1.1), jejiz obor regulace je uzavieny konvexni mnohostén U. Pak mnozina V' je oteviena
konvexni mnozina. Pro kazdy stav a € V existuje optimalni regulace pievadéjici fazovy
bod ze stavu a do poc¢atku soustavy souradnic v nejkratSim mozném case.

Véta 1.18 1ika, zZe existuje oteviené okoli pocatku soutadnic prostoru X takové, ze
se kazdy stav z tohoto okoli da pomoci optimdlni regulace prevést do pocatku soustavy
soutadnic. Déle tika, Ze pokud existuje piipustna regulace u(t),t € [0, T] prevadéjici stav
a € X do pocatku soustavy soutadnic prostoru X, potom existuje i optimalni regulace
a(t),t € [0,7] s touto vlastnosti.

Poznamka. VysSe uvedend teorie se vztahuje k zakladni tloze optimalniho fizeni, v niz se
regulovany objekt pohybuje po pifimce, zndme pocatecni a koncové podminky systému
a hleddme takovou regulaci pohybu objektu, aby v co nejkratsi dobé zastavil v pozadova-
ném bodé. Dalsi modifikace tlohy spoc¢iva v pozadavku, aby se objekt dostal do néjakého
bodu, v némz ale rychlost objektu nemusi byt nutné nulova, tudiz koncovy stav systému
nenf piesné uréeny. Ulohy tohoto typu oznatujeme jako @lohy s pohyblivgm pravym kon-
cem. Dilezitym nastrojem pro feSeni takovych tloh jsou podminky transverzality. Tato
prace se vSak timto typem tloh nezabyva a vice informaci k této problematice lze najit
napi. v [2].

Definice 1.19. (hladka varieta a rovina). Ve fizovém prostoru X je ddna mnozina S

v8ech bodli = = (z1,x9,...,x,) € X, jejichz souradnice vyhovuji k rovnicim
91(1’1; Ta, ... 7xn) = 07
gQ(xla X2y 7xn) = 07
(1.7)
gr(x1,29,...,x,) =0,

kde 1 < k < n a funkce g;(x) jsou definované a spojité diferencovatelné na X. Pokud jsou
vektory

grad ¢;(x), grad go(z), ..., grad gx(z)
nenulové a linedrné nezavislé v kazdém bodé x € X, tak mnozinu S nazveme (n — k)-
-rozmérnou hladkou varietou v X . Jestlize jsou rovnice (1.7) definujici tuto hladkou varietu
linedrni, pak S nazveme (n — k)-rozmérnou rovinou v X.
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Definice 1.20. (konvexni funkce). Funkci h : X — R nazveme konvezni, pokud epi-
graf h je konvexni mnozina v R x X. Epigraf h je mnozina s vlastnosti

epi h = {(o,z) e Rx X : > h(x)}.

Véta 1.21. (o existenci optimdalni regulace). Necht je déna Fizend soustava (1.1),
jejiz obor regulace U C E, je uzaviena ohranicena konvexni mnozina. Potom necht vek-
torova funkce f(x,u) je linedrni v u a skalarni funkce fo(x,u) viz. (1.2) je konvexni v u
pro Vo € X. Pokud existuje aspon jedna ohrani¢end méfitelnd regulace u(t), kterd pre-
vadi systém ze stavu a € X na uzavienou hladkou varietu S, pak existuje i optiméalni
ohrani¢end méritelnd regulace s touto vlastnosti.

1.5. Vlastnosti t1loh s omezenimi

Tato podkapitola obsahuje zdkladni teorii a poznatky tykajici se illoh s omezenim. Jedné
se o typ uloh optimalniho fizeni, v nichz jsou omezené nékteré ze stavovych proménnych.

Uvazujme zékladni tlohu optimalniho fizeni (viz. definice 1.6), kterou rozsifime ome-
zenim na stavovou proménnou ve tvaru nerovnosti

Sz, t) <0,
kde S(z,t) je skalarni funkce. Hamiltonova funkce H* (1.5) je definovana vztahem
H* = (%, f*(2,u)) + nS?, (1.8)

a S oznacuje g-tou derivaci funkce S(z,t) podle ¢asu t. Jakmile se v derivaci funkce
S(z,t) poprvé objevi explicitné ¥izeni u, fekneme, ze ma funkce S(z,t) omezeni fadu q.
Funkce p(t) predstavuje Lagrangetiv multiplikator vyjadiujici vliv omezeni na systém. Na

hranici omezeni plati
S@W =0 S=0, i) <0,

a mimo jeho hranici
S <0, wu(t) = 0.

Adjungovany systém dané soustavy je

_g_i(¢*axau) - Mag;j)> S(q) = 07

U = i=0,1,...,n.
_8H(¢*’x’u)7 S(Q) < 07

dz;

Pti vstupu na hranici omezeni musi byt splnény nasledujici derivacni podminky

S(z,t)
N B SW(z,t) B
(x,t) = =0. (1.9)

SV (z, 1)

Uvazujeme, 7e na hranici omezeni se systém dostane v ¢ase ¢; a opusti ji v ¢ase to. Cas
t; je bod, v némz Lagrangeovy multiplikatory a Hamiltonova funkce nemusi byt spojité,
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ale v Case t9 spojitost plati. Pro Cas t; oznac¢ime jeho limitu zleva symbolem ¢ a limitu
zprava symbolem t]". Nespojitost Lagrangeovych multiplikatori ¢* a Hamiltonovy funkce
H je vyjadrena vztahy

GT(E) = T () AT
Ou(t) (1.10)
H(y) = H(tF) — 72N,
Ot1

kde 7 je vektor dimenze ¢ multiplikdtori omezeni. Rovnice (1.10) nazyvame skokové
podminky. Poznamenejme, Ze pro stavové proménné x plati spojitost v case ti, tedy
o(ty) = 2(t]).

Dalsi tvrzeni a vlastnosti z oblasti optimalniho fizeni lze najit napt. v [2] a [12].



2. Uloha o energeticky optimalni
jizdé vlaku

V této kapitole zpracujeme konkrétni tillohu z oblasti optimalniho fizeni. Pro tento icel
vyuzijeme vySe uvedené poznatky z teorie optimalniho tizeni, vyfeSime tlohu v programu
Matlab a analyzujeme ziskané vysledky. Formulace tilohy vychazi z [3] a [11].

2.1. Formulace ulohy

Uvazujeme nasledujici llohu. Ve stanici A stoji elektricky vlak. Vlak se ma dostat po
rovnych kolejnicich za dany cas 7" do stanice B a zastavit v ni. Vzdalenost stanic oznacime
L (pfirozené klademe L > 0) a okamzitou polohu vlaku v ¢ase ¢ zna¢ime x(t) (viz. obr. 2.1).
Rychlost vlaku je derivaci jeho polohy, tedy okamzita rychlost v ¢ase t je &(t). Na vlak
pusobi béhem jizdy odpor prostiedi r = r(z), jehoz velikost je imérna rychlosti vlaku.
Ukolem je nalézt takové ¥izeni vlaku (v rdmci jeho technickych moznosti), aby béhem své
jizdy odebral ze sité co nejmensi mnozstvi elektrické energie. Jedna se o tilohu energetické
optimalizace.

A B
| |

| 7

0 L

Obrazek 2.1: Schéma tlohy optimalni jizdy vlaku

Pohyb vlaku je popsan pomoci Newtonova zakona
mx(t) = u(t) - T(x(t))v te [O>T]7 u € [—Oé, /6}7 (21)

kde m znac¢i hmotnost vlaku (bez Gjmy na obecnosti klademe m = 1), r znaéi danou
odporovou funkci a u predstavuje fizeni vlaku (pfi u > 0 chdpeme ¥izeni jako hnaci silu
motoru vlaku a pii u < 0 jako aktivni zapojeni brzd), které ma limitni hodnoty —« pro
maximalni brzdéni a § v pripadé vyuziti plného hnaciho vykonu lokomotivy. Pfirozené
klademe «, 5 > 0.

V souladu s vySe uvedenou formulaci tlohy uvazujeme pocatec¢ni podminky

2(0)=0,  #(0)=0, (2.2)

jejichz interpretace je takovéa, ze vlak stoji v pocatecni stanici o poloze © = 0. Koncové
podminky ulohy
x(T)=1L, z(T) =0, (2.3)

rikaji, ze na konci pohybu v case T' se vlak dostane do konec¢né stanice o poloze x = L ve
vzdalenosti L od pocatecni stanice a zastavi v ni.

Nyni specifikujeme ¥idici funkci u a odporovou funkci r. Predpokladejme, ze tidici
funkce u je po ¢astech spojita na intervalu [0, T, kde v bodech nespojitosti existuji koneéné
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limity zleva a zprava. Pokud v nékteré c¢asti jizdy vlaku dochézi k brzdéni, ma fidici
funkce hodnotu u(t) < 0, a v takovém pripadé vlak nespotiebovava elektrickou energii,
proto v ramci energetické spotfeby muzZeme fizeni vynechat a funkci u ve vyrazu (2.1)
nahradit funkci u*. Funkci u* definujeme nasledujicim zptisobem

() = 5 (ult) + [u0)),

plati
u > 0,

u7
u+:{0 u < 0. (2.4)

Poznamka. Nékteré druhy elektrickych vlak jsou technicky uzptisobené k tomu, aby
byly schopny energii ziskanou béhem brzdéni ulozit do zdsobniku energetického zdroje
a nasledné ji ke své jizdé vyuzit. Zmény v optimalnim fizeni vlaku vlivem této vlastnosti
jsou pomeérné malé a v tloze tento prvek neuvazujeme.

Na odporovou funkci r klademe prirozené pozadavky vyplyvajici z jeji fyzikalni pod-
staty, a to takové, ze existuje jeji prvni a druhé derivace podle x a plati

e (%) >0 pro Vi >0,
e /(&) > 0 pro Vi > 0,
e 7(&) >0 pro Vi > 0.

Pozndmka. Casto se za odporovou funkci voli p¥ipad linedrniho odporu r(i) = Ci,
C € R*, nebo kvadratického odporu r(i) = Ci?, C € RT. Je vsak mozné uvaZovat
také obecnéji zadanou funkei vyhovujici danym kladenym pozadavkim. V této praci se
zabyvame pouze pripadem linedrniho odporu.

V pripadé minimalizace spotieby energie uvazujeme funkcional
L T
J=J(u) = / utdr = / utdt — min. (2.5)
0 0

Zavedenim fazovych soufadnic 21 = z, 9 = & transformujeme rovnici (2.1) na systém
rovnic prvniho radu

T1(t) = xo(t),
1 (6) = (1) (26)
o (t) = u(t) — r(w(t)),
a pocatecni (2.2) a koncové (2.3) podminky tlohy
0)=0, 0)=0,
21(0) 2(0) (2.7)
.fEl(T) = L, l’g(T) = 0.
Minimalizovany funkcional (2.5) méa pak v novych proménnych tvar
T
J :/ ut (t)zo(t)dt — min. (2.8)
0
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2.2. Aplikace principu maxima

Nésledujici ¢ast obsahuje feSeni tilohy zalozené na vyuziti principu maxima. 7 fyzikalni
podstaty tlohy vyplyva, ze vlak danou drdhu mtze urazit pouze v néjakém kladném
koneéném case T, T € R*. Celkovy ¢as jizdy vlaku T je predem zadany, proto se jedné
o ulohu s pevnym ¢asem. Vzhledem k fyzikdlnim omezenim existuje minimalni ¢as T,
Tpin € RT, béhem kterého je vlak schopen drdhu urazit. Pro T < T,,;, tloha neni
resitelna. Prvnim krokem teSeni je proto nalezeni minimalniho casu 7,,;,, reSime tlohu
casové optimalizace.

Hamiltonova funkce H* pro vyse formulovanou optimaliza¢ni ilohu popsanou sousta-
vou (2.6) a podminkami (2.7) je podle véty 1.9 ve tvaru

H" = Q/Jou+$2 + @ZJlﬂfg + wQ(U — T‘(zg)). (29)

Za predpokladu, ze (Z(t);u(t)), t € [0,T] je optimalni Fizeny proces, obdrzime dale podle
véty 1.9 adjungovanou soustavu

¢0 = 07

i =0, (2.10)

o = —oltT — Py + o’ (o),

kde plati, ze 1o(t) = 1o < 0 na [0, T]. Protoze 1 je nekladnd konstanta, je nutné rozlisit
pripad ¥ < 0 a pripad ¥y = 0.
V piipadé 1y = 0 pak Hamiltonova funkce H* (2.9) piejde do tvaru

H = rxa + Po(u — r(z2)), (2.11)
a prislusna adjungovana soustava je

¢1:07

o = —1py + ¢27“/(96’2)-

Hamiltonova funkce H (2.11) splituje podminku maxima (1.6)

[’1/115%2 + ’l/)g(u — T(;%g))] = 1/113}2 + w2<a — 7’(3?2)), t e [0, Tmm] (212)

max

—a<u<p
Cleny nezavisejici na regulaci u nemohou urceni maxima ovlivnit a miizeme je vypustit,
timto krokem se podminka maxima (2.12) zméni na

[a(t)u(t)] = Yo(t)a(t), t e 0, Tmin) (2.13)

max
—alu<lf
7 podminky maxima (2.13) dale vyplyva, 7e optimélni regulace nabyva pouze hodnot

0=, el Z0 219

Princip maxima v této situaci pripousti pouze dva jizdni rezimy vlaku. Protoze 15(t) = 0
pro jedinou hodnotu ¢, dojde k pfepnuti mezi rezimy pouze jednou. Tento prepinaci oka-
mzik zna¢ime t,, plati t, € [0, T},.:,) & pro optimalni regulaci (2.14) potom plati

N pro t € [0,1,],
a(t) = { —a prot € [ty, Tomin)- (2.15)

12



ReSeny problém je popsan soustavou (2.6) a podminkami (2.7), dochézi k minimalizaci
casu
J =T — min.

Rizeni vlaku je piedepsano vztahem (2.15) a odpovid4 intuitivni fyzikalni piedstavé, Ze
nejkratsi doba jizdy nastava tehdy, kdyz se vlak rozjizdi s maximalnim zrychlenim S a od
urc¢itého ¢asového momentu s maximalnim brzdénim —a dobrzdi do cilového mista. Timto
je vyTeSena Casova optimalizace tlohy, ktera odpovida ptripadu ¢y = 0.

V piipadé 1y < 0 aplikaci principu maxima na Hamiltonovu funkci H* (2.9) ziskame
podminku maxima

max [wou l'2+1/}1£2+w2(u 7"(.%'2))] = w0ﬁ+£2+w1£2+w2(’&—7'(i'2)), t e [O,T] (216)

7au

Vynechanim ¢lenii nezavislych na fizeni u piejde podminka maxima (2.16) do tvaru

max WOU Lo + au] = ol Ty + o, te0,7].

—a<lu

Na zakladé definice u™ (viz. (2.4)) rozdélime analyzu podminky maxima na dvé ¢asti. Pro
u > 0 dostaneme vyraz

O]glax (o2 +P2)u = (Yoda + ¥2)i, t €[0,77, (2.17)
aprou<0
_g&)&odzgu = 9, t € [0,7].
Za 1)y bez Gjmy na obecnosti polozime zapornou konstantu 1y = —1, podminka ma-

xima (2.17) je tudiz ve tvaru

max (g — To)u = (g — T2)4, t € [0,77.

0<u<p

Z uvedenych podminek dostaneme néasledujici vyjadieni optiméalni regulace

64 pro o (t) — &a(t) > 0,
neurceno na [0, f] pro o(t) — i o(t) = 0,
u(t)=¢ 0 pro o (t) — Za(t) < 0,19(t) > 0, (2.18)
neurceno na [—a,0] pro ¥q(t) =0,
—a pro 1s(t) < 0.
Pro volbu ¥y = —1 méa adjungovand soustava (2.10) tvar
¢O =0,
Wy =0, (2.19)

@ZJ2 =" — Py + hor'(z2).

V dalsim kroku je nutné vysetrit pripady, kdy hodnota @ neni principem maxima
urcena, tzv. singuldarni pripady.

Pro pfipad 4(t) neurceno na [—a, 0] sporem predpokladejme, Ze rovnost 1y = 0 nastava
na néjakém netrividlnim intervalu I C [0,7]. Pak také plati, ze ¥ = 0 na I. Déle na T
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plati ™ = 0. Tedy podle posledni rovnice adjungované soustavy (2.19) také plati ¢y = 0
na I, tedy ¢, = 0 na [0,7]. Z toho plyne, ze posledni rovnice adjungované soustavy je

wg = ’IAL+ + T/(l’z)wg.

Protoze r(xg) > 0 a ut > 0, tak plati, Ze je-li ¥o(t;) > 0 pro né&jaké t; € [0,T], tak
Uy(t1) > 0 pro Vt € [ty, T]. Je-li tato funkce pii kladnych funkénich hodnotach rostouct,
pak je kladné a rostouci od prvniho okamziku vyskytu kladné hodnoty. Naopak z tvaru u
plyne, ze pro rozjezd vlaku musi byt 1) > 0 a pro dojezd vlaku musi byt ¢, < 0. Tyto
pozadavky jsou vSak ve vzajemném sporu. Rovnost 1, = 0 tedy mize nastat pouze
v izolovanych casovych okamzicich.

Pro pfipad 4(t) neuréeno na [0, 5] pfedpokladejme, Ze rovnost ¢, — &5 = 0 nastava na
né&jakém netrividlnim intervalu I C [0, T]. Pak také plati, Ze ¢, — 25 = 0 na I. Regulace @
nabyva pro t € I hodnot z intervalu [0, 5]. Pro tato t € I podle (2.6) a (2.19) plati

0t — by + 1 (22) = 4 — 1(Te). (2.20)
Na tomto intervalu plati rovnost 4 = u, proto rovnice (2.20) prejde na
—th1 4 Par’ () +1r(22) = 0,
a jeji derivaci podle t ziskdme
— i1 + Por’ (£a) + thor” (2) 2 + 1’ (£2)22 = 0.
Dale plati le =0, 1&2 = 75 na I, 7 toho dostavame
1?27’”(@2)%2 + 27“/(92’2)@ =0,

a po uprave .
To[thor” (Z2) + 2 (29)] =0,  Vtel

Na zakladé platnosti 19(t) = #2(t) na I a zavedenych pozadavki na odporovou funkci r
plati vztah
hor (&) + 2r'(82) >0, Vel

Tedy plati &,(t) = 0 a z rovnice (2.6) plyne
= r(xy), vt e I.

Ziskali jsme predpis pro u, ktery plati za predpokladu @ﬁg = (. Tento stav muze a nemusi
nastat.

Na zakladé analyzy singularnich pripadii jsme zjistili, Ze u predpisu optimalnich regu-
laci (2.18) mize optimalni regulace u(t) nabyvat jen téchto hodnot

ax(0) o v = o,

. (Z2(t)) = konst ro Yo(t) = xo(t),

at)=1 gro Do) — 5l8) < 0. a(t) > O (2.21)
—« pro ¥s(t) < 0.

7 fyzikalniho hlediska kazdé hodnoté optimalni regulace (2.21) odpovida pfislusny jizdni
rezim
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Podrobnéjsi analyzou znamének 1), x5 a jejich derivaci v predpisu optimadlnich regu-
laci (2.21) je mozné ukézat, Ze uvedené jizdni rezimy nastavaji pravé v daném potadi a
neopakuji se. Piislusny dikaz tohoto tvrzeni lze najit v [3]. Existuji t¥i pFepinaci Casy 1,
to, t3 splnujici nerovnost

0<ty <ty <tzg<T. (222)

Poznamka. V pripadé rovnosti mezi pfepinacimi ¢asy dochazi k absenci prislusného rezimu.
Ve specidlnim pripadé t; = to = t3 iloha odpovida ¢asové optimalizaci, tj. T = Tin.

Prepinaci okamziky ¢asovy interval jizdy [0, 7] déli na diléi intervaly, kde v kazdém
z nich dochazi k pfislusnému jizdnimu rezimu podle (2.21) néasledujicim zptisobem

B pro t € [0, ],

o) r(@2(t) = konst  pro t € [ty,ta),

W= o pro € [, 1] (2.23
— pro t € [t3,T].

Nasim dalsim cilem je urcit prepinaci okamziky ¢4, to, t3.

Pozndmka. S prihlédnutim k fyzikalnimu hledisku alohy se intuitivné nabizi otazka, jestli
vlak nemtize dosahnout cilové stanice jizdou v rezimu s vypnutym motorem tak, ze by
doslo k zastaveni vlaku v cilové stanici pouze vlivem odporu a brzdny rezim by tak
viibec nenastal. K tomu by mohlo dojit za redlnych podminek, ale v nasi vyse uvedené
idealizované formulaci alohy je zavedeny odpor pfimo Gmérny rychlosti vlaku (s klesajici
rychlosti se odpor snizuje). Nulové hodnoty rychlosti (tim padem i nulové hodnoty odporu)
mize vlak dosdhnout az disledkem brzdného rezimu.

2.3. Energeticky optimalni jizda vlaku

Tato podkapitola obsahuje numerické feseni k nalezeni prepinacich cast tq, to, t3 na za-
kladé zvolenych parametrii tlohy. Cas pohybu 7T je pevné dany. U odporu uvazujeme
pripad linedrniho odporu, kterému odpovidd odporovd funkce ve tvaru r(zy) = Cuxo,
C € R*. Jako konkrétni hodnoty koeficientii tlohy volime

a=f=C= L= 1. (2.24)

U v8ech fyzikalnich veli¢in uvazujeme obecné zvolené jednotky.

Prvnim krokem vypoctu je urceni hodnoty minimalniho ¢asu 71,,;,, coz je nejmensi
mozny ¢as, pro ktery je pti dané volbé hodnot tllohy a vhodné zvoleném fizeni u mozné vy-
hovét pocatecnim i koncovym podminkam. Toto fizeni vlaku ma jediny prepinaci okamzik
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tp, jedna se o ulohu Casové optimalizace. V zavislosti na vyse uvedené definici linedrniho
odporu se soustava (2.6) zméni na

j"l = T,
2.25
J'JQ =u— CLI?Q, ( )

a funkciondl (2.8)
J =T — min.

Uvaha vychazi ze skladby rezimi (2.23), kde t; = t, = t3 = t,. Nejdiive vySetiime pifpad
jizdy s maximdalnim zrychlenim v ¢ase ¢ € [0,¢,]. Dosazenim pfedepsané hodnoty Fizeni
u = [ soustava (2.25) piejde do tvaru

X1 = T2,

x'z:ﬂ—C'xg.

Integrovanim a tpravami dostaneme obecné feseni této soustavy

z1(t) = 2oty ﬁt + ¢,

C? C
no(t) =~ 2o 2

kde ¢1, o € R. Pocateéni podminky (2.7) dévaji

62:6.

ClL = —

Ea

Partikuldrni feSeni této soustavy pro ¢ € [0,t,] je

z1(t) = ﬂe_Ct + ﬁt - £7
o5 ¢ (2.26)
B _ev [ B '
Ta(l) = ——=e 7"+ —=.
Obdobné pro piipad jizdy s maximalnim brzdénim s fizenim u = —a v Case t € [t,, Tinin)
prejde soustava (2.25) do tvaru
jjl = T2,
1’2 = — — CZEQ.
Obecné feSeni této soustavy je
o 02 —Ct (0%
z1(t) = c2° —5t+cl,
02 —Ct «
To(t) = — -,
kde ¢, co € R. Koncové podminky (2.7) davaji
€1 = ngm + = + L, cy = —aeCTmin,



Partikularni FeSeni této soustavy pro t € [t,, T je

« o « « Q
ni(t) = — gt Sy A S, -
To(t) = geC(T””"_t) — 2. (227)
C C

Uvedené rovnice ndm nyni davaji predstavu o pribéhu veli¢in x; a o béhem casové opti-
malizace. Optimalni trajektorie se spojuji v ¢ase ¢,. Ze soustav (2.26) a (2.27) dostaneme
dosazenim casu ¢t = t,, dvé rovnice pro dvé nezndmé t,, T,;,. Jejich vyfesenim ziskdme
explicitni vyjadieni ¢ast 1" = T}, a t,. PfisluSnymi Gpravami ziskdme rovnice

Be=Ct 4 BCt, — B = —aeCTmin~t) _ oGt 1 aCThin +a + C2L, (2.28)

o ﬁefc’tp _|_ /6 — aeC(Tminftp) — Q. (229)

Dosazenim rovnice (2.29) do (2.28) a upravami ziskdme piedpis pro Ty,
CL
Tin = (1 v é) t,— = (2.30)
a o

Vyjadieni ¢asu Ty, (2.30) dosadime do rovnice (2.29) a ziskdme vztah

o2
— Be P 4 3 = ae™ i —a (2.31)
Upravami lze vyraz (2.31) pievést na
2 2
— o) et 4 (a + Bl e et — BeS = 0. (2.32)

V disledku volby o = § mtizeme z (2.32) vyjadfit pfepinaci okamzik ¢,

1 2
t, = =In <eLf + \/eLSQ (&702 - 1)) . (2.33)

Z dvojice moznych hodnot piepinaciho casu t, je sprdvnym feSenim pouze hodnota vy-
hovujici podmince ¢, > 0. Dosazenim parametri (2.24) do predpist ¢asu (2.30) a (2.33)
vychazi hodnoty t, = 1,585 a T, = 2,170, které vyhovuji vSem predpokladiim. Ve

vvvvvv

vyjadriit jednotlivé ¢asy explicitnim predpisem.

Na tomto misté poznamenejme, ze v pripadé ¢asové optimalizace dosahuje vlak v ca-
sovém okamziku ¢, své mazimalni rychlosti, znacime v,,q,. Jednad se o nejvyssi moznou
rychlost, které vlak mtize béhem jizdy na zdkladé parametri ilohy dosdhnout. Jeji vyja-
dfeni ziskdme dosazenim Casu t = t, do rovnice pro rychlost (2.26)

B e, B
Umaz = To(tp) = ——=e 7% 4+ —. 2.34
2( P) O O ( )
Pro hodnoty (2.24) a jim odpovidajici ¢as t, = 1,585 vychézi v, = 0,795. Pii energe-
tické optimalizaci vzdy plati vztah v < v,,4,.
Ted prejdeme k urceni prepinacich okamziki pro jizdu se vsemi rezimy. Na zakladé ana-
Iyzy adjungované soustavy jsme ziskali nerovnost (2.22) a posloupnost jizdnich rezimi (2.23).
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Prvni rezimem je jizda se zrychlenim s fizenim u = 3 na intervalu t € [0,¢;]. Regeni
je stejné jako v odpovidajici ¢asti jizdy u pfipadu ¢asové optimalizace (2.26).

Druhym rezimem je jizda konstantni rychlosti s fizenim u = Czy naintervalu t € [tq,ts].
Soustava (2.25) piejde do tvaru

Obecné feSeni této soustavy je

J]l(t) = Cgt + C1,

o(t) = o (2.35)

kde ¢, c2 € R. Koeficienty ¢, co uréime z rovnosti soustavy (2.26) a (2.35) v bodé t = ¢;

5 —C't 5 —Ct 6 5 —Ct 6
clzﬁe 1—|—6t16 1—@, 02:—66 l—l—a
Partikularni feSeni této soustavy pro t € [t1,ts] je
/6 —Cty /6 /B —Cty 6 —Ct /8
$1<t) = —ate + Et -+ @e + Etle — E,
;e p (2.36)
Q?Q(f) = _56701‘4 + 6

Tretim rezimem je jizda s vypnutym motorem s Fizenim u = 0 na intervalu ¢ € [to, t3].
Soustava (2.25) prejde do tvaru

:tl = T2,
j,’g == —CIQ.
Obecné feSeni této soustavy je
C2 ot
r1(t) = ——=e + ¢,
Q C (2.37)
To(t) = cpe™ ",

kde c1,co € R. Koeficienty ¢, ¢y uréime z rovnosti soustav (2.36) a (2.37) za pod-
minky t = t,

c1 = —thG_Ctl + gtle_ch + th, Co = geCt2 — gec(tQ_tl).

Partikularni feSeni této soustavy pro t € [to, t3] je

xl(t) — _ﬁec(tgft) + ﬁec(tzftlft) o éthictl + ﬁtlefctl _'_ étQ,

C? 2 c C g
B B (2.38)

xz(t) — Eec(w*t) _ EeC(tthft).
Poslednim rezimem je jizda s brzdénim s fizenim u = —a« na intervalu ¢ € [t3,T].

Reseni je stejné jako v odpovidajici ¢4sti jizdy u piipadu ¢asové optimalizace, viz. (2.27).
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Spojenim soustav (2.38) a (2.27) v ¢ase t = t3 ziskdme vztah pro polohu

t) = — —eCTt9) _ Do O L O
A (2.30)
B oty | B ctta—tits)y B, —ct, ([ B, _cuy | B '
— Ee 2 3 + Ee 2 1 3) __ 5t2€ 1 + atle 1 + 5t2
a vztah pro rychlost
o oC(T—t3) _ o ﬂ oClta—t3) p Cl(ta—t1—t3)
t 8 - — . 2.40
malfa) = e c-c* c* (2.40)
Upravime podminku (2.40) na
(eI —1) — (1 — e )T = 0, (2.41)
a podminku (2.39) s vyuzitim podminky (2.41) upravime na
afts —T) — CL 4 Bty — toe " 4 t1e7") = 0. (2.42)

Funkciondl J (2.8) mé tvar

T t1 /82 to BQ
J= / uwt(t)xy(t)dt = 5(1 — e 9NHdt + E<1 — e “"2dt — min.  (2.43)
0 0

t1

Celkovy energeticky funkciondl (2.43) je urcen souctem integrali pro piislusné asové
useky, kde kazdy z nich vyjadfuje spotiebu energie béhem piislusného ¢asového intervalu.
Vzhledem ke zptisobu zavedeni funkce u™ (viz. (2.4)) uvazujeme, ze ke spotiebé energie
nedochazi pti jizdé s vypnutym motorem a jizdé s brzdénim, proto integraly pro tyto
¢asové useky jsou nulové.

Poznamka. Obsah integralu je soucinem ¥izeni u a rychlosti xo(t) na prislusném tseku.

Prvnimu tseku odpovidd u™ = § a x5(t) ze soustavy (2.26), druhému tseku ut = Cag =
B(1 — e C1) a zy(t) ze soustavy (2.36).

Vypoctem urcitych integralti a Gpravami dostaneme z (2.43) vztah

_ 52 e—Ct1 52
J = c (t1 + c C) + —

(1—e “")2(ty —t;) — min. (2.44)

Sestavili jsme tilohu nelinearniho programovani, v niZ minimalizujeme funkcional (2.44)
za omezujicich podminek ve formé rovnosti (2.41), (2.42) a nerovnosti

0<t; <ty <tz <T. (245)

Pouzijeme volbu parametr (2.24), k nimZ jsme minimalni ¢as T,,;, urcili béhem ¢asové
optimalizace a dale predpokladame, ze plati T},,;, < T. Ke konkrétnim volbam ¢asu 7" jsme
schopni vhodnym numerickym feSenim urcit hodnoty prepinacich Casi tq, s, t3 a funkci-
onalu J.
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2.4. Implementace tlohy v Matlabu

K teseni optimaliza¢nich tloh je k dispozici celé fada programt jako napt. GAMS, Maple,
Mathematica a dalsi. Jednim z cilii této prace je ilustrovani prace s optimaliza¢nim pro-
sttedim v programu Matlab. Pro Gc¢ely optimalizace najdeme v novéjsich verzich Matlabu
optimalizac¢ni toolbox, ktery vyvolame kliknutim na polozku Optimization na karté APPS,
anebo spusténim prikazu optimtool v prikazovém radku. Vzhled tohoto prostiedi je na
obrazku 2.3. Podrobné informace o fungovani optimaliza¢niho prostiedi v Matlabu lze
najit v [9] a [10].

fcevlak

optimalizovana funkce

optimtool
volba typu tilohy numerické prepinaci casy
volba algoritmu feseni hodnota funkcionalu

pocatecni aproximace

nastaveni parametru

fportret

podminky

grafické vystupy

definice podminek

Obréazek 2.2: Schéma feSeni optimalizac¢ni tlohy v Matlabu

Podle typu daného problému je nejdiive nutné vybrat nejvhodnéjsi algoritmus k jeho
feseni. V nasem ptipadé fesime tilohu omezené nelinearni minimalizace fmincon - Constra-
ined nonlinear minimization a dostupné algoritmy pro tento druh problému jsou metody
Inferior point (implicitné zvolena), SQP, Active set a Trust region reflective. Algoritmy se
lisi pfedevsim z hlediska presnosti vysledki, vypocetni rychlosti a rychlosti konvergence.
Jsou zaloZeny na nasledujicich principech:

e Inferior point - metoda zaloZzena na systému prediktor-korektor a Newtonové me-
todé. Vyhodou je vysoka vypocetni rychlost, ale metoda ztraci svou presnost v si-
tuaci, kdy se odhad dostava k hranici bodové oblasti.

e SQP - metoda sekvenc¢niho kvadratického programovani. Jednd se o vysoce efektivni
nastroj pro reSeni omezenych nelinearnich tloh, ktery vyuziva rozdéleni tlohy na
soustavu kvadratickych podproblémi.

e Active set - metoda pracuje s aktivni mnozinou. Zkousi, kdy dojde k poruseni ome-
zeni nerovnosti, na zakladé toho aktivuje dalsi omezeni a aktivni mnozina se zmensi.
Disledkem pouzivani vétsich kroki se zvySuje vypocetni rychlost.

e Trust region reflective - metoda nejdfive uréi oblast (obvykle kruhovou) kolem sou-
c¢asného odhadu. Pokud v dalsim kroku dojde ke zlepSeni vysledku, tato oblast se
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4 Optimization Tool

File Help
Problem Setup and Results Options E
E z = T El Stopping criteria
Solver: fmincon - Constrained nonlinear minimization ~
: = 7 Max iterations: (®) Use default: 1000
Algorithm: | Interior point ~
Problern O Specify:
Objective function: | @fcevlak i Max function evaluations: (@) Use default: 3000
Derivatives: Approximated by solver ~ O specify:
Start point: 0000
B [ ! X tolerance: (®) Use default: 1e-10
Constraints: O Specify:
Linear inequalities: A b R
Function tolerance: (®) Use default: 1e-6
Linear equalities: Aeq: beq:
O Specify:
Bounds: Lower: Upper:
z : 3 2 Constraint tolerance: (®) Use default: 1e-6
MNonlinear constraint function: | @podminky
Derivatives: Approximated by solver ~ O Specify:
. S0P constraint tolerance: Use default: 1e-6
Run solver and view results
Specify:
Start Pause Stop
Unbounded threshold: Use default: -1e20
Current iteration: |23 Clear Results sl Ot
Objective function value: 2, 1700774030953815 A O Specify:
Local minimum found that satisfies the constraints,
=l Function value check
Optimization completed because the objective function is non-decreasing in ! : :
feasible directions, to within the default value of the function tolerance, [ Error if user-supplied function returns Inf, NaN or complex
and constraints are satisfied to within the default value of the constraint tolerance.
v El User-supplied derivatives
AV Validate user-supplied derivatives
Final point:
Hessian sparsity pattern: Use default: sparse{ones{numberQfVariables))
1a 2 3 4
1,58 1,58 1,59 217 EEEEI
< >
£ >

Obrazek 2.3: Optimalizac¢ni toolbox v Matlabu

Tabulka 2.1:

Pouzité proménné a jejich znaceni v textu a Matlabu

nazev promeénné

‘ text ‘ Matlab ‘

horni mez tizeni

p

dolni mez tizeni

odporovy koeficient

délka drahy

celkovy cas

NI~ IQe

¢as prvniho prepnuti

cas druhého piepnuti

S8 lelals | w

cas tretiho prepnuti

—~ |

optimalizacni funkciondl | J | J

diléi opt. funkcional ¢

rychlostni omezeni

drahové omezeni

21




zmens$i a posune v daném sméru. Konvergence metody vychéazi z toho, Ze zména
oblasti zavisi na jejim predchozim stavu.

Vice informaci o riznych typech algoritmi lze najit v [10]. Doporuceny postup dle [9]
je pouzit nejdiive algoritmus Inferior point, potom SQP a nakonec Active set pro zle-
psSeni presnosti vysledkii a rychlosti vypoctu. Pouziti algoritmu Trust region reflective je
podminéno zadanim hodnoty gradientu a splnénim specifickych pozadavk® na omezeni.

K teSeni ulohy bylo vétsinou vhodné pouziti algoritmu Inferior point i pfesto, ze
v nékterych piipadech nekonvergoval. Algoritmu SQP vzdy stacilo mensi mnozstvi iteraci
a vypocet byl velmi rychly, ale v nékterych pfipadech byl odhad vysledkti znac¢né horsi
nez u ostatnich algoritmi. Algoritmus Active set poskytoval velmi podobné vysledky jako
algoritmus Inferior point. Velmi vyznamnym faktorem ovliviujicim vysledek je také volba
pocatecniho bodu. Obecné také pro vyssi hodnoty parametru 7' v iloze u vsech algoritmi
vyrazné roste pocet iteraci, vypocetni cas a klesa presnost.

Pro ukazku prace s timto prostfedim vyuzijeme nékolika skripti. Diagram znézornu-
jici pribéh feSeni tlohy s vyuzitim tohoto prostiedi je na obrazku 2.2. Protoze se znaceni
proménnych v tomto textu a skriptech mize lisit, pro prehlednost jsou v tabulce 2.1 uve-
deny nazvy veli¢in, jejich znacCeni v textu a znaceni v Matlabu. Ve skriptu feevlak jsou
uvedené predpisy funkcionalt .J, dale ve skriptu podminky jsou uvedené hodnoty konstant
a, B, L a C, predpis pro ¢as T" a pozadované podminky (2.41), (2.42) a (2.45). U pod-
minky (2.45) je nutné zapsat kazdou nerovnost samostatné, takze celkem mame Sest
omezujicich podminek ve tvaru ¢tyf nerovnosti a dvou rovnosti. Pfepinaci ¢asy tq,to, t3
znacime jako proménné z(1),z(2),2(3). Nazev skriptu s funkciondly vypisujeme do pole
Objective function a nazev skriptu s podminkami do pole Nonlinear constraint function.
Pti analyze musime rozlisovat pripady ¢asové a energetické optimalizace, proto jsou v ka-
7zdém skriptu dva rizné predpisy pro J a T'. Spravny postup je zacit ¢asovou optimalizaci
k nalezeni T,,;, a ovéfeni toho, Ze loze vyhovuje zadany cas T'. V obou skriptech zvolime
J a T jako dalsi proménnou z(4), konkrétné ve skriptu podminky zvolime T' = x(4) a ve
skriptu feevlak zvolime J = z(4). Poslednim krokem je zvoleni pocate¢niho bodu v poli
Start point, od kterého bude vypocet probihat. Je nutné zadat alespon tolik hodnot, kolik
méame proménnych (pro vice hodnot nez proménnych vyjdou prebyteéné hodnoty nulové).
Pro jednoduchost zvolime bod [0, 0, 0, 0]. Nyni je v programu zadéno vSe potiebné pro
optimalizacni vypocet. V pravé ¢asti okna je mozné ménit riiznd nastaveni jako jsou
napf. maximalni pocet iteraci, tolerance vypoc¢tu nebo grafické moznosti vystupu. Pro
nase ucely staci pouzit jiz prednastavené volby.

Po probéhnuti vypoctu ziskame nékolik vystupti. Prvnim je pocet iteraci v poli Current
iteration, které byly potteba k nalezeni vysledku s danou presnosti. Vhodnéjsi volbou
pocatecniho bodu je mozné pocet iteraci snizit a zkratit tak celkovou dobu vypoctu.
Dalsim vystupem je hodnota zadaného funkciondlu Objective function value. V piipadé
casové optimalizace tato hodnota odpovida nalezenému casu 7', u energetické optimalizace
odpovida funkcionalu J. Hlavnim vysledkem jsou pro néds hodnoty v polich Final point,
coz jsou urc¢ené hodnoty prepinacich ¢ast a celkového (minimélniho) ¢asu.

Nyni se presuneme k energetické optimalizaci. Ve skriptu fcevlak zménime zadéni
funkciondlu J na predpis (2.44). Ve skriptu podminky nyni ¢as T zaddvame napevno
a dopocitavame k nému piislusné prepinaci ¢asy a hodnotu energetického funkcionalu J.
Ptredtim vsak jesté urc¢ime hodnotu J pro T,,;, volbou ¢asu T' = T,,;,. Timto je ptripad
casové optimalizace kompletni. Nyni stac¢i ménit hodnotu 7" a urcovat k ni ptislusné hod-
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noty ti, to, t3 a J. Ziskani dat pro 8irsi ¢asova rozpéti nasledné poskytuje lepsi predstavu
o prubéhu tulohy.

Ke snadnéjsi praci s vysledky miizeme data importovat pfimo do pracovniho prostiedi
Matlabu, a to nasledujicim zplisobem. V toolboxu zvolime moznost File — FEzport to
Workspace... a mizeme zvolit a pojmenovat prislusnd data k exportu - zadani tulohy
optimproblem, nastaveni resice options a samotné resSeni optimresults.

Konkrétni hodnoty ptepinacich casi a funkcionalu jsou v nasledujici ¢asti analyzy
pouzity jako vstup do dalsich skriptl, které umoznuji zejména grafické zndzornéni vy-
sledkil. Skript pojmenovany zadani obsahuje vstupni hodnoty, nastaveni podminek a na-
staveni grafického rozhrani, skript fportret jiz realizuje samotné vykresleni fazovych por-
trétu a skript casovazavislost obsahuje nékolik grafickych znazornéni dalsich ¢asovych
zavislosti.

Poznamka. Poc¢ateéni bod mizeme zadat ve tvaru [0, 0, 0, 0]. Vhodnéjsi zadani poc¢a-
te¢niho bodu je napf. ve tvaru [0,1; 0,1; 0,4].

Poznamka. Kvili pfehlednosti a snazsim modifikacim skriptu je predpis funkcionalu J
pro energetickou optimalizaci ve skriptu feevlak zapsan souctem dil¢ich optimalizovanych
funkcionald, které obecné znacime Jy, ..., J,. Kazdy z nich pfedstavuje hodnotu integralu
na piislusném casovém tseku, viz. (2.43). Déle je kviili prehlednosti ve skriptu zadani ka-
zdé fazové trajektorii pridélena jina barva grafického vystupu. Detailnéjsi popis skripti
a jejich rozdeéleni pro jednotlivé dlohy je v textovém souboru popis, ktery je mezi priloze-
nymi soubory.

Poznamka. Nasledujici analyza je omezend presnosti ziskanych vysledk vlivem vybéru
algoritmu, volby pocate¢niho bodu a zaokrouhlovani béhem vypoctu.

2.5. Analyza ziskanych vysledk

Uloha byla zpracovana optimaliza¢nimi metodami, které nabizi prostiedi Matlab. V pro-
gramu Matlab jsme nejdiiv vyuzili optimaliza¢niho toolboxu, ktery nam umoznil vypoci-
tat ¢as Thnin, prislusné prepinaci okamziky ti,ts,t3 a hodnotu funkcionalu J pro rtzné
hodnoty T'. Nasledujici ¢ast Teseni se tyka analyzy ziskanych hodnot a grafického zna-
zornéni pribéhu jizdy a jednotlivych jizdnich rezimi formou fazovych portrét. Fazové
portréty predstavuji reprezentaci trajektorii ve fazovém prostoru, v nasem piipadé zna-
zornuji vztah polohy z; a rychlosti xo. Kviili predpokladu, Ze poloha ani rychlost nemohou
byt zaporné, staci fazové portréty uvazovat pouze v prvnim kvadrantu systému soutadnic.

Pro volbu parametri « = f = L = 1 a rizné hodnoty odporu C' = {0,5;1;2}
dostavame hodnoty 7,,;, uvedené v tabulce 2.2.

Tabulka 2.2: Numerické vystupy pro T = T,.in

O T | 0 | & | s | J |
0,5 | 2,0419 | 1,2710 | 1,2710 | 1,2710 | 0,6574
1 {2,701 | 1,5845 | 1,5845 | 1,5845 | 0,7896
2 | 2,6885 | 2,3442 | 2,3442 | 2,3442 | 0,9224
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Obrézek 2.4: Fazovy portrét pro T' = 2,1701 (T = T in)

U pripadu ¢asové optimalizace béhem jizdy dochazi pouze k jednomu prepnuti, protoze
rezim jizdy proti odporu prostiedi a rezim jizdy s vypnutym motorem vibec nenastanou,
coz vyjadiuje vztah t; = 15 = t3. Vlak zahdji jizdu s maximalnim zrychlenim, ziska
co nejvyssi rychlost a v ¢ase t; pfepne tahovou silu motoru na maximalni brzdéni, aby
dobrzdil do cilové stanice a zastavil v ni.

Obréazek 2.4 znazornuje fazovy portrét pro T' = T,,;,. Zavislost polohy a rychlosti
je vyjadrena dvojici konkavnich ktivek. Ke zvysovani rychlosti vlaku dochazi na vétsim
useku drahy nez jejimu klesani. Pti zrychlovani musi vlak odpor prekonavat, zatimco pri
brzdéni odpor ke sniZeni rychlosti pomahé. Cim nizsf je koeficient odporové funkce C,
tim nizsi je ¢as T),;,. To dava smysl z fyzikalniho hlediska, jelikoz u vlaku s konstantnim
vykonem se pii zvysSeni odporu proti pohybu zvysi také celkova doba jeho jizdy.

Z hodnot TeSeni je mozné vypozorovat, ze existuje specialni hodnota casu, kterou
nazveme kriticky cas a oznacime Tg,.. Pokud je celkova doba jizdy stejna nebo mensi jako

Tabulka 2.3: Numerické vystupy pro 1" = Ty,

T |t | 6 [t [ T ]
0,512,419 | 0,8351 | 0,8351 | 2,0821 | 0,3060
1 |2317 | 1,3105 | 1,3105 | 2,0065 | 0,5802
2 12,755 | 2,1935 | 2,1935 | 2,5610 | 0,8501
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Obrézek 2.5: Fazovy portrét pro T' = 2,317 (T = Ty,)

hodnota kritického ¢asu, tedy plati T' < T}, dojde béhem jizdy ke dvéma prepnutim, plati
t; =ty a béhem jizdy nenastane rezim jizdy konstantni rychlosti proti odporu. Podobné
jako v predchozim pripadé se vlak rozjede s maximalnim zrychlenim, v case t; vypne
motor, v dalsim casovém tseku se pohybuje vlivem setrvacnych sil a nakonec v case t3
nastavi maximalni brzdéni a dobrzdi v cilové stanici. Hodnoty kritického casu Tk, jsou
uvedeny v tabulce 2.3.

Poznamka. V navaznosti na predchozi podkapitolu hledame kriticky ¢as v Matlabu zkou-
Senim ruznych voleb T béhem energetické optimalizace. Zde hraje velkou roli vybér algo-
ritmu, protoze rizné algoritmy mohou poskytovat odlisné hodnoty T}, i presto, ze ptislu-
$na hodnota J je stejnd. Tabulka 2.3 se vztahuje k pouziti algoritmu Inferiorpoint. Ob-
tiznost v hledani hodnoty T}, je zpusobena také vlivem zaokrouhlovani béhem vypoctu.

Stejné jako v predchozim pripadé z obrazku 2.5 vidime, Ze v prvnim a zaroven nej-
vétsim tseku drahy je rychlost rostouci a v posledni ¢asti jizdy klesajici. Pfibyla zde jizda
s vypnutym motorem, jejiz priibéh je linearni, protoze k iibytku rychlosti dochazi imérné
vlivem odporu.

Porovnanim hodnot z tabulek 2.2 a 2.3 vidime, Ze vy$sim hodnotam koeficientu od-
porové funkce C nélezi mensi rozdily mezi kritickym a minimélnim ¢asem - pro vysoké
hodnoty C se zmensuje interval T € [Tyin, Tir], ve kterém se tento model jizdy vlaku
muze objevit.

Poslednim ptipadem je jizda se tfemi prepnutimi, ktery nastane za podminky 7' > T},
a rezim jizdy proti odporu se objevuje vzdy. Vlak se rozjede s maximalnim zrychlenim
a v case t; nastavi takové rizeni, aby stacilo k prekonavani ptisobiciho odporu a udrzovani
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Obrézek 2.6: Fazovy portrét pro T'=3 (T > Tj,)

Tabulka 2.4: Numerické vystupy pro 1" > Ty,

clrln | 6 [ 6 | J ]
0,5| 3 1]0,5142 | 1,3990 | 2,7853 | 0,2125
1 | 3105326 | 2,1192 | 2,8123 | 0,3902
2 | 30,8314 | 2,4833 | 2,8299 | 0,7555

konstantni hodnoty rychlosti. V ¢ase t; vypne motor a dal se pohybuje vlivem setrva-
¢nych sil. Nakonec v case t3 prepne na maximalni brzdéni a dobrzdi do cilové stanice
v predepsaném ¢ase 7. Casu T' = 3 odpovida tabulka 2.4 a obrazek 2.6.

Pro funkciondl J obecné plati, ze niz§im hodnotam odporu C' odpovida nizsi hodnota
tohoto funkciondlu (pii jizdé po trati s mensim odporem spotiebuje vlak méné elektrické
energie).

Zaméime se na posledni uvedeny model jizdy pro C' = 1, jemuz piislusi tabulka 2.5
a obrazek 2.7. Z tabulky 2.5 je patrné, Ze u jizdnich rezimi lze najit urcity pomér jejich
zastoupeni vzhledem k celkové dobé jizdy. Pti zvySovani celkové doby jizdy T pripada
nejvetsi ¢ast jizdy rezimu jizdy proti odporu a klesa ¢asovy podil na jizdé vSech ostatnich
rezimu. To odpovida intuitivni fyzikalni predstaveé, Ze za idedlnich podminek béhem delsi
doby jizdy vlak travi vétsinu casu jizdou konstantni rychlosti a zménam rychlosti prislusi
jen mala ¢ast Casu z celkové doby jizdy. Podobna tvaha plyne i z obrazku 2.6, v némz
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Obréazek 2.7: Fazové trajektorie pro C' =1

Tabulka 2.5: Numerické vystupy pro C' =1

T b |t | T
2,1701 | 1,5845 | 1,5845 | 1,5845 | 0,7896
2,21 | 1,4260 | 1,4260 | 1,7804 | 0,6662
2,317 | 1,3105 | 1,3105 | 2,0065 | 0,5802
2,5 | 0,8458 | 1,5558 | 2,2489 | 0,5063
3,0 |0,5326 | 2,1192 | 2,8123 | 0,3902
4,0 | 0,3307 | 3,1751 | 3,8683 | 0,2747
50 | 0,2444 | 4,2039 | 4,8971 | 0,2137
6,0 | 0,1948 | 5,2220 | 5,9152 | 0,1754
7.0 | 0,1623 | 6,2346 | 6,9278 | 0,1448
8,0 |0,1393 | 7,2439 | 7,9370 | 0,1294
9,0 |0,1220 | 8,2510 | 8,9442 | 0,1144
10,0 | 0,1086 | 9,2567 | 9,9498 | 0,1026
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Obrazek 2.8: Zavislost ¢asu 1" a casu tq, ts, t3

pribyl rezim jizdy proti odporu, u kterého je rychlost konstantni a vlak jede timto rezimem
vétsinu drahy. Podil jizdy s vypnutym motorem je mensi, totéz plati u jizd s maximalnim
zrychlenim a brzdénim. Zajimavé je, ze pri hodnotach T splhujicich podminku 7' > T}, se
¢as straveny jizdou v rezimu s vypnutym motorem jevi priblizné konstantni. Tyto uvedené
casové zavislosti znazornuje obrazek 2.8. Vykresleni fazovych trajektorii pro vétsi rozsah
hodnot ¢asu T také ukazuje, ze vyssim hodnotdm 7" nalezi nizsi hodnoty nejvyssi dosazené
rychlosti.

Graf na obrazku 2.9 predstavuje zavislost vypocitanych hodnot funkcionalu J na celko-
vém predepsaném case T'. Pro vyssi hodnoty T klesa hodnota funkcionalu J, coz znamena,
ze Casové delsi jizda je z energetického hlediska vyhodnéjsi. Jelikoz vlak jede pri delsi dobé
jizdy nizsi rychlosti, zkracuje se doba rezimu jizdy s maximéalnim zrychlenim, ktera pred-
stavuje nejvétsi energeticky vydaj. Ackoliv doba jizdy proti odporu se prodluzuje, pii
nizsich hodnotach rychlosti se spotifebovana energie v tomto rezimu také znac¢né snizuje.
Rezimy jizd s vypnutym motorem a maximalnim brzdénim nemaji na spotifebu energie
zadny vliv. Nejvyssi hodnota funkciondlu J ptislusi hodnoté T' = T),;,, z ¢ehoz plyne,
ze jizda v nejkratsim mozném case je nejvyhodnéjsi z casového hlediska, ale nejméné
vyhodnéa z hlediska tispory energie.

Na obrazku 2.10 vidime analyzu obrazku 2.7 s vykreslenim prepinacich kiivek. Pomoci
znalosti souradnic polohy a rychlosti vlaku miizeme urcit, v jakém rezimu jizdy se prave
nachézi. Oblast €y pfedstavuje stavy veli¢in, kterych vlak v rdmci ulohy za predepsanych
podminek béhem c¢asového ani energetického optimalniho fizeni nikdy nemuize dosdhnout.
Stavy v oblasti €2; odpovidaji rezimu jizdy konstantni rychlosti proti odporu. V oblasti
)y se vlak pohybuje rezimem jizdy s vypnutym motorem. Oblasti €2, a 25 od sebe déli
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Obréazek 2.10: Prepinaci kiivky I'; a jizdni oblasti €2,
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prepinaci kiivka I'y, v bodech této kiivky dochazi ke zméné fizeni vlaku z u = C'xy na
u = 0. Béhem zrychleni se stav vlaku vzdy pohybuje po kiivce I'y a mize z ni prejit
do oblasti ;. Pokud se po kiivce I'y dostane az na kiivku I's, mze stav vlaku pfejit
do oblasti €2y. Stavu jizdy s brzdénim odpovida kiivka I's. Urceni explicitniho predpisu
krivky I'y by dale rozsitilo komplexnost popisu dané ulohy.

V tloze o energetické jizdé vlaku jsme pomoci principu maxima a dalsich vét a vlast-
nosti urcili predpisy jednotlivych jizdnich rezimt, kterych vlak béhem své jizdy nabyva
v daném poradi. Rozbor se tykal ¢asové a energetické optimalizace. Popsali jsme moznosti
pouziti optimaliza¢niho prostiedi programu Matlab pro feseni optimalizac¢nich tloh. Pro
rizné hodnoty 7' jsme urcili prislusné prepinaci okamziky, vykreslili fazové portréty a da-
Isi ¢asové zavislosti. Analyza se tykala vztaht mezi jednotlivymi casy, zavislosti ¢asi na
energetickém funkcionalu a rozdéleni stavového prostoru na jednotlivé prepinaci kiivky
a jizdni oblasti.
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3. Uloha o energeticky optimalni
jizdé vlaku s rychlostnim omezenim

V této kapitole zavedeme v tloze optimalni jizdy vlaku takové rozsifeni, ze maximalni
mozna rychlost vlaku je omezena po celé délce trati, pripadné na jejich riznych tsecich.
Ulohu opét vyfesime v optimaliza¢nim prostiedi Matlabu. Detailnéjsi poznatky k Fegeni
tloh s omezenimi lze nalézt v [2] a [6].

3.1. Globalni rychlostni omezeni jizdy

V této podkapitole definujeme obecné zvolené rychlostni omezeni a poté je realizujeme
v uloze optimalni jizdy vlaku. Uvazujeme, Ze rychlostni omezeni predstavuje podminku

22(t) < v, v, € RT,
x1(t) € [Li, Lit], t e [t tisal, 1=1,...,n,

kde v, predstavuje predepsanou hodnotu rychlostniho omezeni. Pyirozené klademe poza-
davek v, € R*. Podminka x1(t) € [L;, Lis1], t € [ti, ti1] Tiké, Ze rychlostni omezeni
je aktivni na ¢asti drahy [L;, L;11] (obecné takovych ¢asti mitize byt vice) a ¢asy t;, ;11
predstavuji ¢asy, v nichz poloha vlaku odpovida krajnim bodim omezené ¢asti drahy,
plati

x1(t;) = L, T1(tiv1) = Lipa.

Na draze mizeme mit obecné n tseki, kde na kazdém z nich je rychlostni omezeni. Pokud
je rychlost omezena na celém useku trati, oznacujeme toto omezeni privliastkem globalni,
v piipadé omezeni na jednotlivych tsecich trati ho oznacujeme ptivlastkem lokalni. Ome-
zeni rychlosti miize vychazet z technickych omezeni na vlakové soupravé ¢i na zelezni¢nim
svrsku. Pri analyze jizdy vlaku s podminkami omezeni predpoklddame, Ze jsou omezeni
zvolena vhodnym zpiisobem tak, aby projeti drahy vlakem bylo technicky uskutecnitelné.
Nadale se zabyvame pouze piipadem, kdy je na draze jedna oblast s rychlostnim omeze-
nim.

Nyni vyjdeme z formulace tlohy v predchozi kapitole. Funkcional J minimalizujeme
z hlediska energetické optimalizace

T
J—/ ut (t)xy(t)dt — min.
0

Zavedenim fazovych soutadnic 1 = z, x9 = & transformujeme rovnici (2.1) na systém
rovnic prvniho fadu

Ty = Ta,

To = u — r(x3),
a pocatecni (2.2) a koncové (2.3) podminky tlohy na
x1(0) =0, x2(0) =0,
$1<T) = L, l‘g(T) = 0.
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Funkei ut definujeme nésledujicim zptisobem

(1) = 5 ult) + Ju(e)),

a plati

+ . u) u Z 07

v _{0, <0, (3:1)
Na odporovou funkei r stejné jako v predchozim pripadé klademe pozadavky, aby existo-
vala jeji prvni a druha derivace podle x a dale platilo

e 7(0) =0,

e (&) > 0 pro Vi > 0,

e /() >0 pro Vi > 0,
e () >0 pro Vi > 0.

Pro jednoduchost a nazornost opét pracujeme pouze s linedrnim odporem r(z5) = Cxo,
C' € RT. Déle zavedeme globalni rychlostni omezeni ve tvaru

wo(t) S v,y teE0,T), (3.2)

kde v, € R predstavuje nejvyssi povolenou rychlost vlaku, které mitize béhem své jizdy
po celé délce trati dosdhnout.

Cilem tlohy je najit takové optimalni fizeni vlaku, aby ujel drahu L (pfirozené L > 0)
béhem predem zadaného ¢asu T' za co nejmens$i spotieby elektrické energie. Soutadnice
1 a xo predstavuji polohu a rychlost vlaku. Dale bez ijmy na obecnosti volime hmotnost
vlaku m = 1. Béhem jizdy musi byt dodrzena podminka rychlostniho omezeni (3.2). Jako
ilustra¢ni hodnoty opét volime

a=f=C= L= 1. (3.3)

Pti feSeni dlohy s rychlostnim omezenim vychazime z toho, ze vlak mtze béhem jizdy
jet pouze predem danymi ¢tyfmi jizdnimi rezimy urcenymi v predchozi kapitole. Prvnim
krokem je zjistit, zda vlak narazi na rychlostni omezeni. To posoudime na zakladé vy-
sledku casové optimalizace, béhem které vlak dosahuje své maximalni rychlosti v,,,, pro
dané parametry tlohy, které dosdhne v casovém okamziku odpovidajicimu konci prvniho
jizdniho rezimu (v dalSich rezimech uz nedochazi ke zrychleni). Hodnotu vy,,, uréime
podle vztahu

Umazx = xQ(tp) - _ﬁe—Ctp + ﬁa

C C
kde t, je prvni pfepinaci okamzik, viz. analyza (2.34). Pokud plati v,,4, < v,, nastavené
rychlostni omezeni se na jizdu vlaku nijak nepromitne a pribéh tdlohy je stejny jako
v predchozi kapitole. Déle je nutné urcit, pti jakém case jizdy T je rychlostni omezeni
aktivni. Pokud by mél vlak na projeti drahy dostatecné velky ¢as T, rychlosti v, by viibec
nedosahl. Zavedeme pojem aktivacni cas, znac¢ime Ty, ktery predstavuje takovy cas jizdy,
pro ktery plati, ze pfi splnéni podminky T < T4 je prubéh jizdy ovlivnén rychlostnim
omezenim. V ramci dals$i avahy uvazujeme pouze piipad, Ze jsou splnény vySe uvedené
predpoklady a rychlostni omezeni se na jizdé vlaku projevi.
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Prvnim vypoctem je urceni minimalniho ¢asu T,,;,, ktery pfedstavuje nejmensi mozny
cas, béhem kterého vlak urazi danou drahu L s aktivnim globalnim rychlostnim omeze-
nim v, (za predpokladi Vpmee > Vo, Tinin < Ta).

Pripomenme, 7ze v pripadé casové optimalizace tlohy bez omezeni se vlak pohyboval
dvéma rezimy s jedinym piepnutim fizeni u v Case ¢,

(1) = I6; pro t € [0,1,],
—a prot € [ty, Thinl-

Presnou posloupnost rezimi jizdy s globalnim omezenim urc¢ime obdobné jako u tlohy
bez omezeni konstrukeci Hamiltonovy funkce a principu maxima, u nichz navic aplikujeme
poznatky tykajici se iloh s omezenim. Uvazujme funkci S(x1, z2,t), pro kterou plati

S(z1,x9,t) = 22(t) — V,. (3.4)

Funkei S(xq,x9,t) (3.4) derivujeme podle t tolikrat, dokud se v ni nevyskytne Fizeni wu.
V tomto pripadé u vystupuje v prvni derivaci

S(l) (l’l, T, t) = ng(t) = U(t) — T(.IQ).
Hamiltonova funkce H* (1.8) je ve tvaru

H* = you’xy + 13 + o(u — r(x2)) + plu — r(x2)). (3.5)

Casové optimalizaci odpovida piipad vy = 0. Adjungovany systém mé tvar

¢1 = 07
Wy = —1hy + Yor' (x2) + pr' (2),

a podminka maxima
_max [Ynzs + (2 + p)(u = r(22))] = rada + (Y2 + p)(@ —r(22), t€[0.T]. (3.6)
Vynechanim ¢lenii nezavisejicich na regulaci v upravime podminku maxima (3.6)

_max [(v2+pju] = (Y2 +w)a, t€[0,T].

Pro funkci u(t) plati, Zze uvniti oblasti S nabyva hodnoty p = 0 a na hranici oblasti S
hodnoty 1 < 0. Pro tplnost uvedeme, ze hodnota p na hranici mize byt nulova a jednalo
by se o specidlni pripad, ktery by nastal tehdy, kdyby rychlostni omezeni bylo nastavené na
takovou hodnotu, ze vlak by béhem jizdy bez omezeni v nékterych tisecich dosahl prave
této hodnoty rychlosti. Dale plati, Zze pokud se nenachazime na hranici oblasti S, tak
fesime casovou optimalizaci tlohy bez omezeni a podle znaménka vyrazu ¢, + 1 nabyva
regulace u svych krajnich hodnot. Zbyva vysSettit pripad, kdy se nachazime na hranici, na
niz plati ¥y(t) + p(t) = 0. Pro prehlednost zapisujeme

6} pro ¥o(t) + pu(t) > 0,
u(t) =< mneurceno  pro ¥o(t) + u(t) =0,
—a pro ¥o(t) + p(t) < 0.
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Predpokladejme, Ze rovnost 1o(t) + u(t) = 0 plati na netrividlnim intervalu. ProtoZe na
hranici plati p(t) < 0, miazeme zapsat ¥o(t) = —p(t). Na hranici plati také zo(t) = v,,
to znamena, ze predepsana hodnota Fizeni u na tomto tseku je @ = r(v,). Za podminky
' (v,) > 0 adjungovana soustava piejde do tvaru

wl = 07
1&2 = —77@1,

a jejim fesenim je soustava

wl = Cq,
¢2 = —Clt + ¢o.

Podobné jako pri ¢asové optimalizaci v tlloze bez omezeni plati, Ze pro rozjezd vlaku musi
byt 15 > 0, pro dojezd vlaku musi byt 1o < 0. Vzhledem k tvaru a fesSeni adjungovaného
systému plati, Ze rovnost ¥y = 0 miize nastat pouze v izolovanych ¢asovych okamzicich.
Tato tvaha poskytuje predstavu o skladbé jizdnich rezimt. Hlubsi analyzou adjungova-
ného systému a vzhledem k realizaci skokové podminky pfi vstupu na hranici omezeni l1ze
dospét k nasledujici finalni posloupnosti jizdnich rezimi pii ¢asové optimalizaci

B pro t € [0,t4],
a(t) =< r(v,) prot € [ty,ta],
—« pro t € [to, Thin)-

Dalsi analyza spociva v rozpracovani jednotlivych rezimii a vyjadfeni minimalniho ¢asu
Trnin- Nejdiive je nutné urcit prvni prepinaci ¢as t;, ktery poskytuje informaci o tom,
jak dlouhou dobu stravi vlak v rezimu zrychleni. Soustava rovnic pro tento jizdni rezim
(viz. (2.26)) je

_ P By O
MT e el e (3.7)
xo(t) = —ge_Ct + g

Protoze v ¢ase t; dosdhne vlak rychlostniho omezeni v,, dosazenim podminky xs(t;) = v,
do (3.7) piejde druha rovnice této soustavy na tvar

B

Vo = —6e_0t1 + g (3.8)

Prepinaci ¢as t; mizeme z rovnice (3.8) explicitné vyjadrit

Ing — In(5 — Cv,)
tl - C

Jako ilustra¢ni hodnotu globdlniho rychlostniho omezeni volime hodnotu v, = 0, 5. Z rov-
nice (3.8) plyne, ze daného omezeni dosdhne vlak v ¢ase t; = 0,6931. V tiloze bez omezeni
pro hodnoty (2.24) vysla maximalni rychlost v,,., = 0,795. ProtoZe v posloupnosti jizd-
nich rezim uz nedojde znovu k rezimu se zrychlenim, po zbytek jizdy jede vlak touto
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anebo nizsi rychlosti a globalni omezeni rychlosti urcité nebude piekroceno. Nasleduji-
cim jizdnim rezimem je rezim jizdy konstantni rychlosti, kde obecné feSeni prislusného
systému rovnic je

x1(t) = cot + ¢y,

I2<t) = Co.

(3.9)

Pro konstantu ¢, € R plati ¢ = v,, pro konstantu ¢; € R stejné jako v tiloze bez omezeni
spo¢itame polohu vlaku v prvnim pfepinacim ¢ase, tedy z;(¢;) ze soustavy (3.8) a dosadit
do (3.9). Plati

1= S+ = Co = Vo,

-
a soustava rovnic pro druhy tsek jizdy s konstantni rychlosti je
6 /B —Ct1

x1(t) = vt + =1ty e — Uty —

c e c? (3.10)

x9(t) = v,.

Poslednim rezimem jizdy je jizda s brzdénim do cile, béhem které dojde k poslednimu
prepnuti v ¢ase ty. Rezim brzdéni je popsan rovnicemi (viz. (2.27))

Q _ « « o
xl(t) = _EGC(Tmm_t) - Et + E + ETmzn + L7 1
zo(t) = gec(Tm”‘ n_ 2 31
C C

Soustavy (3.10) a (3.11) na sebe musi navazovat v Case ty, dostavame soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych to a Tpnin. Upravami z nich ziskdme vyjadieni pro ty

_—ﬂCm—ﬁ€C“+C%Jr+5—cm+umm%%£)+CH;

-
2 C?v,
a pro Toin
1 C
T = _m(u) b
C «

Pro hodnoty (3.3) vychézi to = 2,1178 a T, = 2,5232. VSimnéme si, Ze ¢as T, je
veétsi nez cas Tk, v uloze bez omezeni. Z toho plyne, ze u tlohy s globalnim rychlostnim
omezenim pro vSechny hodnoty T spliiujici T, < 1" dojde k jizdé se vSemi jizdnimi rezimy.

V piipadé energetické optimalizace je v Hamiltonové funkei (3.5) ¢len 1 nenulovy,

bez Gjmy na obecnosti polozme 1)y = —1. Adjungovany systém ma tvar
1&0 = 07
’lpl = 07

o = ut — Uy 4 hor’ (w2) + ! (w2).
Podle definice u™ (3.1) rozlisujeme dva piipady. Pro v > 0 dostaneme vyraz

max (g + p — To)u = (Yo + pp — T2)1, te 0,71,

0<u<p
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aprou <0
max (Y9 + p)u = (Yo + p)a, te0,T].

—a<u<0

Z uvedenych podminek dostaneme nasledujici vyjadieni optimalni regulace

g pro ia(t) 4 p(t) — &a(t) > 0,
neurceno na [0, f] pro o(t) + pu(t) — 22(t) =0,
it ={ 0 pro (t) + u(t) — (1) < 0,4a(t) + () > 0,
neurceno na [—a«,0] pro ¥q(t) + p(t) =0,
— pro o(t) + p(t) < 0.

Analyzujeme singularni pfipady. Predpokladejme, 7e na netrividlnim intervalu pro (t)
neur¢eno na [—a, 0] na hranici plati, ze p < 0. V piipadé p = 0 plati 1o = 0, coz vzhledem
ke tvaru feseni adjungovaného systému muze nastat jen v izolovanych ¢asovych okamzi-
cich. V pripadé p < 0 mame vy > 0, coz nastava jen pii kladnych hodnotach fizeni, ¢imz
dostavame spor s predpokladem u(t) € [—a, 0].

Podobné postupujeme pro piipad @(t) neurceno na [0, §]. Uvazujeme, 7e plati p = 0
pokud se nachdzime mimo hranici omezeni, potom plati 1y = Iy < v,, a tedy @ = r(Z3).
Na hranici omezeni plati ¢ < 0. V pfipadé p = 0 opét plati 1o = T9 a Fizeni u = 7(v,).
V pripadé p < 0 dostavame g + p = &9 = v, a U = 7(v,).

Vzhledem k vySe uvedenému a s vyuzitim skokovych podminek (1.10), které v tomto
pripadé jsou tvaru

kde m € R je parametr skoku, dospéjeme analyzou pribéhu funkce 1, + p k nasledu-
jici energeticky optimalni posloupnosti jizdnich rezimu vlaku pii aktivnim rychlostnim
omezeni

I5; pro t € [0,t4],

o« ) r(v,) prote [ty 1o,
a(t) 0 pro t € [ts, t3],
[t3, T]

V piipadé, ze se rychlostni omezeni neprojevi, ma posloupnost rezimu tvar (2.23), kde
Ty < v, = konst. Oproti ¢asové optimalizaci se zde vyskytuje rezim jizdy s vypnutym
motorem, ktery ziskdme feSenim obecné soustavy (2.37), jejiz koeficienty c¢;, co € R uréime
ze soustavy (3.10) v bodé t = t,

T (t) = —Eec(tQ D4 Cﬁz “h 4 gh — Uol1 + Vot2 + reln %7 (3.12)
To(t) = 1,727,

Spojenim soustav (3.12) a (3.11) v ¢ase t = t3 ziskdme dvé podminky analogicky jako
u tlohy bez omezeni (viz. (2.41) a (2.42)). Funkciondl J je ve tvaru

T t1 62 to
J = / ut (t)ao(t)dt = E(1—e9dt + / CvZdt — min .
0 0 ¢ t1
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Stejné jako v predchozi tloze pouzijeme dva skripty v optimalizacnim prostiedi
Matlabu. Skript podminky obsahuje navic deklaraci proménné pro omezeni rychlosti vo
a také tfeti podminku ve tvaru rovnosti. V této podmince je prvni ¢as prepnuti z(1) zadan
pevné, aby bylo zajisténo, ze vlak dosahne omezené rychlosti. Vypocet ¢asové optimalizace
poskytuje hodnoty druhého prepinaciho ¢asu a minimalniho ¢asu jizdy T),:p.

Aktivaéni ¢as Ty uréime z tabulky hodnot 2.5 energetické optimalizace u tlohy bez
omezeni. Cilem je najit takovy ¢as T', kterému odpovida t; = 0,6931. Pro hodnoty (3.3)
vychéazi Ty = 2,681. Energetickou optimalizaci pro hodnoty T' z intervalu [T,in, Ta] do-
stavame tabulku hodnot 3.1 pfepinacich okamzikl a funkcionalu J pro jizdu s globalnim
rychlostnim omezenim.

Fazovym trajektoriim jizdy s globalnim omezenim odpovida obrazek 3.1. Obdobné
jako v pripadé tilohy bez omezeni se u tlohy s omezenim také s ménicim se celkovym
casem jizdy méni zastoupeni jizdnich rezimii. Pfipomenime, Ze energie se spotfebovava
pouze u rezimu se zrychlenim a rezimu jizdy konstantni rychlosti. Pokud se celkovy cas
jizdy zvysuje a vlak stale narazi na rychlostni omezeni, roste podil rezimu s vypnutym
motorem a klesd podil rezimu jizdy s konstantni rychlosti, protoze energie potiebnéd na
rezim zrychleni je konstantni a vlak Setii energii v rezimu jizdy konstantni rychlosti.
V pripadé, ze vlak nenarazi na rychlostni omezeni, je tomu naopak - s rostoucim celkovym
casem jizdy roste podil ¢asu straveného v rezimu jizdy konstantni rychlosti.

0.6 T T T T T T
T=2,52
. T=2,56
0.5 b T=2,60
T=2,67
¥l T=2,75
kil T=30 |
TR o 1
02 -
| |
|I |
| |
0.1 I 7
D 1 1 1 1 1
0 02 0.4 06 0.8 1 12

X4

Obrazek 3.1: Fazové trajektorie pro omezeni v, = 0,5
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Tabulka 3.1: Numerické vystupy pro omezeni v, = 0,5

T t 12 i3 J
2,5232 10,6931 | 2,1173 | 2,1180 | 0,5493
2,56 | 0,6931 | 1,9163 | 2,2553 | 0,4989
2,6 10,6931 | 1,8389 | 2,3340 | 0,4796
2,64 | 0,6931 | 1,7850 | 2,4009 | 0,4661
2,67 10,6928 | 1,7538 | 2,4469 | 0,4580
2,7 10,6730 | 1,7878 | 2,4809 | 0,4507
2,75 | 0,6432 | 1,8440 | 2,5372 | 0,4390
3 0,5326 | 2,1192 | 2,8123 | 0,3902

3.2. Dilc¢i dlohy s omezenim

V této ¢asti se vénujeme pripadu lokdlniho rychlostniho omezeni, kdy vlak mize v nékte-
rych ¢astech trati jet libovolnou rychlosti a v jinych ¢astech trati nesmi prekrocit prede-
psanou rychlost. Ulohu zatim nefesime jako celek, ale slozenim dil¢ich Fegend.

Pro jednoduchost a nazornost uvazujme rozdéleni trati pouze na dvé ¢asti. V prvni
casti trati mize vlak jet libovolnou rychlosti. V druhé casti trati je zavedeno globalni
rychlostni omezeni v,. Pro rychlost vlaku x4(¢) plati

ZEQ(Zf), ZEl(t) € [O, LO],
552(15) S Vo, Z’l(t> € [LO,Lk],
kde L, predstavuje poc¢atecni bod tseku trati s rychlostnim omezenim a L; koncovy bod

useku trati s rychlostnim omezenim. Pro ilustraci volime hodnoty L, = 0,5, Ly = 1
av,=0,05.

Poznamka. V pripadé volby globalniho omezeni po celé délce trati plati L, =0, Ly = L.

Tabulka 3.2: Numerické vystupy pro x;(t) € [0, L,

T 141 to l3 Ji
12141 | 1,1070 | 1,1070 | 1,1070 | 0,4348
122 | 1,1047 | 1,1047 | 1,1730 | 0,3980
123 | 10115 | 1,0115 | 1,2185 | 0,3752
124 | 08985 | 1,0697 | 1,24 | 0,3659
126 | 0,7991 | 1,1642 | 1,26 | 0,3594
1,28 | 0,7445 | 1,2312 | 1,28 | 0,3536
1,3068 | 0,6932 | 1,3067 | 1,3068 | 0,3466
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Obrézek 3.2: Fazové trajektorie pro xy(t) € [0, L,

V prvni ¢asti fesime tlohu bez omezeni s nenulovymi koncovymi podminkami, kon-
krétné s predepsanou nenulovou hodnotou rychlosti na konci jizdy vlaku. Poc¢ate¢ni a kon-
cové podminky jsou

ZEl(O) = O, ZEQ(O) = O,

r1(Ty) = Lo, 2o(Ty) = vy, (3.13)

kde cas T predstavuje celkovy cas jizdy v tomto tseku trati. Vysledky numerického feSeni
jsou v tabulce ¢asi 3.2 a fazové trajektorie na obrazku 3.2.

Omezeni se projevi pokud T} < T4, kde hodnotu T4 lze jednoduse urcit jako jizdu
srezimy u = 3, t € [0,t1] a u = r(22(t)) , t € [t1,T1], kde plati t; = t3 = T} a pod-
minky (3.13). Pro hodnoty (3.3) vychéazi T4 = 1,3068 a t; = 0,6931. Z piepinacich ¢ast
vidime, Ze pokud je rychlost dostatecné velka, po rezimu se zrychlenim nésleduje rezim
jizdy s vypnutym motorem a rezim s brzdénim. Pro snizujici se hodnotu rychlosti klesa
podil rezimu s brzdénim a kritickym ¢asem T, ozna¢ime nejmensi mozny c¢as, od kterého
brzdny rezim vymizi Gplné. Pokud plati T' € [Ty, T4], tak rezim s brzdénim nenastava
a vlak predepsané koncové rychlosti dosdhne v rezimu jizdy s vypnutym motorem. Toto
chovani je hlavnim rozdilem v pribéhu jizdnich rezimi oproti tloze s podminkou nulové
konec¢né rychlosti, ve které k rezimu s brzdénim doslo vzdy.

V druhé ¢asti jsou pocatecni a koncové podminky

Il(O) = Loa $2(0> = Vo,
$1(T2) = L; Iz(TQ) =0,
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kde celkovy ¢as jizdy v druhém tseku znacime T5,. Oproti tloze bez omezeni se lisi tim,
7e rychlost na pocatku pohybu neni nulova. Resime tedy tlohu s globalnim rychlost-

nim omezenim a nenulovymi pocatecnimi podminkami. Vysledky ukazuje tabulka 3.3
a obrazek 3.3.

Tabulka 3.3: Numerické vystupy pro x1(t) € [L,, L]

e
~
=

| 6 |t | B
0,8109 | 0,8109 | 0,2021
0,7436 | 0,8482 | 0,1859
0,6464 | 0,9168 | 0,1616
0,5724 | 0,9838 | 0,1431
0,5216 | 1,0392 | 0,1304
0,4593 | 1,1204 | 0,1148
0,4120 | 1,1940 | 0,1030

—_
DO
-J
jenll Nen il Nenll el Henll R anll Ran}

DE' T T T T T
0.5 n\\.:__\. ~ i
\\\.:::
0.4 .
=<' 03} _
T=121
D25 T=122 ]
T=1,24
T=1.27 \
0.1F T=1,30 \ .
T=1,35 ||
T=1,40
D 1 ] 1 1
0.5 06 07 0.8 0.9 1
X

1

Obrazek 3.3: Fazové trajektorie pro z1(t) € [Lo, L]

Jelikoz vlak na tomto tseku zacind jizdu s rychlosti rovnou predepsané hodnoté rych-
lostniho omezeni, rezim se zrychlenim vibec nenastava. Pro vyssi hodnoty c¢asu jizdy

T5 roste podil jizdy v rezimu s vypnutym motorem a casy stravené jizdou s konstantni
rychlosti a brzdénim se snizuji.
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C=0,5

C=1

C=2

Obréazek 3.4: Pribéh rezimu s vypnutym motorem pro rizné hodnoty C

Na tomto misté je vhodné provést tivahu o vlivu velikosti odporového koeficientu C'
na feSitelnost tlohy. Tato Gvaha se tyka i vsech vySe uvedenych uloh.

Tabulka 3.4: Hodnoty v, pro L — L, = 0,5

L—L,| C | v
0,5 |05]025
05 | 1|05
0,5 2 1

Jak je patrné z obrazku 3.4, pribéh rezimu jizdy s vypnutym motorem zavisi na ko-
eficientu odporu C, kde se pro vétsi hodnoty odporu zvySuje bytek rychlosti. Zavislost
rychlosti a polohy je v tomto rezimu linearni, protoze uvazujeme piipad linearniho od-
poru. Uvazujeme pripad, Ze vlak se nachazi v ¢asti drahy L, s poc¢atecni rychlosti v, a jede
v reZimu s vypnutym motorem, jehoZ obecné feSeni je soustava (2.37). Dosazenim poc¢a-
te¢nich podminek z1(0) = L,, x2(0) = v, ziskdme mezi rychlosti a polohou nésledujici
zavislost

zo(t) = —Cxy(t) + CL, + v,. (3.14)

P1i grafickém znazornéni tomuto vztahu odpovida primka, v jejimz predpisu hodnota —C'
predstavuje jeji smérnici a hodnota C'L, + v, jeji posunuti. Mlze nastat piipad, ze by
koeficient C' byl natolik velky, ze by vlak nezvladl v predepsaném ¢ase T" dojet do cilové
stanice. Tomu lze predejit vhodnym vyjadienim zavislosti mezi veli¢inami v,, C, L a L,.
Po dosazeni koncovych podminek z;(7") = L, xo(T) = 0 do (3.14) dostaneme vztah

Vir = C(L — LO),

v némz jsme hodnotu v, vyhovujici této rovnici preznacili na vy,.. Rozdil L a L, je zvolen
pevné a ke kazdé prislusné hodnoté C' pak existuje jedind odpovidajici rychlost, tuto
kritickou rychlost znacime vg,. Zménam v, odpovidaji pfimky rovnobézné k piimce (3.14).
Vlak zvladne pii dané hodnoté odporu C' dojet do cile, pokud plati v, > vg,. Pro v, < vy,
uloha nema teseni. Hodnoty vy, najdeme v tabulce 3.4 a pribéh jizdy pro jednotlivé
odpory ilustruje obrazek 3.5. Poznamenejme také, ze v piipadé C' = 0 by nedochdzelo ke
snizeni rychlosti vlivem odporu a rezim s vypnutym motorem by nikdy nenastal.
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Obrazek 3.5: Fazovy portrét rezimu s vypnutym motorem pro rizné hodnoty C

Vratme se k diskuzi slozeni dil¢ich feseni. Nejmensi mozny ¢as T,,;, v pripadé ¢asové
optimalizace ziskdme sectenim nejmensich hodnot ¢ast T + T, z obou tabulek, vychazi
Tonin = 2,4305. Pro jiné casy z tabulek vSak nevime, jak se projevi energeticka optimali-
zace pii napojeni vSech rezimi. Poznamenejme také, 7e stejny vztah plati pro vyslednou
hodnotu funkciondlu J, tedy souctu dil¢ich optimalizovanych funkcionali J; + J; odpovida
hodnota funkciondlu J pfi slozeni dohromady, vychazi J = 0, 6369.

Rozdéleni na diléi tlohy a feseni kazdé z nich zvlast ma smysl, jelikoz moznost zvolit
kombinace fizeni z tabulek 3.2 a 3.3 umoznuje tesit dalsi skalu problémi, které se v praxi
mohou vyskytovat. Jednalo by se naptiklad o situaci, kdy podél trati vlaku vede jina
rovnobéznd trat rovnéz spojujici stanice A a B, kterd se s puvodni trati protina v je-
diném bodé z,. Po této vedlejsi trati jede v opacném sméru vlak se zpozdénim a musi
tedy bodem z, projet jako prvni. Na zakladé informace, kdy dosdhne protijedouci vlak
bodu x,, mizeme vybrat vhodné fizeni piivodniho vlaku z tabulky 3.2 tak, abychom za-
meérné zvysili jeho dobu jizdy na prvnim tseku drahy a on neprojel bodem x, ve stejny
moment jako protijedouci vlak. V druhém tseku se uz potom mize vlak ridit takovym
fizenim z tabulky 3.3, aby ujel trat v pozadovaném case.

3.3. Lokalni rychlostni omezeni jizdy

V této ¢asti opét vyjdeme z formulace tlohy uvedené v predchozi kapitole, ve které zave-
deme lokalni rychlostni omezeni.
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Uvazujeme piipad jednoho lokalniho rychlostniho omezeni ve tvaru
x?(t) S Vo, T € [LoaLk]v

kde v, predstavuje omezeni rychlosti od bodu L, az do bodu L. Omezeni je zavedeno od
poloviny drahy do cilové stanice. Interval [L,, L] lze pfeznacit na [L,, L]. Jako parametry
ulohy volime v, = 0,5, L, =0,5, L = 1.

Ulohu fe§ime slozenim dvou diléich feSeni. Prvni diléf feSeni ziskame tak, 7e v prvni
¢asti trati fesime ulohu jako tlohu bez omezeni s jinymi zadanymi koncovymi podminkami.
Na toto feseni navazeme druhém dil¢im TeSenim, které predstavuje feseni tilohy s global-
nim omezenim ve druhé ¢asti trati za jinych pocatecnich podminek. Koncové podminky
prvniho tseku predstavuji poc¢atecni podminky druhého tseku. Vyuzijeme toho, ze jsme
v predchozi analyze pro tilohu bez omezeni i pro tillohu s omezenim ukéazali, jaka je po-
sloupnost rezimu pro ¢asovou i energetickou optimalizaci. Po¢atec¢ni a koncové podminky
ulohy jsou

2(0) =0,  2(0) =0,

3.15
Koncové podminky prvniho tseku jsou
I'l(tg) = LO, .Tg(tg) = Uy, (316)

a pro ¢asovou optimalizaci plati rizeni

N pro t € [0,t4],
a(t) = { —a prot € [ty, to].

V druhé ¢asti drahy s pocateénimi podminkami (3.16) je aktivni omezeni. Odpovidajic
jizdni rezimy jsou
6 pPro te [tg,tg],

w(t) =< r(v,) prot € [ts, tq],
—a pro t € [ty, Thnin)-

Obdobnym zpisobem jako u tlohy bez omezeni najdeme piislusné vyjadieni pro xi(t)
a o(t). Pro rezim u = f3 je soustava

B e B, B
ml(t>:§€ +6t_a>

B ot B

H=_—-°= 2

$2( ) Ce + C,

a pro rezim u = —a s vyuzitim podminek (3.16)

a+Cvy a aly a v
t)=——— 2t _ L — 4 — 42
() cz ° c'tt e teEte

a+ o capt) _
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Tyto soustavy se spojuji v bodé ¢t = ¢; a z dvou rovnic o dvou neznamych lze dostat
explicitni vyjadfeni pfepinacich ¢ast t; a t5. Po nékolika apravach vyjadiime ¢, z rovnice
pro rychlost

1 o —Ct1
t2:t1—|—51n< Be +oz+5>’

a+ Cv,

a ty z rovnice pro polohu

a+ Cu,

exp ( CzLoa+Cvo )

(eCM) &t — (o + B)eCh + 8 = 0. (3.17)

V disledku volby oo = 8 miizeme vyjadrit prepinaci okamzik ¢; ze vztahu (3.17)

1 exp (%) <2a + \/4042 — (4aCv, + 4a?) exp (_%))
t1=—=1In

c 2(a+ Cv,)

Z dvojice moznych hodnot piepinaciho ¢asu t; je spravnym feSenim pouze hodnota vyho-
vujici podmince t; > 0. Pro hodnoty (3.3) vychazi t; = 1,10703 a t, = 1,214065. Timto
jsme vyftesili jizdu na tseku drahy bez omezeni.

S vyuzitim poc¢ate¢éni podminky (3.16) ziskdme rezim s maximalnim zrychlenim s ¥i-
zenim u = (8

—Cw, —Cw,
o (t) = _50_206(;@_15) + gt + Lo+ 5C—QU - gtm
no(t) = o0 D

Na tiseku s omezenim na zdkladé podminky zo(t2) = v, plati rovnost prepinacich ¢asi
ty = t3. Rovnice pro rezim jizdy konstantni rychlosti s fizenim u = r(v,) jsou

21(t) = vt + Ly — U3,

3.18
xo(t) = v,. ( )
Poslednim rezimem je rezim s maximalnim brzdénim s fizenim v = —«
[0 C(Tmin—t) (e (e (6]
t —_ min _ _t . _Tmzn L’
1 (t) z¢ C + e + c + (319
332(2':) — geC(Tmin_t) — g

C C
Spojenim rovnic pro polohu a rychlost u soustav (3.18) a (3.19) v ¢ase t = t4 ziskdme

predpis Casu t,
1 [« a+ Cv, Vg
ty=ts+— | —=In{——— | —-—=+L—-L, |,
4 3+UO <02 H( o ) O+ )

1 a+ Co,
Trin = ts + =In[ ———— | .
m 4+Cn( o )

Nyni mame k dispozici predpis pro kazdy z pfepinacich ¢ast. Pro hodnoty (3.3) vychéazi
ty =2,0249 a T,,;, = 2,43046. Ukézalo se, ze v souladu s intuitivni predstavou je celkova

a vysledného casu T},
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Obrazek 3.6: Fazovy portrét pro T = 2,4305 (T = Tuin)

doba jizdy T),;, vétsi nez u pripadu bez omezeni a zaroven mensi nez u pripadu s globalnim
omezenim. Fazovy portrét pro T' = T,,;, je na obrazku 3.6.

Pripomenme, 7ze musime uvazovat takovy cas, béhem kterého mé& rychlostni ome-
zeni smysl - omezeni je platné, pokud plati T € [T},in, Ta]. Pro hodnoty (3.3) vychézi
T4 = 2,681. U energetické optimalizace dojde ke skladani reziml v nésledujicim potadi

(3 pro t € [0, ],
r(zo(t)) = konst  pro t € [t1, 2],

0 prot & [tz, tg],

~ o — pro t e [tg,t4]7
a(t) = 3 pro t € [ta,ts),
7(v,) pro t € [ts, tg),

0 pro t € [tg, t7],

[ —a pro t € [t7,T],

za podminek (3.15) a s vyuzitim podminky rychlostniho omezeni

l‘l(t4) = LO, I‘Q(t4) = V.
Pro jednotlivé ¢asy plati nerovnost

0<ty<ty<tz3<ty<ts<tsg<t;<T. (3.20)

45



Nyni nasleduje predpis kazdého jizdniho rezimu, které byly ziskany analogicky jako v
predchozich tlohach. Pro u = f na t € [0,t] plati

B _ew B, B
x1(t) = 2¢ L+ Et_ o2
zo(t) = —geCt + g
Pro u = r(x2) na t € [t1, 5] plati
B, —c B_ov B, —ct, P
ZEl(t) = —Ete t —+ 52’5 + Ee t + Etle o E,
xo(t) = —ge_Ctl + g
Pro u =0 na t € [ty, 3] plati
Bttty , P ctto—tizty B, —cto , B, —cu, | B
LEl(t) = —@e (t2=1) + @e (t2—t1=1) _ Etge t + Etle t + atg, (321)
2o(t) = geatm _ gecuztltx
Pro uw = —a na t € [t3, t4] plati
at  a+Cv, ¢y, aty o+ Cu,
)= —— — (t4 t) Lo - - -
nsTe e Tetet e (3.22)
Do(t) = _% n %Cvoem_w,

Rovnice pro spojeni soustav (3.21) a (3.22) v ¢ase t = t3 jsou

0 :/Bec(tgftg,) _ /Bec(tQ*tl*tS) + o — (O{ + C,Uo)ec(t47t3)7
0 = — BeCllamte) 4 geClta=ti=ts) _ 3y e=Ch L BCt e~ 4 BCH, (3.23)
+ aCts + (v + C’vo)ec(t4_t3) — C%*L, — aCty — o — C,.

Pro u = na t € [ty,t5] plati

xl(t):_wecm—t) B B—Cv, B

L § —
7 + ot Lot = St
- C o _

To(t) = —6TUeC(t4 RS g

Pro u = r(v,) na t € [t5,tg] plati

Pro u =0 na t € [tg, t7] plati

_ Yo _c(te—t) Vo
r1(t) = ——e +U0t +Lo_vot +_7
="z ‘ e (3.24)

To(t) = v,eC ),
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Pro w = —a na t € [t;, T] plati

T (t) = —%eC(T*“ — %t + % + %T + L,
Caow @ (3.25)
To(t) = o° ok

Rovnice pro spojeni soustav (3.24) a (3.25) v ¢ase t = {7 jsou

0 =C,eCtet) _ qeCT=17) 4 ¢
0 = — Cu,eCt=t) L C2ypte + C?L, — C2vots + Cv, (3.26)
+ac® Tt 4 aCt —a — aCT — C?L.

Funkcional vyjadiujici spotiebu energie je

Y I e B cnye
J= [ u"(t)z(t)dt = (1—e ""dt + (1 —e ™")dt
" 8- Co 5 e (3.27)
N o0 _C(ta—t) ~ 2
+/t4 B( — e +C> dH/ts Coldt.

Minimalizujeme funkcionél (3.27) za podminek (3.20), (3.23) a (3.26).

3.4. Analyza vysledku iloh s omezenim

Poslednim krokem v feSeni tilohy je napojeni obou scénart a analyza v Matlabu. Ve skriptu
podminky pro tento scénar vystupuje osm promeénnych, k nimz prislusi osm podminek
nerovnosti a ¢tyfi podminky rovnosti. Optimalizacnimi metodami v Matlabu ziskdme
numerické hodnoty pfepinacich ¢ast a energetického funkcionalu.

Tabulka 3.5: Numerické vystupy pro omezeni L, = 0,5, v, = 0,5

T o [ [t |t [t |t | [ T
2,4305 | 1,1070 | 1,1070 | 1,1070 | 1,2141 | 1,2141 | 2,0250 | 2,0250 | 0,6403
2,44 | 1,0414 | 1,0414 | 1,1799 | 1,2212 | 1,2212 | 1,9771 | 2,0621 | 0,5833
2,45 | 1,0159 | 1,0159 | 1,2125 | 1,2284 | 1,2284 | 1,9593 | 2,0846 | 0,5607
2,5 | 1,000 | 1,000 | 1,2345 | 1,2345 | 1,2345 | 1,8159 | 2,2093 | 0,5132
2,6 | 0,7791 | 1,1873 | 1,2664 | 1,2664 | 1,2664 | 1,7441 | 2,3612 | 0,4769
2,7 10,6931 | 1,3069 | 1,3069 | 1,3069 | 1,3069 | 1,7247 | 2,4911 | 0,4510

Vysledky optimaliza¢niho vypoctu jsou uvedeny v tabulce 3.5. Jak je vidét na ob-
razku 3.7, v prvnim tseku opét existuje kriticky ¢as Ty, ktery vyjadiuje, jakych jizdnich
rezimi vlak dosdhne. Pokud pro celkovy ¢as plati T' € [Thin, Tk, vlak bude zrychlovat,
pak pojede s vypnutym motorem a nasledné dobrzdi do pocatku rychlostniho omezeni.
Pokud v8ak plati T' € [T}, T4], vlak po zrychleni pojede rezimem konstantni rychlosti
a nasledné se jizdou s vypnutym motorem dostane do pocatku rychlostniho omezeni.
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Obrazek 3.7: Fazové portréty pro omezeni L, = 0,5, v, = 0,5

V' druhé ¢asti je pribéh jizdnich rezimt vzdy stejny - rezim s konstantni rychlosti, pti
kterém vlak jede rychlosti rovnou hodnoté omezeni, poté jizda s vypnutym motorem
a brzdéni do cilové stanice. Pokud omezeni nevejde v platnost, tedy plati T' > T4, vlak na
omezeni nenarazi a pribéh jizdy bude totozny s jizdou v tloze bez omezeni. Tyto vysledky
jsou pro piehlednost znazornény na obrazku 3.8, ktery dobfe ilustruje vlastnost reseni, ze
k optimalizaci dochazi v obou tsecich trati soucasné. Dalsi mozné modifikace této ulohy
spocivaji zejména v jinak zavedeném omezeni, napt. zavedeni nékolika riznych omezeni
na riznych tusecich drahy.
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V této praci jsme s pouzitim principu maxima vyftesili ilohu o energeticky optimalni
jizdé vlaku. Urcili jsme posloupnost jizdnich rezimi, vyjadrili prepinaci ¢asy a popsali
jejich vzajemné vztahy. Podatilo se analyzovat priibéh tlohy p¥i casech T),;, a Tk, stavy
ulohy rozdélit na oblasti ohrani¢ené prepinacimi kfivkami a ziskané zavislosti komentovat
a vyhodnotit. Prostfedi Matlabu umoznilo nejen efektivni numerické feSeni optimalizac¢ni
ulohy riznymi algoritmy, ale bylo také vyuzito ke grafickému vykresleni vSech zavislosti
a dalsim pomocnym vypoctim.

Néasledujici analyza se tykala modelu se zavedenym globalnim rychlostnim omezenim.
V praci probéhla také analyza dil¢ich tloh s omezenim a vlivu volby odporové funkce
na feseni Glohy. Finalni analyza se tykala tlohy s lokdlnim rychlostnim omezenim, kde
bylo stézejnim bodem feseni napojeni jizdnich rezimi pfi prechodu z ¢asti bez omezeni
do ¢asti s omezenim. Programy vytvorené v ramci prace a dalsi poznatky lze s tpravami
vyuZit pro feseni podobnych tloh tohoto typu s jinymi parametry (napf. jinak zavedené
omezeni).

Matematicky model pouzity k feseni tilohy zanedbava nékteré aspekty, se kterymi je
nutné pocitat pri aplikaci vysledkil optimalizace. Pfi realné jizdé vlaku by celkova jizda
byla ovlivnéna radou dalsich fyzikalnich faktorii, napf. tfenim, profilem trati, hmotnosti
vlaku a jeho dalsimi technickymi parametry, coz poskytuje potencial k formulaci celé fady
otevienych problémi. V ramci prace jsme pocitali pouze s linearnim odporem, ale odpor
mize byt i kvadraticky nebo jinak obecné zadany. Usek s rychlostnim omezenim se mize
na trati vyskytnout vice nez jednou, zaroven prislusna rychlostni omezeni mohou dosa-
hovat riiznych hodnot. Castokrat uvazovana modifikace je zvoleni jiného profilu trati ne’
line4drniho, napt. jizda vlaku do kopce nebo do udoli, kde se v prislusné analyze pribéh
jizdy vlaku méni na zdkladé gradientu stoupani nebo klesani trati. Dalsim problémem
muze byt jizda nékolika vlaki po stejné trati a hledani takového optimalniho tizeni, aby
nedoslo ke kolizi vlakt, kde navic kazdy z nich mize mit rozdilné technické specifikace
(napf. maximalni rychlost). Vy8e uvedené modifikace jsou pfedmétem intenzivniho vy-
zkumu, coz doklada rada ¢lankd na toto téma, viz. napf. [1], [4], [5], [7], [8], [13]. Snaha
o usporu energie, bezpe¢nost a pohodlnost v dopravnich systémech predstavuje motivaci
pro dalsi studium této problematiky.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolua

X stavovy prostor

T vektor stavovych proménnych
x(t) trajektorie

u(t) regulace

U obor regulace

E, eukleidovsky prostor fadu r
a pocatecni stav systému

b koncovy stav systému

fo(t) ucelova funkce

to pocatecni cas

17 predepsany koncovy cCas

T celkovy cas

1 ¢asovy interval

z(t) optimalni trajektorie

a(t) optimalni regulace

T optimalni ¢as

Vo, V1, ..oy U pomocné promeénné

H H* Hamiltonova funkce

J optimalizovany funkcional
S dil¢i optimalizované funkciondly

konvexni mnozina

V mnozina bod{ pro pripustné regulace

V(t,a) dosazitelna oblast

U uzavieny konvexni mnohostén

S pocet stén uzavieného konvexniho mnohosténu
S hladka varieta

h epigraf
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UTIL(Z(L’

Vkr

omezeni stavové proménné

rfad omezeni

deriva¢ni podminky

Lagrangetv multiplikator

vektor skokové podminky

poloha

rychlost

velikost brzdné sily vlaku

velikost hnaci sily motoru

hmotnost vlaku

odpor prostiedi

koeficient odporu

pocatecni bod trati

koncovy bod trati

délka trati

fizeni vlaku

fizeni vlaku v tloze energetické optimalizace
konstanty z feSeni systémi obycejnych diferencidlnich rovnic
minimalni cas

kriticky cas

prepinaci casy

dil¢i casy jizdy

maximalni rychlost

prepinaci kiivky

jizdni oblasti

pocatecni bod tiseku trati s rychlostnim omezenim
koncovy bod tiseku trati s rychlostnim omezenim
rychlostni omezeni

aktivacni cas

kriticka rychlost
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Prilohy
Zpracovani uloh v programu Matlab

Tato priloha obsahuje zdrojové kédy obsazené ve skriptech fcevlak.m, podminky.m, za-
dani.m a fportret.m.

fcevlak.m:

function J = fcevlak(x)
Jkonstanty

. -

hpredpis funkcionalu

J=x(4);
»J1=(B~2/C)*(x(2)-x(1) ) *(1-e~ (-C*xx (1)) ) "2;
5hJ2=(B"2/C~2) *(C*xx (1) +e~ (-C*xx(1))-1);
hI=J1+J2

podminky.m:

function [c, ceq] = podminky(x)
Jkonstanty

. .

%volba typu optimalizace
T=x(4);
%T=2.37;

hpodminky ve tvaru nerovnosti

c(1) = -x(1);
c(2) = x(1)-x(2);
c(3) = x(2)-x(3);
c(4) = x(3)-T;

Jipodminky ve tvaru rovnosti
ceq(1) = A*(e” (Cx(T-x(3)))-1)-Bx(1-e” (-C*x(1)))*e”~ (C*x(x(2)-x(3)));
ceq(2) = A*(x(3)-T)-CxL+B* (x(2)-x(2)*e” (-C*x(1))+x(1)*e” (-Cxx(1)));
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zadani.m:

clc; close all
stabulka hodnot ziskanych optimalizaci: T, tl, t2, t3, J
values = [2.1701 , 1.5845 , 1.5845 , 1.5845 , 0.7896; %Tmin
2.21, 1.4260, 1.4260, 1.78040, 0.6662;
2.317 , 1.3105 , 1.3105 , 2.0065 , 0.5802; Y%Tkr
2.5, 0.8458, 1.5558, 2.2489, 0.5063;
3.0, 0.5326 , 2.1192 , 2.8123 , 0.3902] ;
C=1; ’konstanta pro odpor

hvytvoreni a nastaveni grafu
figure

xlabel(’x_17);
ylabel(’x_2’);

axis([0 1.3 0 0.91);

box on

hold on

hvybereme rozsah radku z tabulky, ktere chceme vykreslit
kmin=1;

kmax=5;

v=kmax-kmin+1; %pocet scenaru

hinicializace promennych

n=3; JYmaximalni pocet prepnuti

xx1=zeros(v,n); %vytvori nulove matice pro body prepnuti

xx2=zeros(v,n) ;

a=1; Ypomocna promenna pro zapis vysledku

p=[0,0]; %volba pocatecniho bodu

plops={’b’,[0 0.5 0],’r’,’k’,[0 0.6 1],’m’,[0.6 0.2 0]}; Y%soustava barev

hvykreslovani jednotlivych scenaru

for k=kmin:kmax

T=values(k,1); %vyber hodnot z tabulky
ti=values(k,2);

t2=values(k,3);

t3=values (k,4);

plop=plops{k}; %kazdemu scenari priradi jinou barvu
[xx1,xx2]=fportret(xx1,xx2,a,C,t1,t2,t3,T,p,plop);
a=a+l;

end

xx1,xx2 Yzobrazeni vysledku

xx1(xx1==p(1,1)) = nan; Y%prepise p(1,1) na ’NaN’

xx2 (xx2==p(1,2)) nan;

plot(xx1,xx2,’r+’) Jcervenymi krizky vykresli stavy v prepinacich casech
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legend(’T=2,17’,’T=2,21’,’T=2,31’,’T=2,50’,’T=3,0’,’T=4,0’,’T=5,0’,
’Location’,’northeast’)

fportret.m:

v zavislosti na hodnotach casu t se vykresluje prislusna kombinace
%hjizdnich rezimu, vystupem jsou vektory xx1l, xx2 souradnicc x1, x2
v prepinacich casech

function [xx1,xx2]=fportret(xxl,xx2,a,C,t1,t2,t3,T,p,plop)
hvykresleni 1. rezimu

%1. rezim

u=1; %nastaveni regulace

f=0(t,x) [x(2,:);u-Cxx(2,:)]; %soustava rovnic
[t,xI]=o0de45(f, [0,t1],p); %hodnoty casu t a souradnic x1, x2
Jvepise hodnoty souradnic v bodech prepnuti do vektoru
xxl(a,1)=xI(end,1);

xx2(a,1)=xI(end,2);

hvykresluje souradnice xl1 a x2
plot(xI(:,1),xI(:,2),’Linestyle’,’~’,’color’,plop)

hvykresleni 4. rezimu

if t1==t2 && t2==t3

%4. rezim

u=-1;

f=0(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];
[t,xII]=0ded5(f,[t3,T],xI(end,:));

plot (xII(:,1),xII(:,2),’Linestyle’,’-’,’color’,plop,
’HandleVisibility’,’off’)

hvykresleni 3. a 4. rezimu

elseif tl1==t2

%3. rezim

u=0;

f=0(t,x) [x(2,:);u-Cxx(2,:)];
[t,xII]=0de45(f,[t2,t3],xI(end,:));
xx1(a,2)=xII(end,1);

xx2(a,2)=xII(end,?2);

plot (xII(:,1),xII(:,2),’Linestyle’,’-’,’color’,plop,
’HandleVisibility’,’off’)

%4. rezim

u=-1;

f=0(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xIII]=0de45(f, [t3,T],xII(end,:));

plot (xIII(:,1),xIII(:,2),’Linestyle’,’-",’color’,plop,
’HandleVisibility’,’off’)
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hvykresleni 2., 3. a 4. rezimu

else

%2. rezim

u=C*xI(end,?2);

f=0(t,x) [x(2,:);u-C*xx(2,:)];

[t,xII]=o0ded5(f, [t1,t2],xI(end,:));
xxl1(a,2)=xII(end,1);

xx2(a,2)=xII(end,2);
plot(xII(:,1),xII(:,2),’Linestyle’,’~’,’color’,plop,
’HandleVisibility’,’off’)

%3. rezim

u=0;

f=0(t,x) [x(2,:);u-C*x(2,:)];

[t,xIII]=0de45(f, [t2,t3],xII(end,:));
xx1(a,3)=xIII(end,1);

xx2(a,3)=xIII(end,2);

plot (xIII(:,1),xIII(:,2),’Linestyle’,’-",’color’,plop,
’HandleVisibility’,’off’)

%4. rezim

u=-1;

f=0(t,x) [x(2,:);u-C*xx(2,:)];

[t,xIV]=ode45(f, [t3,T],xIII(end,:));

plot (xIV(:,1),xIV(:,2),’Linestyle’,’-’,’color’,plop,
’HandleVisibility’,’off’)

end
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