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Abstrakt

Predlozena bakalarska prace se zabyva vypoctem deformace uzavieného zaktiveného prutu
(krouzku) s pficnym prutezem ve tvaru U. Price je rozdélena do ¢tyf ¢asti. Prvni ¢ast
stru¢né pojednava o teoriich, které byly vyuzity pri feSeni zadaného problému. Jmenovité
je jako prvni uveden energeticky pristup a s nim spojené teorie slabé a silné zaktivenych
prutt, dale pak klasické nosnikové teorie — Timosenkova a Euler-Bernoulliho. Druhé ¢ast
obsahuje vSechna odvozeni potifebna pro analytické feseni daného problému a to jak pro
teorie slabé, tak pro teorii silné zakrivenych prutt. Ve treti ¢asti je popsana tvorba vypoc-
tovych modeltl a numericky vypocet, ktery byl proveden pomoci prislusného vypoctového
softwaru vyuzivajictho MKP. Zavérecna ¢ast se vénuje srovnani vysledki analytického a
numerického feseni a jejich zhodnoceni.

Summary

Presented bachelor’s thesis deals with a computation of a closed curved beam (ring) de-
formation with a U-shaped cross section. The thesis consists of four parts. In the first
part a brief summary of theories used for analytical solution is given. Specifically energy
approach and related straight and curved beam theories, Timoshenko beam theory and
Euler-Bernoulli beam theory are listed. The second part contains a complete analytical
solution of given problem for both straight and curved beam theories. In the third part
a design of computation models and numerical solution is described. In the last part,
obtained values are compared and reviewed.

Klicova slova
slabé zakfiveny prut, silné zakriveny prut, vypocet deformace, uzavieny prut, krouzek,
Timosenkova teorie, Euler-Bernoulliho teorie, tvarovy soucinitel pricného prifezu
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KAPITOLA 1. UVOD

1 Uvod

Jednim ze zakladnich tkolii pruznosti pevnosti je fesit problematiku spojenou s defor-
maci, popisem napjatosti a porusovanim soucasti i celku technickych objektia. Aby byla
zajisténa dostatecna provozni bezpecnost, spolehlivost a zivotnost strojniho vyrobku, je
tfeba pti jeho navrhovéani zvolit vhodny vypoctovy model (analyticky, numericky). Ten je
tfeba vzdy navrhnou tak, aby vyhovoval jak z hlediska vypoctové narocnosti a slozitosti,
tak z hlediska presnosti popisu deformace a napjatosti skutecné soucasti.

V bézné technické praxi se lze ¢asto setkat s geometricky slozitymi télesy. Reseni na-
pjatosti a deformace takovych téles pro linearni tlohy je spojeno s rozvojem vypocetni
techniky v 70. letech 20. stoleti a nastupem numerickych metod feseni, zejména pak me-
tody konec¢nych prvki. Predtim byla ziskdna a odvozena feseni hlavné pro geometricky
jednodussi télesa, ktera byla navic ¢asto omezena silnymi predpoklady o napjatosti a de-
formaci [1].

A7 do zacatku 19. stoleti byla témér vyhradni ndplni pruznosti pevnosti analyza prutu.
Zaklady prutové teorie polozili Robert Hooke (1653-1703) a E. Mariotte (1628-1684), kteti
nezavisle na sobé dokazali pfimou timérnost mezi napétim a deformaci. Dalsi vyznamnou
osobnosti v déjinach pruznosti pevnosti byl svycarsky vSestranny védec Leonardo Euler
(1707-1783). Jeho stézejnim prispévkem bylo nalezeni koeficientu imérnosti mezi ohybo-
vym momentem a kiivosti ohybové ktivky. To umoznilo zavedeni zkousky ohybem a tim
ziskani modulu pruznosti i jinym zplsobem nez ze zkousky tahem. Euler se také zao-
biral vzpérem stihlych pruti, zatizenych osové tlakovou silou. Za zakladatele pruznosti
pevnosti je povazovan francouzsky inzenyr Louis Navier (1785-1800), jehoz zék A. J. C.
Barré de Saint Vénant (1979-1886) uvedl prvni spravnou teorii krouceni masivnich pruti.
Ve 20. stoleti byla prutova analyza dale rozvijena a obohacena napiiklad o teorii krouceni
tenkosténnych profilt, ¢i maticové algoritmy pro feseni prutovych systému [2].

Pruty patii v technické praxi stale mezi elementarni konstrukéni prvky a jsou hojné
vyuzivany napriklad ve strojirenstvi, ¢i stavebnictvi [2]. Vykazuji velikou riznorodost a lze
je clenit do skupin hned podle nékolika hledisek. Jedno z hledisek je i kiivost stiednice
prutu. Se zakfivenymi pruty se lze v technické praxi setkat kazdy den, naptiklad v podobé
zavésného Sroubu, haku jerabu ci ¢lanku retézu.

(a) Prevzato z [3]. (b) Prevzato z [4]. (c) Prevzato z [5].

Obrazek 1.1: Zaktivené pruty v bézné technické praxi.
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Zakrivenymi pruty se zabyva i predlozena préace, nebot jejim cilem je vypocet posuvu
v misté stfednice uzavieného zakfiveného prutu (krouzku). Obecné lze k vypoctu napja-
tosti a deformace zakrivenych pruti pristupovat rizné. K reseni zadaného problému je
pro analyticky vypocet deformac¢niho posuvu vyuzit energeticky pristup a s nim spojené
teorie slabé a silné zakfivenych pruti, které jsou uvedeny v [1]. K vypoétu numerickému
byl zvolen vypoctovy software ANSYS Mechanical APDL 16.2 pracujici s metodou konec-
nych prvki. Z hlediska charakteru zadaného problému je vhodnou volbou vypocet pomoci
dvou prvki — prutového prvku BEAM189 a objemového prvku SOLID186. K numeric-
kému Teseni je nepiimo vyuzita i Timosenkova nosnikovd teorie, na které je vystavén uve-
deny prutovy prvek [6]. V zdvéru prace je provedeno srovnani obdrzenych vysledki, jejich
zhodnoceni, pripadné vysvétleni odlisnosti a doporuceni pouziti jednotlivych pristupii.
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KAPITOLA 2. TEORETICKY ZAKLAD

2 Teoreticky zaklad

2.1 Linearni pruznost

P1i rozboru kazdé tulohy pruznosti je tfeba nejprve rozlisit, zda bude resena jako tuloha
linearni, ¢i nelinearni. Toto posouzeni ma zcela zasadni vyznam a to hned z nékolika
vstupni proménné, matematické znalosti inZzenyra a v neposledni fade také typ chovani
télesa.

Linearni vztah mezi vnéjsimi silami, parametry napjatosti a deformaci télesa vysetruje
pruznost linearni. Ta je predpokladana i pri feseni zadaného problému. Aby byl tento
predpoklad platny, musi byt splnény nasledujici podminky [1]:

e materidl télesa je linedrné pruzny,
e deformace télesa jsou malé,
e napjatost nezavisi na historii zatézovani,

e okrajové podminky ulohy jsou linearni.

2.1.1 Linearné pruzny material

Reseni dané problematiky je tedy omezeno na oblast pruznych (vratnych) deformaci. Jak
jiz jejich nazev napovida, takové deformace vzdy po odlehéeni vymizi. To znamena, ze
pruzna deformace télesa je v daném okamziku zavisld jen na parametrech zatizeni v daném
okamziku a je naopak nezavisla na tom, jak bylo téleso zatizeno v minulosti. Dale plati
také to, ze jestlize zustava téleso v celém pritbéhu zatézovani pruzné a nevznikaji zadné
jiné zmény, pak se prirtustek deformacni prace preméni v prirtstek energii napjatosti
akumulované v télese

dA = dW. (2.1)

Tato rovnost je definovana jako zdkon zachovdni energie pro pruzné téleso. Pokud je
navic z nezatizeného stavu zatizeno téleso majici nulovou vnitini napjatost, plati vztah
pro celkové hodnoty deformacni price a energie napjatosti [1]

A=W (2.2)

Vlastnost materidlu, kterd podminuje pruznou deformaci, se nazyva pruznost. Dle lite-
ratury [1, s. 36] je tato vlastnost definovana nasledovné: , Pruznost je vlastnost materidlu,
kterd je podminéna jeho strukturou (typem a parametry krystalové mriZe, jejich usporid-
ddnim atd.), provoznimi a zatéZovacimi podminkami.“ Matematicky ji lze vyjadrit jako
funkcni zavislost mezi tenzorem napéti a tenzorem pretvoreni. Ta je obecné, v pripadé
pruzného materialu, nelinedrni. V pripadé linedrné pruzného materidlu ma tato zavislost
tvar piimky a je charakterizovana fyzikalnimi vztahy, které se souhrnné oznacuji jako
obecny Hookuv zdkon — viz obr. 2.1.

Tyto vztahy je mozné s dostatecnou presnosti aplikovat i na nejbéznéjsi strojiren-

UMTMB 17



2.1. LINEARNI PRUZNOST

F
(D linedrné pruzné téleso

@ nelinedrné pruzné téleso

R4
/‘/ :
e 3
@ f./ T zatézovani
/ T odlehcovént
ydo
/

u

Obrazek 2.1: Pruzny material. Predloha z [1].

sky materidl — ocel. Ve standardni technické praxi lze také predpokladat, ze materidl
bude izotropni. V takovém pripadé lze pruzné vlastnosti materialu charakterizovat dvéma
nezavislymi konstantami, tzv. Youngovym modulem (modulem pruznosti v tahu) E a Po-
issonovym ¢islem (soucinitelem pfi¢ného pretvoteni) p.

2.1.2 Obecné véty linearni pruznosti

V ramci linedrni pruznosti byly zformulovany nasledujici véty, které jsou vyuzity pii ana-
lytickém teseni zadaného problému.

Véta o superpozici napjatosti a deformace

Napjatost a deformace télesa €2 zptisobena silovou soustavou II je rovna souc¢tu napjatosti
a deformaci zplisobenych jednotlivymi silovymi uc¢inky této soustavy, nezalezi pfitom na
potadi zatézovani [7].

Véta o vzijemnosti praci (Bettiho véta)

Je definovano linedrné pruzné téleso €2, které je z vychoziho nezatizeného stavu zatézovano
dvéma osamélymi silami F, a Fy. Pii pusobeni sil se téleso deformuje a pusobisteé sil se
tedy posouvaji. Obecné je posuv plisobisté sily F, po jeji nositelce zpiisobeny piisobenim
sily ]5] oznacen symbolem u;;. Toto téleso je postupné zatézovano dvéma zpisoby dle
obr. 2.2a a 2.2h:

P1i prvnim zptsobu zatézovani je prace A; rovna

1 1
Ay = A+ (Ap + Ag) = §F1U11 + Fiugp + §F2U22- (2.3)

18 FSI VUT v Brné



KAPITOLA 2. TEORETICKY ZAKLAD

F:0—F —»FUF

F:)=F— FKBLUF

/] /]
] = 7 =
e F1 /] — F2
] 7 F
/—Q = /—E' - | }
/ = ;. ; ........ Ull / - ;- ; ........ ¢
/] R N = e =< it SR U929
/ =~ ~ <. F2 / = u Tee o
e S U2 % RIS AR
e S Q d S e - 4
U22 N < U21
N
(a) Prvni zptsob zatézovani. (b) Druhy zptsob zatézovani.
Obrazek 2.2: Bettiho véta.
Pri druhém zpusobu zatézovani lze pak praci Ay vyjadrit rovnosti
1 1
Ay = Aoy + (Ao + Any) = §F2U22 + Fougr + §F1U11~ (2.4)
V souladu s predchozi vétou nezavisi na historii zatézovani ani vykonana prace:
A = A, (2.5)

Potom po dosazeni vztahu (2.3) a (2.4) do rovnice (2.5) a nasledné tprave plati rovnost

(2.6)

Fiuyg = Foug.

Tento vysledek lze slovné interpretovat nasledujici vétou:

Prdce vykonand silou Fy na posuvech vyvolangch silou Fy (u12) je stejné velkd jako price
vykonand silou Fy na posuvech vyvolangch silou Fy (ug) [7].
Véta o vzajemnosti posuvia

Véta o vzajemnosti posuvi vyplyva pfimo z Bettiho véty o vzajemnosti praci. Plsobi-li
na linearné pruzné téleso €2 v bodech oznacenych 1 a 2 jednotkové sily €7, €5, které zpuisobi
posuvy znacené 79, 1721, potom plati rovnost:

M2 = 721- (2.7)

Veli¢iny 712, 121 se nazyvaji jako tzv. pri¢inkové soucinitele [1].

Véta o deformacni praci silové soustavy

Jestlize na linearné pruzné téleso () pusobi silova soustava Il obsahujici osamélé sily
Fi ... F,, osamélé silové dvojice M ... M,,, objemové sily urc¢ené rozlozenim & v €2, plosné
sily urcené rozlozenim p na I', plosné dvojice urcené rozlozenim m7,, liniové sily urcené
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2.1. LINEARNI PRUZNOST

rozlozenim ¢ a liniové dvojice urcené rozlozenim 77, na v, pak celkovou deformacni praci
vykonanou soustavou II lze vyjadrit jako [1]

12 12 1 1
= SN Fu 4 =S Moo, f/ s f/ s
2; u +2jz::1 jg0]+2 | pu +2 e +

(2.8)
+1/ d+1/ dl+1/ i
— [ oudv + = [ qu —[m .
2 Ja 2,1 9 J, ¥
Ve vyse uvedené rovnici vystupuji veli¢iny u a ¢, které vyjadiuji nésledujici:
u — posuv pusobisté osamélych nebo elementarnich sil ve sméru jejich nositelek vy-
volanych silovou soustavou II,
¢ — zménu uhlu pfimky pevné spojené s ptsobistém osameélé nebo elementarni silové

dvojice vyvolané silovou soustavou II.

Véta Castiglianova

Tato véta ma v linedrni pruznosti velky vyznam, nebot je obecnou metodou pro urcovani
deformaci.

Je uvazovano linedrné pruzné téleso (1 zatizené silovou soustavou II tvorenou pouze
osameélymi silami I = {F]_, FQ, e FZ, : F n}. Toto téleso je zatézovano dvéma zpusoby
dle obr. 2.3a a 2.3b.

F:() =T —TluUdF, F:0— dF, — dF; UTI
(a) Prvni zptisob zatézovéni. (b) Druhy zptsob zatézovani.
Obrazek 2.3: Castiglianova véta.

Deformacni prace vykonané pri jednotlivych zpiisobech zatézovani jsou poté rovny:

0A
A = A, + — dF, 2.9
1 + oF, (2.9)
1
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Jak jiz bylo zminéno diive, velikost deformacni prace nezavisi na historii zatézovani, proto
lze psat

Po dosazeni rovnic (2.9) a (2.10) do vyse uvedeného vztahu a nésledné tprave je ziskan
vztah pro posuv (Clen se dvéma diferencemi % dF; du; lze pti apravé zanedbat, nebof jeho
prispévek je velmi maly)

_0A oW

Ui = 7= of

Takto lze odvodit prvni ¢ast Castiglianovy véty, kterou lze obecné urcit posuv. Analogicky

lze odvodit i ¢ast druhou. Misto osamélé sily F je uvazovana osaméld dvojice M a misto
posuvu u thel natoceni ¢

(2.12)

oA oW
PiT oM, OM,

Prvni a druhou ¢ast Castiglianovy véty lze slovné interpretovat takto:

(2.13)

Deformacni posuv piusobiste sily F po jeji nositelce je dan parcidlni derivaci celkové energie
napjatosti télesa (soustavy) podle této sily. Uhel natoceni v misté piisobent silové dvojice je
ddn parcidlni derivact celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této silové dvojice.
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3 Energeticky pristup

Pro analyticky vypocet deformac¢niho posuvu v bodé stfednice zadaného krouzku je vyu-
zit energeticky pristup uvedeny v [1]. Ten deformaéni posuv urcuje pomoci vyse zminéné
Castiglianovy vétu. Jak lze vidét z rovnice (2.12), pro vypocet posuvu je nezbytné znét
energii napjatosti akumulovanou v télese. Pro jeji urceni je vyuzit zakon zachovani energie
(viz rov. (2.1)), ktery definuje vztah mezi deformacni praci silové soustavy pusobici na
téleso a energii napjatosti ulozené v télese. To, Ze je tento pristup pro feseni zakfivenych
prutt vhodny potvrzuje i Timosenko v [8].

Nejprve je vsSak treba prut definovat. V nasledujici podkapitole je kromé definice uve-
deno i zédkladni déleni pruti dle riznych kritérii.

3.1 Prut v pruznosti

priény prufez ¥

strednice

normalova rovina

Obrazek 3.1: Pojem prut v pruznosti. Pfedloha z [1].

Prut lze v pruznosti definovat jako nejjednodussi model realného télesa z hlediska typu
napjatosti a deformace. Teoretické prutové téleso, viz obr. 3.1, musi splnovat urcité geo-
metrické, deformacni a napjatostni predpoklady. Ty jsou souhrnné oznacovany jako tzv.
prutové predpoklady [1].

3.1.1 Geometrické predpoklady
1. Prut je jednoznac¢né urcen stiednici v a v kazdém bodé strednice pricnym prirezem

W. Ten obsahuje vSechny body télesa, které lezi v normélové roviné. Geometrické

VVev

2. Strednice v je hladka a spojita krivka konecné délky.

3. Pri¢ény prifez U je definovan jako spojitd souvisla oblast, charakterizovana prire-
zovymi charakteristikami a ohranicena obrysem.

UMTMB 23



3.1. PRUT V PRUZNOSTI

4. Délka strednice v je fadové nejméné stejné velka jako nejvétsi z rozméri pricného
prifezu.

3.1.2 Vazbové a zatézovaci predpoklady

1. Vazbami jsou omezovany pouze thly natoceni a posuvy bodu stfednice prutu.

2. Zatizeni je realizovano na stfednici v pomoci silového ptisobeni osamélych a liniovych
sil nebo silovych dvojic.

3.1.3 Deformacni predpoklady

1. Béhem deformace si stfednice prutu zachovava svoji spojitost a hladkost.
2. Prictné prurezy zustavaji vzdy rovinné a kolmé k deformované strednici, pouze se
vzajemne:
e priblizuji (tlak), oddaluji (tah) a deformuji se,
e natéceji se kolem osy lezici v priéném prifezu ¥ (ohyb) a deformuji se,
e natéceji se kolem osy kolmé k pri¢nému prurezu ¥ (krut) a nedeformuji se,

e posouvaji se kolmo ke stiednici (smyk).

3.1.4 Napjatostni predpoklady

V bodé prutu vznikd zvlastni pripad dvojosé (rovinné) napjatosti, tzv. prutovd napjatost,
viz obr. 3.2. Ta je ur¢ena normalovym a smykovym napétim v pri¢ném fezu vedenym
timto bodem, pricemz vsechny ostatni slozky tenzoru napéti jsou nulové [10]:

Oy Tay O o, 0 Tps
To = |7y 0 O nebo T, =10 0 0
0O 0 O T, 0 0

Obrazek 3.2: Prutova napjatost.
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3.2 Klasifikace pruti

Jak jiz bylo zminéno drive, pruty jsou velmi rozmanité a lze je délit dle rtiznych hledisek
hned do nékolika skupin. V této kapitole jsou blize rozvedena ta, ktera jsou vyznamné
pro feseni zadaného problému.

3.2.1 Déleni dle geometrie prutu

ANANNNNNN\N

ARSDRSNNNNNY
() (b) (c)

Obrazek 3.3: Déleni dle kfivosti stfednice prutu:
(a) pfimy prut, (b) zakfiveny prut rovinny, (c) zakfiveny prut prostorovy.

A. dle kfivosti stfednice — viz obr. 3.3
B. dle uzavrienosti strednice

(i) oteviené — prave jeden fez w vedeny bodem strednice rozdéli prut na dva prvky,

(ii) uzaviené (n-krat) — prut je rozdélen na dva prvky Fezem w vedenym pravée
(n+1) body stfednice.

C. dle poméru poloméru kiivosti prutu k charakteristickému rozmeéru pri¢ného prifezu
Toto hledisko mé pro analytické feSeni zadaného problému zasadni vyznam a je
detailnéji rozvedeno v podkapitole 3.3.

(i) slabé zakfivené pruty — napjatost a deformaci u nich lze uré¢it s ohledem na
danou rozlisovaci troven pomoci vztaht odvozenych pro pruty primé,

(ii) silné zakfivené pruty — nelze pro né vyuzit vztahy pro piimé pruty, avsak
rovinnost Tezu zlstava zachovana.

D. dle tvaru pricného prurezu

(i) elementarni prufezy — kruh, ¢tverec, obdélnik, . ..
Pro elementarni prirezy lze pomérné snadno odvodit jejich priifezové charak-
teristiky, nebof lze pti jejich odvozovani casto vyuzit symetrie. V analytické
linedrni pruznosti se lze setkat vyhradné s témito typy prufrezi.
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(ii) profily — I, U, Z, T, ... profily
Tyto tvary jsou uréeny normou a hojné rozsiteny v bézné technické praxi.

(iii) obecné prirezy

E. dle symetrie stfednice, pricného priifezu — viz obr. 3.4

an
RN

(a) (b) ()

Obrazek 3.4: Déleni dle symetrie stfednice a priéného prirezu:
(a) nesymetricky, (b) symetricky podle jedné nebo vice os, (¢) rotacné symetricky prut.

3.2.2 Déleni dle vazeb
(i) volné pruty
(ii) vézané pruty

(a) staticky urc¢ité — viz obr. 3.3a

(b) staticky neurcité

3.2.3 Déleni dle zatizeni

(i) jednoduché zatizeni

(ii) kombinované zatizeni

3.3 Slabé a silné zakrivené pruty

Zakrivené pruty lze dle poloméru ktivosti prutu k charakteristickému rozméru pricného
prifezu prutu rozdélit na dvé skupiny — pruty zaktivené slabé a silné. Teorii zaktivenych
prutd se intenzivné zabyvali E. Résal a E. Winkler v 70. letech 19. stoleti, pozdéji jejich
uvahy dale rozvedli F. Grashof a K. Pearson. U zakfiveného prutu namahaného ohybem
se totiz v zavislosti na poloméru ktivosti stfednice méni rozlozeni normalovych napéti po
pricném prifezu a poloha neutralni osy prutu. Podrobnéjsi rozbor této teorie lze nalézt
napiiklad v knize [8].

Slabé zakrivené pruty se pri namahani zakladnim ohybem vyznacuji linearni distri-
buci normalovych napéti po pricném prifezu a tim, ze neutralni osa zustava shodna se
stfednici prutu. Napéti a energii napjatosti takového prutu lze proto na dané rozlisovaci
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KAPITOLA 3. ENERGETICKY PRISTUP

NENTi ZAKRIVENY PRUT
ZAKRIVENY PRUT SILNE SLABE
h

R/h <1 R/h tadové rovno 1 R/h >>1

Obrazek 3.5: Déleni zakiivenych prutu. Predloha z [1].

urovni urcovat podle vztaht pro pruty primé.
posouva blize ke stfedu kfivost prutu o parametr nazyvany excentricita oznaceny symbo-
lem e. V priéném priifezu vznika jako v pripadé primého prutu tahové a tlakové normalové
napeti. To je vsSak rozlozeno hyperbolicky, s nulovou hodnotou v neutralni ose. Energie
napjatosti i napéti poté musi byt urc¢eny pomoci jinych vztaht nez pro pruty primé.
Jako vhodné kritérium pro rozliSeni toho, zda je jesté prut zakiiveny slabé nebo jiz ne,
se jevi zavislost poméru charakterizujici geometrii prutu R/h na veli¢iné Ac. V uvedeném
poméru vyjadiuje R polomeér zakiiveného prutu vztazeny ke stiednici a h charakteristicky
rozmér pricného prirezu. Velicina Ao udava odchylku napéti o, stanovenou dle vztahu
pro napéti v silné zakiiveném prutu od napéti o, stanoveného dle vztahu pro pruty primé

a vypocita se dle vztahu
o,

2% 100 [%). (3.1)

Oy

No =

Pribliznou zéavislost poméru R/h na veli¢iné Ao lze vidét na obr. 3.6.

Obecné lze Tici, ze pruty, jejichz polomér je na dané rozliSovaci Grovni znacné vétsi
nez charakteristicky rozmér, tj. R >> h, lze aproximovat teorii slabé zakfivenych prutt.
Pro ptipady, kdy je R > h, je poté vhodné pouzit teorii silné zakfivenych pruti. Na dané
rozliSovaci trovni je jako pomyslnd hranice mezi pruty slabé a silné zakrivenymi zvolen
pomér R/h, pro ktery se velicina Ao rovna priblizné 8 %, to je totiz chyba prijatelna. Tato
hodnota odpovida v grafu na obr. 3.6 pfiblizné poméru R/h = 5. S klesajicim pomérem
R/h se charakter prutu stéle vice odchyluje od prutovych predpokladu a vznikd v ném
obecnéjsi napjatost. Pro pomér R/h < 1 jiz proto nelze vyuzit ani teorii silné zaktivenych
prutt. Pomyslné hranice mezi jednotlivymi skupinami ilustruje obr. 3.5.

Urcenim rozliSovaci hranice mezi slabé a silné zaktivenymi pruty se zabyval i S. Ti-
mosenko. Ten ve své knize [8] zvolil podobny postup jako je uvedeny vyse a jako vhodnou
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No

60

\ 22,9

20 AN

1 2 5 10 R/

SILNE Z. | SLABE Z.

Obrazek 3.6: Zavislost veliciny Ao na poméru R/h pro kruhovy prufez o pruméru h.
Predloha z [1].

hranici zvolil pomér R/h = 10. Ten odpovidd chybé zhruba 3 % . Stejny autor také
pozdéji ve své knize [9] srovnal feseni pomoci zminéné teorie silné zakiivenych s feSenim
pomoci teorie elasticity. To je teorie pokrocilejsi, zaloZzena na principu virtualnich praci a
méla by poskytovat feseni nejpresnéjsi. Vysledkem srovnani bylo, Ze aproximace pomoci
hyperbolického rozlozeni napéti je vyhovujici a jen mirné se lisi od pfesného feSeni.

3.4 Vztahy pro napéti v prutu

Pro odvozeni energie napjatosti je potfeba znat napéti plisobici v pficném priitezu, kterd
jsou vyvoldna jednotlivymi slozkami VVU. V néasledujici podkapitole jsou proto uvedeny
vztahy pro napéti od norméalové, posouvajici sily a ohybového momentu.

Normalové napéti vyvolané normalovou silou N pro primy prut se urci dle vztahu

N
ON = g, (32>

kde N je normalova sila a S je plocha pricného prufezu.

Smykové napéti od posouvajici sily T pro primy prut lze na trovni pruznosti
prutt urcit pro tyto pripady [10]:

1. pri¢né prifezy alespon s jednou osou symetrie,

28 FSI VUT v Brné



KAPITOLA 3. ENERGETICKY PRISTUP

2. tenkosténné pri¢né pritezy — profily.

Pro oba tyto pripady navic musi byt splnény tyto predpoklady:
e prut je prizmaticky,
e povrch prutu neni zatizen smykovymi silami.

Pro prvni ptipad musi byt také splnéno, ze nositelka posouvajici sily je osou symetrie
pricného prurezu. Pro druhy pripad se zase predpoklada rovnomérné rozlozeni smykovych
napéti po tloustce profilu.
P1i splnéni téchto predpokladi lze smykové napéti pri namahani prutu ohybem urcit
pomoci tzv. Zuravského vztahu
T (z)Uyw, (2)

T = b(z—)Jy’ (3.3)

kde T'(x) je posouvajici sila, Uyy, (z) linedrni moment plochy ¥; k neutralni ose, b(z) sitka
pri¢ného prifezu a J, osovy kvadraticky moment vzhledem k neutralni ose.

Normalové napéti od ohybového momentu M, pro primy prut je pro pripad
zékladniho ohybu (musi platit, Ze pouze jedna ze slozek ohybového momentu je nenulovéa
M, = M,,; M,, = 0) urceno rovnici

OM, = 7%, (34)

kde z urcuje polohu. Je také tfeba poznamenat, ze uvedeny vztah plati pouze v hlavnim
centralnim souradnicovém systému.

Napéti od ohybového momentu M, pro silné zakfiveny prut je za stejnych pred-

pokladi definovan jako
M,
oM, = & (35)

Ser—z’

kde e je excentricita a r je polomér neutralni osy.

3.5 Energie napjatosti prutu

Celkovou energii napjatosti akumulovanou v prutu od vsech slozek VVU lze uréit pomoci
principu superpozice jako soucet

W =W, +W,, (3.6)

kde W, oznacuje energii napjatosti od normalovych napéti a W, energii napjatosti od
napeéti smykovych. Ty se urci podle vztaht

1 2
W, = ﬁ/va av, (3.7)
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|
WT:—/ 24V, 3.8
2G VT (38)

kde G je modul pruznosti ve smyku.

V zak¥iveném prutu namahaném ohybem jsou nenulové viechny slozky VVU. Proto je
treba pri odvozovani energie napjatosti pro zakfivené pruty pocitat jak s obéma slozkami
normalového napéti, tak se slozkou napéti smykového.

3.6 Energie napjatosti pro slabé zakriveny prut
Jak jiz bylo zminéno drive, energie napjatosti ve slabé zaktiveném prutu je shodna s energii

napjatosti akumulovanou v prutu pfimém. K odvozeni lze tedy vyuzit vztahy pro napéti
v primych prutech odvozené v podkapitole 3.4.

Energie napjatosti od normalovych napéti

Normalova napéti ve slabé zaktriveném prutu jsou vyvolana jak normalovou silou N, tak
ohybovym momentem M,, rovnice (3.7) se upravi na

1 1
Wazﬁ/‘/(UN+O-MO)2 dvzﬁ/‘/<0'N2+20'NUMO+O'§/[0) dv. (39)

| @

Po dosazeni vztaht pro napéti (3.2) a (3.4) nabude rovnice tvaru

1 N2 N M
Wng/ 248+ 2/7 o
2E7l s? v S g,

Jelikoz v hlavnim centralnim souradnicovém systému plati

[ 22ds =, |z as=0,=0, [ as =s.
v v v
rovnice nasledné prejde do tvaru
1 M? N?
W, = — ° q /—d . 3.10
2E<7Jy “vsx> (3.10)

Energie napjatosti od smykovych napéti

Pro pifmy prut lze energii napjatosti od posouvajici sily ur¢it dosazenim Zuravského
vztahu (3.3) do rovnice (3.8)

22 1()5 2
W= | L w98 o (L B ) L S 0o

B
dr. (3.11)

_ BT
T 2G ), S

Velic¢ina 3 se nazyva tvarovy soucinitel pricného prurezu, ktery je detailnéji rozveden
v podkapitole 3.8.
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Celkova energie napjatosti ve slabé zakfriveném prutu

Celkova energie napjatosti akumulovana ve slabé zakfiveném prutu od viech slozek VVU
se urdéi jako soucet energie napjatosti od normélovych i smykovych napéti dle rov. (3.6)
jako
1 M? 1 N? T?

> d dz + b5 dx. (3.12)

W= —— i
28 ), 7, YT eE ), S 2G ), S

3.7 Energie napjatosti pro silné zakriveny prut

Energie napjatosti od normalovych napéti

Postup urceni energie napjatosti od normalovych napéti v piipadé silné zakiiveného prutu
je stejny jako v pripadé prutu slabé zakiiveného. Misto vztahu pro ohybovy moment v pti-
mém (slabé zakiiveném) prutu (3.4) je vsak tfeba dosadit vztah (3.5), ktery je odvozeny
pro pruty zakrivené silné.

Po dosazeni prislusnych vztaht nabude rovnice (3.9) tvaru

W"_zE//S2e2 3 45" dso+ E// Se (

1

1 N2
+ 55 / = dS ds,
3

kde 1ze délku vlakna ds, ve vzdéalenosti z od neutralni osy, ktera se méni v zavislosti na
radidlnim parametru p, vyjadrit pomoci délky ds, ktera zustava v konstantni
ds = Rd ds r—z r—z
o 14 °o_ P _ — ds,

= = = ds.
ds, :pdwz(r—z)dgo} ds R R R

Vytesenim diléich integralt 1, 2 a 3 ve vztahu uvedeném vyse lze ziskat vysledny vztah
pro energii napjatosti od norméalovych napéti

1o | MN | N
W, = — ds — = [ =2 = s 313
2F |, SeR £),sr® Tap) g% (3.13)

Energie napjatosti od smykovych napéti

Energie napjatosti od smykovych napéti je stejna jako v pripadé prutu slabé zaktiveného,
viz rov. (3.11).

Celkova energie napjatosti v silné zakriveném prutu

Celkovou energii napjatosti akumulovanou v silné zakriveném prutu lze opét urcit jako

soucet

M? 1 1 N? B T?

W:—/ Od——/ —/—d —/—d. 3.14
2E ), 8eR™" T E ), ST s Tael s (3:14)
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3.8. TVAROVY SOUCINITEL PRICNEHO PRUREZU

3.8 Tvarovy soucinitel pricného prirezu

Ve vztahu (3.11) se vyskytuje veli¢ina [, kterd se nazyva tvarovy soucinitel pricného
prurezu [7]. V Cesky psané literatufe se lze také setkat s terminy koeficient smyku, smy-
kovy modul prirezu nebo soucinitel nerovnomérnosti [11]. V anglicky psané literature se
tato veli¢ina vétSinou oznacuje symbolem « a nazyva se (shear) form factor [12], shear
correction factor [13], & shear deformation coefficient [14].

Tvarovy soucinitel pricného prurezu zohlednuje rozlozeni smykovych napéti po pricném

prufezu a vyuziva se pri vypoc¢tu posuvi jimi zpusobenymi. Tato veli¢ina je bezrozmérna
a z rovnice (3.11) lze vidét, ze vzdy nabyva hodnoty vétsi nebo rovno nule. Pfesnému
urceni tohoto soucinitele se vénovalo mnoho autort, kteii se jej snazili odvodit teoreticky,
¢i ziskat experimentalné. Ani v soucasné dobé vSak nepanuje jednozna¢ny nazor na to,
ktery ze zplisobtl urceni tohoto soucinitele je spravny a je stidle predmétem diskuze. Vy-
sledné vztahy jsou zavislé pouze na prurezovych charakteristikach pricného prirezu, ty
presnéjsi pak i na materidlovych vlastnostech (zejména Poissonové ¢isle).
Za velmi kvalitni shrnuti a prehled odvozenych vyrazii tvarového soucinitele je povazovan
¢lanek [15] od Kaneka. Timosenko tento koeficient v [8] definuje jako pomér maximalniho
smykového napéti vici primérnému smykovému napéti ptisobicim po pricném prirezu.
Odvozeni koeficientu se kromé Timosenka vénovali napriklad i Cowper, Mindlin, Goodier,
¢i Renton. Jejich odvozeni jsou podstatné slozitéjsi a ve vétsiné pripadt autori vychazeli
z teorie elasticity. K témér shodnym vysledktim jako Renton dosli Pilkey a Schramm, kteri
k feseni vyuzili metodu koneénych prvki. [12].

Bézné pouzivany vztah pro urcovani tvarového soucinitele pri¢ného prirezu nabyva
pravé tvaru rovnice (3.11). Pro obdélnikovy pficny prifez odpovida dle skript [1] tento
vyraz hodnoté 1,2. TimoSenko ve svém prvnim ¢lanku [16] uvedl pro stejny typ pri¢ného
priifezu hodnotu 1,5, ktera se pozdéji ukazala jako méné presnd. Dalsi vyjadreni, tentokrat
ziskané Goodierem nabyva pro obdélnik tvaru

124 11p
o= ——-
10(1 4 p)

Pro hodnotu Poissonova ¢isla 0,3 je tento vztah roven ptiblizné 1,18 [14]. Lze tedy vidét,
ze hodnoty ziskané z rovnic (3.11) a (3.15) se mirné lisi. Pro jiné pri¢né prurezy muze byt
rozdil mezi jednotlivymi hodnotami jesté vyznamné;jsi.
V analytickém vypoc¢tu je pro vypocet tvarového soucinitele pouzita rov. (3.11), ktera
je odvozena z energie napjatosti od posouvajici sily. V numerickém feseni poté metoda
vypoctu uvedend v [14]. Ta je totiz vychozi metodou pro urcovani smykovych koeficientt
pro prutové prvky ve vypoctovém softwaru ANSYS Mechanical APDL 16.2 [6].

Je také vhodné poznamenat, Ze ve vypoctovych programech vyuzivajicich sit konec-
nych prvkia vstupuje do vypocétu hodnota koeficientu smyku bézné jako prevracena hod-
nota a nazyva se shear deflection constant [13].

(3.15)

3.9 Deformacni posuv v bodé strednice

K vypoctu posuvu je pii analytickém vypoctu vyuzita Castiglianova véta. Aby tato véta
mohla byt aplikovana, musi byt splnéna podminka linearnosti. Pro zjednoduseni postupu
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vypoctu je vhodné vyuzit jednu z variant Castiglianovy véty, tzv. Mazwell-Mohrovu va-
riantu. Ta je zaloZena na dvou nésledujicich predpokladech [1]:

e materidlové a geometrické charakteristiky vyskytujici se ve vztazich pro energii na-
pjatosti nejsou zavislé na veli¢inach F' ani M podle kterych se derivuje,

e jednotlivé slozky VVU zavisi na veli¢indch F i M linearné.

Pro jeji vyjadreni je vhodné zavést obecny vztah pro energii napjatosti od jednotlivych
namahani L 12
x
W=- ,
2Jy Ky
kde V je slozka VVU (N, M,, T, M) a Ky vyjadiuje tuhost piiéného prifezu pro
jednoduchd naméhani. Pro uréeni deformac¢niho posuvu lze Castiglianovu vétu (2.12)
upravit dosazenim vztahu (3.16) nasledovné

(3.16)

ow 1 1 ov? 1 r2vov
Sr- LA

TR T2 Ky oF T 2 Ky oF O

Konecny tvar Maxwell-Mohrovy varianty pro deformacni posuv vyvolany silou F je

up AKMF z, (3.17)

oy = | ———dx. (3.18)

Dosazenim vztahii pro energii napjatosti od jednotlivych slozek VVU do vztahu (3.17) lze
tedy ziskat posuvy (natoceni) jimi vyvolanymi.

Analyticka vyjadreni pro celkovy posuv pro slabé i silné zakriveny prut jsou uvedeny
v kapitole 5.
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4 Timosenkova nosnikova teorie

V bézné technické praxi se k uréeni prihybu pruti velmi casto vyuzivaji klasické nosni-
kové teorie. Ty jsou vyhodné zejména z toho diivodu, ze pomoci nich lze ziskat informaci
o pruhybu v libovolném bodé stfednice prutu. Toho lze s vyhodou vyuzit napriklad pri
navrhu prutu, kdy jsou ¢asto znadmy maximalni dovolené hodnoty prihybu prutu v libo-
volnych mistech stfednice.

Pod pojmem nosnik se rozumi prut, ktery je zatizen osamélymi silami nebo spojitym
zatizenim v pricném sméru. U takového prutu je posouvajici sila nenulova a ohybovy
moment nemé po délce stfednice konstantni prubéh [10]. Klasickym nosnikovym teoriim
se bude vénovat i nasledujici kapitola, zejména pak tzv. Timosenkove nosnikové teorii.
Na této teorii jsou totiz vystavény prvky typu BEAM v mnoha vypoctovych programech
pracujicich se siti koneénych prvka [17]. Prutové prvky vyuzité pro numericky vypocet
zadaného problému jsou na této teorii zalozeny také [6]. Druhd z klasickych nosniko-
vych teorii se nazyva jako FEuler-Bernoulliho nosnikovd teorie. Ta je starsi nez teorie
Timosenkova a jak bude ukazano dale, Euler-Bernoulliho teorie je vlastné jejim pouhym
zjednodusenim.

Prvni z jmenovanych teorii uvedl k Zivotu Stépan P. Timosenko (1878-1972), ktery je
povazovan za otce moderni aplikované mechaniky. Béhem svého zivota ptisobil jako profe-
sor na prestizni Stanfordské a Michiganské univerzité, kde publikoval fadu knih vyznam-
nych jak na poli vzdélavacim, tak vyzkumném. Na jeho pocest je kazdoro¢né Americkou
asociaci strojnich inzenyri (ASME) udélovana Timosenkova medaile za mimoradny p¥inos
na poli aplikované mechaniky [18]. Druhd z teorii byla zformulovana zhruba v poloviné
18. stoleti §vycarskym matematikem a fyzikem Danielem Bernoullim (1700-1782). Z my-
slenek zformulovanych Bernoullim pozdéji vychazel Leonhard Euler (1707-1783) a teorii
doplnil o dalsi poznatky [19]. Z pocatku vladly o platnosti této teorii pochybnosti, ty se
vsak rozplynuly po uspésné aplikaci pri stavbé Eiffelovy véze a ruského kola v 19. stoleti.
Jak jiz bylo uvedeno diive, obé teorie byly odvozeny pro nosniky a uvazuji tedy primarné
namdahani pfimého prizmatického prutu ohybem. Rozdil mezi obéma teoriemi je vysvétlen
v nasledujicim odstavci.

) ) Timosenkova teorie
Euler-Bernoulliho teorie (

Nedeformovany nosnik

N

Obrazek 4.1: Klasické nosnikové teorie.
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Euler-Bernoulliho teorie je odvozena pri zavedeni predpokladu o rovinnosti a kolmosti
pricnych priurezt k deformované strednici. Timosenkova teorie predpoklad o kolmosti re-
laxuje a predpoklada to, ze pricné prurezy se viuci deformované strednici nataceji, viz.
obr. 4.1. Toto natoceni vznikd v dusledku toho, ze Timosenko uvazuje nejen prithyby
vyvolané ohybovym momentem, ale i prithyby vyvolané ptisobenim posouvajici sily, jejiz
hodnota je pri pricném zatizeni nenulova. Tento pripad nam&ahani se v praxi vyskytuje
casto a i kdyz jsou pruhyby vzniklé v dusledku smykového napéti v porovnani s defor-
macemi od ohybového momentu vétsinou zanedbatelné, existuji pripady, kdy je zanedbat
nelze. V nasledujicich podkapitolach jsou odvozeny diferencidlni rovnice urcujici prihyby
po celé délce strednice zvlast pro ohybovy moment i posouvajici silu. Na obr. 4.2 1ze vidét
uvolnény prvek primého prizmatického nosniku zatizeného priéné osameélou silou.

T T+ dT

(e | )

M - M + dM
dz

v

Obrazek 4.2: Uvolnény prvek nosniku.

4.1 Prihyby od ohybového momentu

O

natoceny W

M< A==\ >M +dM

Obrazek 4.3: Uvolnény prvek nosniku pti namahani ohybem. Prvek na obrazku se
deformuje tak, ze se jeho pri¢ny prurez nato¢i kolem osy lezici v pricném prurezu
o thel .

Pti ohybovém naméahani primého prizmatického prutu Ize prihyby strednice prutu charak-
terizovat tvz. diferencidlni rovnici ohybové cdary [1]. Tu lze odvodit nésledovné. V piipadé
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zakladniho ohybu, kdyz ohybovy moment ptisobi pouze v jedné z os (M, = M,,, M,. = 0),
plati pro kiivost ohybové ¢ary nésledujici relace

1 M,
- = ) 4.1
r  EJ, (4.1)

V pripadé, ze je vyraz M,,/EJ, ve vztahu (4.1) konstantni, ma deformovana strednice tvar
kruznice. Tento pripad se vsak vyskytuje velmi ojedinéle a bézna jsou naopak zatizeni,
pro kterd tento vyraz konstantni neni. Poté nabyva deformovand stfednice tvaru obecné
kiivky, v pripadé zdkladniho ohybu se navic jednd o kfivku rovinnou. V diferencidlni
geometrii 1ze kfivost rovinné krivky vyjadrit v soutradnicovém systému (z,z) vztahem

d?z
1 d2x
— = ) 4.2)
r 27 3/2 (
dz
1 il
[ + <dx> ]

V pripadé, kdy vyraz wy; oznacuje prihyb v ose z prejde rovnice do tvaru

d2UJM
1 42
—= L o2 (4.3)
14 dw M
dx
Po dosazeni vztahu (4.1) do rovnice (4.3) lze ziskat vysledny tvar diferencidlni rovnice
ohybové cary:

d2wM
+
Moy _ d?z (4.4)

Tato rovnice je obycejnda, nelinearni diferencialni rovnice druhého tadu. Jeji analytické
feseni je omezeno pouze na elementarni pripady a to navic ve tvaru obsahujicim eliptické
funkce.

Pro malé deformace pfejde diferencialni rovnice (4.4) do tvaru

Moy dQU)M
=+ . 4.5
EJ, d2x (4:5)

Tuto rovnici jiz lze po doplnéni okrajovych podminek tesit analyticky primou integraci.
Znaménko ve vztazich (4.4) a (4.5) se urCuje dle znaménkové konvence. Pokud je
moment M,, orientovan ve sméru kladné osy globalniho soufadnicového systému a osa z
mifi smérem doli, je ve vyrazech znaménko minus.
Vyse popsana teorie vyjadiuje diive zminénou Euler-Bernoulliho teorii.
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4.2 Priuhyby od posouvajici sily

Obrazek 4.4: Pti namédhani smykem dochéazi k borceni pri¢nych prifezi.

Dalsi prihyby jsou pii pficném zatizeni zptusobeny pusobenim posouvajici sily [8]. Teo-
rie Euler-Bernoulliho tento fakt dplné vypousti. To je napriklad u kratkych a tlustych
prutti nepripustné, protoze slozka prithybu od posouvajici sily je nezanedbatelna. Tento
prihyb se realizuje vzajemnym skluzem dvou sousednich pri¢nych prurezi, viz. obr. 4.4.
Jelikoz jsou smykova napéti rozlozena po pricném prurezu nerovnomérné, dojde k borceni
pricného prurezu prutu. Misto slozitého modelovani vzniklé kiivky charakterizujici tvar
pricného prurezu po deplanaci, Timosenko vyuziva toho, ze ¢asti pricného prifezu v misté

Vv

Vviev

Vyuzitim konstitutivniho vztahu 7 = G~y lze pak sklon diferencidlni rovnice prihybové
¢ary od smyku vyjadrit nasledovné [8]:

dwT o (sz)z:o o g
de G SG

(4.6)

Vyraz T'/S v rovnici vyjadiuje prumérné smykové napéti 7., a a korekéni faktor, kterym

VvV

T+ dT

Obrazek 4.5: Uvolnény prvek nosniku pri zatizeni posouvajici silou. Prvek na obrazku
se deformuje tak, Ze se jeho pricny prurez natoc¢i vici stfednici o thel ~.
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5 Analyticky vypocet

5.1 Formulace problému

by
ba

ha

ho

Ry

Obrazek 5.1: Geometrie krouzku.

Geometrie zadaného krouzku je zfejma z obr. 5.1. Jak bylo uvedeno v podkapitole 3.3,
nejvhodnéjsim parametrem pro rozliseni prutu slabé a silné zakriveného se jevi charakte-
ristika R/h. Z hlediska vypoc¢tu je vyhodné ménit polomér krouzku R; a tim padem i po-
lomér strednicové plochy R. Polomér R, se bude postupné zvétsovat pri stalych rozmérech
priéného priifezu, od hodnoty 1 mm az do hodnoty 701 mm, vzdy po 5 mm. Zadané roz-
meéry jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Tabulka 5.1: Zvolené rozméry krouzku.

Ry [mm] hy [mm] hy [mm] by [mm] by [mm]

1-701, krok 5 25 10 40 25

Jako materidl, ze kterého je krouzek vyroben byla zvolena nejpouzivanéjsi uslechtila
uhlikova ocel CSN 12 050, znacené také C45 dle normy CSN EN 10027-1. Jelikoz jsou
uvazovany pouze elastické deformace, staci k vypoctu pouze dvé nezavislé materidlové
charakteristiky uvedené v tab. 5.2.

Tabulka 5.2: Materidlové charakteristiky oceli CSN 12 050 dle normy [20].

E [MPa] g [mm]
211 000 0,3
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5.2 Geometrické charakteristiky pricného prirezu

Pro vypocet deformacnich a napétovych parametri je tieba urcit nékteré z charakteristik
pricného prutrezu. Jmenovité jsou v této podkapitole odvozeny obecné funkéni zavislosti
vztahy pro veliciny, které s geometrickymi charakteristikami pricného prurezu primo sou-
visi — tvarovy soucinitel pricného prufezu [ a excentricita e. Pro vétsinu odvozeni je
vyuzita symetrie zadaného pricného prurezu, dale pak véty vyjadiujici princip superpo-
zice a v neposledni fadé také Steinerova véta.

Aby byl vypocet co nejefektivnéjsi, je vhodné rozdélit zadany pricny prurez ¥ na dva
jednoduché prurezy ¥, a W,, viz obr. 5.2. Jednoduchy prirez je takovy, pro ktery lze
ziskat jeho prutezové charakteristiky z tabulek, popf. jsou vseobecné znamy [1].

b1
by
W, v Y
- §
— g 5' T Y
< N ]l
< T
2
z Yy

Obrazek 5.2: Pri¢ny prifez ¥ s rozmeéry a polohami tézist jednoduchych priirezi.

Vypocet plochy

Pomoci obecné znamého vztahu pro vypocet plochy obdélniku a principu superpozice lze
jednoduse ziskat vyslednou plochu pri¢ného prurezu ¥ jako rozdil ploch S, Sy jednodu-
chych pricnych prirezii ¥, a W,

S == Sl - SQ = hlbl - hgbg. (51)

Vypocet polohy téziste

Vviev

Uy = ZTS, (52)

Vvev

prufrezu.
Pro obdélnikovy prurez o vysce h a sifce b tedy obecné bude platit
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Podobné jako pfi vypoctu plochy lze pii vypoctu U, pti¢ného prifezu ¥ vyuzit princip

superpozice. Polohy tézist v jednoduchych prifezech lze snadno urcit a plati tedy

Uy = Uyl - Uy2 = ZTlhlbl — ZTQthQ. (54)

VVvev

pri¢ného prifezu a linedrni moment k ose y jsou zfejmé z rovnic (5.1) a (5.4)

o — Uyl — UyQ _ ZTlhlbl — ZTQthQ _ %hlbl - (hl - %) h2b2 _
T8, -5, hiby — hoby hiby — hoby
~ h3by + 2hyhoby — h3bs

2 (h1by + habs)

(5.5)

Vypocet osového kvadratického momentu priarezu

P1i vypoctu této prurezové charakteristiky lze opét vyuzit toho, ze osovy kvadraticky
moment celého prifezu ¥ k dané ose je dan sumaci kvadratickych momentti ¢asti priurezu
U, a ¥y k témze osam.

Vviev

nika o Sitce b a vysce h je roven
bh?
Jy = —.
12
K vyjadieni osovych kvadratickych momentu ¢asti prurezu ke stejné ose ' lze vyuzit
vztah znamy jako Steinerova véta, kterd dle obr. 5.2 nabyva tvaru

(5.6)

Jy/ = Jy + Z%S (57)

Pouzitim rovnice (5.6) a Steinerovy véty (5.7) lze tedy ziskat kvadraticky moment prurezu
U k ose 3 jako soucet

Jy = (Jy1 + Z?HS) + (Jy2 + 3%2‘9) =

bh3  (h\° boh3 hy\?
g <1> blhl Q ‘|— (hl - 2) bghg] -

2 T\ 12 5
S bohoh? byl

_ , 5.8
5 T4 T (5.8)

Pro dalsi vypocty je jesté tieba posunout kvadraticky momentu prufezu ¥ k ose 3’ do

VVev

bk bohoh? okl

@:@—ﬁszgl+zj%%;%

([ 13by + 2hihabs — h3by
2 (hyby + habs)

)1mm—hwg. (5.9)
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Yoy

Vypocet tvarového soucinitele pricného prirezu

Jak jiz bylo zminéno diive (rov. (3.11)), tento soucinitel je zdvisly pouze na geometrii
priéného prifezu a obecné je definovana takto

UyZM(Z)S

d 1
v b%(2)J} S, (5.10)

8=
kde Uyy1(2) je linearni moment plochy W(z) k neutralni ose, S je plocha prufezu, b(z)
je sitka pri¢ného prifezu, J, je osovy kvadraticky moment pii¢ného prifezu k neutralni
ose.

by
by
v,y L
SN |y
iy *_..,@(db.@. ;f\ VAV AV AV Ay \jﬁ
g Xx X XX X N
& ds =
YAV 9% LU
z
Q o] 2 neutralni osa

i

Obrazek 5.3: Pri¢ny prifez prutu upraveny pro vypocet tvarového soucinitele pri¢ného
prurezu a excentricity. Rozméry hs a hy jsou zavedeny pro prehlednost a plati pro né
Vztahy hg = Z7T a ]’L4 = hl — Z7.

Integralni vztah pro vypocet 3 je v tomto pripadé potieba rozdélit na dva integraly, kazdy
pro jednu z oblasti ¥ a Wy

8= b1+ b (5.11)

Jelikoz se sitky jednotlivych oblasti neméni v zavislosti na souradnici z, 1ze je jednoduse
zapsat jako

15 (5.12)
»— by. (5.13)

b (2)

1 b
bg (Z) b

Déle je potteba vyjadrit linearni momenty jednotlivych oblasti. Obecné je linearni
moment definovan jako

U, = A 2 ds. (5.14)

Z popisu jednotlivych veli¢in defini¢niho vztahu (5.10) plyne, ze vztahy pro linedrni mo-
ment a osovy kvadraticky moment musi byt vyjadreny k neutralni ose. Vypocet tvarového
soucinitele [ se tedy pro slabé a silné zaktivené pruty lisi.
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a) Slabé zakfivené pruty

Linearni momenty Uy, a Uyy, je v tomto piipadé tfeba vyjadrit v zavislosti na soufadnici
z viz obr. 4.5. Pro kazdy interval lze tedy zvlast odvodit

€ (—hgihy—hs): Uy, = //zdydz— (2 —13), (5.15)

(t1-b2) by b
€ (ha — ho; ha) : Uyw, / / by zdydz = (h2 - 22) : (5.16)

Nyni jiz nic nebrani tomu zapsat vyrazy pro 5 a 5o. Pro prvni integral plati

2

Uj 1() “ha 5 by, 2
=1, b;E )J2 J2b2/ / lz(” _h3)] dyde=

S bl 212 4 _
J24 (z —22h3+h3)dzf
Sbi|,y o(ha —ha)® | (ha— h2) 8 ;

pro druhy pak

U ( )S S 1 ha (b1 —b3) bz) b b 2
T A :77/ / L (2= 22)| dyde =
= A b3(2)J; 5 J2 (b — by)? Jnamny J=1t) |2 (hi==)| dydz

Sbl—bg/h‘l 4

== hi — 2h2 dz =

Jy2 1 h4_h2( 17 +z) z

Sbi—by[8 . o (s —ho)®  (hy — hy)’

. h2 — hy (hy — ho) + 2h — : 5.18
ST |t )+ 2 : (5.18)

Celkovy modul priifezu se tedy pro slabé zakrivené pruty stanovi jako soucet jednotlivych
integrala

S b hy —ho)®  (hy—h 8
Bsia = Jz{llh (ha — h2) — 2h§(432)+(452)+ h§]+

+ —h5 — Ry (hy — hy) + 2h§( (5.19)

bl—bQ[S hi —hy)® h4—h2 }

3

b) Silné zaktivené pruty

Protoze v pripadé silné zaktiveného prutu dochazi k posunuti neutralni osy o parametr
e, je tfeba modifikovat meze integralt tak, aby byla zaru¢ena podminka maximéalniho
smykového napéti na neutralni ose. To znamena, zZe od mezi pro z ve vztazich pro linearni
moment (5. 13) (5 16) je treba odeéist prévé excentricitu Déle je tfeba také pfepoéitat

Vvev
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formélné stejny jako v pripadé slabé zakrivenych pruti a proto je uveden jen vysledny
vztah:

b )3
/BSIL:J‘\?’Q{ZZLl [(_h3_€)4(h4_h2—6)_2(_h3_6)2(h4];)26)+
(h4_h2—€)5 8 .
ijﬁ(h:H-e) ] +
3
—l—b1;bQ [—(]M—6)4(h4—h2—e)+2(h4_6)2W_
(h4_h2—€)5 8 .
B FL . ] } (5.20)

. 19 <2 . . v p v
kde je J,* vyjadieno pomoci Steinerovy véty nasledovné

J,2 = J, +e*S. (5.21)
Pozn. Zkratky pouzité v této kapitole vyjadiuji nasledujici: SLA — slabé zakfiveny prut,
SIL — silné zakfiveny prut.
Vypocet excentricity

Excentricita e vyjadiuje u silné zakiiveného prutu vzdalenost neutrdlni osy (plochy) urce-

Vv

e=R-—r. (5.22)
Polomér neutralni osy r je specialni priutezova charakteristika definovana vztahem
S
¥op

kde radialni parametr p vyjadiuje polomér kiivosti fezu prutu ekvidistantniho se strednici

prifezu ¥ jako
R = Rl + hl — Z7. (524)
Posledni neznamou je integral ve jmenovateli vztahu (5.23). Pro jeho vypocet lze s vyho-
dou vyuzit princip aplikovany pri vypoctech ostatnich prurezovych charakteristik — inte-
gral spocitat jako soucet dvou dil¢ich integrala
ds B R—hg+ha (bl — b2) dp n /R—h3 bl dp -

v P R—hy P R—ha+ha P
R+ hg R — hy+ hy
=b1 —boln | ——F—|. 2
1D<R—h4> 21’1( R—h4 ) (5 5)

Rovnici (5.25) je tedy dokazén princip superpozice, vyrazy symbolicky znaé¢i rozdil ob-
délniku b1h; od obdélniku bohs.
Dosazenim vztahu (5.24) a (5.25) tedy rovnice (5.22) nabude tvaru

e = (R1+h1—ZT)— (blln (g—i_Z:}) —bgln (HM>> . (526)

—hy R — hy
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5.3 Stanoveni vyslednych vnit¥nich Géink (VVU)

A

P sr] |7

N\ oY
o

1
co o

. Qa
e
T
AT
b

.
Z
Z
7| Myp
l Np =3
TH=0
¥D = ¢p =0

Obrazek 5.4: Vyuziti symetrie krouzku: (a) zjednodusena geometrie krouzku,
(b) ¢astecné uvolnéni bez vyuziti symetrie, (c¢) ¢asteéné uvolnéni s vyuzitim jedné roviny
symetrie (d) ¢astetné uvolnéni s vyuzitim obou rovin symetrie. Pozn. Z divodu
piehlednosti chybi u viech VVU v ilustracich index 1 - viz 5.3.1.

5.3.1 Vyuziti symetrie tilohy

Jak lze vidét z obr. 5.4a, zadany krouzek méa jak z hlediska geometrie, tak z hlediska
zatizeni dvé roviny symetrie. Toho lze s vyhodou vyuzit pri feseni a podstatné tak zjed-
nodusit naro¢nost vypoctu. Na zacatku je tfeba zdiraznit, Ze pti analyze symetrie tilohy
se nepracuje s , klasickymi® slozkami VVU v libovolném Fezu, ale se slozkami VVU v fezu
obsahujicim osu symetrie. Pokud je uvolnovaci fez oznac¢en symbolem w a rovina symet-
rie ¥, pak jsou tyto slozky VVU znaceny pomoci indexu .
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5.3. STANOVENI VYSLEDNYCH VNITRNICH UCINKU (VVU)

Uzaviené rovinné pruty (rdmy) jsou vzdy vnitiné tfikrat staticky neurcité. Pokud
by nebyla vyuzita symetrie, postup by byl jako na obr. 5.4b. Bylo by nezbytné otevrit
uzavreny prut v libovolném bodé strednice a nasledné zformulovat tii deformacni pod-
minky — pro posuvy i natoceni v bodé X. Pomoci nich by bylo mozné urcit vsechny slozky
(VV[’J)w, nésledné slozky VVU v libovolném Fezu a koneéné vytesit napjatost i deformaci.
Toto teseni by vSak bylo zna¢né narocné a neefektivni. Vzdy je proto vhodné vyuzit sy-
metrii. Jak bude dale ukazano, kazda roviny symetrie vzdy snizi neurcitost ulohy o jeden
stupen.

Vyuziti prvni z rovin symetrie DB ilustruje obr. 5.4c. V pripadé symetrického zatizeni
prutu jsou nenulové pouze symetrické slozky (VVU)¢, tedy Ny a M,y. Velikosti norma-
lovych sil Ng a Np lze poté urcit z vnéjsi silové rovnovahy uvolnéného prutu. Jedinymi
neznamymi zustavaji momenty Mg a Mp. Pro ty je vSak mozno formulovat deforma-
¢ni podminky ve formé nulového natoceni strednice. Vypoctova narocnost tlohy se tedy
snizila o jeden stupen a bude se Tesit jako dvakrat vnitiné staticky neurcita.

Nejefektivnéjsi postupem je vyuziti i druhé roviny symetrie AC dle obr. 5.4d. V misté
A se pri deformaci smérnice teCny nemeéni, a proto zde lze formalné zavést vetknuti.
Vysledkem je tloha jednou vnitiné staticky neurcita. Po zapsani deformac¢ni podminky
v podobé nulového natoceni v misté D jiz nic nebrani ve vyreseni zadaného problému.

5.3.2 Ur&eni VVU v libovolném ¥ezu

Jak je vidét na obr. 5.5, vetknuty prut je nejvhodnéjsi uvolnit z volného konce. Rovnice
pro normalovou silu N, posouvajici silu 7" a ohybovy moment M, se v misté fezu urci ze
statické rovnovahy uvolnéného prvku jako funkce thlového parametru 6

F
N = Npcosf = 7 cos 9, (5.27)
. F .
T = —Npsinf = — sin 0, (5.28)
F
M, = M,p — NpR(1 — cos0) = M,p — §R(1 —cos ). (5.29)

Jedinou nezndmou je tedy ohybovy moment M,p, ktery se stanovi z deformacni podminky
pomoci Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy, viz podkapitola 3.9.

ow
= =0 5.30
¥D OM.p ( )

5.3.3 Deformacni podminka

Reseni rovnice (5.30) se bude lisit v zavislosti na tom, jaka z teorii bude zvolena k feseni
zadaného problému.
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Obrazek 5.5: Uvolnény prvek prutu s reakcemi v misté fezu.

Slabé zakriveny prut

Pro viechny slozky VVU lze deforma¢ni podminku (5.30) rozepsat nésledovné

_ [ M. oM, o (N ON +B/T@T
Bl oMy T ESoMy, T P ), GS oM

ds =0 (5.31)

Jelikoz jsou parcidlni derivace normalové sily N a posouvajici sily 7" podle ohybového
momentu M,p rovny nule, tj.

ON oT
— =0 5.32
8M0D , a]\4’0D ’ ( )
pak se rovnice (5.31) redukuje pouze na prvni ¢len
/75 Mop — £ R(1 — cos ) LRdO— 0.
0 EJ,

Reseni vzniklého integralu vede na rovnici

F ) 5 T F T
MODQ—QR(Q—SIHQ)]O = OD§_§R (2—1> = 0.

7 té jiz lze snadno vyjadrit vztah pro ohybovy moment

sy _ R (5-1)

7

a nasledné vztah (5.29) upravit do podoby

B FR(%COSQ—l)

M, = (5.33)

™
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Silné zakriveny prut

V pripadé silné zakiiveného prutu vypadé rozepsand deformaéni podminka (5.30) takto:

ds +

M, 0M, [ M, ON N 0M,
¥D = ds —/
.

. FeSROM.p, ESROM., ~ ESROMp (5,30
N ON T OT '
\l d a ds = 0.
L ESoMp +5LGS&M0D g

Jelikoz jsou jako v pripadé slabé zaktiveného prutu parcidlni derivace (5.32) rovny

nule, rovnice se redukuje pouze na dva ¢leny, a to

5 Mop — £R(1 — cosb) 5 £ cosd
- 1Rdf = 0.
/0 EeSR Lt dd /0 ESR ftd) =0

Po teseni integralu mé vysledna rovnost tvar

F )
B QES[SIHQL) N
1

r r
~ 2EeS KM"D - QR) T FR} “oEs ¥

jus

F 2
M0 — —R (6 — sin 9)}
2 0

Wl

1
FEeS

po vyjadreni M,p z rovnice pak plyne

F(3R—R+e)

™

MOD =

Na zavér jiz nezbyva nez dosadit do funkcniho vztahu (5.29), vysledny ohybovy moment
je poté urcen rovnici
F (R%COSQ — R+e)
M, = . (5.35)

™

Po zjisténi neznamého ohybového momentu je mozné urcit deformaci krouzku.

5.4 Vypocet deformace

Je tfeba podotknout, Ze hlavni kritérium, které bude pouzito pro srovnani vysledkt analy-
tického vypoctu s numerickym, predstavuje posuv bodu A pfi maximalnim zatizeni krou-
zku. Tato kapitola se zabyva odvozenim funkénich vztaht pro posuv v bodé D uvazované
¢tvrtiny prutu, ktery zachycuje obr. 5.4 (tento posuv odpovidd posuvu v bodé A celého
krouzku). Jak jiz bylo zminéno dfive, pri vypoctu jsou uvazovany vsechny slozky VVU.
Pti béznych analytickych vypoctech je casto uvazovana jen slozka ohybového momentu
M,, nebot slozky posuvu od ostatnich VVU jsou vadi celkovému posuvu zanedbatelné.
Tento fakt bude vypoctem ovéren také. Ke stanoveni posuvu v bodé D je opét vyuzita
Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty. Pro stanoveni celkového posuvu mezi body
A a C by diky symetrii tlohy stacilo hodnotu posuvu v misté D vynasobit dvéma.

48 FSI VUT v Brné



KAPITOLA 5. ANALYTICKY VYPOCET

5.4.1 ReSeni s vyuzitim teorie slabé zak¥ivenych prutii

Rovnice VVU (5.27), (5.28) a (5.33) jsou parcialné derivovany podle sily zptisobujici posuv
v bodé D, tedy podle norméalové sily Np = g:

ds =0. (5.36)

D=

Mo OM, o[ N ON 6/ T oT
s A
v EJ, 0f v ES 0% GS oLt

7 divodu nzornosti a piehlednosti jsou posuvy odvozeny pro kazdou slozku VVU zvI4st.
Jednotlivé integrace byly provedeny matematickym softwarem Maple 17.

Posuv od ohybového momentu

3 M, OM, EFR(COQSG—%) cosf 1
Spar, = R0 = [ R — =) Rdo =
EJ 05 0 EJ, 2 T
_ PR’ 5 (cosf 1 ng_
-~ EJ, 2 o7 S
FR3 (w2 —38)
= 5.37
8wk J, ( )
Posuv od normalové sily
P %N@NR 8_/350089 0RO —
PN f ESor YTy CosoRer =
= 0do = ...
2ES Jo "
TFR
Y] (5.38)
Posuv od posouvajici sily
T OT —Lgin 9) _
. :5/ GsaFRdH—B/ 7(—sm9)Rd9 _
—/B@ Sin26d9:...
TFR
Vysledny posuv je tedy souétem posuvii od jednotlivych slozek VVU
FR?(n*—8) 7FR TFR
) = : 5.40
DSLA S BT T 8BS T 8GS (5.40)
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5.4.2 Reseni s vyuzitim teorie silné zakrivenych pruti

Pomoci stejného postupu lze uréit i posuv bodu D pro teorii silné zakfivenych pruti. VVU
jsou v tomto piipadé urceny rovnicemi (5.27), (5.28), (5.35) a Maxwell-Mohrova varianta
Castiglianovy véty je upravena pro silné zaktivené pruty do tvaru

M08M /M&N N(?Mod+
EeSR or ¢ ESROL " ESR 0L | ©°
(5.41)
5/ T aT _0
ES aF GS aF -
Posuv od ohybového momentu
s [P M, 0M, / g(chose—2R+2e)chose—zR+2eRd9_
DM g EJy oL 0 mEeSR T B
= 9-5e5 )y (TRcos® —2R+2e)” df = . ..
F (m?R? — 8R? + 8¢?)
— 5.42
8rFEeS ( )
Posuv od integralu souctu normalové sily a ohybového momentu
3| M, 8N N 0M,
o = [ | gmar Rdf =
Mo [ESR oL " ESE oL
_ /’2' LR (7mRcosf — 2R + 2e¢) cosf + LRcosf mRcosf — 2R + 2e 40 —
0 TESR ESR s
=555 s (mRcos® — 2R+ 2e)cosfdf = ...
F (m®R — 8R + 8e)
T AT ES (5:43)
Posuv od normalové sily
2 N ON 5 £ cosd
oo = [ aFRdQ /0 cosOR df =
FR 9
= 2ES /s ‘cos?0dl = ...
TFR
== 44
S8ES (5.44)
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Posuv od posouvajici sily

T OT st '
5D7T:5/ GsaFRdQ—B/ >(—sm9)Rd0:

—5@ *sin20dd = ...

TFR

= fspg (5.45)

Vysledny posuv je opét dan souétem posuvit od jednotlivich slozek VVU

F (m?R? — 8R? + 8¢?) B F(m®R — 8R + 8e¢) n TFR +67TFR
rEeS AT ES ES 8GS "’

0D SIL = (5.46)
Vsechny vyse uvedené vztahy byly naprogramovany v tabulkovém procesoru Microsoft

Ezcel 2013 a nasledné byl pro zadané hodnoty proveden samotny vypocet vertikalniho
posuvu v bodé A.
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KAPITOLA 6. NUMERICKY VYPOCET

6 Numericky vypocet

Vhodnou metodou pro srovnani hodnot deformace v analytické c¢asti se jevi vSeobecné
rozsitena metoda konecnych prvki. Teorie MKP v praci rozvedena neni, podrobny rozbor
této metody lze najit v literature [21] nebo [22]. Pro numerické feSeni zadaného problému
byl zvolen vypoctovy software ANSYS Mechanical APDL 16.2. Jako vychozi jednotky pro
vypocet byly zvoleny mm, MPa a N. Ten byl nasledné proveden pomoci maker, ktera jsou
dostupna na prilozeném CD. V nasledujicich podkapitolach je proveden popis sestaveni
vypoctového modelu pomoci dvou typt prvku — prutového a objemového.

6.1 Vypoctovy model zaloZzeny na prvku BEAM189

6.1.1 Charakteristika prvku

Obrazek 6.1: Prvek BEAM189. Prevzato z [6].

Vzhledem k tomu, zZe je fesen prut zaktiveny, jako vhodnéjsi varianta se jevi vyuziti kvad-
ratického prostorového prvku BEAM189, viz obr. 6.1. Ten totiz oproti svému linedrnimu
protéjsku BEAM188 disponuje jednim uzlem navic, celkové tedy tremi uzly. V kazdém
uzlu je umoznén posuv i rotace ve vsech tiech osach x, y a z, celkové ma tedy prvek sest
stupnu volnosti v kazdém uzlu. Z hlediska vypoctu je tento prvek obecné velmi efektivni,
s vybornou konvergenci sité vzhledem k jeji jemnosti [6]. Prvek BEAM189 vychézi z Ti-
mosenkovy nosnikové teorie, ktera je detailnéji rozvedena v kapitole 4. Prvek lze dle [6]
vyuzit jak pro tenké, tak pro primérené tlusté pruty. V samotném manualu je jako urcujici
parametr doporuceno vyuzit tzv. slenderness ratio. To se vypocita nasledovneé:
GAL?

SR =~ (6.1)

kde G vyjadruje modul pruznosti ve smyku, A plochu pricného prurezu prutu, L délku
prutu a ¢len ET tzv. ohybovou tuhost, ktera je vyjadrena souc¢inem E Youngova modulu
a osového kvadratického momentu pri¢ného priutrezu I. Aby byly vysledky co nejpresnéjsi,
doporucuje se, aby tento pomeér byl vétsi nez 30. Pro zakfivené pruty manudl [6] neudava
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zadna doporuceni, ¢i urcujici parametry. ANSYS nerozlisuje mezi pruty primymi a zakfi-
venymi. Zakriveni je realizovano Cisté geometrii a soucasnou rotaci souradného systému
prvku do sméru strednice.

Nastaveni parametri prvku se provadi pomoci prikazu KEYOPT. Jediny parametr, ktery
je tfeba zménit se oznacuje poradovym &islem 4. Ten vyjadiuje jakd VVU jsou zahrnuta
do vypoctu smykovych napéti. Z drive vyjadirenych rovnic lze vidét, ze na prut neptisobi
zadny kroutici moment a naopak posouvajici sila nabyva nenulové hodnoty. Pfepnutim na
KEYOPT (4),1 je zajisténo to, ze vyslednd smykova napéti jsou vyvozena pouze z pusobeni
posouvajici sily. Ostatni parametry 1ze ponechat na svych vychozich hodnotéach.

6.1.2 Charakteristiky materialu

Materialové charakteristiky staci zadat pouze dvé, stejné jako v tabulce 5.2.

6.1.3 Geometrie pricného prirezu

Jelikoz je zadany pricny prurez bézné se vyskytujici, 1ze jej jednoduse definovat v zalozce
SECTIONS — COMMON SECTIONS zvolenim pti¢ného prifezu tvaru U. Do néj jsou zadany
hodnoty uvedené v tab. 5.1. Pro co nejpresnéjsi stanoveni tvarového soucinitele pricného
prufezu je nutné nastavit jemnéjsi sit pricného prirezu. To se provede v ramci prikazu
SECTYPE. Jelikoz je zvoleny pti¢ny priifez homogenni a chovani materidlu je predpokladano
linedrni, dojde jen k mirnému narustu vypoctové narocnosti [6].

SECTION ID 1
X = Centroid 0= ShearCenter DATA SUMMARY

Section Name
= U

Area
= 750

I

Yy
= 120312

—
<

JLIIE-10

=
N

31250
arping Constant
L 418E+07
sion Constant
38899.4
troid Y

10
Centroid Z

= 20
Shear Center Y

= 4.3337
Shear Center Z

= 20
Shear Corr. YY

= 633086
Shear Corr. YZ

= 483FE-13
Shear Corr. /7

= .634399

=

—

W=7 07 N N

o X Ce

zakriveny_prut

Obrazek 6.2: Geometrie zadaného pricného priirezu.
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Vykresleni tvaru zadaného pri¢ného priafrezu je mozné spolu s nékterymi geometrickymi
charakteristikami pricného prirezu vykreslit pomoci prikazu PLOT SECTION — viz obr. 6.2.

6.1.4 Geometrie prutu a vytvoreni konecnoprvkové sité

Pii feSeni problému lze i pfi numerickém vypocétu vyuzit symetrii tlohy. ReSenim pouze
¢tvrtiny krouzku dojde z hlediska sité konec¢nych prvki ke snizeni poctu prvka a tim pa-
dem ke snizeni vypoctové narocnosti. Obecné lze fici, ze vyuziti symetrie pti reseni MKP
je vzdy zadouci.

Pro vytvoreni geometrie prutového prvku staci pouze definovat jeho strednici. Pro za-
dani polohy hrani¢nich keyopointti lze vyuzit ptikaz K a poté v ramci polarniho souradného
systému CSYS, 1 prikazem L definovat samotnou stfednici. Stfed krouzku je v tomto pri-
padé totozny s pocatkem globalniho souradného systému. Déle je tfeba upravit orientaci
priéného prufezu vici stfednici. Toho lze docilit prikazem LATT a pomocnym keypointem
definovanym v ose z. Polomér stfednice se vypocita ze vztahu R = Ry + hy — 27.

K vygenerovani sité koneénych prvki slouzi prikaz LMESH. Velikost prvku je v tomto
pripadé zadana pomoci prikazu LESIZE. Vzhledem ke slozitosti a geometrii zadaného pro-
blému a vykonu vypocetni techniky v tomto pripadé neni potieba provadét optimalizaci

velikosti prvku.

ANSYS
LINES o3
TYPE NUM FK.2FY,F/2| A Academic
R MAY 20, 201
— B (e} : J

e K2 PLOT NO-

-7 [DKz2,,, 0,UX,UZROTX,ROTY,ROTZ, ,

zakriveny_prut

Obrazek 6.3: Geometrie, okrajové podminky a zatizeni pti vyuziti prutového prvku.

6.1.5 Definice okrajovych podminek a zatizeni

Deformac¢ni podminky musi byt definovany v souladu s vyuzitim symetrie pfi feseni pro-
blému. Na okrajich prutu musi byt zadana okrajova podminka zajistujici spojitost stied-
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nice zamezenim rotaci a podminka osové symetrie zamezujici posuvim tec¢nym.

Silova podminka je zadana v keypointu 2 ve sméru globalni osy y, viz obr. 6.3. Je tfeba
upozornit na to, ze zadana hodnota zatézné sily musi byt kvili symetrii tlohy poloviéni
nez v pripadé celého krouzku.

6.1.6 Vlastni reseni tlohy

Pro teSeni ulohy je tfeba v zalozce SOLUTION nadefinovat jednoduchou statickou struktu-
ralni analyzu pomoci prikazu ANTYPE, 0.

6.2 Prvek SOLID186

6.2.1 Vypoctovy model zaloZeny na prvku SOLID186

K feseni zadaného problému pomoci objemu je zvolen dvacetiuzlovy kvadraticky prvek
SOLID186, viz obr. 6.4. Kazdy uzel tohoto prvku disponuje tfemi stupni volnosti, repre-
zentovanymi posuvy v osach z, y a z.

M,N,O,P,UVW,X

Tetrahedral Option
M,N,O,P,UVW,X

]
Pyramid Option

X
M v O,P,W
% AB
1 KLS
R

Prism Option

Obrazek 6.4: Geometrie prvku SOLID186. Pievzato z [6].

6.2.2 Charakteristiky materialu

Zadané charakteristiky jsou stejné jako v pripadé prutového prvku.

6.2.3 Geometrie prutu a vytvoreni konecnoprvkové sité

Pti modelovani vysledného objemu je opét vhodné pracovat se symetrii. Tentokrat lze
vyuzit jesté o jedno rovinu symetrie vice, staci tedy vymodelovat jen polovinu ze ¢tvrtiny
krouzku, viz obr. 6.5.

Dale je treba dbat na to, aby srovnani posuvii BEAM a SOLID prvku bylo co nej-
objektivnéjsi. Vysledné posuvy u prvkia prutovych jsou definovany na strednici, posuvy
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ANSYS

R16.2

Academic

MAY 23 201

18:18:51
PLOT NO.

A i"

Obrazek 6.5: Geometrie, okrajové podminky a zatizeni pti vyuziti objemového prvku.

u prvku objemového je tedy vhodné odecitat z uzli na myslené stfednici. Jeji poloha lze
ziskat pomocnou definici prvku BEAM a jemu prislusnému pri¢nému prurezu.

S ohledem na predchozi odstavec je vhodné vytvorit objemovy model ze tii dil¢ich
objemii. Nejprve je pomoci prikazu CYL4 definovan objem ¢. 1 pro polomér z intervalu
(R1; Ry + hy — yr). Pomoci stejného piikazu jsou vytvofeny i objemy ¢. 2 pro polomér
(R1+hi—yr;R1+hy) a¢. 3 pro interval (Ry;R1 + hs). Spojenim objemu ¢. 1 a ¢. 2 pomoci
prikazu VGLUE a naslednym odectenim objemu ¢.3 od vzniklého objemu pomoci prikazu
VSBV jiz vznikne objem vysledny — viz obr. 6.5.

Sit konec¢nych prvki je tentokrat definovana pomoci prikazu ESIZE s velikosti prvku
2 mm.

6.2.4 Definice okrajovych podminek a zatizeni

Okrajové podminky jsou formalné stejné jako v pripadé prutového prvku s vyjimkou
rotaci, ty totiz u objemového prvku netvori zadné stupné volnosti. Po vytvoreni tii kom-
ponent (dvé na koncich télesa a jedna v roviné symetrie zy) jsou okrajové podminky
realizovany vazbou DISPLACEMENT, prikazem D se zamezi norméalovych posuvi.

Zatizeni je opét formalné stejné jako u prvku BEAM, je tfeba jej vSak aplikovat jinak.
Kompatibilita s prutovym prvkem je zajisténa rozpocitanim celkové zatézné sily mezi jed-
notlivé uzly komponenty na okraji prutu. Z divodu eliminace napétovych koncentraci v
misté odecitani posuvii se vSak na uzly lezici v této roviné miize aplikovat pouze polo-
vicni zatizeni nez na uzly zbylé. Vypocet parcidlni zatézné sily pro jeden uzel uvazované
komponenty 1ze pro nazornost charakterizovat jednoduchou rovnici:

F

(6.2)
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6.2. PRVEK SOLID186

kde F' vyjadiuje zatéznou silu plisobici na krouzek, Ny pocet uzli na zatézované plose
v roviné symetrie xy a Ni poté pocet uzli v zatézované plose bez uzli N,. Cely vyraz je

navic vynasoben konstantou 1/4 z divodu uziti symetrie.
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KAPITOLA 7. DISKUZE VYSLEDKU

7 Diskuze vysledki

V této kapitole je srovnano analytické feseni vychazejici z energetického pristupu (kapitola
5) a feseni numerické pomoci MKP (kapitola 6). Zatézna sila pusobici na krouzek, viz
obr. 5.4a, byla pro oba zptsoby vypoc¢tu zvolena F' = 4000 N. Pozn. Zkratky pouzité v
této kapitole vyjadiuji nasledujici: SLA — slabé zakfiveny prut, SIL — silné zakiiveny prut,
ANS — ANSYS.

7.1 Srovnani prirezovych charakteristik

Jako prvni jsou srovnany prurezové charakteristiky. Jak se lze presvédcit v tab. 7.1, prife-
zové charakteristiky ziskané pristupem analytickym a pomoci softwaru ANSYS pro pru-
tovy prvek BEAM189 jsou rovnocenné. Porovnani téchto hodnot se na prvni pohled jevi
jako zbytecné. Pro objektivni srovnani ziskanych vysledki a spravné urceni odlisSnosti
mezi zvolenymi pristupy je vsak nezbytné.

Tabulka 7.1: Srovnani prutrezovych charakteristik.

S [mm? J, [mm?*] zr [mm]
Analyticky (slabé i silné) 750 31250 10
ANSYS (BEAM 189) 750 31250 10

7.2 Srovnani VVU

Jako dalsi je provedeno srovnéni pribéhu a maximélnich i minimélnich hodnot VVU
pro teorii slabé zakrivenych prutt a prvek BEAM189. Pro vypocet byla jako referencni
hodnota zvolen vnitini polomér krouzku R; = 201 mm. V nasledujici tabulce 7.2 jsou
uvedeny hodnoty ziskané obéma zvolenymi piistupy. Priibéhy VVU po délce stfednice
jsou pro analyticky i numericky vypocet formalné stejné a jsou zachyceny na obrézcich
7.1, 7.2 a 7.3. K jejich vykresleni 1ze v ANSYSu vyuzit prikazy ETABLE, ,SMISC.

Tabulka 7.2: Srovnani hodnot VVU.

N |N| T [N] M, [Nmm]
6=0° 20000 0,0 156 980
f=90° 0,00 —2000,0 —275019
6=0° 2000,2 0,0 —157 016
0 = 90° 0,0 —2000,2 275019

Z tabulky ziskanych hodnot je vidét, Ze maximaln{ i minimaln{ hodnoty VVU jsou témét
totozné. Jedind odlisnost vyplyvajici z tabulky je znaménko u ohybového momentu, které
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7.2. SROVNANI VVU

je na koncich prutu opacné. Tento rozdil je zpusoben tim, ze ANSYS pouziva sourad-
nicovy systém pootoceny o 90° v porovnani se souradnicovym systémem pouzitym pti

analytickém vypoctu.

LTNE ANSYS
%%ézi Academic
c MAY 24 201
%?E‘ME 23:48: 4]
MIN = PLOT NO
MAX =
ELEM=
)
] ]
'001938222<242444‘483666.723888'9631111.2 1333'441555‘6817774922000.]6
zakriveny_prut
, 01 v / ;s
Obrazek 7.1: Pribéh normalové sily.
L INE ANélYGSZ
?;éz; Academic
24 20
ELEM= PLOT NO.
MAX =
ELEM=
X
I
-2000.16 -1555.68 -1111.2 -666.723 —222.242
-1777.92 -1333.44 -888.963 -444 483 -.001938
zakriveny_prut

Obrazek 7.2: Pribéh posouvajici sily.
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KAPITOLA 7. DISKUZE VYSLEDKU

MEMTH—OO ™
T H=HC H
M<XMZO=WM =

=z X XM om
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UIN— | Z——

O ——

STRESS

ar al
O N
— OX
O —O
o
"
=z
=

ANSYS

R16.2

Academic

MAY 24 201
23:49:
PLOT NO.

-157016 -61008 34999.8 131008 227015
-109012 -13004.1 83003.6 179011 275019

zakriveny_prut

Obrazek 7.3: Priubéh ohybového momentu.

VoV

7.3 Srovnani tvarovych soucinitelti pricného pruirezu

1,60

1,55 |
1,50

1,45

Bsi1,
Bsra
BANS

1140

1,35

1,30

1,25

1,20 | | | | |
1 5) 9 13 17 21 25

R/hy [-]

Obrazek 7.4: Srovnani tvarovych soucinitelii pricného prirezu ziskanych zvolenymi
pristupy. Veli¢iny Sspa a fBsi predstavuji tvarové soucinitele ziskané analytickym
vypoctem, Sans pak tvarovy soucinitel odecteny z ANSYSu pro prutovy prvek
BEAM189.
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7.4. SROVNANI VLIVU JEDNOTLIVYCH VVU NA POSUV

Jelikoz jak energeticky pristup, tak ANSYS zohlednuji pti vypoctu vliv posouvajici sily
na celkovy posuv (rov. (5.38), (5.44) a kapitola 5), je vhodné srovnat i tvarové soucinitele
pricného prifezu, se kterymi pracuji.

V pripadé slabé zaktivenych pruti je [Bspa zavislé pouze na prifezovych charakte-
ristikdch (viz rov. (5.19)) a s ménicim se polomérem stfednice R zustava konstantni.
Spravnost vypocitané vztahu byla ovérena doplnénim pri¢ného prifezu U na obdélnik,
tzn. pro ho = 0. Po dosazeni vysla hodnota soucinitele 1,2, coz odpovidd hodnoté pro
obdélnikovy pfiény prifez uvedené v literatute [1] nebo v [13].

Zavislost soucinitele Sgir, na R jiz dle obr. 7.4 konstantni neni. Ve vztahu (5.20) totiz
kromé prirezovych charakteristik vystupuje i parametr excentricita. Jeji hodnota se zvy-
sujicim polomérem R nartsta, a proto se zvysuje i hodnota [g,.

Vypoctovy software ANSYS pracuje pri vypoctu s prevracenou hodnotou tohoto sou-
¢initele (podkapitola 3.4). Po prepo¢tu hodnoty ziskané z ANSYSU (obr. 6.2) lze vidét,
ze jejl hodnota [ans je také konstantni a ve srovnani s hodnotou fspa vyssi. To, ze je
ziskana zavislost konstantni, také poukazuje na to, ze ANSYS pfi vypoctu tohoto souci-
nitele nijak nepracuje s posunem neutralni osy.

Jak bylo zminéno diive, ANSYS pouziva pro vypocet tohoto soucinitele metodolo-
gii uvedenou v [14]. Tento zptsob urceni soucinitele vychazi z teorie elasticity, principu
virtudlnich praci, k feseni poté vyuziva metodu konecnych prvki. Stanoveni soucinitele
tvarového prirezu podle metodologie uvedené ve vyse zminéné literature by vyzadovalo
rozsahlejsi resersni studii a pokrocilé matematické znalosti. Zpracovani této studie je nad
ramec naplné této bakalarské prace.

7.4 Srovnani vlivu jednotlivych VVU na posuv

V této podkapitole jsou srovnany vlivy jednotlivich VVU na celkovy posuv a to pro teorii
slabé i silné zakrivenych pruti. Pro slabé zakriveny prut byla pouzita hodnota tvarového
soucinitele ptri¢ného prifezu Sspa a pro silné zakiivené pruty pak tvarovy soucinitel za-
visly na excentricité — [g,.

Z obrézku 7.5 je vidét, Ze s klesajicim pomérem R/h; se méni vliv slozek posuvi od
jednotlivich VVU na celkovy posuv vypoditany pomoci teorie silné zak¥ivenych pruti.
Pokud je jako hraniéni pomér R/h; mezi pruty slabé a silné zakiivenymi zvolena hodnota
5 (viz podkapitola 3.3), pak tento trend potvrzuje nasledujici myslenku. Pfi vypoctu po-
suvil u silné zakiivenych prutd je nezbytné zahrnout vliv viech VVU, nebot s klesajicim
pomérem R/h; vliv posouvajici i normalové sily roste. Pro posuvy od posouvajici sily je
tento trend pomérné strmy a pro poméry R/h; ~ 1 jsou dokonce prispévky posuvi od
posouvajici sily mirné vétsi nez od ohybového momentu. Je tieba také upozornit na to,
ze v daném pripadé se pri zméné poloméru R; neméni tloustka pricného prurezu. Pokud
by dochéazelo i ke zvétsovani tohoto parametru, vliv posouvajici sily by byl jesté vyssi.

V pripadé vypoctu posuvu pomoci teorie slabé zakfivenych pruti jsou ziskané za-
vislosti podobné. Je vSak tfeba upozornit, Ze tato teorie pro poméry R/h; > 5 jiz neni
platna. Tento fakt vsak nebrani srovnani vlivu posouvajici sily na celkové posuv, nebot
se prispévek tohoto posuvu u obou teorii pocita rovnocenné. Rozdil mezi jednotlivymi
teoriemi lze pozorovat ve zménu strmosti rustu této krivky. To lze vysvétlit diky obr. 7.4,
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nebot se zvysujici se fg, roste i hodnota posuvu od posouvajici sily. Obrazek 7.6 také
potvrzuje to, zZe pri vypoctu posuvu pro slabé zaktivené pruty 1ze pro dané rozméry pric-
ného prurezu vliv posouvajici i normalové sily zanedbat. To by vSak stejné jako u prutt
silné zaktivenych nemuselo platit pri zméné tloustky prutu.

100
90
80 -
70 -
60 |-
90 -
40 |-
30 |-
20
10 -

0

upr, ——
UM, N
uN

ur ———

w; Jwsr, (%]

| | t | | | | | | |
01 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
R/hy [-]

Obrazek 7.5: Procentudlni srovnéni vlivu posuvii w; od jednotlivych slozek VVU
(t=N,T, My, M,N) vzhledem k celkovému posuvu ur¢enému pomoci teorie silné
zaktivenych prutt.
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w; Jwsr,a [%]

Obrazek 7.6: Procentualni srovnani vlivu posuvii w; od jednotlivych slozek VVU
(i =N, T, M,) vzhledem k celkovému posuvu uréenému pomoci teorie slabé
zaktivenych prutt.
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7.5 Srovnani posuvi

Na zavér byla provedena studie, ve které byly srovnany vsechny posuvy.

Jako prvni bylo provedeno srovnani posuvi ziskanych pomoci teorii slabé a silné za-
ktivenych prutii. Z obr. 7.6 plyne, ze posuvy ziskané jednotlivymi teoriemi se lisi v celém
rozsahu osy x. Posuvy se zacinaji vyraznéji odliSovat zhruba v intervalu R/h; € (5;10).
Mezni hodnoty tohoto intervalu odpovidaji hranicim mezi obéma teoriemi uré¢enymi pres
napéti v [1] a v [8] (viz podkapitola 3.3).

analyticky slabé (Bspa)
6 | analyticky silné (Ssir)

Aurel [%]
w
I

I S | |
012345 10 15 20 25

R/hy [-]

Obrazek 7.7: Zavislost relativni odchylky posuvu vidi teorii silné zakrivenych prutt.

25
analyticky slabé, Bspa
90 |+ analyticky slabé, fans  +
analyticky silné, Ssrr,
s Lot analyticky silné, Ssp,a
% ANSYS BEAM189
— X ANSYS SOLID186 ——
X 10 +
S oL
4 5 +++ ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
0 \ AL L TP
Ry
qo b1 1 r I ' !
012345 10 15 20 25
R/hy [-]

Obrazek 7.8: Zavislost relativni odchylky posuvu viiéi objemovému prvku SOLID186.
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Druhy z graft (obr. 7.8) zachycuje srovnani vSech ziskanych posuvi, jak energetickym,
tak numerickym ptistupem. Toto srovnani bylo realizovino pomoci parametru relativni
chyby definované jako

Py = Z—SOUDIS 90 (7] (7.1)
WSOLID186

kde ¢ znaci posuvy ziskané jednotlivymi pristupy. Jako referencni hodnota byl zvolen po-
suv ziskany z ANSYSu pro objemovy prvek SOLID186 (¢ernd kiivka). Tato hodnota je
totiz na dané rozlisSovaci drovni nejpresnéjsi.

Vsechny posuvy jsou také srovnavany az pro pomér R/h; > 1. P¥i nizsi hodnoté po-
loméru jiz totiz nejsou splnény prutové predpoklady.

Nejblize presnému Teseni se ukazala teorie silné zakrivenych prutii pri pouziti tvaro-
vého soucinitele zavislého na excentricité Sgp, (modra kiivka). Tato skutecnost odpovida
i faktu zminéném Timosenkem v [9], o cemz je také pojednéno v podkapitole 3.3. Vznikla
chyba je v tomto ptipadé pouze v fadu jednotek. Odlisnost ziskanych hodnot je zptisobena
prutovymi predpoklady u teorie silné zakfivenych prutt (SOLID186 napiiklad uvazuje i
deplanaci mysleného pfi¢ného prutezu, apod.)

Porovnanim cervené a modré ktivky lze potvrdit to, Ze tvarovy soucinitel je v pripadé
silné zakiivenych prutii opravdu zavisly na poloze neutralni osy (excentricité). Cervena
krivka se v oblasti silné zakfivenych prutii od referenéni hodnoty odchyluje vyraznéji nez
kiivka modra.

Zajimavé je srovnani posuvil ziskanych analyticky pomoci teorie slabé zakiivenych
pruti a posuvu ziskanych ANSYSem pro BEAM189. Vysledky ziskané témito pristupy
se lisi v pripadé, kdy je v analytickém vypoctu pouzit tvarovy soucinitel Sspa (oranzova
kiivka) ziskany analyticky. Pokud je v analytickém vypoctu dosazen tvarovy soucini-
tel z ANSYSU fans (fialové body), pak jsou vypocitané hodnoty totozné s posuvy prvku
BEAM189 (zelend kiivka). Jediny rozdil mezi témito dvéma pristupy je tim padem v hod-
noté tvarového soucinitele 5. To tedy znamend, ze prestoze je BEAMI189 dle prislusné
dokumentace zalozen na TimoSenkové teorii prutil, po¢ita i normalovymi slozkami VVU
a predstavuje tedy jakysi zdokonaleny prutovy prvek (detaily jsou uvedeny v ¢lanku [23]).
Pti porovnani téchto pristupu s referenéni hodnotou je jiz vznikla chyba vétsi nez v pii-
padé teorie silné zakiivenych pruti. O nevhodnosti pouziti teorie slabé zakrivenych prutt
jiz bylo pojednano diive. Pouziti prvku BEAM189 pro silné zaktivené pruty se jevi jako
nevhodné také. Jak jiz bylo Fedeno diive, manuidl ANSYSU [6] se o vhodnosti pouziti
tohoto prvku pro zakfivené pruty explicitné nezminuje.

Graf také potvrzuje pomyslnou hranici mezi pruty slabé a silné zakfivenymi zminénou
vyse.
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s v
8 Zaver

Cilem predkladané bakalarské prace byl vypocet deformace uzavieného zakriveného prutu
(krouzku) zvolenymi analytickymi a numerickymi metodami. Prvotni motivaci bylo to, Ze
jednotlivé analytické a numerické ptistupy poskytuji rizné vysledky a v pripadé softwart
zalozenych na metodé konecnych prvki nejsou v uzivatelskych manualech striktné uve-
dena omezeni a predpoklady jejich platnosti, ¢asto se také odkazuji na aktualni védecké
publikace. Jako modelovy ptipad byl vybran zdanlivé trivialni problém zaktiveného prutu,
jehoz Teseni je nejsilnéji omezeno geometrickymi predpoklady.

V uvodni ¢asti prace byl struéné uveden prehled teorii dale vyuzitych pti feseni zada-
ného problému. Pri jeho zpracovani byl kladen diraz zejména na pruty zakfivené, jejich
klasifikaci a zpisob vypoctu uvedeny ve skriptech [1] ur¢enych pro zékladni kurz pruz-
nosti pevnosti na Fakulté strojniho inzenyrstvi, VUT v Brné. Jako kvalitni zdroj vénujici
se podobné tématice byla i Timosenkova kniha [8], kterd pouziva teorie zaloZené na di-
ferencialni pristupu a teorii elasticity, predevsim pak rozsiteni Euler-Bernoulliho teorie,
kterda je v zminéném zakladnim kurzu znama jako diferencidlni rovnice ohybové cary.
Uvodni &st se také vénovala veliding nazvané tvarovy soudinitel p¥i¢ného prifezu. Ta
se pres svoji zdanlivou nepodstatnost ukazala jako jeden z rozhodujicich parametrii pro
diskuzi vysledki.

Kapitola ¢tvrta byla vénovana klasickym nosnikovym teoriim, zejména pak teorii Ti-
mosenkové. I kdyz jsou obé nosnikové teorie primarné urc¢eny pro vypocet primych pruti,
je mozné je odvodit i pro pruty zaktivené. Toto odvozeni vSak vyzaduje pokrocilé mate-
matické znalosti, nebot je tieba pracovat v kiivocarych soutradnicich. V knize [8] je takové
odvozeni provedeno pro teorii Euler-Bernoulliho. Posuv vypocitany touto teorii pro zakri-
veny prut odpovida posuvu od ohybového momentu ziskaného energetickym ptistupem
(rov. (5.37)). Kompletni odvozeni Timosenkovy teorie pro zakfiveny prut (tedy i s vlivem
posouvajici sily) by vzhledem k matematické naro¢nosti presahovalo rdmec definovanych
cili bakalarské prace. Toto odvozeni by vSak mohlo byt namétem na téma diplomové
prace.

V dalsi ¢asti byl formulovan zadany problém a nésledné byly odvozeny vztahy pro
vypocet posuvu pomoci dvou teorii — slabé a silné zaktivenych pruti. Spoleéné s témito
vztahy byly analyticky odvozeny i charakteristiky pri¢ného prifezu tvaru U. Prii jejich
odvozeni byl ¢asto vyuzit princip superpozice, ktery je v linearni oblasti obecné platny.

V kapitole Sesté byla detailné popsana tvorba vypoctovych modeli a maker v soft-
waru ANSYS. Numericky vypocet byl nasledné proveden pro dva prvky — prutovy prvek
BEAM189 a objemovy prvek SOLID186. Deformace vypoc¢tené pomoci objemového mo-
delu byly stanoveny jako referenc¢ni, protoze tento numericky model je nejblize chovani
realného télesa.

V zavérecné casti prace bylo poté z nékolika hledisek provedeno srovnani ziskanych
hodnot posuvil. Za stézejni zavery provedené studie jsou povazovany nasledujici:

1. Hranice poméru R/h =5 (obr. 3.6) mezi slabé¢ a silné zakfivenymi pruty urcend pres
napéti uvedend v [1] byla potvrzena pres vypocet deforma¢niho posuvu (obr. 7.5,
7.7a7.8).
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2. Prutovy prvek BEAMI189 definovany v softwaru ANSYS je nevhodny pro pruty
se silné zaktivenou strednici. Naopak dostatecné vhodnou teorii se ukazala teorie
silné zaktivenych pruti odvozena z energetického pristupu. Ta se pti pouziti tvaro-
vého soucinitele prepoc¢teného na neutralni osu blizi presnému reSeni ziskanému pro
objemovy prvek SOLID186.

3. Tvarovy soucinitel pri¢ného prirezu je pro zaktivené pruty obecné zavisly na excen-
tricité, coz je zfejmé z obr. 7.4. Tento fakt neni ve skriptech [1] explicitné vyjadien.

4. Vypocet tvarového soucinitele S se pro rizné pristupy odlisuje. Objasnéni rozdilu
mezi analyticky vypocitanymi hodnotami a hodnotami z ANSYSu by vyzadovalo
rozsahlejsi resersi a dalsi studii.

5. PTi vypoctu zaktivenych prutti, obzvlasté pak silné zaktivenych, nelze zanedbat
slozky posuvii od posouvajici ani normalové sily, nebot s rostoucim zaktivenim stied-
nice R jejich vliv roste.

Zavérem lze dodat, Ze i feseni zdanlive trivialniho problému prineslo zajimava zjisténi a muze
byt dobrym zédkladem pro dalsi rozsiteni v diplomové praci.
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jednotkova sila

osameéla sila

modul pruznosti ve smyku

charakteristicky rozmér pricného prirezu/vyska

pri¢cného prufezu prurezu
osovy kvadraticky moment
tuhost pricného prurezu
délka strednice

osameéla silova dvojice
ohybovy moment

liniova dvojice

plosné dvojice

normalova sila

plosna sila

polomeér strednice

polomér neutralni osy/kiivost kiivky

plocha pri¢ného prirezu
délka

tézisté pricného prirezu
posouvajici sila

linedrni moment k ose
posuv

slozka VVU

energie napjatosti
prihyb

poloha v ose x

poloha v ose y

poloha v ose z

tenzor napéti

koeficient smyku
tvarovy soucinitel pri¢ného prirezu
stfednice

uhlové pretvoreni

posuv v bodé
pric¢inkovy soucinitel
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0 uhlovy parametr

o [—] Poissonovo ¢islo

IT silova soustava

© [rad] natoceni

p radidlni parametr

o [Pal normalové napéti

o [Nm 3] objemova sila

Tp [Pa] normalové napéti ve slabé zakfiveném (pfimém)
prutu

o, [Pal normalové napéti v silné zakfiveném prutu

Ao (%] odchylka napéti

T [Pal smykové napéti

1 pricny prufez

Q linedarné pruzné téleso

w fez prutem

Aw (%] odchylka posuvu

Zkratka Vyznam

ANS ANSYS

MKP metoda konec¢nych prvka

SIL silné zakriveny prut

SLA slabé zaktiveny prut

VVU vysledné vnitini uc¢inky
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Priloha A

Soucasti bakalarské prace je jeden kus CD, které obsahuje nésledujici soubory:
e analyticky_vypocet.xlsx

— soubor tabulkového procesoru Microsoft Excel, ve kterém jsou naprogramovany
vsSechny vztahy potrebné k analytickému vypoctu deformacniho posuvu

e start_prut_cycle.mac

— makro spustitelné v programu ANSYS Mechanical APDL s integrovanym cyk-
lem pro ziskdni hodnot posuvi prvku BEAM189 pro rizné hodnoty poloméru
Ry

e start3D_cycle.mac

— makro spustitelné v programu ANSYS Mechanical APDL s integrovanym cyk-
lem pro ziskdni hodnot posuvi prvku SOLID186 pro rizné hodnoty poloméru
Ry

e vysledky_komplet.txt

— textovy soubor obsahujici vSechny vysledky obdrzené pro analyticky i nume-
ricky vypocet
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