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VARIACNI TRIDY A ZOBRAZENI VE VARIACNI
POSLOUPNOSTI DRUHEHO RADU: EXPLICITNI FORMULE

ZBYNEK URBAN

ABSTRAKT. TFidy diferencidlnich forem, reprezentujici zékladni variac¢ni objekty
(Lagrangian, Eulerova-Lagrangeova forma, Helmholtzova forma), a varia¢ni mor-
fismy (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni, Helmholtzovo zobrazeni) jsou studovéany
jako objekty variacni posloupnosti ve fibrované mechanice. Jsou odvozeny expli-
citni formule pro varia¢ni t¥idy a morfismy ve varia¢ni posloupnosti druhého rfadu
v kanonickych soufadnicich, umoznujici pfimé pouziti v lokdlnim a globalnim in-
verznim varia¢nim problému.

1. Uvop

Koncept variacni posloupnosti, kterou v této praci uvazujeme na fibrovanych va-
rietdch s 1-rozmérnou bazi (,fibrovand mechanika®), zavedl D. Krupka [1] za Gce-
lem studia lokalnich a globélnich charakteristik Fulerova-Lagrangeova zobrazent
varia¢niho poctu na konecnych jetovych prodlouzenich fibrovanych variet, s na-
vaznosti na myslenku P. Dedeckera o konstrukci podobného komplexu, jakym je
De Rhamuv komplex diferencidlnich forem, v némz by jednim z morfismu bylo
Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni. Zakladnimi problémy, které jsou studovany v te-
orii vari¢ni posloupnosti, jsou lokalni a globalni inverzni problém varia¢niho poctu
a s nim souvisejici struktura Helmholtzovych podminek variac¢nosti. Je-li zadan
systém funkei (resp. diferencidlnich rovnic), pak feSeni inverzniho varia¢niho pro-
blému spoc¢iva v nalezeni podminek, za jakych tento systém splyva s Eulerovymi-
Lagrangeovymi vyrazy (resp. rovnicemi) Lagrangeovy funkce, lokalné ¢i globdlné
definované, kterou hledame.

Za stejnym Gcelem vznikla teorie varia¢niho bikomplexu riiznych autort (Vi-
nogradov, Dedecker a Tulczyjew, Takens, Anderson a Duchamp, Saunders, Olver,
aj.) v rznych verzich na nekoneéngch jetovych prodlouZenich fibrovanych variet.
Césteéné srovnani téchto piistupt lze nalézt v ¢lancich Krupka [4] a Vitolo [13].

Varia¢ni posloupnost je konstruovana jako faktorova posloupnost De Rhamovy
posloupnosti podle jeji exaktni podposloupnosti kontaktnich forem. Hlavni vyznam
této posloupnosti spoc¢iva v tom, ze jeji morfismy, majici vyznam variacnich zob-
razeni (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni, Helmholtzovo zobrazeni, atd.), 1ze zcela
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popsat bez ohledu na varia¢ni funkcionaly, a 1ze navic charakterizovat jejich lokalni
a globalni aspekty pomoci kohomologickych grup podkladovych variet.

Cilem této prace je odvodit zékladni souradnicové formule pro variac¢ni t¥idy
a zobrazeni ve variacni posloupnosti druhého fadu pro tucely aplikaci, zejména
pak Helmholtzovy variacni podminky. Zaroven lze text chapat jako tivod do te-
orie varia¢nich posloupnosti na fibrovanych varietach. Varia¢ni posloupnosti na
fibrovanych varietdch byly dale studovany v pracich Krupka [2, 3], Musilova [8],
Krupka a Sedénkova [6], Vitolo [13] (viz. také reference), Krupka, Urban a Voln4
[7], a na kontaktnich elementech Urban a Krupka [11], Urban [10].

V této praci pouzivame Ehresmannovu teorii jeti. Podrobny vyklad podklado-
vych struktur lze nalézt v monografiich Krupka [5] a Saunders [9].

V celém ¢lanku Y oznacuje fibrovanou varietu nad 1-rozmérnou bdzi X s pro-
jekei m:Y — X (fibrovand mechanika“). Necht m = dimY — 1. Pfipomerime, Ze
podle definice je 7 surjektivni submerze. Jsou tedy splnény nasledujici dvé ekvi-
valentni podminky v kazdém bodé y € Y: (i) teéné zobrazeni k projekci = v bodé
y, Tym : T,Y — Ty, X, je surjektivni, (ii) v bodé y existuje soutadnicovy sys-
tém (V,9), ¥ = (5,4¢°), 1 < 0 < m, a v bodé n(y) € X soufadnicovy systém
(U, ), ¢ = (t), takové, ze U = (V) a t o m = s. Soufadnicovy systém (V) na
Y z podminky (ii) nazyvame fibrovany soufadnicovy systém. P¥i oznaleni fibrova-
nych soufadnic pouzivame konvenci s = ¢, tedy piseme ¢ = (¢,¢”). Soutadnicovy
systém (U, ¢) na bazi X je podminkou (ii) uréen jednoznaéné a nazjva se aso-
ciovany k fibrovanému soufadnicovému systému (V,). Rezem fibrované variety
m:Y — X nazyvame zobrazeni v : U — Y definované na néjaké oteviené pod-
mnoziné U C X a takové, ze m o v = idy, kde idy je identické zobrazeni mnoziny
U.

Necht r > 1 je celé ¢islo. Oznacéme J"Y r-té jetové prodlouzens fibrované variety
Y. Prvek J.~v € J'Y, nazyvany r-jet fezu v v bodé x € X, je definovéan jako t¥ida
relace ekvivalence na mnoziné hladkych fezt ~ fibrované variety 7 : Y — X, defi-
novanych na okoli bodu x s hodnotami v bodé y = v(z): ;1 ~ 72, existuje-li fibro-
vany soufadnicovy systém (V,¢), ¥ = (t,q%), v bodé y = v1(x) = y2(x) takovy, ze
DHg°vie7 1) (¢(x)) = D(q° Y2~ 1) (¢(x)) pro kazdé | = 1,2,...,7.“ Pokud 71 ~
vz, pak podle pravidla o derivaci slozeného zobrazeni snadno ukézeme, ze pro libo-
volny fibrovany soufadnicovy systém (V,v), ¥ = (£,7), v bodé y = v1(z) = 72(x)
plati DY@y 1) (@(x)) = D@23 1) (@(x)) pro kazdé [ = 1,2,...,r. Na mno-
ziné J"Y definujeme kanonické jetové projekce n™° : JY — J°Y, 0 < s < r,
an” : JY — X formulemi n™*(JLy) = Jiv, #"(Jiy) = x. Jelliy : U - Y
hladky fez fibrované variety Y na oteviené mnoziné U C X, pak hladké zobrazeni
J'y U — J'Y, definované vztahem J"y(z) = J.v, nazyvame r-jetové prodlou-
Zeni Tezu 7.

Hladka struktura na Y indukuje asociovanou strukturu hladké variety na J"Y
nasledovné. Je-li (V, ), ¢ = (t,¢7), fibrovany soufadnicovy systém na Y, (U, ¢),
» = (t), asociovany soufadnicovy systém na X, pak dvojice (V",¢"), kde V" =
(77X (V) a ¥ = (t,4°,47,45,-..,q7), s redlnymi funkcemi ¢7 : V" — R da-
nymi vztahem g7 (J77v) = D' (q°yp~1)(¢(z)), tvoii soufadnicovy systém na J"Y,
nazyvany asociovany fibrovany souradnicovy systém. Pro r < 3 piSeme ¢7 = ¢,

4% = q¢§, ¢ = ¢§. Tvori-li fibrované soufadnicové systémy (V1) hladky atlas
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na Y, pak asociované fibrované soufadnicové systémy (V" ¢") tvoii hladky atlas
a generuji hladkou strukturu variety na J"Y s dimenzi dim J"Y = m(r + 1) 4+ 1.
Pro libovolnou otevienou podmnozinu W ve fibrované varieté Y klademe W™ =
(79 ~L(W). Symbolem QfW znac¢ime okruh hladkych funkei a symbolem Q)W
QpW-modul hladkych diferencidlnich forem, definovanych na W" C J"Y. Vnéjsi
algebru hladkych diferencialnich forem, definovanych na W7, znacime Q"W

2. KONTAKTNI FORMY A KANONICKY ROZKLAD FOREM

V této cCasti definujeme pojem kontaktni 1-formy a rozsifené kontaktni k-formy
na jetovém prodlouzeni fibrované variety a uvadime vlastnosti kontaktnich forem,
zejména rozklad forem na kontaktni komponenty. Kanonicky rozklad diferencial-
nich forem je zakladnim nastrojem v geometrické variac¢ni teorii na fibrovanych
prostorech (Krupka [1, 3, 5]).
Diferencialni 1-forma p € QiW se nazyva kontaktni, je-li

J"vp=0 (2.1)
pro kazdy hladky fez « fibrované variety Y, definovany na libovolné oteviené pod-
mnoziné mnoziny W. Jinymi slovy, kontaktni 1-forma se anuluje podél jetového
prodlouzeni libovolného fezu fibrované variety. Ve smyslu definice (2.1) je pak
kazda funkce kontaktni pravé tehdy, kdyz je identicky nulova, a kazda diferenci-

alni k-forma je kontaktni pro k& > 2. Lokalni popis kontaktnich 1-forem je dén
nasledovné.

Lemma 2.1. (a) Necht W je oteviend podmnoZina fibrované variety Y. Pak
forma p € QYW je kontaktni prdve tehdy, kdyz v kazZdém fibrovaném soutadnicovém
systému (V, ), ¥ = (t,q%), na W CY md p vyjddiend

r—1
_ J )0
p= E Blw?,
Jj=0

kde
wi =dq] —qj,dt, 0<j<r-—1 (2.2)
(b) Jsou-li ddny dva fibrované soutadnicové systémy na'Y, (V,4), ¥ = (t,¢7),

a (V,), = (tq°), takové, e VNV # 0, pak

J
=350
-
=0

G
wy, 2.3
kde 0 = dq7 — qf,,dt, 0<j<r—1,

1-formy (2.2) jsou kontaktni formy a jsou linedrné nezavislé. Lze je tedy doplnit
na kontaktni bdzi 1-forem definovanych na soufadnicovém okoli V",

dt, w7, dq;. (2.4)

Formule dgf = wf + ¢7,,dt definuje bijektivni korespondenci mezi kontaktni bazi
(2.4) a kanonickou bazi dt, dq7, dg7, 0 < j <7 — 1, 1-forem na V".

Ponévadz operace vnéjsi derivace a pull-back diferencidlnich forem komutuji,

z definice (2.1) vyplyvé, ze pro kontaktni formu p € Q[W, k > 1, je rovnéz

dp kontaktni; pokud navic n € Q]W, pak také p A n je kontaktni forma. Idedl
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vnéjsi algebry Q"W diferencialnich forem na W7, lokalné generovany kontaktnimi
1-formami (2.2), se nazyva kontaktni idedl. Kontaktni k-formou rozumime libo-
volnou k-formu néleZejici do kontaktniho idedlu. Transformacni vlastnost (2.3)
kontaktnich 1-forem ma nasledujici dasledek: k-formy na W” lokdlnée generované
k vnéjsimi faktory w¢ (2.2), t.j. k-formy lokdlné vyjddrené ve tvaru

p= A3z gk, 71N Wiz AL AWTE (2.5)

J102..-0k " J1 Ik

tvori podmodul modulu diferencidlnich k-forem QW ktery znacime €2 W

Kanonicky rozklad diferencidlnich forem na jejich kontaktni komponenty je zalo-
Zen na rozkladu teénych vektort. Definujme nyni morfismus teénych vektorovych
prostort A : TJ™HY — TJ"Y nad projekci #"+17 : J*F1Y — J'Y, nazfvany
horizontalizace. Kazdému teénému vektoru ¢ k J™HY v bodé J/ 1y piitadime
tecny vektor hé k J"Y v bodé JIv predpisem hé = T,J"y o Tr"t1 . ¢ Teény
vektor hé € TJ"Y nazyvame horizontdlni komponenta vektoru €. Kontaktni kom-
ponentu pé vektoru & definujeme predpisem pé = Ta™t17 - € — hé. Ma-li teény
vektor £ € TJ"T1Y lokalni vyjadieni

r+1

0
= Zﬂa;’

pak

0 - 0 3
_¢0 o ':' 0
h§=¢ ot + Jz::() Qj+178q; , p§= Z = = qj+1€ 3

dt(Jyy)(h€) = €%, di(J;y)(p€) =0,
Wi (J5y)(h€) =0, Wi (Jz7)(p€) = B] — q7,,£°.

Necht p € QW je libovolna k-forma, k > 1, a &1,&2, ..., & jsou teéné vektory
k J™FY v bodé Jrtly € Wt Pak Tr" L7 . & = h& +p&, 1 < 1 < k, pii-
¢emz vSechny horizontalni komponenty h&; nélezi do 1-rozmérného vektorového
podprostoru v T'jr~J"Y . Dostavame odtud

(7_[_T+1,7‘)* (JT+1 )(51,52,~-~,£k;)
= p(Jo)( Ty, a6, T e ot g ,THHVHHW &)
= p(Jov)(hér + p&1, héa + péa, - . ., hEk + PEi)
= pr1p(Jy ) (s Eo, - &)+ rp(JE ) (61, a5 ),
kde
pep(Jy ) (s s Ek) = p(T57) (D€L, Do, - -, PER),
Pe—1p(Jy ) (€1, o, &) = p(T5y) (héa, péas - -, PER)
P( ) (P€1, h&2,ps, - - -, PEL)
+ p(Jp7) (€1, P2, - - - s PEE—1, Mk ).

/—\/-\

Tudiz

(7" TETY p = pr_1p + prp. (2.7)
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Formule (2.7) se nazyva kanonicky rozklad formy p na kontaktni komponenty.
Formu py_1p, resp. pgp, (2.6) na W't C J" Y nazyvame (k — 1)-kontaktni,
resp. k-kontaktni, komponenta formy p. Presnéji feceno, jde o kanonicky rozklad
formy (7"t17)*p. V piipadé 1-forem, k = 1, znacime hp = pop a pp = p1p, tedy
(7Y p = hp + pp.

Lemma 2.2. Necht (V,4), ¥ = (t,q°), je fibrovany soufadnicovy systém na 'Y
takovy, Ze V.C W.
(a) Necht 1-forma p € QW md v kanonické bdzi vyjadrent

p=Adt+Y Bldg.

§=0
Pak
pp = Z ng}’, hp = (A + Z ng;ﬁrl) dt. (2.8)
§=0 §=0
(b) Je-li f € QGW funkce na W7, pak
(x" 17 df = hdf + pdf, (2.9)
kde
daf — of
hdf = —dt df = 7.
f dt y P f ]go aq]q wJ

Analogicky jako v predchozim lemmatu lze snadno nalézt vyjadieni pro px_1p
a pgp libovolné k-formy p. Je-li py_1p = 0, pak (7" T1")*p = prp je k-kontaktni
k-forma tvaru (2.5). Rozklad vnéjsi derivace funkce (2.9) a 1-formy (2.8) Casto
potfebujeme pfi vypoctu trid diferencidlnich forem.

Definujeme nyni novy typ kontaktnosti pro formy stupné k > 2.

Rekneme, Ze k-forma p € QL W, k > 2, je rozsirend kontaktni forma, jestlize ke
kazdému bodu yo € W existuje fibrovany soufadnicovy systém (V, ), v = (¢,¢7),
v bodé yo a (k — 1)-kontaktni (k — 1)-forma ny € Q) _, .V tak, Ze

Pe-1(p — dnv) = 0.
Jinymi slovy, p € Qi W je rozsifené kontaktni forma, ma-li p lokalni vyjadreni
p=p+dn, (2.10)

kde u je k-kontaktni k-forma a 7 je (k — 1)-kontaktni (k — 1)-forma na daném
soufadnicovém V.

Lemma 2.3. Necht W C Y je oteviend mnoZina a p € QW je rozsiiend
kontaktni forma. Pak rozklad (2.10) formy p je uréen jednoznacné.

Rozsitené kontaktni k-formy na W" tvoii vektorovy podprostor vektorového
prostoru k-forem Q; W, ktery znacime ©pW. Podle Lemmatu 2.3. je ©;W di-
rektnim sou¢tem podmodul 2 W a Q) _; W. V dalsim textu uvazujeme ;W
zejména se strukturou abelovské grupy.
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3. VARIACNI POSLOUPNOST VE FIBROVANE MECHANICE

Necht W C Y je oteviend mnozina. Pro kazdé k > 1, ©}W je podgrupa abelov-
ské grupy QW a dostdvame tak podposloupnost abelovskych grup rozsifenych
kontaktnich forem

0—=01W —=005W —=05W — ... 50, =0 (3.1)
De Rhamovy posloupnosti
0—-R— QW = QW - QW — ... - QyIW =0, (3.2)

kde M =mr+1, N =dimJ"Y = m(r + 1) + 1. (3.1) a (3.2) jsou diferencidlni
posloupnosti, jejichz morfismy tvofi operdtor vnéjsi derivace d. Posloupnost (3.1) se
nazyva kontaktni podposloupnost De Rhamovy posloupnosti (3.2). Pfipomenme,
ze diferencialni posloupnost se nazyva exaktni, jestlize v kazdém c¢lenu je obraz
daného morfismu roven jadru nasledujiciho morfismu. De Rhamova posloupnost
(3.2) je tedy podle Poincaréova lemmatu lokdiné exaktni: necht forma p € QW
splituje podminku dp = 0 (p je uzaviend), pak ke kazdému bodu z W" existuje
okoli U a diferencialni (k — 1)-forma n na U tak, Ze p|y = dn.
Nasledujici tvrzeni vyplyva ze struktury rozsifenych kontaktnich forem.

Véta 3.1. Kontaktni podposloupnost (3.1) De Rhamovy posloupnosti je lokdlné
exaktni.

Dostavame nésledujici diagram,

CW/OTW — QUW/OLW — -

0— >R — QW —— QW GW —— -
0 orw TWo——— ..
0 0,

v némz faktorizaci De Rhamovy posloupnosti podle jeji exaktni kontaktni podpo-
sloupnosti vznikd faktorova posloupnost

0—-R - QW — QIW/OTW — QoW/O5W

3.3
— = QU W/OLW = QW — - = QI — 0. (3:3)

Ttidu diferencidlni formy p € Q)W z faktorové grupy Q) W/©;W ve varia¢ni
posloupnosti (3.3) zna¢ime [p]. Faktorovd zobrazeni v (3.3), E : QW/O.W —
Q. W/©7,, W, jsou definovana vztahem

E([o]) = [dpl. (3.4)
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Posloupnost (3.3) se nazyva variacni posloupnost fadu r na W C Y.
Véta 3.2. Faktorovd posloupnost (3.3) je lokdlné exaktni.

Cleny varia¢ni posloupnosti jakozto faktorové grupy jsou uréeny jednoznacéné
az na isomorfismus. To umoznuje vyjadieni tfid ve varia¢ni posloupnosti pomoci
raznych reprezentantti. Nasledujici tvrzeni se uplatni pii vypoctu reprezentant
tf¥id a pfi studiu vnofeni varia¢ni posloupnosti r-tého fadu do posloupnosti (r+1)-
niho ¥ddu (problém redukce fédu).

Véta 3.3. Faktorové zobrazeni QW/OLW — Qu W/OI W injekce QLW >
p— (7" p € QUTIW je injektivnd.

Varia¢ni posloupnost (3.3) 1ze formulovat také v p¥ipadé, kdy podkladové pro-
story jsou svazky diferencidlnich forem na r-jetovém prodlouzeni J"Y . Ukazuje se,
ze pro odpovidajici komplex globalnich fezl lze aplikovat abstraktni De Rhamtv
teorém, umoziujici vySetfovat lokalni a globalni aspekty morfismu ve varia¢ni po-
sloupnosti pomoci kohomologickych grup fibrované variety Y; viz. Poznamka 4.5.

4. VARIACNI TRIDY A ZOBRAZENI VE VARIACNI POSLOUPNOSTI DRUHEHO RADU

V této ¢asti ukdzeme variacni vyznam tiid diferencialnich k-forem, kde k = 1,2, 3,
a jejich morfismt ve variani posloupnosti. Pro ucely aplikaci nalezneme expli-
citni formule ve variacni posloupnosti druhého fadu. Ptirozené vznika otazka, zda
existuje kanonicky reprezentant t¥idy forem ve varia¢ni posloupnosti. Tento pro-
blém reprezentace variaéni posloupnosti (globalné definovanymi) diferenciadlnimi
formami byl studovan a na fibrovanych varietdch obecné fesen riiznymi autory;
komentarfe ke srovnani lze nalézt v praci Volna, Urban [12].

Véta 4.1. Necht W C 'Y je oteviend mnozina o (V, ), ¥ = (t,q7), je fibrovany
souradnicovy systéem W.
(a) Necht p € Q2W md vyjddreni v kontaktni bdzi tvaru
p = Adt + B,w® + Bro + C,di°. (4.1)
Pak trida [p] je prvkem Q3W/OIW a je reprezentovdna diferencidlni formou na
w3 c J3Y,
[p] = (A+C, g %)dt. (4.2)
(b) Necht p € Q2W md vyjddreni v kontaktni bdzi tvaru
p=A,w’ Ndt + ALL ANdt + B,di” Adt

0102

1 1
t 5 Co1aw™ AW + 205 5,07 NG + Clgi” Aw’ (4.3)

1
+ Dy odd” Aw’ + D), di” N7 + tiqum A di”?.

Pak trida [p] je prokem QZW/O3W a je reprezentovdna diferencidlni formou na
w? c J°Y,

7] = o ())& Adt, (4.4)
kde

d ) d?

ollp) = (As = Do) = 51 (AL = DL 4™) + 55 (Bo = Dur'd™). (45)
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(c) Necht p € Q3W md vyjddreni v kontaktni bdzi tvaru

viva

1 1
N = 5Acioow™ AW Adt+ A 0" Aw? Adt+ 5Al WY A G2 A dt

1
+ Buodd” Aw” Ndt+ By di” N Ndt+ 5 Buyy,dd”t Adi A dt

1 1
+ *0010263(*)01 ANw?? Aw + 501 W’ AWt A w?

6 V,0102

1 1
+ 501 WA W AW+ 601 WA WA W3

viV2,0 VivaVs3

2

1 . . .
+ & Duvaws 45" N " A dg” + D) .

1
+ D)

2 V,0102

1
+ DV,Uled(jy AW Aw? + §Dulu2,ad(']"’1 AdG? A w®

dg” N o* Aw?

1
di’ A @ AW’ 4+ =D}

2 viv2,0

di”* A di” A ac.

Pak trida [p] je prvkem QZW/OIW a je reprezentovdna diferencidlni formou na
W'cJY,

1 1
[p] = Eeyg([n])w” Aw? ANdt + Ky o ([n]) &Y Aw? Adt + inw([n])d}” Aw? Adt

1
+7uo([n]) WY AWT AdE+ =Tue([n]) WY Aw? Adt,

2
kde
cop 1 d 1 1 1 1 -
euo (M) = Avo + Dypus’ @ = 52 (Ahg = A4, + (D = Dy i)
1d*, 1 ... 1d3 1 1 1 1
+ iﬁ(Auo + D/hua q #) o 1% (Bu,a - Bo,z/ + (DMV,U o DHUaV) q #)
1d*
—+ iﬂ(Byo' + Duya q §)7

1
Kv U([T/]) = 5 (Ai,a + Arlr,y + (D/];.7l/7ﬂ' + D/lt,o,l/)wg

)

- dU}iL (By,a + Ba,u + (D,uu,a + D,uo',l/)wg)

d2
s (B +BL,+ (D}, + D, )wh) ),

* dwh)

kvo([0]) = Ay, + Dy 5wk + (Bu.o = Bow) + (Dyvo = Dyuow )k
1 d

1 1 1 1
+ 2 dwk (Bu,a - Bo,l/ + (D/LV,U - D/L(T,V)wg)
d? "
_ QW(BW + D, owh),
1 ’
Tl/,o([n]) = _5 (BI},O' + Bi,y + (D;lul,o + Dplw,u)wé) 3

TVU([’O]) = BU,U + D,uuawg~
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Nasledujici tvrzeni popisuje strukturu faktorovych zobrazeni ve varia¢ni po-
sloupnosti druhého ¥ddu, souvisejicich se zdkladnimi varia¢nimi objekty (totdlni
derivace, Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni, Helmholtzovo zobrazeni).

Véta 4.2. Necht W C 'Y je oteviend mnoZina a (V, ), ¢ = (t,q°), je fibrovany
souradnicovy systém na W.

(a) Je-li f € Q2W, pak E(f) = (df /dt)dt.

(b) Necht p € QW md vyjddreni v kontaktni bdzi (4.1). Pak

E(lp)) = e ([dp]) o” A dt, (4.6)

kde

0A oc, .., d (0A 0C,...,
d?> [ 0A aC, ..., d3C,
—S |\ ==+ 5= - .
dt2 \ 9g° = 0§° dt3

(c) Necht p € Q3W md vyjddieni v kontaktni bdzi (4.3). Pak
1 v [oa
E(lp) = 5evo(dp) w” ne” n
1
+ Ky ([dp]) W Aw® Adt + inw([dp]) WY Aw? Adt (4.7)

1
+ 7.0 ([dp]) WY Aw” Adt+ ETW([dp]) WY AW ANdt,

kde
1 /0AL 0AL (0B, 0B,
T (ldp]) = 5 ( 5 ( 30 aqa) + (Dyo + Do)
ODy, 9Dy, OD., 0D\ .., d. .
- 7 —(D D
+ ( 8qa- + 8qy 8qy 8qa— q + dt( l/,(T+ O',l/) )
0B, 0B oD oD d
vo d - 7 _ z D1 —D1 m ra gt —- Dya 5
a(ldg) = 5o - 522 4 b, - Db+ (G - G2 ) i (D)

1/0A, 84, 9AL 9AL /(8D oD
volldp]) = = [ =2 v_ e v 1o oy
oA lde]) 2(64" 9 ¢ o ( o " o
oD,., 9D, ,\... d (0A, ©OA, (0B, OB,
ot Ryt ) - — - +
q° aq¥ dt \ 0¢” aG° oq¥ 0q°
_ (aDW/ 0D, o _ 9Dyus 8DW) ~q'u>

ol ol aq¥ dq°
d? <6‘A}, 0AL 7 <8Bg 6Bl,> (6‘DW n 0D,

a2 \ a¢v ' 9j° o ¢° d4° dq”
oDl oDl d

_ KV Ko Ve 4~ (DL D1
aqc o )q 3 Dro * ”’”)>’
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(ap)) — (A _OA\ (04 9AL\ (9B, 9B,
kv Pl) = 8(]” 8('1'0 8qa aqu aqv aqa
o (2w Duo  ODuy  9Dus  ODhs DL ..
dq° dgq¥ og° Ioliid ol id aq°
1d (aA}, oA, 9B, 0B, (8DW D,

2dt \ 8¢©  9ie * o Bg° 04" O¢”

oD} oD} 3d d
pr I\ ..y °“(p,,-D,,— —(D. — D!
+ aq aq ) q ) + 2dt< ) ’ dt( v,o a,u))

& (0B, 0B, (0D, aDNU _ LDy
B -ty
a2 \ o a5\ oge PR
94, 9A, (0D, ODuo\ ... 1d (94, 04,
svolldel) = 50~ B +( 9" og ) 2 di 5‘q G
L 0AL 04L (0D, ODue Db, ODi,\.,
oq¥ 0q° 0¢° ag¥ 0q° dq¥

1d* (0AL  9AL (0D, OD),\...
= =+ - = g
oqv 0¢° 94° 94"

1 (aA; 9AL 0B, 0B, (aD,W 8DW)...
-—— + + - q"

T N Y I e ¢

Dy Do)+ oD,, 9D,,\...,
v,o o,V (9(] 8(]” q

4
Ll (8Bg OB L g <6‘DW 8DW,> _q,#)

24t4 \ o dje ' 2 dio BYZ
1d°
+E%(Dua)'

Pozndmka 4.3. Ttidu E([p]) (4.7) z Véty 4.2, (c), lze také vyjadiit v jiné bazi
a na jiném prodlouzeni fibrované variety nasledovné

E(p)) = 5&l, (ldpl) w” Aw” Adt

§€ua
1
+ £, o ([dp]) Wi Aw? Adt + E/@’W([dp]) Wi Aw{ Adt (4.8)

1
+ 7o (dp]) wy AWl Adt+ 575 ((dpl) wy Awg A dt.
Lze v8ak ukdzat, ze E([p]) (4.8) obecné neni (globalné definovana) forma. Uka-
zuje se, Ze reprezentace t¥id globalné definovanymi diferencialnimi formami souvisi
s varianimi objekty, znamymi z lokalni variac¢ni teorie.

Charakterizujme nyni faktorova zobrazeni E : Q?W/©3W — Q3W/OiW a E :
Q3W/O3W — Q3W/O3W ve variaéni posloupnosti jinym zptsobem. I kdyz tridy
ve varia¢ni posloupnosti jsou definovény abstraktné ((4.2), (4.4)), jsou tzce spjaty
s variacni teorii na fibrovanych varietach. Tim je motivovana nasledujici termino-
logie.
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Necht (V, %), v = (t,¢7), je fibrovany soufadnicovy systém na W C Y. M&jme
1-formu p € Q3W, vyjadienou v kontaktni bazi ve tvaru p = Adt+ B,w’ + BLw +
C,di°. Definujme Lagrangeovu funkci formy p, L : V3 — R, pfedpisem

L=A+C,q¢°. (4.9)
Podle Véty 4.1 pfedstavuje funkce (4.9) koeficient t¥idy [p]. Fulerovy-Lagrangeovy
vjrazy Ey(L) : V® — R, asociované s Lagrangeovou funkci L, jsou pak tvaru

oL oL & oL
0q°  dtd¢e  dt? 9§o’
Necht p € Q3W je 2-forma, majici vyjadieni (4.3). Polozme

B, (L) = (4.10)

d d?
_ A1 _ Dl ceep el

gt Ar = Do) + o
Podle Véty 4.2 predstavuje funkce (4.11) koeficient t¥idy [p], reprezentované source
formou (4.4).

Helmholtzovy vyrazy asociované s €, jsou pak tvaru

Oe, Oe,
=+

g6 =(Ae — Dy s'q") (Bo = Dyo'q’"). (4.11)

Oeo 02y 5d (f‘%o_ 8fu>
Og5 045 )’

1/ Oe Oe d [ 0Oe Oe
H3 == o L Yv 9% (%e  TEv
() =5 (6'@'” T (aqz " aqu)) ’

e, Oeg, 3 d [ Ocs Oe, 5d® (0, Oe,
=2 - e . (4.12)
oqy 0q¢° 2dt3 \0q¢ 0¢g

Hl( )_1 850_'_85,,_1 8£J+85V +i3 350_851,
o\ =5\ o T o~ at \ogr " oqe ) T art \ogy  9q3 ) )"
O, Og, 1d (85(, 85,,) 1d3 ( Ocy Oe,, )

HO _Zfo v 22 [(TE0  TEv == | ey
&) =50 "o 2@ \ag o) T1ae \aqr  aqe

1d® (Oe, Oe,
2dt5 \d¢¥  0q2 )"
Nasledujici tvrzeni je podstatné pro aplikace variac¢ni posloupnosti. Ukazujeme,

7e Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy (4.10) a Helmholtzovy vyrazy (4.12) jsou totozné
s koeficienty t¥id E([p]) (4.6), (4.7) ve varia¢ni posloupnosti.

Véta 4.4. Necht W C Y je oteviend mnoZina a (V, ), ¢ = (t,q°), je fibrovany
souradnicovy systém na W.
(a) Necht p € QW md v kontaktni bdzi vyjddreni (4.1). Pak

E(lp]) = e, ([dp]) o A dt,
pricemz
go([dp]) = Eo (L),

kde L je Lagrangeova funkce (4.9) a E,(L) Eulerovy-Lagrangeovy vjrazy (4.10)
asociovan€ s L.
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(b) Necht p € Q3W md v kontaktni bdzi vyjddrent (4.3). Pak

B(p]) = geun([dp]) ¥ Aw? Ad

1
+ o ([dp) Y Aw” Adt + S ko ([dp]) wy Aw” A dt

+ 7o ([dp]) ws Aw? Adt+ %Tug([dp]) wy Aw? A dt,

pricemz
evo([dp]) = Hg, (en),  Fuo([dp])
v ([dp]) = ng(gu)a Tvo ([dp])

kde e, je ddno vztahem (4.11) a H. (g,) jsou Helmholtzovy vyrazy (4.12) asocio-
vane s ;.

= H;u(fu)a Kuo ([dp]) = ng(gu)v
= ng(g#«)’ H(?’V(EH) = 07

Pozndmka 4.5. Podle Véty 4.4 jsou morfismy
E:QiW/OIW — Q3W/O3W, resp. E: QW/0O3W — Q2W/O3W,

ve variac¢ni posloupnosti druhého fadu totozné s Fulerovym-Lagrangeovym zobra-
zenim, resp. Helmholtzovym zobrazenim varia¢niho poctu. Varia¢ni posloupnost na
kone¢nych jetovych prodlouzenich fibrované variety je tudiz nastrojem ke studiu lo-
kalnich a globalnich aspektt variacni teorie. Jadro a obraz Eulerova-Lagrangeova
zobrazeni a Helmholtzova zobrazeni jsou definovany a miuZeme studovat koho-
mologické grupy odpovidajicitho komplexu globalnich fezti. Tim je feSen globalni
inverzni problém varia¢niho poctu.

Z exaktnosti varia¢ni posloupnosti vyplyva, ze pokud Helmholtzovy vyrazy
(4.12) jsou identicky nulové, H! (e,) = 0, pak vyrazy ¢, (4.11) jsou lokdiné vari-
acni: lokalné jsou €, pro né€jaké L tvaru

oL d 0L d?> OL

R T T
Helmholtzovy podminky H., (¢,) = 0 jsou tak podminky lokdini variacnosti (2-for-
my, systému funkci). Z lokaln{ variacnosti ovSem nemusi vyplyvat globaln{ vari-
acnost dané 2-formy (4.4), tedy nemusi existovat globéalné definovana funkce L
s vlastnosti (4.13). Z vlastnosti varia¢nich posloupnosti svazki diferencialnich fo-
rem na fibrovanych varietach vyplyva, Ze postacujici (topologickou) podminkou
existence globalniho Lagrangidnu A = Ldt je nulovd druhd De Rhamova ko-
homologickd grupa fibrované variety Y. Je-li tedy source forma (tfida 2-formy)
€ = g,w’ Adt (4.4) lokdlng variaéni a zéroven H?Y = 0, pak ¢ je globalné vari-
acéni.

Je-li naptiklad Y = R™, plati H*R™ = 0 pro kazdé k, 1 < k < m, a tu-
diz lokalni varia¢nost libovolné source formy (4.4) na R™ implikuje globalni va-
ria¢nost. Podobné, je-li Y Mobiova paska, pak lokalni varia¢nost implikuje glo-
béalni varia¢nost. Naopak, pokud je Y = S? sféra nebo Y = S! x S! torus, plati
H?S5% = H?(S! x S1) = R # 0, a tudiZ lokdlni varia¢nost source formy obecné
neimplikuje globalni varia¢nost.

Podrobnéjsi diskuse globalnich aspektu variacnich posloupnosti na fibrovanych
varietach pfesahuje ramec tohoto ¢lanku a lze ji nalézt v pracich Krupka [1, 2, 3.

(4.13)



(1]

2]

(3]
(4]

5]
6]
7
8]
9]

[10]

[11]

[12]

(13]
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