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VARIAČNÍ TŘÍDY A ZOBRAZENÍ VE VARIAČNÍ
POSLOUPNOSTI DRUHÉHO ŘÁDU: EXPLICITNÍ FORMULE

ZBYNĚK URBAN

Abstrakt. Třídy diferenciálních forem, reprezentující základní variační objekty
(Lagrangián, Eulerova-Lagrangeova forma, Helmholtzova forma), a variační mor-
fismy (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení, Helmholtzovo zobrazení) jsou studovány
jako objekty variační posloupnosti ve fibrované mechanice. Jsou odvozeny expli-
citní formule pro variační třídy a morfismy ve variační posloupnosti druhého řádu
v kanonických souřadnicích, umožňující přímé použití v lokálním a globálním in-
verzním variačním problému.

1. Úvod

Koncept variační posloupnosti, kterou v této práci uvažujeme na fibrovaných va-
rietách s 1-rozměrnou bází („fibrovaná mechanikaÿ), zavedl D. Krupka [1] za úče-
lem studia lokálních a globálních charakteristik Eulerova-Lagrangeova zobrazení
variačního počtu na konečných jetových prodlouženích fibrovaných variet, s ná-
vazností na myšlenku P. Dedeckera o konstrukci podobného komplexu, jakým je
De Rhamův komplex diferenciálních forem, v němž by jedním z morfismů bylo
Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení. Základními problémy, které jsou studovány v te-
orii variční posloupnosti, jsou lokální a globální inverzní problém variačního počtu
a s ním související struktura Helmholtzových podmínek variačnosti. Je-li zadán
systém funkcí (resp. diferenciálních rovnic), pak řešení inverzního variačního pro-
blému spočívá v nalezení podmínek, za jakých tento systém splývá s Eulerovými-
Lagrangeovými výrazy (resp. rovnicemi) Lagrangeovy funkce, lokálně či globálně
definované, kterou hledáme.

Za stejným účelem vznikla teorie variačního bikomplexu různých autorů (Vi-
nogradov, Dedecker a Tulczyjew, Takens, Anderson a Duchamp, Saunders, Olver,
aj.) v různých verzích na nekonečných jetových prodlouženích fibrovaných variet.
Částečné srovnání těchto přístupů lze nalézt v článcích Krupka [4] a Vitolo [13].

Variační posloupnost je konstruována jako faktorová posloupnost De Rhamovy
posloupnosti podle její exaktní podposloupnosti kontaktních forem. Hlavní význam
této posloupnosti spočívá v tom, že její morfismy, mající význam variačních zob-
razení (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení, Helmholtzovo zobrazení, atd.), lze zcela
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popsat bez ohledu na variační funkcionály, a lze navíc charakterizovat jejich lokální
a globální aspekty pomocí kohomologických grup podkladových variet.

Cílem této práce je odvodit základní souřadnicové formule pro variační třídy
a zobrazení ve variační posloupnosti druhého řádu pro účely aplikací, zejména
pak Helmholtzovy variační podmínky. Zároveň lze text chápat jako úvod do te-
orie variačních posloupností na fibrovaných varietách. Variační posloupnosti na
fibrovaných varietách byly dále studovány v pracích Krupka [2, 3], Musilová [8],
Krupka a Šeděnková [6], Vitolo [13] (viz. také reference), Krupka, Urban a Volná
[7], a na kontaktních elementech Urban a Krupka [11], Urban [10].

V této práci používáme Ehresmannovu teorii jetů. Podrobný výklad podklado-
vých struktur lze nalézt v monografiích Krupka [5] a Saunders [9].

V celém článku Y označuje fibrovanou varietu nad 1-rozměrnou bází X s pro-
jekcí π : Y → X („fibrovaná mechanikaÿ). Nechť m = dimY − 1. Připomeňme, že
podle definice je π surjektivní submerze. Jsou tedy splněny následující dvě ekvi-
valentní podmínky v každém bodě y ∈ Y : (i) tečné zobrazení k projekci π v bodě
y, Tyπ : TyY → Tπ(y)X, je surjektivní, (ii) v bodě y existuje souřadnicový sys-
tém (V, ψ), ψ = (s, qσ), 1 ≤ σ ≤ m, a v bodě π(y) ∈ X souřadnicový systém
(U,ϕ), ϕ = (t), takové, že U = π(V ) a t ◦ π = s. Souřadnicový systém (V, ψ) na
Y z podmínky (ii) nazýváme fibrovaný souřadnicový systém. Při označení fibrova-
ných souřadnic používáme konvenci s = t, tedy píšeme ψ = (t, qσ). Souřadnicový
systém (U,ϕ) na bázi X je podmínkou (ii) určen jednoznačně a nazývá se aso-
ciovaný k fibrovanému souřadnicovému systému (V, ψ). Řezem fibrované variety
π : Y → X nazýváme zobrazení γ : U → Y definované na nějaké otevřené pod-
množině U ⊂ X a takové, že π ◦ γ = idU , kde idU je identické zobrazení množiny
U .

Nechť r ≥ 1 je celé číslo. Označme JrY r-té jetové prodloužení fibrované variety
Y . Prvek Jrxγ ∈ JrY , nazývaný r-jet řezu γ v bodě x ∈ X, je definován jako třída
relace ekvivalence na množině hladkých řezů γ fibrované variety π : Y → X, defi-
novaných na okolí bodu x s hodnotami v bodě y = γ(x): „γ1 ∼ γ2, existuje-li fibro-
vaný souřadnicový systém (V, ψ), ψ = (t, qσ), v bodě y = γ1(x) = γ2(x) takový, že
Dl(qσγ1ϕ−1)(ϕ(x)) = Dl(qσγ2ϕ−1)(ϕ(x)) pro každé l = 1, 2, . . . , r.ÿ Pokud γ1 ∼
γ2, pak podle pravidla o derivaci složeného zobrazení snadno ukážeme, že pro libo-
volný fibrovaný souřadnicový systém (V̄ , ψ̄), ψ̄ = (t̄, q̄σ), v bodě y = γ1(x) = γ2(x)
platí Dl(q̄σγ1ϕ̄−1)(ϕ̄(x)) = Dl(q̄σγ2ϕ̄−1)(ϕ̄(x)) pro každé l = 1, 2, . . . , r. Na mno-
žině JrY definujeme kanonické jetové projekce πr,s : JrY → JsY , 0 ≤ s ≤ r,
a πr : JrY → X formulemi πr,s(Jrxγ) = Jsxγ, πr(Jrxγ) = x. Je-li γ : U → Y
hladký řez fibrované variety Y na otevřené množině U ⊂ X, pak hladké zobrazení
Jrγ : U → JrY , definované vztahem Jrγ(x) = Jrxγ, nazýváme r-jetové prodlou-
žení řezu γ.

Hladká struktura na Y indukuje asociovanou strukturu hladké variety na JrY
následovně. Je-li (V, ψ), ψ = (t, qσ), fibrovaný souřadnicový systém na Y , (U,ϕ),
ϕ = (t), asociovaný souřadnicový systém na X, pak dvojice (V r, ψr), kde V r =
(πr,0)−1(V ) a ψr = (t, qσ, qσ1 , q

σ
2 , . . . , q

σ
r ), s reálnými funkcemi qσl : V r → R da-

nými vztahem qσl (Jrxγ) = Dl(qσγϕ−1)(ϕ(x)), tvoří souřadnicový systém na JrY ,
nazývaný asociovaný fibrovaný souřadnicový systém. Pro r ≤ 3 píšeme q̇σ = qσ1 ,
q̈σ = qσ2 ,

. . .
q σ = qσ3 . Tvoří-li fibrované souřadnicové systémy (V, ψ) hladký atlas
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na Y , pak asociované fibrované souřadnicové systémy (V r, ψr) tvoří hladký atlas
a generují hladkou strukturu variety na JrY s dimenzí dim JrY = m(r + 1) + 1.

Pro libovolnou otevřenou podmnožinu W ve fibrované varietě Y klademe W r =
(πr,0)−1(W ). Symbolem Ωr0W značíme okruh hladkých funkcí a symbolem ΩrkW
Ωr0W -modul hladkých diferenciálních forem, definovaných na W r ⊂ JrY . Vnější
algebru hladkých diferenciálních forem, definovaných na W r, značíme ΩrW .

2. Kontaktní formy a kanonický rozklad forem

V této části definujeme pojem kontaktní 1-formy a rozšířené kontaktní k-formy
na jetovém prodloužení fibrované variety a uvádíme vlastnosti kontaktních forem,
zejména rozklad forem na kontaktní komponenty. Kanonický rozklad diferenciál-
ních forem je základním nástrojem v geometrické variační teorii na fibrovaných
prostorech (Krupka [1, 3, 5]).

Diferenciální 1-forma ρ ∈ Ωr1W se nazývá kontaktní, je-li

Jrγ∗ρ = 0 (2.1)

pro každý hladký řez γ fibrované variety Y , definovaný na libovolné otevřené pod-
množině množiny W . Jinými slovy, kontaktní 1-forma se anuluje podél jetového
prodloužení libovolného řezu fibrované variety. Ve smyslu definice (2.1) je pak
každá funkce kontaktní právě tehdy, když je identicky nulová, a každá diferenci-
ální k-forma je kontaktní pro k ≥ 2. Lokální popis kontaktních 1-forem je dán
následovně.

Lemma 2.1. (a) Nechť W je otevřená podmnožina fibrované variety Y . Pak
forma ρ ∈ Ωr1W je kontaktní právě tehdy, když v každém fibrovaném souřadnicovém
systému (V, ψ), ψ = (t, qσ), na W ⊂ Y má ρ vyjádření

ρ =
r−1∑
j=0

Bjσω
σ
j ,

kde
ωσj = dqσj − qσj+1dt, 0 ≤ j ≤ r − 1. (2.2)

(b) Jsou-li dány dva fibrované souřadnicové systémy na Y , (V, ψ), ψ = (t, qσ),
a (V̄ , ψ̄), ψ̄ = (t̄, q̄σ), takové, že V ∩ V̄ 6= ∅, pak

ω̄σj =
j∑
l=0

∂q̄σj
∂qνl

ωνl , (2.3)

kde ω̄σj = dq̄σj − q̄σj+1dt̄, 0 ≤ j ≤ r − 1.

1-formy (2.2) jsou kontaktní formy a jsou lineárně nezávislé. Lze je tedy doplnit
na kontaktní bázi 1-forem definovaných na souřadnicovém okolí V r,

dt, ωσj , dq
σ
r . (2.4)

Formule dqσj = ωσj + qσj+1dt definuje bijektivní korespondenci mezi kontaktní bází
(2.4) a kanonickou bází dt, dqσj , dqσr , 0 ≤ j ≤ r − 1, 1-forem na V r.

Poněvadž operace vnější derivace a pull-back diferenciálních forem komutují,
z definice (2.1) vyplývá, že pro kontaktní formu ρ ∈ ΩrkW , k ≥ 1, je rovněž
dρ kontaktní; pokud navíc η ∈ ΩrlW , pak také ρ ∧ η je kontaktní forma. Ideál
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vnější algebry ΩrW diferenciálních forem na W r, lokálně generovaný kontaktními
1-formami (2.2), se nazývá kontaktní ideál. Kontaktní k-formou rozumíme libo-
volnou k-formu náležející do kontaktního ideálu. Transformační vlastnost (2.3)
kontaktních 1-forem má následující důsledek: k-formy na W r lokálně generované
k vnějšími faktory ωσj (2.2), t.j. k-formy lokálně vyjádřené ve tvaru

ρ = A j1 j2... jk
σ1σ2...σk

ωσ1j1 ∧ ω
σ2
j2
∧ . . . ∧ ωσk

jk
, (2.5)

tvoří podmodul modulu diferenciálních k-forem ΩrkW , který značíme Ωrk,cW .
Kanonický rozklad diferenciálních forem na jejich kontaktní komponenty je zalo-

žen na rozkladu tečných vektorů. Definujme nyní morfismus tečných vektorových
prostorů h : TJr+1Y → TJrY nad projekcí πr+1,r : Jr+1Y → JrY , nazývaný
horizontalizace. Každému tečnému vektoru ξ k Jr+1Y v bodě Jr+1x γ přiřadíme
tečný vektor hξ k JrY v bodě Jrxγ předpisem hξ = TxJ

rγ ◦ Tπr+1 · ξ. Tečný
vektor hξ ∈ TJrY nazýváme horizontální komponenta vektoru ξ. Kontaktní kom-
ponentu pξ vektoru ξ definujeme předpisem pξ = Tπr+1,r · ξ − hξ. Má-li tečný
vektor ξ ∈ TJr+1Y lokální vyjádření

ξ = ξ0
∂

∂t
+
r+1∑
j=0

Ξσj
∂

∂qσj
,

pak

hξ = ξ0

 ∂

∂t
+

r∑
j=0

qσj+1
∂

∂qσj

 , pξ =
r∑
j=0

(Ξσj − qσj+1ξ0)
∂

∂qσj
,

a

dt(Jrxγ)(hξ) = ξ0, dt(Jrxγ)(pξ) = 0,

ωσj (Jrxγ)(hξ) = 0, ωσj (Jrxγ)(pξ) = Ξσj − qσj+1ξ0.

Nechť ρ ∈ ΩrkW je libovolná k-forma, k ≥ 1, a ξ1, ξ2, . . . , ξk jsou tečné vektory
k Jr+1Y v bodě Jr+1x γ ∈ W r+1. Pak Tπr+1,r · ξl = hξl + pξl, 1 ≤ l ≤ k, při-
čemž všechny horizontální komponenty hξl náleží do 1-rozměrného vektorového
podprostoru v TJr

xγ
JrY . Dostáváme odtud

(πr+1,r)∗ρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk)

= ρ(Jrxγ)(TJr+1
x γπ

r+1,r · ξ1, TJr+1
x γπ

r+1,r · ξ2, . . . , TJr+1
x γπ

r+1,r · ξk)

= ρ(Jrxγ)(hξ1 + pξ1, hξ2 + pξ2, . . . , hξk + pξk)

= pk−1ρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk) + pkρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk),

kde

pkρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk) = ρ(Jrxγ)(pξ1, pξ2, . . . , pξk),

pk−1ρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk) = ρ(Jrxγ)(hξ1, pξ2, . . . , pξk)

+ ρ(Jrxγ)(pξ1, hξ2, pξ3, . . . , pξk)

+ . . .+ ρ(Jrxγ)(pξ1, pξ2, . . . , pξk−1, hξk).

(2.6)

Tudíž
(πr+1,r)∗ρ = pk−1ρ+ pkρ. (2.7)
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Formule (2.7) se nazývá kanonický rozklad formy ρ na kontaktní komponenty.
Formu pk−1ρ, resp. pkρ, (2.6) na W r+1 ⊂ Jr+1Y nazýváme (k − 1)-kontaktní,
resp. k-kontaktní, komponenta formy ρ. Přesněji řečeno, jde o kanonický rozklad
formy (πr+1,r)∗ρ. V případě 1-forem, k = 1, značíme hρ = p0ρ a pρ = p1ρ, tedy
(πr+1,r)∗ρ = hρ+ pρ.

Lemma 2.2. Nechť (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný souřadnicový systém na Y
takový, že V ⊂W .

(a) Nechť 1-forma ρ ∈ Ωr1W má v kanonické bázi vyjádření

ρ = Adt+
r∑
j=0

Bjσdq
σ
j .

Pak

pρ =
r∑
j=0

Bjσω
σ
j , hρ =

(
A+

r∑
j=0

Bjσq
σ
j+1

)
dt. (2.8)

(b) Je-li f ∈ Ωr0W funkce na W r, pak

(πr+1,r)∗df = hdf + pdf, (2.9)

kde

hdf =
df

dt
dt, pdf =

r∑
j=0

∂f

∂qσj
ωσj .

Analogicky jako v předchozím lemmatu lze snadno nalézt vyjádření pro pk−1ρ
a pkρ libovolné k-formy ρ. Je-li pk−1ρ = 0, pak (πr+1,r)∗ρ = pkρ je k-kontaktní
k-forma tvaru (2.5). Rozklad vnější derivace funkce (2.9) a 1-formy (2.8) často
potřebujeme při výpočtu tříd diferenciálních forem.

Definujeme nyní nový typ kontaktnosti pro formy stupně k ≥ 2.
Řekneme, že k-forma ρ ∈ ΩrkW , k ≥ 2, je rozšířená kontaktní forma, jestliže ke

každému bodu y0 ∈W existuje fibrovaný souřadnicový systém (V, ψ), ψ = (t, qσ),
v bodě y0 a (k − 1)-kontaktní (k − 1)-forma ηV ∈ Ωrk−1,cV tak, že

pk−1(ρ− dηV ) = 0.

Jinými slovy, ρ ∈ ΩrkW je rozšířená kontaktní forma, má-li ρ lokální vyjádření

ρ = µ+ dη, (2.10)

kde µ je k-kontaktní k-forma a η je (k − 1)-kontaktní (k − 1)-forma na daném
souřadnicovém V .

Lemma 2.3. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a ρ ∈ ΩrkW je rozšířená
kontaktní forma. Pak rozklad (2.10) formy ρ je určen jednoznačně.

Rozšířené kontaktní k-formy na W r tvoří vektorový podprostor vektorového
prostoru k-forem ΩrkW , který značíme Θr

kW . Podle Lemmatu 2.3. je Θr
kW di-

rektním součtem podmodulů Ωrk,cW a Ωrk−1,cW . V dalším textu uvažujeme Θr
kW

zejména se strukturou abelovské grupy.



74 Z. URBAN

3. Variační posloupnost ve fibrované mechanice

Nechť W ⊂ Y je otevřená množina. Pro každé k ≥ 1, Θr
kW je podgrupa abelov-

ské grupy ΩrkW a dostáváme tak podposloupnost abelovských grup rozšířených
kontaktních forem

0→ Θr
1W → Θr

2W → Θr
3W → · · · → Θr

MW → 0 (3.1)

De Rhamovy posloupnosti

0→ R→ Ωr0W → Ωr1W → Ωr2W → · · · → ΩrNW → 0, (3.2)

kde M = mr + 1, N = dimJrY = m(r + 1) + 1. (3.1) a (3.2) jsou diferenciální
posloupnosti, jejichž morfismy tvoří operátor vnější derivace d. Posloupnost (3.1) se
nazývá kontaktní podposloupnost De Rhamovy posloupnosti (3.2). Připomeňme,
že diferenciální posloupnost se nazývá exaktní, jestliže v každém členu je obraz
daného morfismu roven jádru následujícího morfismu. De Rhamova posloupnost
(3.2) je tedy podle Poincaréova lemmatu lokálně exaktní: nechť forma ρ ∈ ΩrkW
splňuje podmínku dρ = 0 (ρ je uzavřená), pak ke každému bodu z W r existuje
okolí U a diferenciální (k − 1)-forma η na U tak, že ρ|U = dη.

Následující tvrzení výplývá ze struktury rozšířených kontaktních forem.

Věta 3.1. Kontaktní podposloupnost (3.1) De Rhamovy posloupnosti je lokálně
exaktní.

Dostáváme následující diagram,

0 0

Ωr1W/Θ
r
1W

6

- Ωr2W/Θ
r
2W

6

- · · ·

0 - R - Ωr0W -

-

Ωr1W

6

- Ωr2W

6

- · · ·

0

6

- Θr
1W

6

- Θr
2W

6

- . . .

0

6

0,

6

v němž faktorizací De Rhamovy posloupnosti podle její exaktní kontaktní podpo-
sloupnosti vzniká faktorová posloupnost

0→ R→ Ωr0W → Ωr1W/Θ
r
1W → Ωr2W/Θ

r
2W

→ · · · → ΩrMW/Θ
r
MW → ΩrM+1W → · · · → ΩrNW → 0.

(3.3)

Třídu diferenciální formy ρ ∈ ΩrkW z faktorové grupy ΩrkW/Θ
r
kW ve variační

posloupnosti (3.3) značíme [ρ]. Faktorová zobrazení v (3.3), E : ΩrkW/Θ
r
kW →

Ωrk+1W/Θ
r
k+1W , jsou definována vztahem

E([ρ]) = [dρ]. (3.4)
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Posloupnost (3.3) se nazývá variační posloupnost řádu r na W ⊂ Y .

Věta 3.2. Faktorová posloupnost (3.3) je lokálně exaktní.

Členy variační posloupnosti jakožto faktorové grupy jsou určeny jednoznačně
až na isomorfismus. To umožňuje vyjádření tříd ve variační posloupnosti pomocí
různých reprezentantů. Následující tvrzení se uplatní při výpočtu reprezentantů
tříd a při studiu vnoření variační posloupnosti r-tého řádu do posloupnosti (r+1)-
ního řádu (problém redukce řádu).

Věta 3.3. Faktorové zobrazení ΩrkW/Θ
r
kW → Ωr+1k W/Θr+1

k W injekce ΩrkW 3
ρ→ (πr+1,r)∗ρ ∈ Ωr+1k W je injektivní.

Variační posloupnost (3.3) lze formulovat také v případě, kdy podkladové pro-
story jsou svazky diferenciálních forem na r-jetovém prodloužení JrY . Ukazuje se,
že pro odpovídající komplex globálních řezů lze aplikovat abstraktní De Rhamův
teorém, umožňující vyšetřovat lokální a globální aspekty morfismů ve variační po-
sloupnosti pomocí kohomologických grup fibrované variety Y ; viz. Poznámka 4.5.

4. Variační třídy a zobrazení ve variační posloupnosti druhého řádu

V této části ukážeme variační význam tříd diferenciálních k-forem, kde k = 1, 2, 3,
a jejich morfismů ve variační posloupnosti. Pro účely aplikací nalezneme expli-
citní formule ve variační posloupnosti druhého řádu. Přirozeně vzniká otázka, zda
existuje kanonický reprezentant třídy forem ve variační posloupnosti. Tento pro-
blém reprezentace variační posloupnosti (globálně definovanými) diferenciálními
formami byl studován a na fibrovaných varietách obecně řešen různými autory;
komentáře ke srovnání lze nalézt v práci Volná, Urban [12].

Věta 4.1. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný
souřadnicový systém W .

(a) Nechť ρ ∈ Ω21W má vyjádření v kontaktní bázi tvaru

ρ = Adt+Bσω
σ +B1σω̇

σ + Cσdq̈
σ. (4.1)

Pak třída [ρ] je prvkem Ω21W/Θ
2
1W a je reprezentována diferenciální formou na

W 3 ⊂ J3Y ,
[ρ] = (A+ Cσ

. . .
q σ)dt. (4.2)

(b) Nechť ρ ∈ Ω22W má vyjádření v kontaktní bázi tvaru

ρ = Aσω
σ ∧ dt+A1σω̇

σ ∧ dt+Bνdq̈
ν ∧ dt

+
1
2
Cσ1σ2ω

σ1 ∧ ωσ2 +
1
2
C1σ1σ2 ω̇

σ1 ∧ ω̇σ2 + C1,0ν,σω̇
ν ∧ ωσ

+Dν,σdq̈
ν ∧ ωσ +D1ν,σdq̈

ν ∧ ω̇σ +
1
2
Dν1ν2dq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 .

(4.3)

Pak třída [ρ] je prvkem Ω22W/Θ
2
2W a je reprezentována diferenciální formou na

W 5 ⊂ J5Y ,
[ρ] = εσ([ρ])ωσ ∧ dt, (4.4)

kde

εσ([ρ]) = (Aσ −Dν,σ
. . .
q ν)− d

dt
(A1σ −D1ν,σ

. . .
q ν) +

d2

dt2
(Bσ −Dνσ

. . .
q ν) . (4.5)
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(c) Nechť ρ ∈ Ω23W má vyjádření v kontaktní bázi tvaru

η =
1
2
Aσ1σ2ω

σ1 ∧ ωσ2 ∧ dt+A1ν,σω̇
ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
A1ν1ν2 ω̇

ν1 ∧ ω̇ν2 ∧ dt

+Bν,σdq̈
ν ∧ ωσ ∧ dt+B1ν,σdq̈

ν ∧ ω̇σ ∧ dt+
1
2
Bν1ν2dq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 ∧ dt

+
1
6
Cσ1σ2σ3ω

σ1 ∧ ωσ2 ∧ ωσ3 +
1
2
C1ν,σ1σ2 ω̇

ν ∧ ωσ1 ∧ ωσ2

+
1
2
C1ν1ν2,σω̇

ν1 ∧ ω̇ν2 ∧ ωσ +
1
6
C1ν1ν2ν3 ω̇

ν1 ∧ ω̇ν2 ∧ ω̇ν3

+
1
2
Dν,σ1σ2dq̈

ν ∧ ωσ1 ∧ ωσ2 +
1
2
Dν1ν2,σdq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 ∧ ωσ

+
1
6
Dν1ν2ν3dq̈

ν1
2 ∧ dq̈ν2 ∧ dq̈ν3 +D1ν,µ,σdq̈

ν ∧ ω̇µ ∧ ωσ

+
1
2
D1ν,σ1σ2dq̈

ν ∧ ω̇σ1 ∧ ω̇σ2 +
1
2
D1ν1ν2,σdq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 ∧ ω̇σ.

Pak třída [ρ] je prvkem Ω23W/Θ
2
3W a je reprezentována diferenciální formou na

W 7 ⊂ J7Y ,

[ρ] =
1
2
ενσ([η])ων ∧ ωσ ∧ dt+ κν,σ([η]) ω̇ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
κνσ([η]) ω̈ν ∧ ωσ ∧ dt

+ τν,σ([η])
. . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
τνσ([η])

. . . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt,

kde

ενσ([η]) = Aνσ +Dµ,νσ
. . .
q µ − 1

2
d

dt

(
A1ν,σ −A1σ,ν + (D1µ,ν,σ −D1µ,σ,ν)

. . .
q µ
)

+
1
2
d2

dt2
(A1νσ +D1µ,νσ

. . .
q µ)− 1

4
d3

dt3
(
B1ν,σ −B1σ,ν + (D1µν,σ −D1µσ,ν)

. . .
q µ
)

+
1
2
d4

dt4
(Bνσ +Dµνσ

. . .
q µ3 ),

κν,σ([η]) =
1
2

(
A1ν,σ +A1σ,ν + (D1µ,ν,σ +D1µ,σ,ν)wµ3

− d

dwL
(Bν,σ +Bσ,ν + (Dµν,σ +Dµσ,ν)wµ3 )

+
d2

d(wL)2
(
B1ν,σ +B1σ,ν + (D1µν,σ +D1µσ,ν)wµ3

) )
,

κνσ([η]) = A1σν +D1µ,σνw
µ
3 + (Bν,σ −Bσ,ν) + (Dµν,σ −Dµσ,ν)wµ3

+
1
2

d

dwL
(
B1ν,σ −B1σ,ν + (D1µν,σ −D1µσ,ν)wµ3

)
− 2

d2

d(wL)2
(Bνσ +Dµνσw

µ
3 ),

τν,σ([η]) = −1
2

(
B1ν,σ +B1σ,ν + (D1µν,σ +D1µσ,ν)wµ3

)
,

τνσ([η]) = Bν,σ +Dµνσw
µ
3 .
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Následující tvrzení popisuje strukturu faktorových zobrazení ve variační po-
sloupnosti druhého řádu, souvisejících se základními variačními objekty (totální
derivace, Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení, Helmholtzovo zobrazení).

Věta 4.2. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný
souřadnicový systém na W .

(a) Je-li f ∈ Ω20W , pak E(f) = (df/dt)dt.
(b) Nechť ρ ∈ Ω21W má vyjádření v kontaktní bázi (4.1). Pak

E([ρ]) = εσ([dρ])ωσ ∧ dt, (4.6)

kde

εσ([dρ]) =
∂A

∂wσ
+
∂Cν
∂wσ

. . .
q ν − d

dt

(
∂A

∂q̇σ
+
∂Cν
∂q̇σ

. . .
q ν
)

+
d2

dt2

(
∂A

∂q̈σ
+
∂Cν
∂q̈σ

. . .
q ν
)
− d3Cσ

dt3
.

(c) Nechť ρ ∈ Ω22W má vyjádření v kontaktní bázi (4.3). Pak

E([ρ]) =
1
2
ενσ([dρ])ων ∧ ωσ ∧ dt

+ κν,σ([dρ]) ω̇ν ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
κνσ([dρ]) ω̈ν ∧ ωσ ∧ dt

+ τν,σ([dρ])
. . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
τνσ([dρ])

. . . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt,

(4.7)

kde

τν,σ([dρ]) = −1
2

(
∂A1ν
∂q̈σ

+
∂A1σ
∂q̈ν

−
(
∂Bσ
∂q̇ν

+
∂Bν
∂q̇σ

)
+ (Dν,σ +Dσ,ν)

+

(
∂Dµν

∂q̇σ
+
∂Dµσ

∂q̇ν
−
∂D1µ,σ
∂q̈ν

−
∂D1µν
∂q̈σ

)
. . .
q µ +

d

dt
(D1ν,σ +D1σ,ν)

)
,

τνσ([dρ]) =
∂Bσ
∂q̈ν2

− ∂Bν
∂q̈σ

+D1ν,σ −D1σ,ν +

(
∂Dµν

∂q̈σ2
− ∂Dµσ

∂wν2

)
. . .
q µ +

d

dt
(Dνσ),

κν,σ([dρ]) =
1
2

(
∂Aσ
∂q̇ν

+
∂Aν
∂q̇σ

− ∂A1σ
∂qν

− ∂A1ν
∂qσ

−
(
∂Dµ,σ

∂q̇ν
+
∂Dµ,ν

∂q̇σ

+
∂D1µ,ν
∂qσ

+
∂D1µ,σ
∂qν

)
. . .
q µ
)
− d

dt

(
∂Aσ
∂q̈ν

+
∂Aν
∂q̈σ

−
(
∂Bσ
∂qν

+
∂Bν
∂qσ

)
−
(
∂Dµ,ν

∂q̈σ
+
∂Dµ,σ

∂q̈ν
− ∂Dµσ

∂qν
− ∂Dµν

∂qσ

)
. . .
q µ
)

+
d2

dt2

(
∂A1σ
∂q̈ν

+
∂A1ν
∂q̈σ

−
(
∂Bσ
∂q̇ν

+
∂Bν
∂q̇σ

)
+

(
∂Dµν

∂q̇σ
+
∂Dµσ

∂q̇ν

−
∂D1µ,ν
∂q̈σ

−
∂D1µ,σ
∂q̈ν

)
. . .
q µ +

d

dt3
(D1ν,σ +D1σ,ν)

)
,
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κνσ([dρ]) =

(
∂Aσ
∂q̈ν

− ∂Aν
∂q̈σ

)
+

(
∂A1ν
∂q̇σ

− ∂A1σ
∂q̇ν

)
+

(
∂Bσ
∂qν

− ∂Bν
∂qσ

)
+

(
∂Dµν

∂qσ
− ∂Dµσ

∂qν
+
∂Dµ,ν

∂q̈σ
− ∂Dµ,σ

∂q̈ν
+
∂D1µ,σ
∂q̇ν

−
∂D1µν
∂q̇σ

)
. . .
q µ

+
1
2
d

dt

(
∂A1σ
∂q̈ν

− ∂A1ν
∂q̈σ

+
∂Bσ
∂q̇ν

− ∂Bν
∂q̇σ

+

(
∂Dµν

∂q̇σ
− ∂Dµσ

∂q̇ν

+
∂D1µ,ν
∂q̈σ

−
∂D1µσ
∂q̈ν

)
. . .
q µ

)
+

3
2
d

dt

(
Dν,σ −Dσ,ν −

d

dt
(D1ν,σ −D1σ,ν)

)
− 2

d2

dt2

(
∂Bσ
∂q̈ν

− ∂Bν
∂q̈σ

+

(
∂Dµν

∂q̈σ
− ∂Dµσ

∂q̈ν

)
. . .
q µ
)
− 2

d3Dνσ

dt3
,

ενσ([dρ]) =
∂Aσ
∂qν

− ∂Aν
∂qσ

+

(
∂Dµ,ν

∂qσ
− ∂Dµ,σ

∂qν

)
. . .
q µ − 1

2
d

dt

(
∂Aσ
∂q̇ν

− ∂Aν
∂q̇σ

+
∂A1σ
∂qν

− ∂A1ν
∂qσ

+

(
∂Dµ,ν

∂q̇σ
− ∂Dµ,σ

∂q̇ν
+
∂D1µ,ν
∂qσ

−
∂D1µ,σ
∂qν

)
. . .
q µ
)

+
1
2
d2

dt2

(
∂A1σ
∂q̇ν

− ∂A1ν
∂q̇σ

+

(
∂D1µ,ν
∂q̇σ

−
∂D1µ,σ
∂q̇ν

)
. . .
q µ
)

− 1
4
d3

dt3

(
∂A1σ
∂q̈ν

− ∂A1ν
∂q̈σ

+
∂Bσ
∂q̇ν

− ∂Bν
∂q̇σ

+

(
∂Dµν

∂q̇σ
− ∂Dµσ

∂q̇ν

)
. . .
q µ

+ (Dν,σ −Dσ,ν) +

(
∂D1µ,ν
∂q̈σ

−
∂D1µ,σ
∂q̈ν

)
. . .
q µ
)

+
1
2
d4

dt4

(
∂Bσ
∂q̈ν

− ∂Bν
∂q̈σ

+
1
2

(D1ν,σ −D1σ,ν) +

(
∂Dµν

∂q̈σ
− ∂Dµ,σ

∂q̈ν

)
. . .
q µ
)

+
1
2
d5

dt5
(Dνσ).

Poznámka 4.3. Třídu E([ρ]) (4.7) z Věty 4.2, (c), lze také vyjádřit v jiné bázi
a na jiném prodloužení fibrované variety následovně

E([ρ]) =
1
2
ε′νσ([dρ])ων ∧ ωσ ∧ dt

+ κ′ν,σ([dρ])ων1 ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
κ′νσ([dρ])ων1 ∧ ωσ1 ∧ dt

+ τ ′ν,σ([dρ])ων2 ∧ ωσ1 ∧ dt+
1
2
τ ′νσ([dρ])ων2 ∧ ωσ2 ∧ dt.

(4.8)

Lze však ukázat, že E([ρ]) (4.8) obecně není (globálně definovaná) forma. Uka-
zuje se, že reprezentace tříd globálně definovanými diferenciálními formami souvisí
s variačními objekty, známými z lokální variační teorie.

Charakterizujme nyní faktorová zobrazení E : Ω21W/Θ
2
1W → Ω22W/Θ

2
2W a E :

Ω22W/Θ
2
2W → Ω23W/Θ

2
3W ve variační posloupnosti jiným způsobem. I když třídy

ve variační posloupnosti jsou definovány abstraktně ((4.2), (4.4)), jsou úzce spjaty
s variační teorií na fibrovaných varietách. Tím je motivována následující termino-
logie.
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Nechť (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný souřadnicový systém na W ⊂ Y . Mějme
1-formu ρ ∈ Ω21W , vyjádřenou v kontaktní bázi ve tvaru ρ = Adt+Bσωσ+B1σω̇

σ+
Cσdq̈

σ. Definujme Lagrangeovu funkci formy ρ, L : V 3 → R, předpisem

L = A+ Cσ
. . .
q σ. (4.9)

Podle Věty 4.1 představuje funkce (4.9) koeficient třídy [ρ]. Eulerovy-Lagrangeovy
výrazy Eσ(L) : V 5 → R, asociované s Lagrangeovou funkcí L, jsou pak tvaru

Eσ(L) =
∂L

∂qσ
− d

dt

∂L

∂q̇σ
+
d2

dt2
∂L

∂q̈σ
. (4.10)

Nechť ρ ∈ Ω22W je 2-forma, mající vyjádření (4.3). Položme

εσ = (Aσ −Dν,σ
. . .
q ν)− d

dt

(
A1σ −D1ν,σ

. . .
q ν
)

+
d2

dt2
(Bσ −Dνσ

. . .
q ν) . (4.11)

Podle Věty 4.2 představuje funkce (4.11) koeficient třídy [ρ], reprezentované source
formou (4.4).

Helmholtzovy výrazy asociované s εµ jsou pak tvaru

H5σν(εµ) =
∂εσ
∂qν5

+
∂εν
∂qσ5

,

H4σν(εµ) =
∂εσ
∂qν4
− ∂εν
∂qσ4
− 5

2
d

dt

(
∂εσ
∂qν5
− ∂εν
∂qσ5

)
,

H3σν(εµ) =
1
2

(
∂εσ
∂

. . .
q ν

+
∂εν
∂

. . .
q σ
− 2

d

dt

(
∂εσ
∂qν4

+
∂εν
∂qσ4

))
,

H2σν(εµ) =
∂εσ
∂q̈ν
− ∂εν
∂q̈σ
− 3

2
d

dt

(
∂εσ
∂

. . .
q ν
− ∂εν
∂

. . .
q σ

)
+

5
2
d3

dt3

(
∂εσ
∂qν5
− ∂εν
∂qσ5

)
,

H1σν(εµ) =
1
2

(
∂εσ
∂q̇ν

+
∂εν
∂q̇σ
− d

dt

(
∂εσ
∂q̈ν

+
∂εν
∂q̈σ

)
+
d3

dt3

(
∂εσ
∂qν4
− ∂εν
∂qσ4

))
,

H0σν(εµ) =
∂εσ
∂qν
− ∂εν
∂qσ
− 1

2
d

dt

(
∂εσ
∂q̇ν
− ∂εν
∂q̇σ

)
+

1
4
d3

dt3

(
∂εσ
∂

. . .
q ν
− ∂εν
∂

. . .
q σ

)
− 1

2
d5

dt5

(
∂εσ
∂qν5
− ∂εν
∂qσ5

)
.

(4.12)

Následující tvrzení je podstatné pro aplikace variační posloupnosti. Ukazujeme,
že Eulerovy-Lagrangeovy výrazy (4.10) a Helmholtzovy výrazy (4.12) jsou totožné
s koeficienty tříd E([ρ]) (4.6), (4.7) ve variační posloupnosti.

Věta 4.4. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný
souřadnicový systém na W .

(a) Nechť ρ ∈ Ω21W má v kontaktní bázi vyjádření (4.1). Pak

E([ρ]) = εσ([dρ])ωσ ∧ dt,

přičemž
εσ([dρ]) = Eσ(L),

kde L je Lagrangeova funkce (4.9) a Eσ(L) Eulerovy-Lagrangeovy výrazy (4.10)
asociované s L.
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(b) Nechť ρ ∈ Ω22W má v kontaktní bázi vyjádření (4.3). Pak

E([ρ]) =
1
2
ενσ([dρ])ων ∧ ωσ ∧ dt

+ κν,σ([dρ])ων1 ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
κνσ([dρ])ων2 ∧ ωσ ∧ dt

+ τν,σ([dρ])ων3 ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
τνσ([dρ])ων4 ∧ ωσ ∧ dt,

přičemž

ενσ([dρ]) = H0σν(εµ), κν,σ([dρ]) = H1σν(εµ), κνσ([dρ]) = H2σν(εµ),

τν,σ([dρ]) = H3σν(εµ), τνσ([dρ]) = H4σν(εµ), H5σν(εµ) = 0,

kde εµ je dáno vztahem (4.11) a H l
σν(εµ) jsou Helmholtzovy výrazy (4.12) asocio-

vané s εµ.

Poznámka 4.5. Podle Věty 4.4 jsou morfismy

E : Ω21W/Θ
2
1W → Ω22W/Θ

2
2W, resp. E : Ω22W/Θ

2
2W → Ω23W/Θ

2
3W,

ve variační posloupnosti druhého řádu totožné s Eulerovým-Lagrangeovým zobra-
zením, resp. Helmholtzovým zobrazením variačního počtu. Variační posloupnost na
konečných jetových prodlouženích fibrované variety je tudíž nástrojem ke studiu lo-
kálních a globálních aspektů variační teorie. Jádro a obraz Eulerova-Lagrangeova
zobrazení a Helmholtzova zobrazení jsou definovány a můžeme studovat koho-
mologické grupy odpovídajícího komplexu globálních řezů. Tím je řešen globální
inverzní problém variačního počtu.

Z exaktnosti variační posloupnosti vyplývá, že pokud Helmholtzovy výrazy
(4.12) jsou identicky nulové, H l

σν(εµ) = 0, pak výrazy εµ (4.11) jsou lokálně vari-
ační: lokálně jsou εµ pro nějaké L tvaru

εµ =
∂L

∂qσ
− d

dt

∂L

∂q̇σ
+
d2

dt2
∂L

∂q̈σ
. (4.13)

Helmholtzovy podmínkyH l
σν(εµ) = 0 jsou tak podmínky lokální variačnosti (2-for-

my, systému funkcí). Z lokální variačnosti ovšem nemusí vyplývat globální vari-
ačnost dané 2-formy (4.4), tedy nemusí existovat globálně definovaná funkce L
s vlastností (4.13). Z vlastností variačních posloupností svazků diferenciálních fo-
rem na fibrovaných varietách vyplývá, že postačující (topologickou) podmínkou
existence globálního Lagrangiánu λ = Ldt je nulová druhá De Rhamova ko-
homologická grupa fibrované variety Y . Je-li tedy source forma (třída 2-formy)
ε = εσω

σ ∧ dt (4.4) lokálně variační a zároveň H2Y = 0, pak ε je globálně vari-
ační.

Je-li například Y = Rm, platí HkRm = 0 pro každé k, 1 ≤ k ≤ m, a tu-
díž lokální variačnost libovolné source formy (4.4) na Rm implikuje globální va-
riačnost. Podobně, je-li Y Möbiova páska, pak lokální variačnost implikuje glo-
bální variačnost. Naopak, pokud je Y = S2 sféra nebo Y = S1 × S1 torus, platí
H2S2 = H2(S1 × S1) = R 6= 0, a tudíž lokální variačnost source formy obecně
neimplikuje globální variačnost.

Podrobnější diskuse globálních aspektů variačních posloupností na fibrovaných
varietách přesahuje rámec tohoto článku a lze ji nalézt v pracích Krupka [1, 2, 3].
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