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UVOD

Diplomova prace Aplikace ridkijch reprezentaci dat pojednava o problematice ridké
reprezentace dat. Tato problematika je v poslednich letech stéle popularnéjsi. Hlavni
myslenkou je vyjadrit signal v co nejmensi mozné reprezentaci, tedy hledame takovy
systém — bazi, ve kterém bude mit signal co nejvétsi pocet nulovych slozek. Tuto
ulohu si 1ze rovnéz predstavit jako tilohu feseni nedourceného systému rovnic, kde
hledané teseni je to s nejvétsim poctem nul. Jedna se tedy o optimaliza¢ni tlohu.
Takové vyjadreni signalu umozni jeho snadnéjsi interpretaci a také se pozitné pro-
jevi i v mnoha aplikacich.

V tvodu této prace zavadime pojem ridkosti a seznamujeme se s podminkami, kdy
je ulohu najit ,tidké feseni* mozno fesit pomoci metod konvexni optimalizace. Tyto
metody skytaji siroké moznosti feSeni minimalizacnich tloh.

Dalsi kapitoly jiz pokladaji teoreticky zdklad pro konkrétni aplikace — odstranéni
sumu, dekvantizace a dekompozice. Kazda uvedena tloha byla fesena jinou metodou.
Problematiku odstranéni sumu fesime pres proximity operator Douglas-Rachford
algoritmem. Dale Tesime tlohu dekvantizace, tj. feseni mozné rekonstrukce kvanto-
vaného signalu zpét na puvodni signdl. Vyuzivame myslenky z Dantzig Selektoru.
Posledni aplikaci je dekompozice signédlu, tedy tloha rozkladu signalu na jednotlivé
komponenty. Tato tloha je fesena pres Forward-Backward algoritmus.

VsSechny uvedené aplikace jsou zprogramovany pro jenorozmérny i dvourozmérny
signél v softwaru MATLAB v uzivatelském prostiedi GUI. Zdrojové kédy jsou pii-

lozeny k praci a popis jednotlivych funkci je mozné nalézt v priloze.



1 RIDKA REPREZENTACE SIGNALU

Zpracovani signali hraje vyznamnou roli v riznych technickych odvétvich i v sou-
casné védé. V nékolika poslednich letech se moznost vyjadreni signadlu pomoci ne-
dourceného systému linearnich rovnic predstavuje jako vhodny prostredek reprezen-
tace signalu. Reseni nedouréeného systému linedrnich rovnic je nekoneéné mnoho.
Pro nés jsou nejvhodnejsi ta, kterd maji souc¢asné co nejvice neznamych rovno nule —
ridké Teseni. Tato volba nam poskytne schopnost snadnéjsi interpetace dat, rychlejsi
komprese a je numericky stabilnéjsi. Problematika tidké reprezentace zasahuje do
mnoha oblasti matematiky jako je linearni algebra, funkcionalni analyza, konvexni

optimalizace aj.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. [2] Nosicem vektoru x rozumime mnozinu jeho indext, v nichz ma

vektor nenulové hodnoty. Tuto mnozinu zna¢ime supp (x). Tedy supp (x) = {7 | z; # 0}.

Definice 1.2. [2] Necht x € C". Pak {,-norma vektoru x je ddna jako

%[, = [supp(x)]  pro p=0
1x][, = ; |2 pro 0O<p<l1

(1.1)

1
. 1
Ix[l, = (El \xi|p>p pro 1<p<oo

I, =max|e]  po  p=oo

Poznamka 1.3. O normu se ve striktnim slova smyslu jedna pouze v pripadé 1 <
p < 00. Pro 0 < p < 1 neni splnéna podminka trojihelnikové nerovnosti, nejedné
se tedy o konvexni zalezitost. V néasledujicim textu budeme ovsem pro zjednodusSeni

hovorit ve vSech piipadech tj. 0 < p < oo o [, normé.
Definice 1.4. [3] Necht A € C**™. Pak Frobeniova norma matice A je ddna
1
n m 2
2
|AllF = (ZZ\%‘\ ) : (1.2)
=1 j=1
Definice 1.5. [2] Necht A € C™*". Pak norma |-||,_,, matice A je ddna
[ Al

Il

|All,.,, = max



Definice 1.6. [2] Vektor x € C" nazveme k-ridkym, pokud plati

Ixlp < k. (1.4)
Relativni ridkosti vektoru x délky n rozumime vyraz % Mnozinu vsech k-tidkych

vektort délky n oznacme ¥j;. Tedy &) = {x € C" | ||x||, < k}.

Definice 1.7. [2] Necht x € C". Chyba nejlepsi aprozimace vektoru x k—ridkym

vektorem v [, normé je dana

o1 (x), = o} (x), = inf [l ~z],. (1.5)
k

Poznamka 1.8. Jak si lze povSimnout, chyba je zavisla vzdy na konkrétnim x,

jedna se tedy o adaptivni problém.

Definice 1.9. [3] Necht A € C""™, A = [a;4], i =1,---,n, j = 1,---m. Matici
hermitovsky sdruZenou k matici A rozumime matici A* € C™*" s prvky a;; na
pozicich 7, jproi =1,---,m, j = 1,---n, kde a;,; oznacuje ¢islo komplexné sdruzené
k c¢islu a; ;.

Definice 1.10. [3] Rekneme, Ze ¢tvercova matice A je unitdrni, jestlize plati
A'A = AA" =1, (1.6)

kde T je jednotkova matice a A* je matice hermitovsky sdruzena k matici A.



2 RIDKA RESENI SOUSTAV LINEARNICH
ROVNIC

2.1 Formulace zakladni tlohy

Jak bylo jiz Teceno, fidkou reprezentaci signdlu budeme chapat jako nedourcéeny
systém soustavy linearnich rovnic, tedy Ax =y, kde matice A je matice koeficientii,

y je zndmy vektor (pozorovani, méteni, signal). Ukolem je nalézt takové x, které bude

.....

min [[x[l,  vzhledemk Ax =Yy, (PO)

kde y € C™. Predpokladame matici A € C™*" plné hodnosti a budeme ji nazyvat
slovnik, jeji sloupce nazyvame atomy. VSechna x vyhovujici rovnici Ax =y budeme

nazyvat pripustna reseni.

V pripadé Ssumu uvazujeme tlohu [I]

min ]|, vzhledem k  ||Ax -y, <e, (POe)

kde € je uvazovana odchylka od presného teseni.

2.2 Postacujici podminky jednoznacnosti

Pro feseni otazky existence a jednoznacnosti feseni si zavedeme nasledujici pojem.

Definice 2.1. [2] Cislo spark(A) definujeme jako nejmensi pocet sloupcti matice A,

které jsou linedrné zavislé. Formalné

spark(A) = zekglinz#o l|z||o- (2.1)

Poznamka 2.2. Hodnotu spark(A) tedy muzeme chapat jako protipél hodnosti
matice rank(A) (vyjadifuje nejmensi pocet sloupcti matice pravé linedrné nezavis-
Iych).

Pro nenulovou matici A € C™*", kde m < n, muze nabyvat hodnot spark(A) =
{2,...,m+ 1}, pficemz hodnoty 2 je dosazeno v pripadé, pokud je jeden sloupec

primo nasobkem jiného.
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Tvrzeni 2.3. [1] Pokud md soustava Ax = b reseni x spliujici

spark(A)

Iello < ——5— (2.2)
pak X je nutné nejridsi mozné reseni a Zddné jiné reseni se stejnou ridkosti neexis-
tuje.

dikaz:[1]

Jedna se ale pouze o postacujici podminku. Vypoctova naroénost pro nalezeni hod-
noty spark je vSak srovnatelnd s pfimym fesenim zakladni tlohy. Na zdkladé této
skutecnosti se snazime stanovit prijatelnéjsi podminky pro ovéreni jednoznacnosti
reseni.

Definice 2.4. Vzajemna koherence matice A je definovana jako nejvetsi absolutni

normalizovany skalarni sou¢in dvou raznych sloupcti matice A,

T
‘aj a'f‘

1(A) =

= max T T T
1<ik<N.i#k ||a, - [|ak |,

(2.3)
kde a; oznacuje j-ty sloupec matice A

Vzajemna koherence nam jistym zpusobem urcuje ,miru linearni zavislosti®,

pricemz v nasem pripadé bude vzdy nenulova. S omezenim

N—m
miven < HA) < 1.

Tvrzeni 2.5. [1] Pro libovolnou matici A plati

spark(A) > 1+ M(lA) (2.4)

dukaz:[1]

Na zakladé tohoto tvrzeni je mozné stanovit dolni mez hodnoty spark. Jde o vy-
poctové vyrazné méné naroény problém. Jednoznacnost teSeni tedy bude urcena
nasledujicim tvrzenim.
Tvrzeni 2.6. [1] Pokud md soustava Ax = b reseni x splniujici
1 1

x|o< = (14—, 2.5

Il < 5 (1+ a5 25)
pak X je nutne nejridsi mozné a je jediné takové. Navic toto reseni lze dosdhnout

0 -minimalizact.

dikaz:[1]

V nasem pripadé je prirozené hledat maximalné nekorehentni slovniky.

11



2.3 Moznosti volby slovniku

Vyznamnou roli v definici hraje predevsim slovnik — matice A. Nabizi se otézka,
zakladni pristupy:

o slovnik A je predem stanoveny — slovnik je zde ¢asto oznacovan jako transfor-
mace, umoznuje rychlé zpracovani o nizké slozitosti, je vsak omezen na urcité
druhy signalu

o slovnik A je vytvoren signdlu na miru — zalozeno na trénovaci databazi, lze
jej uzit na libovolnou skupinu signali, ale za cenu mnohem vétsi vypocetni

naroc¢nosti

2.3.1 Pevné slovniky

Jednou z moznosti sestaveni slovniku A je spojeni dvou ortonormalnich bazi napt.
Diracova baze v ¢asové oblasti a matice Fourierovy transformace tj. A = [I F]. Dalsi
z variant je diskrétni kosinova transformace (narozdil od Fourierovy transformace
ma realné koeficienty), diskrétni vinkova transformace, vyuziti framu nebo matice

Gaussova ¢i Bernoulliho typu.

Diskrétni kosinova transformace — DCT

Uvazujme signal Y jako ptivodni signal, signal X jako signdl transformovany.
e Jednorozmeérnd diskrétni kosinova transformace

Koeficienty DCT jsou dany jako:

n—1 25 1) 3
X;=a; Yy Yjcos (W) , (2.6)

Jj=0

kde

ai:{\/z’ pro 1=0

2 pro 1<i:<n-—1

n’
e Dvourozmérna diskrétni kosinova transformace
Vicerozmérnou DCT lze vypocitat dvéma zptsoby. Bud jako sérii jednorozmeér-
nych transformaci postupné v kazdém rozméru, v nasem pripadé transformace
nejprve po rfadcich a poté po sloupcich - potadi 1ze zaménit, a nebo primo jsou
koeficienty DCT dany jako:

Xivs, = anan, 3 5 Y, cos <7T<11+>Z1> o <W> @)

j1=0 j2=0 2n 2m

12



kde

pro 1<:i:<n-—1,

1 .
\/ =, ro 1 =0,

= pro 1<i:<m—1.

\/%, pro 1 =0,
Ckil = 2

Dalsi moznosti vypoctu DCT je pomoci matice T diskrétni kosinové transfor-

mace. Prvky matice jsou dany:

%, pro 1=0, 0<j<n-1
Tij = \/5 m(2j+1)i . .
=008 —5 —, pro 1<i<n—-1, 0<5j<n—-1

Pak transformovany signal mtzeme zapsat jako

X =TYT".

Diskrétni waveletova transformace — DWT

V diskrétnim pripadé je teorie waveletii zaloZzena na jednoduché myslence rozkladu
vektoru dat vzhledem k soustavé vektorti. Tato soustava je generovana jednou nebo
nékolika funkcemi (tzv. wavelety) pomoci jejich dilatace a translace. Hlavni roli v

DWT hraje pojem diskrétni linearni konvoluce a waveletové filtry. Diskrétni linearni

konvoluci dvou signdla x = [x1, T, ..., x5 a h = [hy, ha, ..., hy] je vektor y:
m—1
Yo = (xxh), = > p_rhiss, (2.8)
k=0
kden € {1,...,s+m — 1}. Problémy spojené s kone¢nou délkou signalu, kterd nam

zpusobi okrajovymi jevy konvoluce, budeme fesit periodickym prodlouzenim okraji.

Oznaéme h rozklad pomoci filtru typu dolni propust, g rozklad pomoci filtru typu

horn{ propust, h a g rekonstrukce pomoci téchto filtri.

DWT signdlu x mtzeme ziskat také skrze nasobeni matic. Uvazujme signal x =
[x1,29,...,2, 0 délce s = 27, kde J oznacuje stupeni dekompozice. Tento signdl
je mozné reprezentovat jako linedrni kombinaci vinkovych vektori usporadanych ve
sloupcich matice W. Rozmér matice W je s x s. Koeficienty této kombinace jsou
umistény ve vektoru y. Pak x = Wy. Matici DWT pro hloubku dekompozice J =1

muzeme zapsat jako

, (2.9)

kde radky H; a Gy jsou tvoreny pomoci vektori h = [hy,..., hy] a g =[g1,.. ., Gm]

tak, ze nasledujici radek je posunut o dvé pozice doprava. Obecna konstrukce matice

13



W pro riznou hloubku dekompozice je uvedena v [4].

Ukazme na prikladu, jak miize takovad matice vypadat. Pokud budeme uvazovat
ortogondlni filtry h = [hy, ho, hs, ha] a & = [91, 92, 93, 94] a délku signdlu s = 8.

Obdrzime matici:

hs hy hy 0 0 0 0 hy
0 hy hy he hy 0 0 O

hy 0 0 O O hy hs ho
g3 g2 g1 0 0 0 0 g4

0 0 0 94 g3 92 v O
g 0 0 0 0 91 g3 9o

Matice W~ pro riiznou hloubku dekompozice J je tvaru:

W= | HI G’
Wyl = | H{H] H{G} G
wil= | HTHIH] HTHIG] HIG] GT]"  (210)
W= [ Hf.-H] H[.--HJ,G] .. HIG] GIJ"

7 hlediska vysoké vypoctové narocnosti neni nasobeni vektoru x s matici prilis
vyhodné (kvadraticka slozitost), lze jej nahradit Mallatovym algoritmem. Okrajové
jevy se zde Tesi dodefinovanim hodnot na okraji. Princip algoritmu spociva v tom,
ze vstupni vektor x filtrujeme ptfes h a g a z vyslednych posloupnosti vypustime
kazdy druhy vzorek (dyadické podvzorkovdni ozn. | 2). Takto ziskdme dva druhy
koeficient1i:
e aproximacni waveletové koeficienty a — Koeficienty ziskané pomoci filtru typu
dolni propust
o detailni waveletové koeficienty d — koeficienty ziskané pomoci filtru typu horni
propust
Detailni koeficinty uchovame. V dalsi iteraci postup opakujeme, vstup tvori vektor
ziskanych aproximacnich vinkovych koeficienti. Pocet iteraci udava hloubku de-

kompozice. Maximalni hloubku dekompozice budeme uvazovat v zavislosti na délce

14



Ve h |2 —»a®

/—> h’i/Q —»a@)
. b2 —a’ N g L2 @
X \> gv\LQ Hd@)
1)
I P
J=0 J=1 J =2 J=3

Obr. 2.1: Ukézka Mallatova algoritmu pro hloubku dekompozice J = 3.

signalu s jako Jp,4. = log, s.

Pro 2D signal mtzeme matici vytvorit podobnym zptisobem. V prvni iteraci pro-
vedeme filtraci obéma filtry nejprve po radcich a nasledné po sloupcich. Obdrzime
¢tyti druhy koeficientt: aproximacni koeficenty a detailni koeficienty v horizontal-
nim, vertikdlnim a diagondlnim sméru. Vstupem do dalsi iterace je opét vektor

aproximacnich koeficienti.

2.3.2 Trénované slovniky

Otézka nalezeni optimélniho slovniku A zacala byt studovana teprve neddvno roku

M
=1

1996 [7]. Vychazi se z predpokladu, Ze pro znamou kategorii signalu {y;} lze

predpoklddame, Zze odchylka € od modelu, ktery nam databazi {yi}ij\il generuje, je
znama a tulohou je odhadnout slovnik A.

Uvazujme nésledujici optimalizaéni tlohu [1]:

M
min > |Ixillo  vzhledem k [ly; — Ax;lls <€, 1<i< M, (2.11)

A{xi b, i=1

.....

znamym slovnikem A.

Dany problém lze feset i jako tlohu:

M
. 2 .
min > [lyi — Axll;  vzhledem k  [|x[lo < ko, 1< <M. (2.12)

AfxiHL o

Resenim této dlohy je slovnik A, ktery méa pro vsechny slozky fidkost k.
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V priloze uvadime dva zakladni algoritmy pro hledani optiméalniho slovniku A. Me-

toda optiméalnich smért a metoda K-SVD.

2.4 Aproximativni metody

Uvazujme spark(A) > 2k, kde existuje k-Fidké FeSenf soustavy (P0)), pak toto FeSeni

.....

porovnat (Z) kombinaci podmnozin atomi matice A. Tento postup odpovida NP-
slozitosti a je v readlném case pro vétsi n neresitelny.

Pokud budeme chtit realizovat vypocet v prijatelném case - alespont polynominalnim,
presné feseni budeme muset nahradit fesenim pfibliznym. Za timto tucelem bylo

vyvinuto mnozstvi aproximativnich metod.

2.4.1 Relaxacni algoritmy

Relaxac¢ni algoritmy vychéazeji z myslenky nahradit nekonvexni normu ¢, konvexni
¢, normou. Tato nahrada umozni aplikovat na ptivodni ilohu (P0) metody konvexni
optimalizace. Za urcitych podminek se dostaneme k reseni presnému nebo alespon
relativné blizkému.

/; relaxace

Konvexni optimalizace nabizi celou skalu metod a algoritmii pro feseni minimali-
zacnich dloh. Vyvstéva proto pfirozend otézka, zda je mozné tlohu (P0) formulovat

pomoci konvexni normy a tyto metody na dany problém vyuzit. Pouzitim ¢; normy

prechazi na ulohu:

min |Ix|l, vzhledemk Ax=y, (P1)

Uloha (P1) dovoluje pouzit mnozstvi metod konvexni optimalizace. Za urcitych
podminek se feseni tuloh (P0) a (P1]) opravdu shoduje.

V pripadé sumu se povoluje odchylka od presného reseni, tedy
min|fx||, vzhledem k  [[Ax—yll, <e (Ple)

Podminky ekvivalence feseni /; a /; - minimalizace

Jiz v predeslé kapitole bylo uvedeno, Ze v ptipadé splnéni podminky ([2.5)) lze ilohu

(PO) Fesit ¢; - minimalizaci. Ekvivalence feSeni tlohy v £y a ¢; normé tedy zavisi
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na vlastnostech matice A. Jednou z takovychto vlastnosti je splnéni konceptu NSP

(Null Space Property) — vlastnosti nulového prostoru.

Oznaceni 2.7. Oznac¢me xp € C", T' C {1,...n} vektor odvozeny z vektoru x € C"
tak, ze prvky na pozicich patiici do mnoziny T zachovame a ostatni polozime nule.

T¢={1,...n}\ T znadi komplement mnoziny 7.

Definice 2.8. [I] Matice A € C™*" spliuje NSP fadu k s konstantou v € (0, 1),
pokud plati

lnrlly < v llnzelly (2.13)

pro vsechny mnoziny 7' C {1,...,n}, kde |T'| < k, a pro vSechny vektory n € ker(A).

Pokud matice A tuto podminku spliuje, je mozno k-tidké Teseni nalézt ¢, - mini-
malizaci. Toto TeSeni je navic i jednoznacné. Chyba feseni je pritom omezena shora.
Jelikoz redlné signaly vétsinou nejsou primo ridké, ale obsahuji malé nenulové hod-

noty, vystupuje je zde oy (x),.

Tvrzeni 2.9. [5] Necht matice A € C™" spliuje NSP rddu k s konstantou v €

(0,1). Necht x € C*, y = Ax a x* € C" je resenim {, minimalizace. Potom

2(1+7)U

_ x* <
I =l < ==

k(X)) - (2.14)

dukaz:[5]

Dalsi moznosti, jak ovétit, zda matice A ma potiebny tvar je koncept RIP (Re-
stricted Isometry Property) — vlastnost zeslabené izometrie. Oproti NSP

poskytuje vypocetné prijatelnéjsi feseni a je navic i stabilni pod vlivem Sumu.

Definice 2.10. [5] Konstanta zeslabené izometrie matice A € C™*™ je nejmensi

c¢islo 0 takové, ze plati

2
| Az,

(1—105) < 5
][5

< (1+ &) (2.15)

pro viechny vektory z € X7 Rekneme, Ze matice A spliiuje RIP f4du k s konstantou
ok, pokud d; € (0,1).

Princip zeslabené izometrie spociva v omezeni se pouze na vsechny podmatice
A o k sloupcich, kde nevyzadujeme presnou izometrii, ale povolujeme odchylku 6.
Tedy vsechny takové matice budou ptiblizné ortogonalni. Obecné uvazujeme vsechny
podmatice o maximalné k sloupcich, nebot dopredu nejsme schopni odhadnout, které

prvky vektoru x budou nenulové a tedy i které atomy matice A se budou podilet
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na reprezentaci signalu y.

Konstantu zeslabené izometrie lze urc¢it pfimym vypoctem|s]:

o =

N Tc{l,I..r.l,%ﬁTKk HA%AT - IHQHZ (2.16)

Lze dokézat, ze vztah mezi RIP a NSP je jednoznacné urcéen:

Tvrzeni 2.11. [5] Necht A € C™" spliuje RIP 7idu K = k + h s konstantou
or € (0,1). Pak A spriuje NSP rddu k s konstantou

k1+0g
_ /= 2.1
¥ h1—on (2.17)

dikaz:[5]

Na zakladé vlastnosti RI P miizeme omezit chybu aproximace.

Tvrzeni 2.12. [5] Necht A € C™ " spliiuje RIP Tddu 3k s konstantou dsk < %. Pro

x € C", nechty = Ax a x* € C" je reseni {1 -minimalizace. Pak

oy (%),

Vi

I - x*l, < C (2.18)

kde C' je konstanta zavisejici pouze na dsk.
dikaz:[5]

Tvrzeni 2.13. [J] Predpoklidejme, Ze matice A € C™ ™ vyhovuje RIP radu 2k s
konstantou

8ok < ~ 0, 4627. (2.19)

2
3+4/T
Nasledujici vztahy plati pro vsechna x € C". Predpokladejme, Ze namérend data jsou

zatizena sumem, tedy y = Ax + e, ||e|, <€, x* je resent dlohy
min|z|,  vzhledem k [|Az—yl|, <e. (2.20)

Potom
O (X>1

Vi

kde kladné konstanty Cy, Cy zdviseji pouze na dop.

I = x|, < G

+ Co, (2.21)

dikaz:[5]

Jak lze vidét, celkovou chybu muzeme rozdélit na ¢ast zavisejici pouze na ridkosti k

a na ¢ast podminénou energii ruseni — Sum.
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3 POTLACOVANISUMU V RIDKEM SIGNALU

Jednou z aplikaci aparatu ridké reprezentace je potlaceni Sumu v ridkém signalu.
Jedna se o feseni jiz zminované tlohy (POe). Provedeme-li ¢;-relaxaci, dostaneme
tlohu (Ple) zndmou té% jako BPDN (Basis Pursuit Denoising). Ulohu lze formu-
lovat i v jiném tvaru ¢;-relaxace: LASSO (Least Absolute Selection and Shrinkage

Operator) nebo QP problém (Quadratic Programming problem)[11].

min |x|l; vzhledem k ||Ax —y], <e¢, (BPDN)
min|[|[Ax —y|, vzhledem k ||x||; <e, (LASSO)
min [Ax —y[2  vzhledem k |||, <. (QP)

Ulohy lze pFepsat i bez omezujici podminky za pomoci regula¢niho parametru A > 0,

ktery dava do souvislosti fidkost feseni a pfesnost vzhledem ke kvadratické chybé
2

3 Iy — Ax]f;.

1
min - |y — Ax|l; + Allx], (QPA)

Mezi metody pro hledani presného teseni dané ulohy patii napr. iteracni algo-
ritmus In-Crowd [10], FISTA [6] aj.

3.1 Zobecnéni tlohy

Ulohu (QPN) Ize formulovat jako obecny konvexn{ optimalizacni problém tvaru

min fi(z) + ...+ f(2), (ZU)

zERN

kde fi(x)+...+ f(z) € RY jsou konvexni funkce. Hlavnim problém pii fesenf této
tlohy prameni z pozadavku na diferencovatelnost funkei fi(z) + ...+ f.(x). Takto
silny pozadavek je v praktickych tllohdch nerealné splnit. Abychom mohli pouzit né-
kterou z hladkych optimalizac¢nich technik, zavedeme si pojem prozimity operdator,

ktery nam umozni pracovat i s nediferencovatelnymi funkcemi.
Definice 3.1. Necht mnozina C' C RY, pak charakteristickd funkce konvexni mno-
Ziny C' je dana

0 pokud zeC

LCZRN%{O,OO}I[B'—){ .
oo jinak

19



Definice 3.2. Necht mnozina C' C RY. Pak vzddlenost funkce od neprdzdné mnoZiny

C je dana
do : RY — (0,00) : x — }1’22 [x = yll,-

Definice 3.3. Necht x € RY a C C R". Pak projekci x na neprazdnou uzavienou

konvexni mnozinu C' rozumime bod Pgox takovy, ze
de(x) =[x = Pox||,.

Definice 3.4. Necht I'o(RY) je tifda zdola polospojitych konvexnich funkei z RV
do (—00,00) takovych, Ze domf # ().

Jeden z prvnich Siroce uzivanych algoritmti konvexni optimalizace v oblasti zpraco-
vani signalu byl POSC (Projection Onto Convex Sets), tedy projekce na konvexni
mnozinu. Tento algoritmus byl podminén nékolika konvexnimi omezenimi, pod kte-

rymi se puvodni tloha zjednodusila na hledani

X € mCZ,

i=1
kde C; jsou konvexni mnoziny zapojované jednotlivé pfes projekéni operatory Fe,.
Tedy plati

Tnt1 = PC1 c. Pcma?n.
Takto dana projekce P, je Fesenim problému:
. 1 . 2
min . (y) + z lIx =yl

Tento problém byl v roce 1962 zobecnén a projekéni operator byl nahrazen libovol-
nou funkei f; € To(RY).

Definice 3.5. Necht f; € To(R"Y). Pro viechna x € RY optimaliza¢ni problém

1 2
min f;(y)+ = ||x — Prox
min £i(y) + 5 I~ (Prox)
piipousti jediné reseni, které¢ oznacime prox;x. Takto definovany operdtor

proxy, : RY — RY,

nazyvame proximity operdtor funkce f;.

Proximity operator ma spoustu vlastnosti vyhodnych pro feseni optimalizacnach

uloh, napft.
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(e <) (v € ) [prosga—prosgol < e vl

a mnoho dalsich [g].
Prirozeny vyklad proximity operatoru popisuje primo problematika odSumovani.
Pfedpokladejme klasickou tilohu od$umovani. Pro hledany signdl X € RY obdrZime

ulohu

y=X+w,
kde w modeluje Sum. Tuto tlohu miZzeme chapat jako (Prox), kde 3 ||- — yl3 pred-
stavuje vérohodnost dat a f; zahrnuje nase znalosti, které mame o hledaném signalu
X.
3.1.1 Algoritmus Forward-Backward

Uvazujme nésledujici alohu[8]:

min i) + fo(a), (31)

kde f1 € To(RY), fo : RY¥ — R je konvexni funkce a Vfy je
[—Lipschitzovsky spojity tzn. pro V(z,y) € RN x RN, 3 >0

IV fa(x) = Vi), < Blle—yll,

Predpokladejme f1(z) + fo(z) — oo, pokud ||x], — oo.

Dané tloha pripousti pravé jedno feseni, které je dano pro kazdé v > 0 jako pevny
bod

r = prox, (z — 7V fa(7)).

Iteracné obdrzime tvar[§]:

Tn+1 = PIOX, ¢ (T — WV fo(2n)) . (3.2)
—_———
zpétny doptedny krok

kde 7, predstavuje velikost kroku z ohranic¢ené¢ho intervalu.
V pripadé, kdy f; = 0, prechazi dloha v gradientni metodu pro hledani minima

Lipschitzovsky diferencovatelné funkce

Tpt1 = Tn — %Vf2($n)-

Pokud f, = 0, tloha se redukuje na prozximal point algoritmus pro hledani minima

nediferencovatelné funkce
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Tpy1 = PIOX, r Ty

Forward-Backward algoritmus lze povazovat za kombinaci téchto dvou zakladnich

schémat. Po zahrnuti relaxacniho parametru (\,),<o nabyva algoritmus tvaru

Forward-Backward Algoritmus

Pro pevné zvolené e € (0, min {1, %}), zo € RY
pron=0,1,2...
W efez—d
Yn = 7nvf2(xn>
A € (e, 1)

Tyl = Tp + A(DIOX,, 1 Yn — Tp)

Tvrzeni 3.6. [12] Kazdd posloupnost (x,)n<o generovina (3.3) konverguje k reseni
problému (3.1)).

diikaz:[12]

Forward-Backward Algoritmus pro konstantni krok

Pro pevné zvolené € € (0, 2), zy € RY

pron =0,1,2..

Yn =Tp — Bilva(xn)
An € <e, % — e> (3.4)

Tny1 = Tp + A (PTOXg-17 Yn — Tn)

Tvrzeni 3.7. [12] KaZdd posloupnost (x,)n<o generovina (3.4) konverguje k resent

problému (3.1).

diikaz:[12]

Ackoliv je konvergence k feseni dokdzana, nemame zaruceno, ze rychlost konvergence

bude dostacujici, aby byla tiloha numericky resitelna.
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3.1.2 Algoritmus Douglas-Rachford

Uvazujme néasledujici ulohu:

min f1(z) + fa(@), (3.5)

kde funkce fi, fo € To(RY) takové, ze

(ri dom f1) N (ri dom fo) # ()

Predpoklddejme f1(z) + fa(x) — oo, pokud ||z, — oo.

Dana tloha pripousti pravé jedno teseni, které je charakterizovano pro kazdé v > 0

dvoustupnovou podminkou [9]:

T = Prox, s,y
ProxX. s,y = Prox. s (2prox. r,y — )

Po zahrnuti relaxacniho parametru (\,),<o nabyva algoritmus tvaru

Douglas-Rachford Algoritmus

Pro pevné zvolené € € (0,1), yo € RY
pron =0,1,2..

Tn = ProX. s, ¥n
An € (6,2 —¢€) (3.6)

Yn+1 = Yn + )\n(prochl (23771 - yn) - l’n)

Poznamka 3.8. V pripadé )\, = 2 mluvime o Peaceman-Rachford algoritmu. Pro

zaruceni konvergence jsou nutny dalsi predpoklady [13].

Tvrzeni 3.9. [9] KaZdad posloupnost (z,)n<o generovana (3.6) konverguje k resent

problému (7.4]).
dikaz:[9]

Narozdil od Forward-Backward algoritmu nevyzaduje Douglas-Rachford algorit-
mus splnéni podminky Lipschitzovské diferencovatelnosti. Mize byt ale numericky
narocnéjsi, nebot v kazdé iteraci se provadi dva proximalni kroky, zatimco v pripadé
Forward-Backward algoritmu pouze jeden. Zalezi ale na implementaci, nelze obecné

rozhodnout, ktery z nich je uc¢inéjsi.
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4 DANTZIG SELEKTOR

Dantzig Selektor je dalsi moznou formulaci tlohy pro hledani ridkého teseni. Tento
algoritmus byl navzen teprve neddvno (2007) v praci [I4]. Nézev Dantzig ma na
pocest tviirce simplexové metody George Dantziga a jak si ukazeme, k linedrnimu

programovani ma velmi blizko.

Narozdil od formulace (BPDNJ), kde hledame nejridsi mozné feseni jako
xpppy = argmin |[x[|;  vzhledem k |ly — Ax[|, <¥¢, (4.1)

v pripadé Dantzig Selektoru dostavame
Xpg = argmin ||x[|;  vzhledem k HAT (y — AX)H < Ao (DS)

Uvazujme pripad, ze byl vystup zanesen ndhodnym Gaussovskym bilym Sumem e s
rozdélenim e; v~ N (0,0?), tedy y = Axg + e, nasim cilem je spolehlivé odhadnout
Xgo. Podivejme se, jak jednotlivé algoritmy a odhaduji pripadna rezidua.

Jako pfirozené ndm piipadne omezen{ podminkou |y — Ax|| < €, nebot rezi-
duum ocekavame v néjaké omezené formé. Podivame-li se vSak na toto omezeni
podrobnéji, nic ndm neprozradi, jaké podoby muze rezidum r = y — Ax nabyvat
a nevynuti ndm tvar v podobé nahodného bilého Sumu. Dokonce ptipousti i silné
korelovana rezidua, ackoliv jsou pomérné nepravdépodobna.

Naopak v pripadé , pokud se podivame na tvar vztazné podminky, jedna se
o vnitini sou¢in mezi slozkami rezidui a sloupci matice A, ktery ma byt pod predem
specifikovanou hodnotu Ao. Pravé toto nam zaruci, ze zadna hodnota z rezidua ne-
bude dominantni a tady nevzniknou vyrazné korelace, které by nam povahu rezidua

ovlivnili. VSechny slozky r budou dle ocekavani malé.

Problém (DS]) 1ze pfidanim pomocné proménné u > |x| preformulovat do podoby

linearniho programovani:

—u<<x<u
min1Tu  vzhledem k a zaroven

’ —oA1 < AT (b — Ax) < o)1,
kde 1 je vektor jednicek.

Vsechna omezeni jsou linearni. Muzeme tedy na tento problém vyuzit mnozstvi

feSict z oblasti linedrniho programovéani (napt. Iterac¢ni Shrinkage algoritmus [1).

Jiny zpusob, jak prepsat (DS) na tlohu linedrniho programovani je rozdélit x na

24



dva vektory v podobé& x = u — v, kde pro vektory u, v plati utv = 0.

Uloha pak miiZe byt formulovéna jako :

u<o0, v<o0
Ialivn 1"u+ 1%  vzhledem k a zaroven
—oA1 < AT (b— Au+ Av) <o)l

4.1 Ekvivalence reseni BPDN a DS

Na prvni pohled by se zddlo, ze formulace DS mé predpoklady pro lepsi a kvalitnéjsi
rekonstrukei signalu nez v pripadé BPDN. Ackoliv jsou jeji podminky daleko vice

informativni, nemusi to byt jasnym pravidlem. V piipadé, kdy je matice A matici

unitérni, jsou dlohy (4.1) a (DS)) dokonce ekvivalentni [1].

VyuzZijeme vlastnosti, Ze v pfipadé unitdrni matice plati ATA = I. Omezeni v (DS)
muzeme diky tomuto upravit roznasobenim na HATy — XH < Ao. Diky tomuto
oo

muzeme DS formulovat jako mnozinu m nezavislych optimalizac¢nich tloh tvaru:

min [z|  vzhledem k a'y — $’ <Xo, i=1,2,--- m. (4.2)
Reseni pak obdrzime ve formé:
aly — \o aly > \o
T; = 0 a;Fy’ < Ao

aly+Xlo  afy<-Xo
Toto TeSeni odpovidd stejné jako FeSeni pro (4.1) jemnému prahovani - pro

vhodnou volbu Ao k €. V obecném pripadé tato ekvivalence ovsem neplati.

4.2 Podminky resitelnosti

V pripadé DS budeme na matici A klast silnéjsi pozadavek nez je RIP. Poza-
dujeme, aby matice A vyhovovala konceptu ROP (Restricted Orthogonality

Property)— vlastnost zeslabené ortogonality:

Definice 4.1. [1I] Necht matice A € C**™ (m > n) ma normované sloupce (v fo-
normé). Pro ki, ks < n, kde k € N, uvazujme dvé disjunktni mnoziny vytvorené z
k1 a ko sloupcii matice A a oznacme je jako podmatice Ay, a Ay,. Konstantu ze-
slabené ortogonality definujeme jako nejmensi &islo 6y, x, takové, kde pro Ve, € R™,

Ve, € R*2 a pro viechny kombinace ki, ks sloupcti plati

c"AL Ap,cs| = [(Agc1, AgyCa)| < Ok, lleally ezl - (4.3)
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Matice A spnujici tato omezeni mé vlastnost ki, ko-zeslabené ortogonatity s  kon-

stantou Oy, , .

Stejné jako v pripadé RIP, presny vypocet hodnot 0y, x, je neprakticky a zbytecné
narocny. Vystacime si s odhadem pomoci vzdjemné koherence : 0y, x, < Vki1kap (A).
Priklad matice vyhovujici ROP jsou podobné jako u RIP nahodné matice.

Tvrzeni 4.2 (Stabilita DS). Uvazujme problém (DS)) definovany jako trojici (A,y, o)
a = \/2 (1 4+ a)logm. Predpokladejme, Ze vektor xq € R™ je k-ridky a spliuje

omezent dg + Opor < 1, y = AXxy + e, kde e je nenulovy ndhodny Gaussiv sum s

rozptylem o2. Pak pro teseni x3,S plati

HXE\)S—XOHz <2logm - k-o” (4.4)

s pravdépodobnosti nepresahujici 1 — ( 7 log mma) aC = m.

* Vv

4.3 Variace a resic¢e DS

Variaci Dantzig selektoru, kterd obvykle prinasi vyssi statistickou presnost, je Gauss-
Dantzig selektor [14]. Gauss-Dantzig selektor fesi pripad, kdy by matice A byla
ortogonalni a formulace tlohy by pfesla na problematiku mékkého prahovani. V
dvou krocich se provede tprava:
« odhadneme I = {i | z; # 0} s I = {i | &; # 0}
o vytvorime odhad
%; = (ATA;) ATy, (4.5)
mnoziné zbyvajicich souradnic pritadime nulu.
Prestoze lze na problematiku DS po preformulovani tilohy pouzit nastoje linearniho
programovani, jsou konstruovany algoritmy pro primé feseni této tlohy. Mezi tako-
véto Tesice patii LADMM (Linearized Alternating Direction Method)[15] a DASSO
(Dantzig Selector with Sequential Optimization)[16]. V pfipadé DASSO lze uké-
zat za uritych podminek podobnost s LASSO [16], [I7], coZ neni nic prekvapivého

vzhledem k ukazané ekvivalenci mezi DS a BPDN.
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5 DEKVANTIZACE RIDKEHO SIGNALU

Pojem kvantovani se nejcastéji objevuje v souvislosti s digitalizaci signalu, tedy v
problematice prevodu spojitého signalu na diskrétni, aby mohl byt dale pocitacove
zpracovan. Probiha ve dvou fazich: vzorkovdni a kvantovdni.

Vzorkovani probihéd tim zptsobem, ze vodorovnou osu signalu rozdélime na rovno-
meérné useky a v kazdém tseku odebereme jeden vzorek ze signalu. Tim dostavame
misto spojitého signalu mnozinu diskrétnich bodiu. Interval mezi jednotlivymi tseky
nazyvame vzorkovaci kmitocet. Pokud predem nezname néjaké vlastnosti zpracova-
vaného signalu, musi vzorkovaci kmitocet spliovat wvzorkovaci teorém. Z hlediska
zpracovani signalu je vzorkovani prirozenou zalezitosti, neb spojity signal ma neko-
necné malé detaily pro jejichz zpracovani by bylo potfeba nekonecného casu.

Dalsi fazi je kvantovdni. Presné hodnoty vzorku jsou touto operaci nahrazeny se
zvolenou konecnou presnosti hodnotami kvantovanymi. Rozhodovaci iroven priradi

vzorku jeho kvantizacni hladinu.
presné hodnoty z(n)

kvantované hodnoty z4(n)

\% . . .
mezni rozhodovaci roven

2V=NA 0___

Obr. 5.1: Princip vzorkovdni a kvantovani spojitého signalu. Rozsah ,kvantizéru® je
vymezen mezni rozhodovaci drovni V', kterd je rozdélena na N kvantizac¢nich hladin
sitky A.
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Rozlisujeme dva druhy kvantovani:

o linearni — stejnd sitka vsech kvantizacnich hladin viz obr

e nelinedrni — nelinearni sitka kvantizac¢nich hladin
Kvantovani je nevratnd operace a vzdy zpusobi pokles kvality vzorkovaného sig-
nalu. Jako proces dekvantizace oznacime snahu ziskat ptivodni hodnoty vzorkt pred
kvantovanim. Tato operace by postradala smysl bez predpokladu znalosti vlastnosti

vstupniho signalu. Dale budeme predpokladat ridky signal.

vstupni signdl ofiznuti signilu
S S— filtr typu vzorkovani kvantovani

dolni propust

vystupni signal

% ~ dekvantizace -

Obr. 5.2: Vystup dekvantizace, tedy signal X, je odhadem ptivodniho vstupniho sig-
nalu x. V pripadé analogového signalu se pred vzorkovanim provadi filtrace typu
dolni propust, aby se zajistilo splnéni vzorkovaciho teorému po celou dobu zpraco-

vévani. Omezi{ se tim zaroven rozsah kvantizéru.

5.1 Formulace ulohy dekvantizace

Jako x oznac¢me presné hodnoty koeficintii signalu ziskané po vzorkovani, hodnoty
signdlu po kvantovani oznacme y,. Pfedpoklddame, Ze hledany signal je fidky v
néjaké bazi A. Z tlohy o kvantovani vime, zZe maximalni vzdalenost vzorkované
hodnoty a kvantované neprekro¢i hodnotu rovnu A/2. Na zakladé téchto znalosti
muzeme vyuzit myslenky Dantzig selektoru a tlohu o dekvantizaci formulovat jako

optimalizacni tlohu tvaru:
min |x[[;,  vzhledem k |y, — Ax|| < A/2. (AQ)

Na rozdil od Dantzig selektoru neklademe pozadavek na omezeni korelace. Postaci
nam, ze vsechny hodnoty rozdilu naseho odhadu a kvantovanych hodnot budou pod
A/2. Nenastane tedy situace, kdybychom y odhadli hodnotou pfislusici jiné kvan-

tizac¢ni hladiné.

28



I v tomto pfipadé muzeme tento optimalizacni problém (AQ)) preformulovat do
tlohy linearniho programovani. Rozdélenim x na dva vektory u a v, kde plati x =

u — v, dostaneme :

—u<0, v<0
Igivn 1"u+1"v  vzhledem k a zaroven
—%1 <(y,—Au+Av) < %1,

kde 1 je vektor jednic¢ek a pro vektory u, v plati u’v = 0.
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6 MORFOLOGICKA ANALYZA KOMPONENT

Morfologickd analyza komponent (MCA) vychazi z myslenky, Ze obraz je ve své
podstaté linearni kombinaci dvou navzdjem riznych slozek:

o textura - pravidelnosti vyskytujici se napri¢ celym obrazem

o trend(cartoon) - po ¢astech hladka slozka
V této kapitole budeme tedy na pozorovany signal y nahlizet jako na superpozici
dvou ruznych subsignalu yi, ys a Sumu v, tedy y = y1 +y2 + v. Kazdy subsignal je
generovan jinym slovnikem A a A,. Ulohou MCA je rozdéleni signlu na tyto dvé
slozky. Uvazujme optimalizacéni dlohu [1]:

}I(Tlllxlg %1]lg + [[%2]l,  vzhledem k ||y — Ajx; — Agxylf3 <6 (MCA)

Vysledné teseni (x‘f,xg) nam bude generovat obé slozky obrazu, tedy y; = A;x¢,
$2 = AyxS. Parametr § zahrnuje plisoben{ $umu a neptesnosti modelu i{dké repre-

zentace. V tomto pripadé mluvime o tzv. syntetickém modelu.

Prepsanim rovnice si lze povsimout napadné podobnosti s tlohou o odSumovani
signalu:
. 2
min [|x||,  vzhledem k ||y — Ayx,]|; <6, (6.1)
X

kde A, = [A1, As] a odpovidajici reprezentace je x1 = [xf, xﬂ

Také tlohu o odsumovani mtzeme brat jako ilohu dekompozice, kde jedna slozka je
sum a druha ¢isty obraz. Hlavnim dtvodem, pro¢ signal délit na dvé rtzné slozky, je
predevsim schopnost diky nim signdl pfesnéji reprezentovat. Uvazujme jako priklad
problematiku komprese zalozené na waveletech. Tento zptsob velice dobre popise
obraz z hlediska jeji trendové slozky, ale pro texturu jiz ptiliS vhodny neni a tak
muze byt celkova komprese méné kvalitni. Pokud bychom ovSem provedli kompresi
pro kazdou slozku zvlast, kde bychom vyuzili specifik kazdé z nich a vhodné ji po-
psali, docilime lepsiho vysledku. Rovnéz lze tento postup uplatnit v pripadé detekce

hran v obraze nebo v piipadé dokreslovani chybéjicich ¢asti v obrazu [19].
MCA muzeme pouzit na obraz jako na celek, pak se jedna o globalnim MCA. Nebo
ve formé prekryvajich se blokl, v tomto pripadé hovorime o lokalnim MCA. Obé

ulohy si ptiblizime, ackoliv vyuzivat budeme pouze globalni MCA.

MCA neni ovSem jediny zptisob jak rozdélit obraz na texturu a trend, jiny pristup

1ze nalézt napr. v [18].
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6.1 Globalni MCA

Formulace ulohy

Uvazujme idedlni obraz y, € RN (tedy velikost VN x /N pixelil), ktery je slo-
zen ze dvou casti: trendu y. a textury yy, tj. yo = y. + y: Obraz je méfen za
pritomnosti aditivniho Gaussovského Sumu v se zndmou smérodatnou odchylkou.
Naméreny obraz je pak

Y=Yot+tV=Ycty:+V. (6.2)

Cilem je navrhnout takovy algoritmus, kde bychom ziskali zpét obé c¢asti idealniho
obrazu tj. y. a y;. Pouzijeme formulaci (MCA|) a s pouzitim ¢; normy feseni navrh-

neme ve tvaru [I]:
DN . 1
%ok = g min A, + Al + 5 Iy = Ak = Al (63)

Odhad hledanych hodnot y. a y; obdrzime jako y. = AX. a §; = A;X;, kde
A, € RVMe A, € RVXMt jsou matice voleny tak, aby umoznily fidkou reprezentaci
dané slozky obrazu.
o A, - volba zavisi na typu kresby, kterou v obraze oc¢ekavame; obvykle se jedna
o slovniky waveletového typu, curvelets nebo coutourlets
o A, - méla by obsahovat oscilacni atomy, aby pokryla pravidelné utvary textury;
nejcastéji vyuzivame DCT slovniky
Pokud bychom uvazovali specialni pripad, kdy by matice A., A; byly ¢tvercové a
invertibilni, platilo by: X, = AJ'y., X, = A;'y:. Ulohu bychom mohli formulovat
analyticky, tedy pfimo pro odhady y. a y;:

VeV = argmin A A"y

AT gy v vl 6
Za téchto podminek by byly obé formulace ekvivalentni. V obecném piipadé by
samoziejmé A~! bylo nahrazeno A*. Podivame-li se na obé tlohy, je ziejmé, Ze
tloha bude mensi slozitosti nezli dloha ([6.3), nebot se hledd piimo y,. a y,
bez dalsitho nasobeni matic. Ulohu je mozné fesit kupiikladu iterativnimi shrinkage

algoritmy [T].

6.2 Lokalni MCA

Namisto prace s celym obrazem jako celkem, uvazujme jen jeho malé bloky (patches)
p o velikosti v/n X /n pixeld, kde n < N. Usporadejme tyto bloky lexikograficky
jako sloupcové vektory p € R". Predpokladejme, Ze tyto bloky odpovidaji né¢jakému
ridkému modelu s toleranci ¢, tedy existuje takovy slovnik A € R™™ (m > n),

ze kazdy blok p ma svou odpovidajici reprezentaci q € R™, spliujici podminku
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|Aq —pll, <€ [lall, = ko

Uvazujme idedlni obraz yo = y.+y;. Definujeme operator Ry, € R™*M jako operétor
pifstupu ke k-tému bloku - p{ = Ryyo. Pro kazdy blok Ryyo = Ryy.+Ryy: existuji

dva Tidké vektory q”, qF takové, Ze
|Riye + Riye — Acal — Asaf|, <, (6.5)

kde A, a A, jsou pevné slovniky.

Vyhodou lokalni MCA je moznost paralelni implementace a moznosti vyuziti tréno-
vanych slovnikti. I v tomto pripadé 1ze nalézt podobnost s algoritmy na odsumovani,
a proto vypocet y. a y; odvodime z formulace K-SVD algoritmu pro odsSumovani

(jednd se o lokdlni odSumovani a vyuzitim trénovaného slovniku K-SVD) [1].

Vyraz (6.5) prepiSeme na HRkyO . We
pomoci odhadu MAP (Maximum a posteriori probability):

) < € a minimalizujeme odhad chyby

~. (66)

qt

A N A . N
{{qf.f}k:1 ,y} =g min iz — I + kZ:l |

) a

N
o+ 2 [[Awi — Rz
k=1

kde y je méreny obraz, z je odSumény obraz. Prvni ¢len zajiStuje, Ze obrazy y a z
si budou blizké. Dalsi ¢leny zarucuji spravnou rekonstrukci obrazu z. Kazdy blok
pr = Ryz o velikosti /n X y/n mé v kazdé pozici fidkou reprezentaci s omezenou
chybou. Jednotlivé bloky z y; mohou mit fidkou reprezentaci vzhledem k A,. Na
zakladé blokt je tedy potieba slovnik patiiéné upravit vzhledem k {q’;}jj:l a tady
prichazi na fadu K-SVD algoritmus. Jako inicializa¢ni se bere DCT slovnik.

V tento okamzik muzeme pristoupit k separaci. Zavedeme nové neznamé z. a z,

kde z = z. + z; a modifikujeme vyraz HAaqu - szHz na:

|Audl ~ Rz, = [Acat + Ava} — Rz
= | Al + Al — Rize — Ry

~ HAqu - Ryz, z‘i‘ HAth - RthHz

(6.7)

Posledni tprava je mozna, nebot predpokladame, ze chyba aproximace pro texturu

a chyba aproximace pro trend jsou nekorelované. Tedy:

(Acqf — RkZC>T (Atqf — szt) ~ 0. (6.8)
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S touto dpravou rovnice prechazi do pozadovaného tvaru pro lokalni MCA:

o3t R
(6.9)

N
{Yer¥i} =argmin Allze + 2~ y|; + 3 [Acal - Rz
o k=1
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7 REALIZACE ALGORITMU V PROSTREDI
MATLAB

V této kapitole se budeme zabyvat realizaci nékterych z vyse uvedenych algoritmii v
prosttedi MATLAB pro jednorozmérné a dvourozmérné signaly. Vstupem do kazdé
1D aplikace je tidky signél ve zvolené bazi. Tato baze je pouzita i pro jeho rekon-
strukci. Pro 2D aplikace k této volbé pribyva moznost vstupu i v podobé realného
obrazu.

Pro posouzeni kvality rekonstrukce budeme pouzivat kritérium PSNR, (Peak Signal
to Noise Ratio) — Spickovy pomér signdlu k sumu. Obecné PSNR vyjadiuje pomér
mezi maximalni hodnotou pixelu v nezasuméném obrazu a hodnotou Sumu po re-
konstrukci. Uvazujme obraz velikosti M x N. Oznac¢me piivodni nezasumeény obraz I.
Oznacne jako K obraz po rekonstrukei a maximalni hodnotu pixelu v I jako MAX;.

Hodnotu sumu po rekonstrukei vyjadiime jako MSE (Mean Squared Error):

1 M-1N-1 )
MSE = - Z Z 1T — Kl (7.1)
=0 =0
Pak PSNR:
MAX > MAX;
PSNR =10-1 =20-1 —_— 2
SNR 0 Og10< MSE ) 0 - logyg (\/M—SE> (7 )

V nasem ptipadé obraz nereprezentujeme vzdy pomoci hodnot pixelu a proto bu-

deme uvazovat maximalni ,hodnotu obrazu® ve smyslu:
MAX[ = maX(Iij) - mln(I”) (73)

Toto kritérium budeme pouzivat jak v pifpadé 2D signalu, tak u 1D signélu. Cim

vétsi hodnota PSNR, tim je obraz kvalitnéjsi.

7.1 1D Dekvantizace

Pro feSeni problému dekvantizace (AQ)) jsme pouzili nastoje linedrniho progra-
movani obsazené primo v prostredi MATLAB. Tomuto kroku predchazelo prepsani
tlohy do vhodného tvaru:

min 1Tu+1"v

uv S

~~ 1Tw

[u,v]=[w]

a nasledné upraveni ptuvodni podminky:

A
—51<(yg—Au+tAv) < o1, u>0, v=>0



do tvaru:

A A
~S1< |y~ [A —AlW] | <51 w20
A
poté prepsani do podoby jedné nerovnosti:
é w < 1é | e

Takto upravenou tlohu jsme mohli jiz primo realizovat pomoci funkce linprog v
MATLABu. Pro simulaci 1D dekvantizace byl vytvoren program signal_dequanting,
ve kterém jsou realizovana vsechna méreni a pochazeji z néj veskéré uvedené vystupy.
Po vygenerovani ridkého signalu jsme na zakladé zvoleného poctu kvantizac¢nich hla-
din tento signal kvantizovali. Mezni rozsah rozhodovacich irovni byl stanoven o néco
malo vétsi nez je vzdalennost mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou v signalu. V pripadé
kdyje hodnota rovna primo rozhodovaci irovni vyvstava otazka, kam tuto hodnotu
pritadit. Interval proto nebudeme uvazovat mezi rozhodovacimi drovnémi jako uza-
vieny, ale jako zprava uzavieny a zleva otevieny. Po rekonstukci je vysledny signal
opét kvantizovan. Byly srovnany oba vysledky kvantizace: kvantovany originalni sig-
nal a kvantovany rekonstruovany signal. Pokud si odpovidaji, neni PSNRyy..¢ tedy
hodnota PSNR mezi obéma kvantovanimi, definovana. Rovnéz jsme porovnavali koe-

ficienty signalu pred kvantizaci a po rekonstrukei.

Kvantovany signal
T T

Rekonstruovany signal vs. Puvodni
T T T T

: fti

-0.2/

original
rekonstrukce

Obr. 7.1: Vlevo zkvantovany signal, vpravo porovnani rekonstrukce s originalem.
PSNR = 39.13 dB. Pouzita baze: DWT db10, délka signalu: n = 32, ridkost: k =5
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kvantovany original vs. kvantovany rekonstruovany signal Koeficienty: original vs. rekonstrukce
0.6 T T T T T T 1 T T T T T T

0.8 4

0.6 1

] -0.2f 4
- -0.4 4
06k kvant.orig. signal 4 —
kvant.rekonst. signal 06l —© original J
—© rekonstrukce
-08r il -08F ]
1 . . . . : . 1 . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Obr. 7.2: Vlevo vysledek kvantovani origindlu i rekonstrukce je stejny, vpravo po-

rovnani koeficientii. Vychozi signal je stejny jako v predchazejicim piipadé.

Na zakladé zavedeni (AQ)) predpokladdme, ze kvantovani obou signali (origindlu a
rekonstrukce) bude stejné. Ve vétsiné pripadu tomu tak opravdu je. Problém vsak
nastava, je-li hodnota rekonstrukce signalu rovna primo nékteré rozhodovaci trovni.
V tomto ptipadé je mozny preskok o kvantizacni hladinu, ackoliv rekonstrukce jsou
si velmi blizké. Je to zptisobeno pravé tim, jak jsme si zavedli pritazeni kvantizacéni

hladiny hodnotdm signalu lezici na rozhodovaci trovni.

Rekonstruovany signal vs. Puvodni kvantovany original vs. kvantovany rekonstruovany signal
T T

T \

original
rekonstrukce

kvant.orig. signal
—06} kvant.rekonst. signal 4

Obr. 7.3: Situace, kdy kvantovani originalu neodpovidd kvantovani rekontrukce; pa-
rametry signalu: baze DWT db10, n = 32, k = 5, PSNR = 31.4697, zelena —

rozhodovaci troven, ¢erna — kvantizacni hladiny.

Realizovali jsme nékolik méreni. Pro jedno nastaveni parametru (délka signélu, rid-
kost, baze, pripadné pouzity wavelet, hloubka dekompozice, pocet kvatizac¢nich hla-
din) bylo provedeno 100 opakovani a byla vypoctena prumérna hodnota PSNR.
Vysledky jsou uvedny v tabulkach, spoleéné s celkovym ¢asem vypoctu pii daném
poctu opakovani.
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Baze DCT délka signalu
ridkost: k£ = 20 ridkost: £ = 10

hl. | charakteristiky 32 64 128 32 64 128

5 PSNR/dB 16.6892 | 18.5394 | 21.0647 || 18.2402 | 20.4347 | 23.0291
Cas/s 9.637 | 30.472 | 205.512 || 8.916 | 30.858 | 213.172

10 PSNR/dB 24.2462 | 26.4192 | 28.8002 || 26.1390 | 28.6940 | 31.8187
Cas/s 9.619 | 33.944 | 232.112 || 9.400 | 33.046 | 231.273

15 PSNR/dB 28.333 | 30.5899 | 32.7665 || 30.4036 | 32.6580 | 35.8102
¢as/s 9.922 | 34.599 | 209.524 || 9.658 | 33.901 | 212.787

Tab. 7.1: Porovnani hodnot PSNR v pripadé baze DCT na poctu kvantizac¢nich hla-
din. Dle ocekavani, s rostoucim poctem kvantizacnich hladit presnost rekonstrukce

roste.

Jako prvni jsme realizovali méreni pro signdl Tidky v bazi DCT. Pokud budeme
hodnotit PSNR v zavislosti pravé na fidkosti signalu, dle ocekavani lze z tabulek

a vycist nepfimou imeéru. Rozdily nejsou az tak vyrazné.

Béaze DCT, DWT

délka signalu

ridkost: k=5 DCT haar hd =3

hl. | charakteristiky 32 64 128 32 64 128

5 PSNR/dB 19.5270 | 21.7475 | 24.8936 | 20.9251 | 23.9846 | 26.4609
cas/s 9.283 | 32.926 | 224.358 | 6.460 7.687 11.031

10 PSNR/dB 28.9325 | 30.9823 | 35.3584 | 27.3852 | 30.3160 | 33.1686
cas/s 9.387 | 33.872 | 233.411 | 6.885 8.105 10.781

15 PSNR/dB 33.0356 | 35.8448 | 39.2762 | 32.4638 | 34.1218 | 36.6262
cas/s 9.737 | 33.119 | 220.638 | 6.816 8.057 10.247

Tab. 7.2: Porovnani presnosti rekonstrukce

dekompozice hd = 3,

S rostouci délkou signalu nam pri dané fidkosti roste i PSNR, coz opét neni nic
prekvapivého, nebof pomér tidkosti a délky signalu se ndm méni. Pokud bychom

pomeér mezi témito dvéma parametry zachovali, budou hodnoty PSNR podobné

signalu povahy DCT a DWT, hloubka

(tabulka[7.5 ukazuje realizaci takového méfeni). Pokud bychom uvazovali dostatecné
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velky statisticky soubor, jednalo by se piimo o stfedni hodnotu.

Lze si povSimnout, ze zpracovani signalu ridkého v bazi DCT je pro vétsi délku
signalu ¢asoveé naroc¢nou zalezitosti.

Presnost, s jakou jsou oba dva signaly rtizné povahy zpracovany, 1ze povazovat za
Pokud bychom uvazovali signal délky 512, dostali bychom se u DCT na cas kolem

t¥1 minut pro jedno opakovani.

Baze DWT délka signalu
ridkost: £ =5 db3 db6

hl. | charakteristiky 32 64 128 32 64 128

5 PSNR/dB 21.1223 | 24.1408 | 27.7330 | 21.2840 | 24.3355 | 26.6970
Cas/s 8.246 15.558 | 32.093 | 8.725 18.811 | 64.115

10 PSNR/dB 29.3302 | 32.6618 | 35.5185 | 29.9348 | 31.8392 | 35.1645
cas/s 8.486 17.191 | 37.050 | 9.194 | 21.387 | 73.808

15 PSNR/dB 33.8573 | 36.7605 | 39.4327 | 33.4376 | 36.4354 | 39.1232
¢as/s 8.537 | 16.537 | 33.038 | 9.369 | 20.388 | 66.687

jeme, tim delsi je doba jeho zpracovani u delsich signéli.

vvvvvv

Baze DWT zavislost na hloubce dekompozice db6
ridkost: £ =5 pocet kvantovacich hladin

hd | charakteristiky 5 10 15 20 25 30 35 40

3 PSNR/dB 21.28 1 29.93 | 33.44 | 36.22 | 38.42 | 40.23 | 41.71 | 43.00
Cas/s 872 | 919 | 9.37 | 942 | 891 | 9.04 | 9.08 | 9.00

4 PSNR/dB 21.34 | 29.34 | 33.47 | 35.74 | 38.50 | 40.16 | 41.63 | 43.04
Cas/s 876 | 9.16 | 9.45 | 9.14 | 898 | 9.09 | 8.93 | 8.98

) PSNR/dB 21.25 | 29.47 | 33.63 | 36.29 | 38.40 | 40.14 | 41.61 | 42.66
cas/s 889 | 9.05 | 9.54 | 9.81 | 9.09 | 9.10 | 9.18 | 9.04

Tab. 7.4: Jak lze vidét, volba hloubky dekompozice hd nema vliv na kvalitu a cas
zpracovani uvazovaného signalu. S rostoucim poctem kvantizacnich hladin roste
presnost rekonstrukce. Tato zavislost neni linearni a po prekroceni ucité hranice jsou

si presnosti podobné pro kazdou dalsi. Tato hranice zalezi na ,rozkmitu® signdalu.

Kvantovani je ztratovy proces. Pokud vSak mame néjaké znalosti o povaze kvanto-

vaného signalu a pokud bylo pouzito dostatecné mnozstvi kvantizacnich hladin, je
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Baze DWT  db6 Fidkost: délka signalu/2
hd =3 délka signalu
hl | charakteristiky 32 64 128 256 512
10 PSNR/dB 25.1177 | 25.3914 | 25.5363 | 25.6209 | 25.7181
cas/s 8.888 | 26.062 | 73.041 | 261.969 | 1043.630

Tab. 7.5: pokud zachovame pomér délky signalu a fidkost, bude obraz zpracovan se

stejnou presnosti pro rizné délky signélu.

mozné puvodni signal dostat zpét s dostatecnou presnosti. Tato operace je vSak pro
delsi signaly casové narocna. Casovou narocnost ovliviiuje predevsim ridkost daného
signalu.

Porovnani vypocetni narocnosti pro ruznou volbu baze
250 T T T T

vypocetni cas
-
(o))
o
T

-

o

o
T

50

0 20 40 60 80 100 120 140
delka signalu

Obr. 7.4: Grafické znazornéni zavislosti délky vypoctu na zvolené bazi signalu. Uve-
dené casové hodnoty jsou po realizaci 100 opakovani pro danou délku signalu a
ridkost.

7.2 2D Dekvantizace

Uloha pro 2D dekvantizaci byla fesena obdobné jako v jednorozmérném piipadé.
Byl vygenerovan obraz ridky ve zvolené bazi (v tomto piipadé jsme postupovali pres
Kroneckeroviiv soucin), ktery jsme nasledné ,vektorizovali“ a kvantizovali. Ulohu

jsme timto zptsobem prevedli pfimo na jednorozmeérny pripad. Lze tedy ocekéavat
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podobné vysledky jako u 1D tlohy. Provedli jsme nékolik méfeni, ale jiz s men-
sim poctem opakovani. Pro simulaci 2D dekvantizace byl vytvoren program sig-
nal__dequanting 2D, ktery umoznuje pracovat i s redlnimi obrazy. Uvazujeme cer-
nobilé obrazy, pokud vstupni obraz je barevny, prevedeme jej. V pripadé realného
obrazu bylo snizeno ptvodni rozliseni obrazu pro rychlejsi zpracovani. Pokud obraz
presahoval rozmér 16 x 16 byl rozdélen do bloki o této velikosti a kazdy blok byl
dekvantizovan zvlast. Tyto dil¢i ¢asti byly poté slozeny zpét na své ptivodni pozice.
Opét bylo provedeno kvantovani rekonstruovaného signalu a porovnani s nakvanto-
vanym originalem.

Originalni obraz

12 3 4 5 & 7 8

Obr. 7.5: Zprava puvodni obraz, kvantovany a rekonstruovany obraz. Parametry
obrazku: rozmér: 8 x 8, ridkost: 20, baze: DWT db3, hd = 3, hl: 10; PSNR =
28.5759 dB

Na obrazku [7.5 a [7.0] 1ze vidét rekonstrukei fidkého obrazu, kde kvantovani origi-
nalu a rekonstrukce si odpovida. Rezidua mezi origindlem a rekonstrukei neptekroci
velikost sitky kvantizacni hladiny % az na vyjimky — opét jako v jednorozmérném

pripadé je to situace, kdy hodnota rekonstrukce odpovida rozhodovaci trovni.

Kvantovana rekanstrukce ezidua: kvant. vs. kvant rekonstrukce
1
1 300 1
08
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Obr. 7.6: Zprava rezidua rekonstrukce, kvantovana rekonstrukce, rezidua po obou
kvantovanich. Parametry obrazku: rozmeér: 8 x 8, ridkost: 20, baze: DW'T db3, hd

= 3, hl: 10; PSNR = 28.5759 dB, hodnoty po kvantovani originalu i rekonstrukce si
odpovidaji

Rezidua: puvodni obraz vs. rekonstrukce

V pripadé zpracovani redlného obrazu, pracujeme s vétsi skalou hodnot. Ridkost

obrazu v néjaké bazi pouze predpokladame a nemusi byt dostatecnd pro kvalitni
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rekonstrukei. I jiz rekonstrukce piivodni skély barev mize byt komplikovana. Zvyse-
nim kvality by v ptripadé realného obrazu mohlo dojit pouzitim jiné baze nézli DW'T
a DCT, které uvadime v praci napt. pouziti curveletii, které dobte popisuji hrany v

obraze.

Originalni obraz Kvantovany obraz Rekonstrukce

. -
10 30 40 50 10 20 40 50 60 10 20 30 40 50 60
puvodnl skala hodnot rekonstrukce - skala hodnot

05
_:3 |
b 1

15 =
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 2 4 6 8 10 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Obr. 7.7: Dekvantizace realného obrazu Lena: puvodni obraz, kvantovany obraz, vy-
sledek rekonstrukce; pouzita baze pri zpracovani: DCT, pocet kvantizac¢nich hladin:
hl= 10, PSNR = 24.4373dB, PSNRok = 27.9244dB, PSNRyyan: = 36.1681dB

Jak 1ze vidét v pripadé Leny, zahrneme-li jesté jeden hodnotici veli¢inu — vypocet
PSNR mezi origindlem a kvantovanym obrazem PSNRok, zjistime, ze rekonstrukce
je v horsim poméru kvality nezli samotné kvantovani. Rekonsrukce ndm poskytla

pouze rozsiteni skaly barev blizici se ptivodni.

Rezidua: puvodni obraz vs. rekonstrukce Kvantovana rekonstrukce Rezidua: kvant.original vs. kvant.rekonstrukce
— = =

10 '
20 &
30
40
50 A
50 0

10 20 30 50 10 20

Obr. 7.8: Dekvantizace redlného obrazu Lena: rezidua mezi originalem a rekon-
strukei, vysledek kvantovani rekonstruovaného obrazu, rezidua mezi hodnotami po
kvantovani; pouzitd baze pri zpracovani: DCT, pocet kvantizac¢nich hladin: hl= 10,
PSNR = 24.4373dB, PSNRok = 27.9244dB, PSNRyyan, = 36.1681dB

Pti méfeni jsme se omezili na ridké obrazy. Pocet opakovani jsme stanovili na 50
nebo 30 opakovani, vysledky jsou tedy orienta¢ni, pro vyssi vypovidajici hodnotu
by bylo potteba vétsiho statistického souboru.
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hl =5 opakovani: 30 rozmer: 8 X 8
ridkost: £ = 20 pocet kvantizacnich hladin

Béaze | charakter. 5 10 15 20 25 30
DWT | PSNR/dB || 21.3981 | 28.2626 | 32.4855 | 35.1130 | 37.2465 | 38.5418
— haar cas/s 2.620 2.586 2.617 2.988 3.006 | 3.1843
DWT | PSNR/dB | 21.3755 | 27.9657 | 32.0169 | 35.1564 | 36.7853 | 38.8392
—db3 cas/s 4.867 5.459 5.642 4.855 6.078 6.186
DCT | PSNR/dB || 21.6137 | 28.2752 | 32.1210 | 35.0442 | 37.3628 | 39.1376

Cas/s 5.597 6.270 6.535 6. 464 6.822 6.664

Tab. 7.6: Hodnoty PSNR pro rtizné druhy bazi v zavislosti na poc¢tu kvantizac¢nich
hladin pro £ = 20.

hl =5 opakovani: 30 rozmer: 8 X 8
ridkost: k£ = 40 pocet kvantizacnich hladin

Béze | charakter. 5 10 15 20 25 30
DWT | PSNR/dB || 22.6257 | 28.5327 | 32.2123 | 34.7884 | 36.8122 | 39.3540
— haar cas/s 2.751 2.431 2.817 2.982 2.986 3.024
DWT | PSNR/dB | 22.2493 | 28.4222 | 32.2659 | 34.8443 | 36.2835 | 39.106
—db3 cas/s 4.885 5.189 5.534 5.223 5.598 5.510
DCT | PSNR/dB || 22.8237 | 28.4985 | 32.2313 | 34.9334 | 36.5427 | 39.0604

Cas/s 5.287 5.887 6.127 6.314 6.345 6.299

Tab. 7.7: Hodnoty PSNR pro rizné druhy bazi v zavislosti na poc¢tu kvantizacnich
hladin pro £ = 40.

Z tabulky si 1ze povsimnout, Ze pro wavelet haar nema fidkost az takovy vliv a
kvalita rekonstrukce si je ve vsech pripadech podobné, dokonce zvolime-li hodnotu
k=256, dostaneme pro hl=>5, podobny vysledek.
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hl =5 opakovani: 30 rozmeér: 16 x 16
Baze DWT — haar pocet kvantizacnich hladin
k charakter. 5) 10 15 20 25 30
20 PSNR/dB 24.3978 | 31.6416 | 35.9016 | 39.0009 | 41.0841 | 42.5776
cas/s 7.131 7.641 7.939 8.157 8.731 8.736
40 PSNR/dB 22.7155 | 29.9412 | 34.0080 | 36.8411 | 39.2549 | 40.8221
cas/s 7.374 7.822 7.952 8.028 8.061 8.693
60 PSNR/dB 21.6040 | 29.3088 | 33.2332 | 35.8905 | 38.4310 | 40.2395
cas/s 7.2947 | 7.530 7.789 8.124 8.256 8.243
80 PSNR/dB 21.0912 | 28.6971 | 32.5842 | 35.4175 | 37.8641 | 39.9962
cas/s 6.657 7.297 7.706 7.756 7.942 7.820

Tab. 7.8: Hodnoty PSNR obrazu ridkého v baza DW'T —harr v zavislosti na rtiznych
hodnotach ridkosti

Casova naroc¢nost je pro vétsi rozmér obrazu dosti velkd, jak lze vidét z tabulky

[7.9 Pokud ovSem pracujeme s fidkymi obrazy, muzeme se pii vhodné volbé poctu

dekvantizacnich hladin dockat prijatelné rekonstrukce kolem 40dB.

hl =5 opakovani: 50
ridkost: £ =4 | ridkost: £ =8
Baze | charakteristika || rozmér: 8 x 8 | rozmér: 16 x 16
DWT PSNR/dB 24.9635 27.9731
db6 cas/s 13.027 356.001
DCT PSNR/dB 22.7026 28.4995
cas/s 11.814 732.735

Tab. 7.9: Ukazka vypoctové ¢asové narocnosti pro rizné baze.
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7.3 1D a 2D Dekompozice

K fteseni problému dekompozice jsme vyuzili nastoju konvexni optimalizace z tool-
boxu UNLocBox. Pro realizaci jsme si vybrali formulaci tlohy MCA ve tvaru [6.3
a Tesili pomoci algoritmu forward backward (3.1]), konkrétné jeho uzpusobeni pro

tlohu separace. V nasem pripadé budou mit gradienty tvar:

Vo f(x1,22) = AT (Aix; + Agxy — y)
me(l'l,.l?g) = A; (A1X1 + AQXQ — y)

I v tomto piipadé jsem postupovali tak, Ze jsme tlohu fesili pro [w] = [x1, 23] a
vysledné Teseni poté separovali. Pro simulaci dekvantizace byl vytvoren program
decomposition__ 1D a decomposition__ 2D, ze kterého pochazeji vsechny vystupy uve-
dené v této podkapitole.

Nejprve jsme vygenerovali dva signaly(1D nebo 2D), kde byl kazdy ridky v néjaké
bazi. Tyto signaly jsme poté slozili a obdrzeli vstupni signal do programu. Po sepa-
raci jsme porovnali koeficienty obou komponent s jejich origindly a vypocetli jejich
PSNR. Tuto hodnotu jsme urcovali pro pro jednotlivé komponenty a pro celkovy
signal, tedy slozeny vstupni a signdl vznikly slozenim obou komponent. V pripadé
2D jsme urcovali pouze vysledné PSNR slozenych obraz.

Tato metoda nebyla prilis Gspésna u jednorozmérnych signéll, i kdyz dokéazala od-
hadnout ve vétsiné pripadi, které koeficienty jsou nenulové, s jejich velikosti uz
nastaval problém. Cim delsi signal, tim presnéjsich vysledki bylo dosaZeno. U i{d-
kych dvourozmérnych signali byla hodnota PSNR kolem 50dB.

Druha komponenta Prni komponenta
T T T T

original : original

L L . . rekonstrukce . . . rekonstrukce

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Porovnani koeficientu druhe slozky: original vs. dekompozice Porovnani koeficientu prvni slozky: original vs. dekompozice
T T T T T T T T T

—< original
051 — rekonstrukce 1 06+

— original

—= rekonstrukce | 7

ot P R Tors 7, T A T 0 Ll A Tl 08
y . . . . . i P T A SR SR
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Obr. 7.9: Porovnani vstupnich komponenet a jejich odhadi a jejich koeficienti.
PSNR = 27.58dB, u jednotlivych komponent nizsi PSNRt = 14.82dB, PSNR¢ =
25.52dB, pouzity baze: DCT, DWT-haar, délka signalu 256, k; = ky = 4
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V pripadé realnych obrazi se nepodarilo obrazy tspésné rozlozit pomoci DWT a
DCT. Baze nebyly schopny vhodné popsat hrany obrazu a vysledné slozeni se ptivod-
nimu obrazu dosti vzdalovalo. Tento problém je mozné vytesit pridanim napriklad
curveletu [21] nebo contourleti jako moznou volbu baze. V pfipadé vygenero-

vanych tidkych obrazti bylo rozlozeni tispésné.

Puvodni obraz

Rezidua: Original - Zpetne slozer
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Obr. 7.10: Zprava puvodni obraz, rezidum mezi slozenymi obrazy, obraz zpétné slo-
zeny z vyslednych komponent. Parametry obréazku: rozmeér: 8 x 8; rfidkost:kl= 4, k2
=6; baze: DCT, DWT db3; hd = 3, hl: 10; PSNR = 53.26 dB, PSNRy = 37.56 dB,
PSNR¢ = 41.54 dB
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Obr. 7.11: Vystupni komponenty. Parametry obrazku: rozmér: 8 x 8; ridkost:kl=
4.k2 =6; baze: DCT, DWT db3; hd = 3, hl: 10; PSNR = 53.26 dB, PSNRt = 37.56
dB, PSNR¢ = 41.54 dB

Pokud vstupni signal vytvorime jako kombinaci dvou signalii fidkych v DCT bézi,
muze nastat moznost, ze se nam poradi komponent prohodi. Obdrzime tak malé
hodnoty PSNR komponent napri¢ celkové priznivé PSNR.
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opakovani: 100 rozmeér: 16 x 16 rozmeér: 64 x 64
k; = ko = 100 PSNR/dB

Baze PSNR PSNRr PSNR(¢ PSNR PSNRt PSNRc¢
DCT DWT haar || 48.2398 | 22.3225 | 34.8582 | 53.1359 | 25.1831 | 24.6527
DCT DWT db5 | 47.4667 | 21.6632 | 32.7508 | 52.5123 | 24.6807 | 24.4485
DCT DCT 39.0393 | 19.4803 | 19.5354 | 54.3184 | 24.8519 | 24.7522
DWT haar | DWT db5 | 49.1711 | 32.2690 | 31.2119 | 52.2325 | 24.7162 | 24.4767
DWT haar | DWT haar || 50.0790 | 32.0744 | 32.4143 | 51.6208 | 25.2758 | 25.1550

Tab. 7.10: Ptehled PSNR pro rizné kombinace bazi a rozmérti obrazku, hloubka
dekompozice hd = 3.

7 tabulky muzeme vycist, ze pokud jsou obé komponenty velmi fidké, je rekon-
strukce kazdé z nich velice presna. Se zvysujicim se k hodnota PSNR jednotlivych
komponent klesé.

opakovani: 20 rozmér: 16 x 16 rozmeér: 64 x 64
PSNR/dB ridkost:k; = ky =4 fidkost : k; = ko = 20
Baze PSNR PSNRt PSNR¢ PSNR PSNRt PSNR¢

DCT DWT haar || 56.4630 | 55.7201 | 52.1044 | 48.1182 | 27.5012 | 20.5538
DCT DWT db5 || 55.4299 | 54.5781 | 52.1415 | 48.1137 | 27.6926 | 19.8634
DCT DCT 09.6752 | 17.8272 | 18.0183 | 43.6224 | 18.7198 | 18.5617
DWT haar | DWT db5 || 55.4329 | 44.5807 | 43.8894 | 47.9631 | 26.8392 | 25.5116
DCT DWT db3 || 55.7495 | 55.5185 | 52.2758 | 48.6595 | 28.2034 | 20.5438

Tab. 7.11: Ptrehled PSNR pro rizné kombinace béazi, fidkosti a rozmért obrazku,
hloubka dekompozice hd = 3.

7.4 1D a 2D Odsumovani signalu

Ulohu odsumovéni obrazu jsme opét realizovali pomoci néstroji konvexni optimali-
zace obsazené v toolboxu UNLocBox. Tentokrate jsme vyuzili formulace algoritmu
Douglas-Rachford a aplikovali jej na dlohu (BPDN].

Pro simulaci odsumovani obrazu byl vytvoren program signal denoising a sig-
nal__denoising 2D, ze kterého pochézeji vsechny vystupy uvedené v této podka-
pitole.

Nejprve jsme vygenerovali signal fidky ve zvolené béazi a pridali k nému aditivni
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Gausstv sum. Sum priddvame pomoci hodnoty SNR, ¢m je hodnota SNR mensi,

tim vétsi je Sum. Takto jsme obrdzeli vstupni signal do naseho algoritmu.

Zasumeny signal

Rekonstruovany signal vs. Puvodni
T T T

-06F original
rekonstrukce

_ L L L L L L
70 0 10 20 30 40 50 60 70

Obr. 7.12: Zasumény signal a rekonstrukce v porovnani s origindlem. Parametry
signalu: délka signalu: 64, ridkost: k = 10, pouzita baze DCT, vstupni pomeér Sumu:
snr = 1. PSNR = 23.2799 dB, PSNR,, = 18.7352 dB.

Na prvni pohled se algoritmus nezda prilis presny, abychom ovérili, zda byl néjaky
sum odstanén, je pro orientaci vypocitana i hodnota PSNRg,, ktera ndm udava PSNR
mezi zasuménym signalem a originadlem. Pokud se nedostaneme pod tuto hodnotu,

sum byt v néjaké mire odstranén.

Sum Koeficienty

——© original
0.9 —© rekonstrukce |

pridany

= ’ T?@@?W S Tff ﬂT 3.3 ]

10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 50 60 70

Obr. 7.13: Porovnani koeficientii ptivodniho signalu s rekonstrukei, porovnani od-
stranéného a pridaného sumu. Parametry signalu: délka signalu: 64, fidkost: k = 10,
pouzita baze DCT, vstupni pomér Sumu: snr = 1. PSNR = 23.2799 dB, PSNR,, =
18.7352 dB.

Intuitivné vyvstava otazka, zda v pripadé koeficientti z obrazku za predpokladu
pevné tidkosti k, bychom nemohli ponechat pouze k nejvyssich hodnot a zbylé koe-
ficienty rekonstrukce polozit nule. Hodnotu k ale ve vétsiné pripad nezname a neni
zaruceno, ze nejvetsi hodnoty u rekonstruovaného signalu odpovidaji praveé tém pu-

vodnim.

47



opakovani: 100 ridkost:

délka signalu: 128 2 10 20 30 40 60

DWT PSNR 20.9190 | 26.9974 | 24.3953 | 22.8983 | 21.9390 | 20.5084

db3 PSNRg, || 16.5010 | 22.0863 | 20.5409 | 19.7861 | 19.3222 | 18.7097

DWT PSNR 30.9648 | 26.7267 | 24.2177 | 22.7466 | 21.9537 | 20.4242

haar | PSNRg || 24.8121 | 21.8114 | 20.2816 | 19.6305 | 19.2425 | 18.6377

DCT PSNR 21.0441 | 22.8083 | 22.0482 | 21.2940 | 20.9077 | 20.0346
PSNRg, || 14.8315 | 17.9599 | 18.1113 | 18.1944 | 18.3156 | 18.2730

Tab. 7.12: Parametry signalu: pomér vstupniho Sumu: snr = 1, hloubka dekompozice
hd = 3. Ve vSech pripadech jde vidét mirné zlepsSeni kvality, ackoliv Sum nebyl plné

odstranén.

Jak jsme jiz zminili v podkapitole [3.1.2] jelikoz Douglas-Rachford provadi v kazdé

Vv,

noduseni jsme se tedy omezili na signaly, které potrebuji na svou rekonstrukci ma-

ximéalné 200 iteraci. Ackoliv je dle [3.9| konvergence zajisténa, nemusi byt dostatecnd

,rychla“, aby ji bylo mozné zpracovat v rozumném case.

Qriginalni obraz
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Obr. 7.14: Pridani Sumu do obrazu. Parametry obrazu: rozmér: 16, rfidkost: k = 4,

pouzitda baze DWT haar, vstupni pomér sumu: snr = 10, hloubka dekompozice: hd

s

i. |
T

5

10 15

= 3; PSNR = 41.781 dB, PSNR,, = 34.921 dB.
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Rekonstrukce Rezidua Odstraneny sum

H
1L 1
6
sl | =
ol N |
12
1
15F H N | -3

2 4 6 8 10 12 14 16

Obr. 7.15: Jako rezidua jsme oznacili rozdil hodnot mezi vstupnim signalem a rekon-
strukei, odstranény Sum je hodnota rezidua odec¢tena od pridaného Sumu. Parametry
obrazu: rozmér: 16, fidkost: k = 4, pouzitda baze DWT haar, vstupni pomér Sumu:
snr = 10, hloubka dekompozice: hd = 3; PSNR = 41.781 dB, PSNR,, = 34.921 dB.

V pripadé vétsich obrazka zpracovavame opét po blocich. U zpracovani realného
obrazu opét narazime na problém nevhodné baze a tak muze nastat i situace, kdy
zasumeény signdl bude lepsi kvality nezli nase rekonstrukee, jak lze vidét na obr[7.16]
V tomto pripadé je puvodni obrazek v rekonstrukci velice malo rozeznatelny, o ¢emz
svédci i hodnota PSNR, ktera je nizsi jak PSNR;.

a1
10 20 3 4 5 60

Obr. 7.16: Ukézka rekonstrukce realného obrazu pomoci baze DWT haar, vstupni
pomér sumu: snr = 5, hloubka dekompozice: hd = 3; PSNR = 11.8260 dB, PSNR,
= 21.0780 dB.
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ZAVER

Cilem této diplomové préace bylo nastudovat zakladni principy a algoritmy pro hle-
dani ridké reprezentace dat a provést praktické ovéreni vybranych metod na realnych
i silumovanych datech. V ivodu prace jsme se seznamili se zdkladnimi pojmy této
problematiky a uvedli si princip ¢;-relaxace, ktery nas provazel celou praci.

Pro teseni aplikacni tlohy odstranéni Sumu jsme si pro realizaci vybrali Douglas-
Rachford algoritmus, ktery neklade zadné specidlni pozadavky na minimalizovanou
funkci a zda se tak univerzalnim nastrojem. Jedna se vsak o tlohu naro¢nou na vy-
pocet diky dvéma proximity kroktim v kazdé iteraci. Vysledky nejsou ptilis presné.
Ackoliv v zasumélém signalu dojde ke zlepSeni oproti puvodni hodnoté Sumu, stéle
nam podstatnd ¢ast Sumu zustane v obraze pritomna. U redlnych obrazt obdrzime
i horsi kvalitu nezli za pusobeni samotného sumu. Toto je vsak zptusobeno tim, ze
vstupni obraz neni dostatecné ridky v zadané béazi, a tak mize obraz misty Spatné
reprezentovat.

lektoru. Formulovali jsme tlohu do podoby linedrniho programovani a provedli né-
kolik méreni. Ukazalo se, ze tato rekonstrukce miize byt dosti presna, ale pro nékteré
druhy signalu z ¢asového hlediska nevyhodné. Pro kazdou silumaci jsme provadéli i
zpétné kvantovani, abychom ovérili presnost rekonstrukce, tj. zda vsechny hodnoty
nalezi svym prislusnym kvantizacnim hladindm. V tomto pripadé nastala vyjimka,
kdy si tyto hodnoty neodpovidaly. Jednalo se o pfipad, kdy hodnota rekonstrukce
pripadla pfimo na rozhodovaci droven, a tak byla dle naseho zavedeni kvantovani
presenesena na vedlejsi kvantizac¢ni hladinu. I presto prindsela tato metoda dobré
vysledky.

Posledni aplikaci byla dekompozice signalu. V tomto pripadé byly vysledky pod-
statné slabsi. Nejprve jsme vygenerovali dva fidké signaly a slozili jsme je v jeden.
Poté jsme se pokouseli se najit ptivodni komponenty pted slozenim. U jednorozmeér-
nych signaltt v nékolika pripadech doslo k prohozeni komponent. Rekonstrukce za
této situace neprobéhla tuspésné. Jednalo se o pripady, kdy jsme zvolili stejné baze
u obou vstupnich signélii. Pro dvourozmérny ridky signél naopak méreni vychazela
ve vysokych hodnotach PSNR. V pripadé realného obrazu byla dekompozice nekva-
litni. Zpétnym slozenim jsme mnohdy neobdrzeli ani prilis podobny obraz. Velky
podil na tom ma skutecnost, ze aproximace komponent probihala v kombinaci s
DCT nebo DWT béazemi. Neméli jsme zadnou bazi, ktera by byla schopna dobfte
popsat hrany, které se v obraze nachazely. Tento problém by pripadné mohlo vytesit
pouziti curveletové transformace. Na praci by se takto dalo navazat.

Dalsi zajimavou variantou by mohlo byt pouziti dekompozice v pripadé kvantovani.

Nevyhodou tohoto zptisobu zpracovani je vétsi casova naroc¢nost oproti béznym kon-
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venénim metodam.
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A PRVNI PRILOHA

A.1 Prilozené programy — popis funkci

Vsechny uvedené aplikace byly realizovany v prostredi MATLAB pomoci uzivatel-
kého prostredi GUI. V kazdé slozce nalezneme dva soubory s nazvem aplikace s
koncovkou .m, vybereme ten bez ptripony imf a spustime. Po jeho kompilaci je ndm
objevi uzivatelké prostiedi, do kterého mizeme zadavat a ménit vstupni parametry.
Z4dna ze slozek nepotiebuje dalsi specidlni toolbox, vie potfebé je obsazeno uvnit¥
slozky:.
Pri vypracovavani aplikaci jsem pouzili nékteré funkce z toolboxu pro konvexni op-
timalizaci UNLocBoX dostupné z : unlockbox.sourceforge.net/index.php

. solve__bpdn.m — funkce pro vypocet ilohy BPDN

. test_gamma.m — posuzuje korektnost parametru I'

. soft__thresholdb.m — mékké prahovani

. soft_ threshold.m — mékké prahovani

1
2
3
4
5. prox__l1.m — proximalni operator pro feseni proximalniho kroku
6. proj__b2.m — projekce na B2

7. convergence__test.m — testuje konvergenci dané metody

8. test__weights.m

9

. test__multigroup.m

Déle vyuzivame pomocné funkce od autoru Zdenék Prusa a Pavel Rajmic funkce:
1. w__filters.m — vyvori si paramerty pro fci dwtmtrix

2. dwtmtrix — vypocet bazové funkce pro konkrétni waveletou transformaci

Pro realizaci jednotlivych tloh byly vytvoreny nasledujici funkce:

1. signal dequanting — Na zikladé vstupnim parametr vygeneruje ridky sig-
nal, provede kvantovani a nasledné dekvantizaci. Vypocéte PSNR — pocitano
mezi vstupnim a rekonstruovanym signalem, vykresli koeficienty ptivodniho a
rekonstruovaného signalu.

2. signal__dequanting 2D — Na zékladé vstupnim parametri vygeneruje ridky
obraz, provede kvantovani a nasledné dekvantizaci. Vypoc¢te PSNR, PSNR,_ OK
— pocitano mezi vstupnim signalem a kvantovanym, PSNR, sr — poc¢itano mezi
kvantovanym signdlem a rekonstrukei.

3. signal__denoising — Na zékladé vstupnim parametri vygeneruje ridky sig-
nal, prida sum do signédlu a provede odstranéni sumu. Vypocte PSNR, PSNR,_ sr

— v tomto pripadé mezi zasuménym signalem a puvodnim signalem
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4. signal __denoising 2D — Analogicky jako v 1D pripadé.

5. stgnal__decomposition — Vygeneruje dva ridké signaly ve zvolenych bazi a
slozi je. Takto vznikly signal je opét rozlozen na dvé komponenty signal tex
a signal_car. Vypocte PSNR a PSNR mezi jednotlivymi slozkami: PSNR,_ T,
PSNR,_ C.

6. signal__decomposition__2D — V pripadé volby ndhodného signalu vygene-
ruje dva Tidké obrazy, které posleze slozi. Takto vznikly signal je algoritmem

rozlozen opét na dva. Vypocte PSNR.

A.1.1 2D tlohy

V pripadé 2D tloh, pokud nastavime rozmeér obrazku vétsi jak 16 x 16 je obréazek
rozdélen do blokli a ty jsou zpracovany samostatné. Velikost bloku je stanovena
na 16 x 16, mozné zménit uvniti prislusné funkce — konéi _ impl.m, zménou wveli-
kost _deleni. V pripadé realného obrazu je jeho velikost upravena na 32 x 32 opét

mozno zménit v prislusné funkei.

A.1.2 Moznosti vyhozeni chyby

Vyhozeni chyby, ukonceni vypoc¢tu bez dokoncéeni celého procesu: Vstupni
signal nevyhovél nékteré z podminek uvedené ve funkcich z UNLocBoX - ptekrocen
nastaveny pocet iteraci, nevyhovujici rychlost konvergence... Aplikaci je mozné dél

uzivat po vygenerovani dalsiho signalu.

A.1.3 Ukazka uzivatelského prostredi

Po spusténi aplikace se vstupni i vystupni hodnoty vypisi do CommandWindow.
Vypisi se i hodnoty, které jsme nevolili. Napiiklad pracujeme s bazi DCT a vypise
se nam wavelet _haar“. V tomto pripadé¢ wavelet samoziejmé nebyl pouzit, jedna
se o defaulni hodnotu pfi mozném nevybéru baze DWT. Pokud je pouzita funkce z
UNLocBoX, je nastaveno vypsani vSech iteraci, toto je moznost zménit pres verbose
— polozit nule, rovnéz lze zménit maximalni pocet povolenych iteraci zménou hod-
not u paramfb.maxit. Obé dvé hodnoty se nachazeji ve funkcich s priponou __impl.m
neni je tfeba hledat v konkrétnich pomocnych funkci z UNLocBoX.

V jednotlivych aplikacich je mozné pouzit nastroje priblizeni, oddéleni, posun.
Aplikace byly vytvoreny v prosttedi MATLAB R2011b, pro novejsi verze MATLAB
muze dojit ke zalomeni aplikace i uprostred grafu, pro tento pripad je nutné prena-

staveni v souboru s priponou .fig.

56



LKW

Obr. A.2: Uzivatelské prostiedi pro tlohu 2D kvantizace.
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Obr. A.1: Uzivatelské prostiedi pro tlohu 1D kvantizace.
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B DRUHA PRILOHA
B.1 Trénované slovniky

Oznaceni B.1. Oznac¢me Y jako matici, jejiz sloupce tvori jednotlivé vektory y;, a

X jako matici, jejiz sloupce tvori jednotlivé vektory x;.

Metoda optimalnich smért — MOD

V pripadé metody optimalnich smért se jedna o slozenou minimaliza¢ni tlohu -
vnitini a vnéjsi minimalizace. Vnitini minimalizace je zamérena na pocet nenulovych
prvkl v reprezentaci jednotlivych x;, kde A je pevné dano. Vné¢jsi minimalizace
pracuje se samotnym slovnikem A.

Metoda pracuje nasledovné: V k-tém kroku pouzijeme slovnik z predchoziho kroku
A, a s jeho vyuzitim obdrzime matici Xj;. Pomoci metody nejmensich c¢tverci

hleddme matici Ay:

Ay, = argmin||Y — AX, |3 = YXE (X XE) ™ =YX (B.1)

Algoritmus je ukoncen po dosazeni pozadované presnosti.

Metoda K-SVD

Zatimco metoda MOD hled4 matici A jako celek a v kazdé iteraci ji zpTesnuje, me-
toda K-SVD zpracovava jednotlivé atomy zvlast. Zafixujeme vSechny atomy kromé
aj,, ktery aktualizujeme pomoci prendsobeni koeficienty z X. Cely algortimus pra-

cuje néasledovné [1]:
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K-SVD Algoritmus

Inicializace: £ =0 a
¢ Inicializace slovniku:sestavme matici Ag € R™*™ pomoci ndhodnych hodnot
nebo pomoci ndhodné m vybranych priklada
e« Normovani: normovani sloupcti matice A
Iterace: v kazdé iteraci zvys k o jedna a proved

e Faze ridkého kédovani:Aproximaci feseni tlohy
%; = argmin |ly; — Ay_1x|5  vzhledem k x|, < ko (B.2)
X

obdrzime fidkou reprezentaci X; pro 1 < i < M. Preskladame do matice Xj.
¢ K-SVD aktualizace slovniku: Pouzitim nésledujictho postupu k aktualizaci
sloupci slovniku obdrzime Ag: Opkakujem pro jo =1,2,...,m

— zavedeni mnozinu vzort, kde je pouzit atom a;, jako
Qjo ={i |1 <i <M, Xy [jo,i] # 0} (B.3)
— vypocet rezidudlni matice

Ejo =Y — Z an?, (B4)

J#jo

kde x7 jsou j-té fadky v matici Xy,
— restrikce E;, vybérem pouze sloupcti korespondujici s €2, - odbrzeni Eff]
— SVD dekompozice Eﬁ = UAVT, aktualizece atomu slovniku aj, = uy,
reprezentace Xt = A[1,1] - vy
e Zastavujici kritérium: ukon¢ime pokud je ||Y — AkaH?7 dostatetné malé, v
opacném pripadé nasleduje dalsi iterace

Vystup: slovnik Ay
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

DCT Diskrétni kosinova transformace

DWT Diskrétni waveletova transformace

MOD Metoda optimalnich smérta

NSP Null Space Property

RIP Restricted Isometry Property

BPDN Basis Pursuit Denoising

LASSO Least Absolute Selection and Shrinkage Operator
QP Quadratic Programming

POSC Projection Onto Convex Sets

DS Dantzig Selector

ROP Restricted Orthogonality Property

LADMM Linearized Alternating Direction Method
DASSO Dantzig Selector with Sequential Optimization
ROP Restricted Orthogonality Property

MCA Morfologickéa analyza komponent

MAP Maximum a posteriori probability

1D jednodimenzionalni tloha

2D dvoudimenzionalni tloha

PSNR Peak Signal to Noise Ratio

SNR Signal to noise ratio
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supp(x)

2
Ok

A*

Q m 2 o =

<

nosic¢ vektoru

matice A rozméru m X n

vektor rozméru n

vektor rozméru n

fidkost matice

mnozina vsech k-tidkych vektort
chyba nejlepsi aproximace

hermitovsky sdruzena matice
hermitovsky sdruzena matice

cislo komplexné sdruzené k a;;
jednotkova matice

uvazovana odchylka od presného reseni
spark matice A

hodnost matice A

koherence matice A

matice Fourierovy transformace

filtr typu dolni propust

filtr typu horni propust

rekonstrukece filtru typu dolni propust
rekonstrukece filtru typu horni propust
sloupce matice tvori wavelety

radky matice tvoreny filtry typu dolni propust
radky matice tvoreny filtry typu horni propust
hloubka dekompozice

dyadické podvzorkovani
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a aproximativni waveletové koeficienty

d detailni waveletové koeficienty

ker A jadro matice A

n vektory jadra matice A

~y konstanta NSP

0 konstanta zeslabené izometrie

Pe projekéni operator

C; konvexni mnoziny

dom f defini¢ni obor funkce f

r tiida zdola polospojitych konvexnich funkei
de vzdalenost funkce od neprazdné mnoziny
prox f; proximity operator funkce f;

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnich cisel

A relaxacni parametr

e Gaussovsky bily Sum s rozdélenim e; v~ A (0, 0?)
0 konstanta zeslabené ortogonality

X odhad vektoru x

0 konstanta zeslabené ortogonality

A sitka kvantiza¢ni hladiny

R, operator pristupu ke k-tému prvku
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