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Abstrakt

Prace shrnuje zakladni teorii potfebnou pro odvozeni aproximace pomoci metody nejme-
nsich c¢tverc a aplikuje tuto metodu na data z technické praxe. V ramci prace byly
vytvoreny programy, v prostiedi MATLAB, pro feseni této tlohy. MATLAB uz obsahuje
nékolik algoritmti pouzitelnych pro tuto problematiku. Prace zahrnuje porovnani vlast-
nosti a testovani téchto algoritmi.

Summary

Thesis sumarizes basic theory required for inference of aproximation using the least squa-
res method and aplicates this method on data obtained from engineering practice. Within
thesis were created programs, in MATLAB enviroment, to solve this problem. MATLAB
already contains several algorithms, wich are useful for solving this problem. Thesis inclu-
des comparsion of properties and test of those algorithms.
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1. Uvod

V ramci sité AMathNet byla navdzana spoluprace mezi Ustavem matematiky Fakulty
strojniho inzenyrstvi VUT v Brné a firmou UNIS a.s. Po konzultaci s vyzkumnymi pra-
covniky této firmy vyplynulo tématické zaméteni této bakalarské prace.

Cilem bakalarské prace bylo nastudovat potifebnou teorii a algoritmy pro vypocet apro-
ximace funkce metodou nejmensich ¢tvercti, poté tyto poznatky vyuzit pfi implementaci
této problematiky do MATLABu a pomoci vytvorenych programt aproximovat dodana
data.

V kapitole druhé jsou uvedeny zakladni pojmy, které tizce souviseji s realizovanou
analyzou.V kapitole tfeti je uvedena obecné formulace tilohy pro prolozeni dat metodou
nejmensich ¢tverci. O moznostech feseni takovéto tlohy v prosttedi MATLAB pojednava
kapitola ¢tvrta. Stézejni ¢asti prace je kapitola pata, kde je popsano zpracovani dodanych
dat metodou nejmensich ¢tvercu pravé v MATLABu. Zavérecna Sesta kapitola shrnuje
dosazené vysledky a vystupy bakalafské prace. Prace je doplnéna nékolika prilohami,
a sice zdrojovymi kdédy vytvorenych programi, tabulkou zpracovavanych dat a CD s
programy.



2. Zakladni pojmy

Drtive nez pristoupime k formulaci a feSeni tlohy prolozeni dat metodou nejmensich
¢tvercli, uvedeme nékolik zasadnich pojmi, které jsou nezbytné pro srozumitelnou formu-
laci této metody. Uvedené pojmy byly prevzaty z [1], [2], [3], [0] a [7].

Aproximace: Aprozimaci budeme rozumét nahrazeni funkce b(x), x € Q@ C R” po-
moci funkce p(x), ktera je ji v jistém smyslu blizka. Potom piseme b(x) ~ ¢(x).

Definice 1 (metricky prostor) Metrickym prostorem budeme nazyvat libovolnou mnoZinu
X, jejiz prvky nazyvame body, pokud je na mnoziné X dana tvz. metrika, coZ je jakako-
liv, jednoznacnd nezapornd redlnd funkce o(x,y), kterd je definovand pro kaZdou dvojici
x,y € X a ktera splnuge tyto tri podminky:

L oow,y) =0 &=y,

2. o(z,y) = o(y, z), pro vSechna z,y € X (symetrie),

3. o(x,y) + oy, z) > o(x, z) pro vdechna x,y,z € X (trojihelnikovd nerovnost).

Priiklad 1 Prikladem metrického prostoru je mnozina vsech usporddangch dvojic redl-
nyjch ¢isel x = [x1,15] € R? s eukleidovskou metrikou ve tvaru

o(z,y) = /(g1 — 1)% + (y2 — 22)?

Definice 2 (vektorovy prostor) Necht V je neprazdnd mnoZina proki x,y, z, ... a ne-
cht je splnéno téchto osm podminek:

1. Ke kaZdym dvéma prvkum x,y € V je jednoznacné privazen treti prvek leZici ve V,
ktery je nazyvany jejich soucet a oznacovany x + vy, pricemz plati tyto c¢tyri axiomy:
1.z +y=y+xz (komutativnost),
2.2+ (y+2) = (v +y) + 2z (asociativita),

3. ve V ezistuje takovy prvek (oznacme jej o), Ze x + o = x pro vSechny prvky x € V
(existence nulového prvku),

4. ke kazdému x € V ezistuje prvek, ktery znacime —zx, Ze x + (—x) = o (existence opac-
ného prvku,).

II. Ke kazZdému cislu o néjakého ciselného télesa T a ke kaZdému prvku x € 'V je
jednoznacné pritazen prvek ax € V (tvz. soucdin proku x a ¢isla o), pricemz plati tyto dva
aziomy:

1. a(fz) = (af)z, o, f €T, z €V,
2.1-x=2,1€eT,xeV.

III. Obé operace (tj. scitani prvki a nasobeni prvku ¢islem) jsou svdzdny témito dvéma
distributivnimi zdkony:
1. (a+p)r=ax+ Pz, a,f €T,z €V,
2.a(r+y)=arx+ay, a €T,z €V’
MnozZinu V potom nazyvdme vektorovym prostorem nad ciselnym telesem T. Podle toho
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zda telesem T rozumime redlna nebo komplexni cisla, mluvime o redalném nebo komplez-
nim vektorovém prostoru. Ddle budou nase uvahy platit pro realné vektorové prostory.

Priklad 2 Azxiomy vektorového prostoru splniuje napriklad mnoZina vSech uspordadanych
n-tic realnych cisel, kde sc¢itdni a ndsobeni konstantou jsou definovdny ndsledovné

(1,22, xn) + (Y1, Y2y - Un) = (X1 + Y1, T2 + Y2y oo+, Ty + Yn)
a(xy, Ty ..., x,) = (Qy, 029, ..., ax,), « € R

Definice 3 (skalarni sou¢in) Skalarnim soucinem ve vektorové prostoru V nazyvdame
redlnou funkci (x,y), kterd je definovdna pro kazdou dvojici prvki x,y € V a spliuje tyto
podminky (zr,y,z € V, A € R):

1 (z,y) = (y, @),

2. (x+zy) = (z,9) + (2,9),

3. (Ar,y) = Az, y),
4

x,x) >0, pricemz (z,x) =0 &z = o.

Na vektorovych prostorech se skaldrnim soucinem zavddime normu jako

2]l = v/ (2, ).

Priiklad 3 Na vektorovém prostoru z prikladu 2 lze zavést naptiklad skalarni soucin
(z,y) = (T1y1 + Toyz2 + -+ Tuln) = D il
i=1
Tento zrejmé vyhovuje podminkdm wvedenym v definici 3

Definice 4 (normovany vektorovy prostor) Vektorovy prostor V se nazgjvd normo-
vany, jestlize kazdému prvku x € 'V je pritazeno redlné nezdporné cislo ||x||, které se
nazyva norma prvku x, pricemz plati:

1 |z]=0& 2 =o,

2. |axl| = a - [|zf],

3. |z +yll < llzll + llyll,

Priklad 4 Pokud zavedeme na usporadanijch n-ticich redlnych ¢isel s operacemi dle pri-
kladu 2 eukleidovskou normu prostrednictvim skaldrniho soucinu z definice 3

ol = /30 ()2

=1

dostaneme normovany vektorovy prostor.

Déle v textu mé znaceni ||z|| vyznam pravé eukleidovské normy.



Definice 5 (linearni kombinace) Necht'V = (V,+) je vektorovy prostor a vy, ..., vy €
V, k €N, kde N je mnoZina prirozenych c¢isel. Rekneme, Ze vektor v je linearni kombi-
naci vektoru v, ..., vy, jestlize existuji redlna cisla ry,...,ry tak, Ze plati:

V=7rivy+- -+ gV

Definice 6 (linearni zavislost) Pruky x,y,...,w vektorového prostoru se nazjvagi li-
nearné zavislé, jestlize existuji takove konstanty o, 3, ..., X, z nichZ alespon jedna je riznd
od nuly, Ze

ar + Py +---+Aw=o0

V opacném pripadé se prvky nazyvaji linedrné nezdvisle.

Definice 7 (baze vektorového prostoru) Necht V. = (V,+) je wvektorovy prostor a

vi,...,vg € V(k € N). Soustava vektori vy, ..., vy, se nazgvd baze vektorového prostoru
V, jestlize vektory vi,..., vy jsou linedrné nezavislé a kaZdy vektor v.€ V je linedarni
kombinaci vy, ..., V.

Definice 8 (ortonormalni matice) Ortonorméalni maticeje redlnd ctvercovd matice Q
jejiz transpozice je soucasné jeji inverzi.

QT _ Q—l

Dalsi pojmy a vysledky tizce souvisejici s tématem lze najit v [1], [2], [3], [6] a [7].



3. Formulace tulohy

Velka ¢ast formulace tlohy aproximace dat metodou nejmensich étverci (MNC) je
pfevzata z [2]. Nasim cilem je s pomoci k méfeni zavislosti b(x), kde x = (21, x2,...,Tp)
nahradit b(x) pomoci soustavy n linedrné nezavislych funkei ¢;(x), n < k. Tato soustava
tvori bazi vektorového prostoru, proto jsou déale nazyvany jako bazové funkce.

b(x) = fip1(x) + fawa(X) + - + fupn(x)

Bézové funkce volime podle predpokladaného pribéhu neznamé funkce b(x). Navrhova
matice A vznikne dosazenim hodnot bazovych funkci v bodech méfeni. A je matice typu
k xn.

e1(x1)  pa(x1) ©n(x1)
p1(x2)  p2(x2) ©n(X2)
A= .
e1(xk) @2a(xk) . pn(xp)
Koeficienty fi,..., f, hledame jako feSeni soustavy rovnic
Af =b. (3.1)

b je vektor naméfenych hodnot v danych bodech
b = (b(x1),b(xa), ..., b(xx))".

Tato soustava je preurcend a nema feseni, budeme se tedy snazit alesponi minimalizo-
vat rezidua r = b — Af. Pfi feseni pomoci MNC minimalizujeme soucet ¢tvercti rezidui,
coz se zarovenn rovna druhé mocniné eukleidovské normy vektoru r:

k
2 .
Irl|” = > r? — min.
i=1
V dalsim pfedpokladejme, Ze bazové funkce ;(x) nejsou linearné zavislé, tedy ani sloupce
matice A nejsou linearné zavislé a matice A méa plnou sloupcovou hodnost.

3.1. Normalni rovnice

Normélni rovnice je asi nejjednodussi zptisob feseni MNC uvadény ve spousté ucebnic
mimo jiné [2] zejména asi proto, Ze je jednoduché je odvodit napitiklad z nutné podminky
pro extrém souctu ctverci rezidui

n

k
:aiZ( Zaz’jfj)2:0prol:1,2...,n

olr|*
Ofi

Po zderivovani dostavame
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3.1. NORMALNI ROVNICE

% = 2231(62- B jil a;; fj)(—au) =0

a po upravé vyjde

n k k
YO agai)fj=> agbiprol =1,2,...,n
=1 i=1 i=

1

coz lze maticové zapsat jako
ATAf = A™Tb

a pravé této soustave rikame normalni rovnice. Dalsi mozné odvozeni je pomoci projekce
vektoru b do prostoru tvoreného sloupci matice A. V piipadé, ze sloupce matice A jsou
linedrné nezavislé maji normalni rovnice pravé jedno feseni, soustava uz neni preurcena
a je mozné ji Tesit jakymkoli algoritmem pro feseni soustav linearnich rovnic. Nevyhodou
tohoto postupu je, Ze tato tloha je ¢asto Spatné podminéna, tudiz numerické feseni je dosti
nepresné a nejspis pravé proto v MATLABu neni feseni MNC pomoci normalnich rovnic
implementovano a je nahrazeno numericky stabilnéjSimi zptisoby popsanymi v textu déle.
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4. Metody FeSeni MNC v prostiedi
MATLAB

V této kapitole popisuji metody Feseni problému MNC v prostfedi MATLAB a rozdily
mezi nimi. Testy jsem provadél na notebooku HP ProBook 4530s s procesorem Intel(R)
Pentium(R) CPU B950 @ 2.10 GHz, 4GB paméti RAM a 64 bitovym opera¢nim systémem
Windows 7 pro matici A typu 63 x 15, protoze pravé takova byla vytvofena v ramci
realizace zpracovani dat.

4.1. Operator \

Operator \je vestavénou funkci MATLABU pro feSeni soustav linearnich rovnic. Pokud mu
viak zaddme preurcenou soustavu najde jeji feseni ve smyslu MNC. K feSeni pieuréenych
soustav pouziva QR rozklad. QR rozklad rozlozi matici A na sou¢in matic Q a R, kde Q
je ortonormalni matice fadu £ a R je horni trojuhelnikova matice typu k x n.

A =QR.
Protoze plati:
It [*=r"r=r"QQ"r = (Q"r)"Q"r =|| Q"r |1

je minimalizace || r ||? ekvivalentni minimalizaci | Q”r ||>. Po provedeni QR rozkladu a
vynéasobenim rovnice (3.1) zleva Q' dostaneme:

Rf = Q7b.

Oznacéme

R d
" () o= (a)

kde R; je ¢tvercova matice fadu n, Ry je nulovd matice typu (k —n) X n, d; je sloupcovy
vektor o n prvcich a dy je sloupcovy vektor o k — n prvcich. Pak

R.,f-d R,f-d

T ([ | _ || 1

R il B

zfejmé nabyva minima pokud f spliiuje Rif = d; a min|| r ||=|| ds ||

Protoze A mé plnou sloupcovou hodnost je R; regularni a rovnice Rif = d; ma prave
jedno Teseni.

Nékteré algoritmy QR rozkladu najdete napiiklad v [1].
Syntaxe v MATLABu: f = A\b. Podle moji zkousky pro matici soustavy A plné sloupcové
hodnosti typu 63 x 15 je tato metoda nejrychlejsi z uvedenych, a tudiz nejméné vypocetné
naro¢na. Doba trvani vypoctu byla podle MATLABu 0,000106 sekund.
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4.2. FUNKCE PINV
4.2. Funkce pinv

Funkce pinv(A) spocitda Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi matice A. Pseudoinverzni
matice AT se definuje jako jedind matice X typu k x n, kterd spliiuje tyto ¢tyfi podminky:

(I) AXA = A,

(II) XAX = X,

(III) (AX)” = AX,

(IV) (XA)T = XA.

Po vynésobeni rovnice (3.1) matici A* zleva dostaneme
f=A"h.

V MATLABu se pseudoinverze pocita pomoci singularniho rozkladu. Singularni rozklad
rozlozi matici A na sou¢in matic UXV?T, kde U je ortonormélni matice fadu k, V je
ortonormélni matice fadu n a ¥ je diagonalni matice typu & x n. Pseudoinverze A% je
potom ve tvaru:

AT =vVytu?

kde X je matice typu n X k a na diagonale jsou prevracené hodnoty diagonaly matice
3.

Syntaxe v MATLABu: f =pinv(A)xb

Podle moji zkousky pro matici soustavy A plné sloupcové hodnosti typu 63 x 15 je tato
metoda nejpomalejsi z uvedenych, a tudiz nejvice vypocetné narocna. Doba trvani tohoto
vypoctu byla podle MATLABu 0,011725 sekund. Rozdil oproti pfedchozimu zptisobu
feseni se ale projevi pouze pokud matice A nema plnou sloupcovou hodnost. Vice o vy-
poétu feseni MNC pro matice, které nemaji plnou sloupcovou hodnost, lze najit napiiklad
v [1] nebo v [5].

4.3. Funkce lIscov

Funkce lscov po¢ita feseni MNC stejnou metodou jako \, tedy pomoci QR rozkladu,
ale navic umoziiuje mimo jiné zadat vdhu pro jednotlivd méfeni (pokud nejsou stejné).
Dostaneme pak vazenou MNC. Vézenou MNC je vhodné pouzit, pokud nékterd méfeni
jsou presnéjsi nez jina, nebo naopak. Pii pouziti vazené MNC zvolime vektor w o k
prvcich, jehoz kazdy prvek w; > 0 a minimalizujeme

k

>~ wr? — min.

i=1
O dalsim vyuziti lscov se dozvite v [4].
Syntaxe v MATLABu: f =lscov(A,b), piipadné pro vazenou MNC: f =lscov(A, b, w).
Podle moji zkousky pro matici soustavy A plné sloupcové hodnosti typu 63 x 15 je tato
metoda druhd nejrychlejsi z uvedenych, presto byla ve skriptu pouzita pravé pro dalsi
moznosti, které tato funkce uzivateli nabizi, zejména moznost pouziti vazené MNC. Doba
trvani tohoto vypoctu byla podle MATLABu 0, 000319 sekund.
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5. Realizace zpracovani dat

Tato kapitola popisuje implementaci tlohy aproximace dvourozmérnych dat polyno-
mem pomoci MNC do MATLABu. Data k tomuto p¥ikladu byla doddna firmou UNIS a.s.
Jedna se o zavislost parametru tc¢innosti dmychadla na b redukovaném hmotnostnim pri-
toku vzduchu x; a redukovanych otackach xs. Strukturu vypoctu popisuje diagram obr.1.
Vice k jednotlivym kroktim v prislusnych podkapitolach. Vysledky jsou pro aproximaci
polynomem ¢étvrtého stupné

b(z1,m2) = f1 + foxa + f3235 + fas + f525 + fox1 + frrime + fex123 + forizi+
+ fro} + fuaiee + froxizd + fi323 + furize + fisal.

AproxPol.m
A
Zadani hodnot a nacteni dat e
H'“_T_:’ Souéasti AproxPol.m
L //
Mormavani -
Transformace M——  Funkce Transformace.m
ZiZeni baze - Funkce VybBaz.m
Vypo&et rezidui. g ——— Funkce FceVVBodech.m
il
.-"r!
b _;’r
Zpétna transformace . ;;"
£
L S ;7 Soudasti AproxPol m
JI'I
Viypodet hodnot aproximace v P
zadanych bodech e
o
: %
"4 i Funkce MinFce.m
Wykresleni aproximace &

obr.1: Struktura vypoctu

5.1. Nacteni dat a zadani parametrt

Data byla dodana formou tabulky pro MS Excel, kterou naleznete v ptiloze. Do MATLABu
se nac¢tou pomoci pfikazu xlsread. Prvni sloupec tabulky je oznacen x;, druhy sloupec
X5 a treti sloupec b. Dale je tfeba zadat nejvyssi pripustny stupen polynomu, kterym
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5.2. NORMOVANI

chceme aproximovat, vyznamné body, ve kterych chceme znat hodnotu aproximace a po-
kud chceme pocitat vazenou MNC, tak i vektor vah w.

5.2. Normovani

Data je vhodné normovat, tak aby byla alespon stejného fadu. Délame to pro zvysSeni
presnosti numerickych vypoctt, ale hlavné proto, ze pii vypoctu hodnot ¢lenti matice A
mohou byt nékteré jeji ¢leny jako mocniny slozek vektorti x;,xs netnosné velké nebo
naopak prili§ blizké nule, tudiz matice je blizko ke ztraté své plné sloupcové hodnosti a
pro strojovou presnost sloupcovou hodnost ztraci. Zde byla data x; podélena 10000.

5.3. Transformace

Na obrazku obr.2 jsou zobrazeny data x;,x2. V tomto piipad€ je vhodné transformovat
soufadnice dat X7, X z divodu snizeni vlivu zavislosti téchto dvou proménnych.

Novy soufadny systém se urcuje pomoci jednorozmérné MNC. Nejprve prolozi piimku
daty x1,Xo a poté souradnice otoc¢i tak, aby nova osa x; byla rovnobézna s vypoctenou
primkou a nova osa x na ni byla kolméa. Nasleduje posun v kazdém sméru o priameér
otocenych soufadnic, aby se po transformaci nachazely namérené body v okoli nuly.

o ................. ................. ...............

I S— % _________________ _________________ _________________

- : i : :

obr.2: Xy, Xy pied transformaci
K tomuto tucelu jsem vytvoiil funkci Transformace.m, kterd z hodnot dat x; a x2

spocCita matici prechodu TR. Funkce nejprve napocita koeficienty primky zo = f1 + fox;.
Pro zadané hodnoty

f = —1,7838, f, = 0,9549.
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5.3. TRANSFORMACE

Poté spocita potiebnou matici rotace

cos(arctan(—f5)) —sin(arctan(—f5)) 0
R = | sin(arctan(—f5))  cos(arctan(—f,)) 0
0 0 1

Pro tuto tlohu tedy obdrzime

0,723 —0,6906 0O
R=10,69

6906 0,723 0
0 0 1

Pak urc¢ime potiebné posunuti v kazdém smeéru jako primeér prislusné otocené souradnice
pomoci funkce mean a dosadime do matice translace

1 0 —mean(xy)
T=|0 1 —mean(x2)

0 0 1
V nasem piipadé je
1 0 3,9226
T=|[0 1 1,9618
00 1

Vysledna matice prechodu je potom souc¢inem matice translace T a matice rotace R
nutné v tomto potradi, protoze nasobeni matic neni komutativni. Nase matice pfechodu
tedy bude

cos(arctan(—f,)) —sin(arctan(—f,)) —mean(x;)
TR = | sin(arctan(—f,)) cos(arctan(—f,)) —mean(xy) | =
0 0 1

0,723 —0,6906 3,9226
= 10,6906 0,723 11,9618
0 0 1

Samotna transformace se pak provadi az ve skriptu, kde se do anonymnich funkci xt;
a xty(zavedenych v MATLABu operatorem @), podle matice pfechodu zapiSe predpis pro
nové soutradnice a pak se do néj dosadi. Dalsi vypocty probihaji v transformovanych sou-
fadnicich. Data x;,x2 po transformaci jsou na obrazku obr.3.
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5.4. VYPOCET PRO NEJSIRSI MOZNOU BAZI

0.2 ! ; ! ! ! !
015k I C——— ............ amasnm ............ Lo tlene -

[ | R ........... e ............ ............ S ........... _

005f oo + ........ ............ ............ ++ ........... 4

[ L) M ............ ...... + ............ _}_ ,+, ............ ........... .
B 1 T I ............ “l" ..... ............ \\ ............ ........... -

i) L ............ . — ......... P COUR ............ ........... _

5] A : 0.
obr.3: X1, X po transformaci

5.4. Vypocet pro nejsirsi moznou bazi

Uzivatel by mél zadat nejvyssi pripustny stupen polynomu, kterym budeme danou zavis-
lost aproximovat. Je tfeba ale mit na paméti, kolik méfeni mame k dispozici, abychom
se nedostali do situace, ze soustava rovnic, kterou fesime, neni preurcena. Pak bychom
méli vice neznamych nez rovnic, a tudiz nekoneéné mnoho feseni, nebo stejné rovnic jako
neznamych a jednalo by se o interpolaci.

Zvolime tedy nejvyssi mozny stupen aproximacniho polynomu. Skript vytvoii ano-
nymni funkci pro kazdy ¢len polynomu a pomoci piikazu cell je sefadi do vektoru bazovych
funkei ¢ (v AproxPol.m je znacen phi). Poté pomoci tohoto vektoru ¢ spoc¢itd navrhovou
matici A a pomoci piikazu lscov vyfesi soustavu rovnic Af = b ve smyslu MNC. Skript
pokracuje napocitanim vektoru G, ktery je vektorem hodnot aproximace ve vSech zada-
nych bodech. Vektor G pocita vytvorena funkce FceVBodech.m. Jeji vstupni parametry
jsou bazové funkce ¢, vypoctené koeficienty f a hodnoty x;,xs. FceVBodech.m potom
pouze hodnoty x;, x5 dosadi do ziskaného predpisu fip1 + fos + ... + frnpn. Rozdilem
vektoru naméfenych funkénich hodnot b a vektoru G je vektor rezidui r.

5.5. Pokus o zuZeni baze

Ne vzdy musi byt nejlepsi aproximaci polynom zvoleného stupné. Naptiklad pokud se
snazime aproximovat konstantni funkci b(zq, z5) = 2 né¢im jinym nez konstantou ostatni
koeficienty vyjdou témér nulové, ale riizné od nuly, diky ¢emuz je soucet ¢tverct vétsi nez
pri aproximaci jen konstantou.

Proto jsem vytvoril funkci VybBaz.m, ktera se pokusi vyloucit ze soucasné baze nék-
teré Cleny tak, ze napocita aproximaci postupné bez kazdého ¢lenu baze a pokud je novy
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5.6. VYPOCET REZIDUI

soucet ¢tvercl r2sumn mensi nez puvodni r2sum, je tento ¢len vyfazen. Tento proces se
opakuje dokud se baze zmensuje. Vystupem této funkce je tedy baze ve tvaru polynomu
nejvyse zadaného stupné s nejmensim souctem ctverci rezidui.

5.6. Vypocet rezidui

Abychom mohli alespon trochu posoudit vhodnost transformace je nutné spocitat rezi-
dua. Toto provedeme jesté pred zpétnou transformaci, protoze pii kazdé transformaci se
dopoustime urcité chyby a zvolend transformace rezidua nijak neméni.

AproxPol.m vypocita absolutni hodnotu nejvétsiho rezidua rmaz, absolutni hodnotu
nejmensiho rezidua rmin, soucet absolutnich hodnot rezidui rsum a soucet ¢tverci rezidui
r2sum.

Soucet ¢tvercti v tomto pripadé vychazi

r2sum = 0,0011,
absolutni hodnota maximalni odchylky
rmax = 0,0132
a absolutni hodnota miniméalni odchylky
rmin = 6,3030 - 107°.

Soucet absolutnich hodnot odchylek pak je

rsum = 0,1962.
Nasledujici tabulka obsahuje ziskané ¢iselné hodnoty koeficientt f;, 2 = 1,...,15. Ve
druhém fadku jsou uvedeny odpovidajici bazové funkce ¢, ..., @15
i 1 2 3 4 5 6 7
i(T1, x2): 1 To T3 x5 Ty 1 T1T9
fi 0,4817 | —0,3033 | —2,2508 | —3,2325 | —6,8090 | 0,0267 | 0.2403
8 9 10 11 12 13 14 15
TzTs | 17T x? rize | xiTs it 3Ty !
0,7416 | 0,4157 | 0,0163 | 0,2105 | 0,8135 | —0,0290 | —0,0301 | —0,0159

V transformovanych soutadnicich tedy ziskana aproximace je

15
b(x1,20) = ) fipi(w1,72).
i=1

5.7. Zpétna transformace

Pro zpétnou transformaci mame v podstaté vSe pripraveno. Stac¢i vnorenim anonymnich
funkci xty, xty do bazovych funkci ¢; transformovat zpét bazové funkce a poté dosazenim
hodnot inverzni matice k matici pfechodu TR ™ do xt;, xty vratit soufadnice zpét.
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5.8. VYPOCET APROXIMACE V ZADANYCH BODECH
5.8. Vypocet aproximace v zadanych bodech

Uzivatel mize ve skriptu AproxPol.m zadat body, ve kterych chce znat hodnotu aproxi-
mace. Tento vypocet probiha opét v ramci funkce FceVBodech.m. Zméni se pouze vstupni
parametry se soufadnicemi bodi. Vysledné hodnoty se zapiSou do vektoru G. Naptiklad
pro body [z1;z5] = [30000; 1] a [z1; x2] = [32000; 1, 5] ziskdme hodnoty aproximace v da-
ném poradi G; = 0,4985 a G5 = 0, 3404.

5.9. Vykresleni aproximace

Posledni ¢asti skriptu je vykresleni nalezeného feseni. Skript vykresli nalezenou plochu,
zadané body a nakonec zvlast pouze zadané body.

Pro vykresleni bodi ve tfech dimenzich jsem zvolil piikaz scatter3. Vykresleni apro-
ximac¢ni plochy probiha tak, zZe se pomoci prikazu linspace nadéli prostor mezi maximem
a minimem X; a X2 na zadany pocet dilkl. Tim vzniknou vektory xp; a Xps tvorici
sit, na které pomoci funkce MinFce.m napocitdme hodnoty aproximace ve vSech bodech
sité. Funkce MinFce.m je velmi podobnéa funkci FceVBodech.m, dokonce vyzaduje i stejné
argumenty, ale na rozdil od ni poc¢ita hodnoty aproximace ve vSech bodech kartézského
soucinu zadanych vektort, proto je jejim vystupem c¢tvercova matice F. Vykresleni plochy
je realizovano pomoci piikazu mesh a vysledny graf je na obr. 4

obr.4: aproximace funkce b(z1, x2) polynomem ¢tvrtého stupné

Je ale nutné podotknout, ze spocitand aproximace je smysluplnd pouze na blizkém
okoli métfeni. Mimo tuto oblast o funkci b(z1, x2) nevime viibec nic a tedy nelze odhado-
vat chybu aproximace. Co se tyka chyby ziskané aproximace, lze odhadnout na zakladé
predpokladii kladenych na funkci b(x1, z5). Pokud graf pfiblizime k zadanym hodnotém,
dostaneme obr.5
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5.9. VYKRESLENI APROXIMACE
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obr.5: aproximace funkce b(z1,x2) polynomem ¢&tvrtého stupné v okoli méfeni
Timto je ukonéena realizace MNC v MATLABu. Zdrojové kédy jsou sou¢asti prilohy

bakalarské prace. Funkcénost vytvorenych programii byla na nékolika testovacich tlohach
provéfena.
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6. Zavér

V této praci jsme shrnuli zakladni pojmy potiebné pro formulaci a feseni problému
vicerozmérnych aproximaci.Po formulaci této tlohy jsme analyzovali moznosti feseni této
problematiky v MATLABu. Vybrané metody jsme srovnali a na zdkladé této analyzy a
testovacich vypoc¢ti jsme vybrané metody implementovali v nasem programu AproxPol.m.

Vytvorili jsme skript AproxPol.m, ktery po dodéani métfeni funkce dvou proménnych
tuto funkci aproximuje polynomem zvoleného stupné. Navic spocita rezidua a nékteré
jejich parametry.

Velkym pfinosem prace pro autora bylo vyrazné prohloubeni znalosti o moznostech
prostiedi MATLAB a zejména spoluprace s firmou UNIS a.s. a préace s jejich redlnymi
daty.
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7. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

MNC metoda nejmensich ¢tverc

|z||? druhd mocnina eukleidovské normy x
AT transpozice A

AT pseudoinverze matice A
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8. Piilohy
8.1. Zdrojovy kod AproxPol.m

’Skript AproxPol aproximuje méfeni zavislosti dvou proménnjch polynomem nejvyse
hzvoleného stupné k metodou nejmenSich Ctvercd. Spolitad hodnoty aproximace

%v zadanych bodech (vektor G), rezidua (vektor r), soulet Ctvercl rezidui (r2sum)
Jnejvét8i odchylku (rmax), nejmenSi odchylku (rmin), soulet absolutnich

%hodnot odchylek (rsum) a vykresli aproximaéni plochu. Data naitd z prvnich
st¥i sloupcd tabulky v MS Excel. Tento skript je soulasti bakala¥ské prace

Jna téma: Aproximace vicerozmérnjch dat metodou nejmenSich Ctvercd

h

htento skript vyuZziva autorem vytvofenjch funkci Transformace.m,
#FceVBodec.m,VybByz.m, je tedy potfeba je mit ve stejné sloZce jako

%AproxPol.m

h

h

Y%autor: Pavel Hrabec

Jsmazdni Comand Window, starjch proménjch, zavieni vSech figure
clc;clear;close all;

prosim zadejte:

Jmaximalni stupeil bazovjch polynomi

k=4;

hzadejte body ve kterjch chcete znadt hodnotu aproximace jako sloupcové
hvektory (oddélovat ;)

xk1=[30000;32000] ; %1. soufadnice bodi

xk2=[1;1.5];%2. soufadnice bodl

%v p¥ipadé&, Ze chcete pouzit vaZenou MNC zadejte sloupcovy vektor vah w
hpoCet &lenl vektoru vah musi byt shodny s poltem mé&feni

v pripadé&, Ze nechcete pouZivat vaZenou metodu ponechte:

w=ones (63,1);

hdo ptrikazu xlsread do apostrofl prosim vepiSte ndzev tabulky MS excel s
hdaty. Soubor musi bjt ve stejné sloZce jako skript a data musi bjt v
Jprvnich t¥ech sploupcich sefazena tak, Ze zF¥eti sloupec jsou funkéni
%hodnoty funkce kterou chceme aproximovat.

S=xlsread(’data.xls’);

b=S(:,3);
x1=S(:,1);
x2=S(:,2);

24



8.1. ZDROJOVY KOD APROXPOL.M

normovani

x1=x1/10000;
xk1=xk1/10000;

transformace x1,x2

hpro sniZeni zavislosti x1,x2
TR=Transformace(x1,x2);

xt1=0(x1,x2,TR) (TR(1,1)*x1+TR(1,2)*x2+TR(1,3));
xt2=0(x1,x2,TR) (TR(2,1) *x1+TR(2,2) *x2+TR(2,3) ) ;
xT1=x1;

x1=xt1(x1,x2,TR);

x2=xt2(xT1,x2,TR);

zadani ¢lenu baze

m=0;
for i=0:k
for j=0:k-1i
m=m+1;
exl(m)=1;
ex2(m)=j;
end
end

Jkbazové polynomy potom budou:
phi=cell(m,1);

for j=1:m
phi{j}=0(x1,x2) (power ((x1) ,ex1(j)) .*power ((x2),ex2(j)));
end

vypocet navrhové matice A

A=ones (numel (x1) ,m);

for j=1:m
A(:,j)=phi{j}(x1,x2);
end

metoda nejmensich ¢tverca

f=1scov(A,b,w);

hodnoty aproximace v bodech x1 x2

G=FceVBodech(phi,f,x1,x2);
hvypoclet rezidui
r=b-G;
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8.1. ZDROJOVY KOD APROXPOL.M
pokus zuzit bazi

[phi,f,r]=VybBaz(phi,r,x1,x2,b,f,w);

vypocet parametru rezidui

rmax=max (abs(r));
rmin=min(abs(r));
rsum=sum(abs(r)) ;
r2sum=r’*r;

transformace zpét

htranformace bazovjch funkci

for j=1:numel(phi)

phi{j}=0(x1,x2) (power ((xt1(x1,x2,TR)),ex1(j)) .*power ((xt2(x1,x2,TR)),ex2(j)));
end

%transformace bodt

TR=inv(TR) ;

xT1=x1;

x1=xt1(x1,x2,TR);

x2=xt2(xT1,x2,TR);

vypocet hodnot aproximace v zadanych bodech

G=FceVBodech(phi,f,xkl,xk2) ;

vykresleni aproximace

zadejte pocet bodt pro vykresleni aproximace na jedne ose (sit bude o po¢tu bodt body"2)

body=50;

xpl=linspace(min(x1) ,max(x1),body)’;
xp2=linspace(min(x2) ,max(x2) ,body) ’;
F=MinFce(phi,f,xpl,xp2);

ap=figure;
set(ap, ’name’, ’aproximace’)
scatter3(x1,x2,b,’+’);

hold on

mesh (xpl,xp2,F);

axis([min(x1) max(x1l) min(x2) max(x2) min(b)-0.07 max(b)+0.07]);
xlabel(’x_1’);

ylabel(’x_27);

zlabel (’b(x_1,x_2))
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8.2. ZDROJOVY KOD FCEVBODECH.M

hold off;

hvykresleni zadani
zadano=figure;

set (zadano, ’name’ , *body’)
scatter3(x1,x2,b,’+g’);
xlabel(’x_17);
ylabel(’x_2);

zlabel (’b(x_1,x_2)7)

8.2. Zdrojovy kod FceVBodech.m

%sTato funkce spoitd hodnotu aproximaéni funkce v bodech zadanjch dvojici
hsoutadnic vektort [x1,x2].Aproximacni funkce je zadand pomoci anonymnich
%funkci v phi (cell) a koeficientd f. Hodnoty se zapiSou do vektoru F.
%Funkce je soulasti skriptu AproxPol.m.

b

hFunkce je souclasti bakalafské préace na téma: Aproximace vicerozmérnjch
hdat metodou nejmensich &tverct.

h

h

%autor: Pavel Hrabec

function [ G ] = FceVBodech( phi,f,x1,x2 )

% F je vektor hodnot aproximace ve vsech bodech [x1,x2]
Fc=zeros(numel (x1) ,numel (phi));

G=zeros (numel(x1),1);

for j=1:numel(x1)

for i=1:numel(phi);
Fc(j,i)=phi{i}(x1(j),x2(§))*£f(i);
G(j)=G(j)+Fc(j,1);

end

end
end

8.3. Zdrojovy kod MinFce.m

%Tato funkce spoCitd hodnotu aproximaéni funkce na siti bodd zadanjch dvojici
Jhvektord x1,x2. Aproximaéni funkce je zadand pomoci anonymnich

%sfunkci v phi (cell) a koeficientd f. Hodnoty se zapi8i do &tvercové matice
WF. Funkce je souclasti skriptu AproxPol.m.

h

h

%Funkce je soulasti bakala¥ské prace na téma: Aproximace vicerozmérnjch
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8.4. ZDROJOVY KOD VYBBAZ.M

%dat metodou nejmensich &tverct.
T
h

Y%autor: Pavel Hrabec

function [ F ] = MinFce( phi,f,x1,x2 )
% F je matice hodnot aproximace ve vsech bodech [x1,x2]
Fc=zeros(numel (x1) ,numel (x2) ,numel (phi));
F=zeros(numel(x1));
for j=1:numel(x1)
for k=1:numel (x2)
for i=1:numel(phi);
Fc(j,k,1)=phi{i}(x1(j),x2(k))*f(i);
F(j,k)=F(j,k)+Fc(j,k,1i);
end
end
end
end

8.4. Zdrojovy kod VybBaz.m

hTato funkce se pokusi zmenSit poclet ¢lend polynomidlni baze pro aproximaci
hzavislosti dvou proménnjch tak, Ze vzdy z bdze vynechd jeden ¢len, napolita
Jnovou aproximaci a pokud je novy soulet tverclh (r2sumn) < stary (r2sum)
%pak je tento &len z baze vyloulen. Tento proces se opakuje dokud se baze
Jmnéni. Funkce je soulasti skriptu AproxPol.m.

h

hFunkce je souclasti bakalafské prace na téma: Aproximace vicerozmérnjch

%dat metodou nejmensich &tverct.

h

h

Y%autor: Pavel Hrabec

function [ phi,f,r ] = VybBaz( phi,r,x1,x2,b,f,w)
r2sum=r’*r;

n=numel (phi) ;

for i=1:n-1

for 1=1:numel(phi)

if 1==
phin=phi (2:numel (phi));
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8.4. ZDROJOVY KOD VYBBAZ.M

elseif 1==numel (phi)
phin=phi (1:numel(phi)-1);

else
phin=[phi(1:1-1) ;phi(1+1:numel(phi))];

end
Jivypocet matice soustavy A

A=ones (numel (x1) ,numel (phin));

for j=1:numel(phin)
A(:,j)=phin{j}(x1,x2);

end

Jmetoda nejmensich ctvercu
fn=1lscov(A,b,w);

Jminimalni funkce
G=FceVBodech(phin,fn,x1,x2);
hvypocet rezidui

rn=b-G;

Y%rsum=sum(abs(r));
r2sumn=rn’*rn;

if r2sumn<r2sum
phi=phin;
r2sum=r2sumn;
f=fn;
r=rn;
break

end

end
if r2sumn>r2sum

break
end
end

end
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8.5. Tabulka dat

41389

2,055

0,4914

41390

1,937

0,4764

43110

2,398

0,4837

43110

2,373

0,4889

43110

2,342

0,4954

43110

2,288

0,4963

43110

2,232

0,4926

43110

2,18

0,4869

44550

2,588

0,4816

44550

2,574

0,4878

44550

2,561

0,4918

44550

2,531

0,4961

44550

2,401

0,4084

44550

2,422

0,4978

44550

2,352

0,4938

44550

2,29

0,4891

45697

2,602

0,4708

45697

2,684

0,4783

45697

2,657

0,4846

45697

2,629

0,488

45697

2,602

0,4888

45697

2,547

0,4871

45697

2,492

0,485

45697

2,304

0,4798

46779

2,944

0,4608

46779

2,935

0,4682

46779

2,908

0,4744

46779

2,878

0,4778

46779

2,85

0,4785

46779

2,79

0,4769

25366 0,0 [ 0,455889714
25866 | 0,85 | 0,469047576
25866 | 0,78 | 0,48047172
25866 | 0,772 | 0,491828352
25366 | 0,756 | 0,493203054
25866 | 0,747 | 0,493203054
25866 | 0,7039 | 0,491239104
28970 | 1,117 0,4601
28970 | 1,086 | 0,468324219
28970 | 1,047 | 0,483795831
28970 | 1,014 | 0,490242336
28970 | 0,977 0,493416
28970 | 0,937 | 0,495002832
28970 | 0,895 | 0,492820938
34448 | 1,491 0,467
34448 | 1,447 0,4991
34448 | 1,403 0,4968
34448 | 1,366 0,494
34448 | 1,299 0,4867
34448 | 1,26 0,4817
39644 | 2,001 0,4778
39644 | 1,966 0,4871
39644 | 1,929 0,4968
39644 | 1,388 0,4942
39644 | 1,847 0,4888
39644 | 1,792 0,4816
39644 | 1,737 0,4723
41386 | 2,206 0,4828
41386 | 2,165 0,4925
41387 | 2,138 0,499
41388 | 2,008 0,4974

46779

2,733

0,4747

8.6. Prilohy na cd

46779

2,63

0,4697

8.5. TABULKA DAT

Na prilozeném cd najdete vytvorené programy AproxPol.m, FceVBode.m, MinFce.m a

VybBaz.m a soubor se zadanim praktického ptikladu data.xls.

30



	Úvod
	Základní pojmy
	Formulace úlohy
	Normální rovnice

	Metody rešení MNC v prostredí MATLAB
	Operátor \
	Funkce pinv
	Funkce lscov

	Realizace zpracování dat
	Nactení dat a zadání parametru
	Normování
	Transformace
	Výpocet pro nejširší možnou bázi
	Pokus o zúžení báze
	Výpocet reziduí
	Zpetná transformace
	Výpocet aproximace v zadaných bodech
	Vykreslení aproximace

	Záver
	Seznam použitých zkratek a symbolu
	Prilohy
	Zdrojový kód AproxPol.m
	Zdrojový kód FceVBodech.m
	Zdrojový kód MinFce.m
	Zdrojový kód VybBaz.m
	Tabulka dat
	Prílohy na cd


