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Abstrakt

Tato bakalarska préaca sa zaoberd problematikou optimélneho chladenia tyce vzhladom
k nékladom spojenym s chladenim. Popisuje problém vedenia tepla, jeho analytické riese-
nie, numerické rieSenie okrajového problému a jeho implementaciu vo vypoctovom softvéri
MATLAB funkciou FMINCON, kde jednotlivé vysledky s graficky i vypoc¢tovo zhrnuté
a interpretované.

Abstract

This bachelor’s thesis concerns the problem of finding an optimal cooling solution in
respect to cooling costs. It describes the problem of heat transfer, its analytical solution,
numerical solution of the boundary values problem and its implementation in MATLAB
using the FMINCON function. Individual results are presented graphically, as well as,
summarized in calculations and interpreted.
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1 Motivacia a ciele

Zijeme v dobe, kedy sa snad v kazdej oblasti Tudskej ¢innosti o¢akava maximalne vyuzitie
potencialu. Vela z nés sa snazi vynalozit ¢o najmenej usilia, energie a zdrojov pre dosia-
hnutie ¢o najlepsieho vysledku. To nas privadza do nddherného prostredia optimalizacie.
Ale ¢o predstavuje optimalizacia? Optimalizacia z ang. optimize znamena spravit nieco
tak efektivne, perfektne a uzito¢ne ako sa len da. Optimalizovat v matematike znamena
najst minimum, popripade maximum zo ststavy, resp. mnoziny prvkov. A ked7ze sa v tech-
nickej praxi stretavame s velkou 8kalou problémov, ktoré chceme ,optimalizovat®, resp.
najst pre ne optimalne rieSenie, predstavuje tato oblast nekoneéné moznosti na rieSenia
najroznejsich problémov a odvetvie ako také, méa velky potencial.

V tejto bakalarskej praci venujeme pozornost problému optimélneho chladenia tyce
a zameriavame sa na s tym spojent problematiku optimalizacie vedenia tepla, jeho analy-
tického a numerického riesenia a nakoniec implementaciou rieSenia do vypoctového soft-
véru.

Po tvodnom uvedeni do témy sa v druhej kapitole ¢itatel dozvie ako spravne sformu-
lovat optimalizac¢ni dlohu, optimaliza¢ny problém, ¢o vSetko je k tomu potrebné, dozvie
sa ¢o je to globdlne a lokdlne minimum, maximum, nie¢o o konvexnej optimalizécii a preco
je vyhodna.

V tretej kapitole sa ¢itatel dozvie zakladné poznatky z termomechaniky, vztahy a za-
kony, ktoré su platné pri prenose tepla a nakoniec si tiez moze v struc¢nosti precitat
o zékladnych formach prenosu tepla.

V stvrtej kapitole sa blizsie oboznami s analytickym odvodenim modelu vedenia tepla
v tyc¢i. Docita sa ako sa dostaneme k rovnici %—1; = —m% — f* a aké pozname i aku tlohu
plnia okrajové podmienky.

V piatej kapitole sa ¢itatel dozvie ako sa numericky riegia oby¢ajné diferencialne rov-
nice s okrajovymi podmienkami a konkrétne si bliz§ie rozoberieme diferen¢ni metodu.

V Siestej kapitole sa ¢itatel oboznami so softverom MATLAB a optimaliza¢nou fun-
kciou FMINCON.

V siedme;j kapitole st vyuzité poznatky z predoslych katitol, ¢itatel sa dozvie vysledky
rieSenej optimalizac¢nej tlohy a zhodnotenie samotnych vysledkov.



2 Optimalizacia

2.1 Uvod

Na to, aby sme matematické poznatky, numerické metody a optimaliza¢né tedrie apli-
kovali na skuto¢né inzinierske problémy je nevyhnutné si definovat hranice inzinierskeho
problému, ktory sa chystame optimalizovat (riesit), definovat si kvalitativne kritérium,
na zaklade ktorého st kandidati hodnoteni tak, aby sme nagli toho ,,najlepsieho”, vybrat
si systém premennych, ktory bude charakterizovat, identifikovat kandidatov a definovat
si model, ktory vyjadruje sposob, akym st premenné navzajom prepojené. Takymto po-
stupom ziskavame zakladni formuldciu optimaliza¢ného problému. Informacie su dalej
Cerpané z [10].

Definicia hranic systému

Systémové hranice si jednoducho limity, ktoré slizia na oddelenie systému od jeho
okolia. Pre tcely analyzy uvazujeme, Ze systém so svojim okolim na urcitych vybranych,
reprezentativnych trovniach spolu vobec neinteraguje. Ale pretoze interakcie vzdy exis-
tuju, je definovanie hranic prvym krokom v procese aproximacie redlneho systému.

MozZe sa nam stat, ze pociato¢ny vyber hranic je prili§ obmedzujuci, preto je nevy-
hnuté rozsirit systémové hranice o subsystémy, ktoré vyrazne ovplyviuju dany skiimany
systém, ¢o vedie k zvySeniu rozsahu, velkosti a komplexnosti systému. Avsak pri velmi
komplexnych a zlozitych problémoch sa ndm moze stat, ze so systémom bude tazké pra-
covat, popripade ho Studovat. KedZe prirodzene chceme aby naSa préaca bola prehladna,
jednoduché a zvladnutelné, je pre nas potom mnohokrat vyhodnejsie rozlozit zlozity,
komplexny systém na podsystémy, s ktorymi mozeme pracovat individualne. Nesmieme
vSak zabudnit, Zze pri komplexnych tdlohdch moze takéto rozlozenie viest k nezelanym
rieSeniam a predstavovat potencionalne nechcené zjednodusSenie reality.

Rozhodovacie kritéria

Prave sme si urcili systém a definovali hranice. f)alej si ur¢ime rozhodovacie kritéria,
na zaklade ktorych vieme néavrh $pecifikovat, spocitat a urcit najlepsi. Vo vela inZinier-
skych problémoch sa preferuje ekonomické kritérium, ako napr. maximalny zisk, mini-
malne naklady atd. V inych aplikicidch moze byt rozhodovacie kritérium zaloZené na
technologickom postupe napr. minimalizuj vyrobny ¢as, maximalizuj pocet vyrobkov, mi-
nimalizuj hmotnost, minimalizuj kriatiaci moment atd. Vidime, Ze rozhodovacie kritéria
v optimalizacii zaloZené na hladani ,najlepSiecho® kandidata znamenaji najst maximalnu
alebo minimalnu hodnotu u danych kandidatov.

Uvedomime si, Ze v ramci optimaliza¢nych metod, ktorymi sa budeme zaoberat v ba-
kalarskej préaci, budeme pouzivat iba jedno kritérium na definovanie optima. Nebudeme
hladat viackriteridlne rieSenia, ktoré sucasne napr. minimalizuju teplotu a maximalizuja
spolahlivost vyrobku atd. a to preto, lebo sme si realitu zjednodusili. Samozrejme v prak-
tickych tulohach sa nam moze stat, ze je dobré a ziaduce dostat rieSenie, ktoré vyhovuje
viacerym odlisnym kritériam.

Jednou z moznosti, ako uvedené docielime je vybrat jedno kritérium za hlavné a os-
tatné za sekundarne. Hlavné kritérium je pouZité v samotnej optimalizacii, zatial ¢o se-
kundarnym kritéridm sa priradené prijatelné maximalne alebo minimalne hodnoty, ktoré
st potom v samotnej optimalizacii zohladnené ako obmedzenia. Viacej o moznostiach
viackriteridlnej optimalizacii sa zvedavy ¢itatel moze dozvediet tu [3].
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Nezavislé premenné

Vyznamnym hladiskom vo formulécii optimaliza¢ného problému je vyber nezavislych
premennych, ktoré adekvatne charakterizuji moznych kandidatov alebo podmienky sys-
tému. Je tu viacero faktorov, ktoré ovplyviuja vyber nezavislych premennych.

e Po prvé je dolezité rozlisit medzi premennymi, ktoré moézeme menit, resp. si pristup-
nejsie k zmenam a premennymi, ktorych hodnota je pevne dana urc¢itymi vonkajsimi
faktormi a lezi mimo hranic nami vybraného systému. Okrem toho je velmi dole-
7ité rozliSovat medzi systémovymi parametrami, ktoré moézeme povazovat za pevné
a tymi, ktoré podliechani vykyvom, ktoré st spdsobené vonkajsimi a nekontrolova-
telnymi faktormi.

e Po druhé je dolezité zahrnit formulaciu vSetkych dolezitych premennych, ktoré maja
vplyv na fungovanie systému alebo navrh produktu.

e Po tretie je nevyhnutné vo vybere premennych brat do uvahy aj mnohé detaily,
ktoré su pre systém podstatné. Aj ked je dolezité, aby sme spracovali v8etky klucové
nezavislé premenné, je rovnako potrebné a vyznamné nepresytit tlohu zahrnutim
velkého po¢tu jemnych detailov druhoradého vyznamu.

Model

Akonéahle mame vybrané rozhodovacie kritérium a nezévislé premenné je nacase formu-
lovat nas model, ktory presne popisuje v akom vztahu su jednotlivé premenné skiimaného
problému a sposob, akym st rozhodovacie kritéria ovplyvnené nezévislymi premennymi.

Model je v podstate zloZenim rovnic energetickej bilancie, materialovych rovnic, vztah-
mi v inzinierskom navrhu a fyzikalnymi rovnicami popisujicimi vztahy v nasom systéme.
Tieto rovnice st zvy¢ajne eSte doplnené o nerovnice, ktoré definuji dovoleny rozsah (obor
hodnot), $pecifikujit minimum alebo maximum prevadzkovych poziadaviek alebo nasta-
vuji hranice dostupnych zdrojov. V skratke, model obsahuje vSetky elementy, ktoré mu-
sime norméalne zahrnit pri pocitani navrhu alebo predpokladani chovania inZinierskeho
systému. Je zrejmé, Ze zostavit model je velmi ¢asovo naroc¢né a vyzaduje dokladné pocho-
penie celého systému. Pri jeho zostavovani ndm méze vyrazne pomoct aj tychto 10 otézok,
ktoré citatel najde v [6]:

1. Kolko méame rozhodovatelov ?

2. St rozhodnutia distribuované v priestore alebo c¢ase 7

3. Mame v modeli nejaki neurcitost ?

4. Méame viac rozhodovacich kritérif 7

5. Ako modelujeme rozhodnutia ?

6. Aké st obory hodnot rozhodovacich premennych ?

7. Musime rozlisovat medzi lokdlnymi a globalnymi premennymi ?

8. Je dana uloha nelinearna, konvexné, diferencovatelna 7

9. Je uloha linearna ?

0

10. Je tloha linearna a eSte aj sietova ?



2.2 Teoéria
Uvedieme si par pojmov, ktoré budeme dalej potrebovat, tedria je prebrata z [9], [1].

Definicia 2.1. (Matematicky program)
Nech S C R" a f: R" — IR. Potom matematicky program (dalej len MP) je definovany

ako:
mxin{f(a:)]a: e S} (2.1)

Mame viacero Specidlnych moznosti vSseobecného MP ako naprikad linedrny MP:

Definicia 2.2. (Linedrny MP)

Nech ¢ € IR", b € R", kde mnozina pripustnych rieseni S = {x € R"|Ax = b, x > 0} je
polyedrickd mnozina, 0 je nulovy vektor a A je matica mxn. Potom linedrny matematicky
program (LP) je definovany ako:

min{c'x|Axz = b, x> 0}. (2.2)

Popripade nelinearny MP:

Definicia 2.3. (Nelinedrny MP)
Nech f:IR" - R, g : R" — R™ a X C IR". Naviac x € {>, <,=}" Potom nelinearny
MP (NLP) je definovany ako:

mgn{f(m)|g(m) *x0, = e X}. (2.3)

Teraz sme si takzvanym deskriptivnym pristupom uviedli ako MP vyzeré a dalej si tzv.
normativnym pristupom uvedieme, ¢o by sme mali robit, aby sme dosiahli pozadované
optimum.

Definicia 2.4. (maz, min, inf,sup)
Nech ACR alR*=1R U {—o00,+00} kde +00 a —oo st také elementy, pre ktoré plati
VrelR:—oo <z < +00. Potom definujeme:

Apin =min A <= (amin € A) AN Va € A : apin, < ), (2.4)
Ao = max A <= (apmaz € A) AN (VYa € A apar > a), (2.5)
infA=max{y|(ye R )A(Vae A:y<a)}, (2.6)
supA=min{y|(y e R )A(Va€ A:y>a)}. (2.7)

Minimum a maximum moze byt dvojaké, a to lokalne alebo globalne. K tomu aby sme si
uviedli, ¢o je lokdlne minimum, maximum si musime definovat ¢o je rydze e-okolie bodu.

Definicia 2.5. (¢-okolie bodu)
e-okolie bodu z € IR je definované ako interval (z — ¢,z + €) a budeme ho znacit O.(z).

Definicia 2.6. (rydze e-okolie bodu) B
Ryde e-okolie bodu z € IR definujeme ako O.(x) = O.(z) — {x}.
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(a) Epsilon okolie bodu. (b) Rydze epsilon okolie bodu.

Obr. 1: Okolia bodu

Definicia 2.7. (lokdlne minimum/mazimum)

Nech f : S — R je funkcia s definitnym oborom S, ktora méa v bode Z,in/Tmas 0Stré
(neostré) lokalne minimum/maximum <= 30 (Tymin) /IO (Tpmaz) tak, Ze pre Vo €
Oc(Tmin) /YT € Oc(Tmaz) Dlati : f(x) > (=) f(Xmin)/ f(2) < (L) f(Tmaz)-

f('/rm/'u)' ------------- lr

O—0—0 >
Lmin X

Obr. 2: Predstava lokilneho minima

Pamitajme na to, ze aby funkcia vobec mala lokdlny extrém, tak musi byt splnené nutnd
podmienka, ktora hovori, ze prva derivacia v bode Z.zirem je rovna 0. Tato podmienka ale
nie je postacujica, pretoze:

1. v bode, kde nastava extrém, nemusi byt derivacia vobec definovana

2. samotna prva derivacia v bode rovné nule nezarucuje existenciu lokadlneho extrému

b5 : [ .

Leatrem X Lextrem X

(a) Pripad 1 (b) Pripad 2

Obr. 3: V prvom pripade extrém existuje ale derivacie nie, v druhom je prva derivacia
nulova ale extrém neexistuje



Postacujicou podmienkou lokdlneho extrému je, aby niektora parna derivacia bola kladné
pre minimum, zaporna pre maximum a vSetky predchadzajice derivicie boli nulové.

Definicia 2.8. (globdlne minimum/mazimum)
Nech f : S — R je funkcia s definitnym oborom S, ktora méa v bode Z,in/Tmas 0Stré
(neostré) globalne minimum/maximum <= Vz € S plati: f(z) > (>) f(zmin)/f(z) <

(S) f(xmaa:)'

2.3 Konvexna optimalizaicia

Definicia 2.9. (konveznd mnoZina)
Nech S C IR". Povieme, ze S je konvexna mnozina <= Va,,x,, VA € (0,1) :
A, + (1= Nz, € S.

(a) Konvexna mnozina (b) Nekonvexna mnozina (c¢) Nekonvexna mnozina

Obr. 4: Priklad konvexnej a nekonvexnych mnozin. Sestuholnik, ktory obsahuje svoje hra-
nice je konvexny, mnoZina ,Jadvinovitého“ tvaru nie je konvexnd, pretoze usecka spajajuca
dva body nelezi cela v Jadvinovitej* mnozine a takisto nie je konvexny ani Stvorec, ktory
neobsahuje vSetky svoje hranice.

Laicky povedané je konvexna mnozina taki mnozina, kde sa neschovate. Je to mnozina,
ktora obsahuje vsetky konvexné kombinéacie bodov v nej obsiahnutych.

Definicia 2.10. (konvernd kombindcia bodov)
Nech x,,x,, ...,z € R". Potom « vyhovuje rovnici & = Z?Zl Az kde Zle A=1
a Vje{l, ..k} : A\; >0 je nazyvané konvexna kombinacia bodov x,, x,, ..., T.

Odtial teda vyplyva, ze bod Az, + (1 —\)x, je konvexnou kombinéciou bodov x, a ..

Definicia 2.11. (konvezny obal)
Nech S € IR" a povieme, 7ze € IR" patri do konvexného obalu S (x € convS) <
Fk e, Iy, e > 0,35 N =132y, mpeS =3 Nz

7
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(a) Konvexny obal 15 bodov vyznace- (b) konvexny  obal = mnoziny
nych bodkami ,JTadvinovitého* tvaru

Obr. 5: Konvexny obal dvoch mnozin v IR?

Dalej si uvedieme par vyznamnych vlastnosti konvexnych mnozin a konvexnych obalov.

Vlastnosti konvexnych mnozin:
Nech S7, 55 C IR" st konvexné mnoziny, potom:

1. 51N S; je konvexn& mnozina
2. S51® 8 ={x, + x|z, € 51, T, € Sy} je konvexna mnozina
3. 5168 ={x, —x,|x, € 51, , € S2} je konvexna mnozina.

Vlastnosti konvexnych obalov mnoZin:
Nech S C IR", potom:

1. conv S je najmensia konvexnd mnozina obsahujica S
2. conv S je prienik vSetkych konvexnych mnozin obsahujicich S
3. conv S je mnozina vSetkych konvexnych kombinécii z S.

Definicia 2.12. (konvernd funkcia)
Funkcia f : R" — IR je konvexna, ak defini¢ny obor funkcie f (D(f)) je konvexna mnozina
aak Va,,x, € D(f) a A € (0,1), potom mame:

f()‘wl + (1 - )‘)wz) < )\f(w1) + (1 - A)f(w2> (28)

Funkcia by bola striktne konvexna, ak by sme v (2.8) uvazovali ostri nerovnost kedy-
kol'vek sa @, # x, a A € (0,1).



Obr. 6: Graf konvexnej funkcie. Usetka medzi dvoma bodmi x, a @, lezi nad grafom.

Povieme, 7Ze funkcia je konkévna, ak —f je konvexnd funkcia a striktne konkavna, ak
—f je striktne konvexna.

Funkcia je teda konvexna < Va € D(f) a Vo € IR",t € R je funkcia g(t) = f(x + tv)
konvexna na svojom D(f) ({t|lx + tv € D(f)}). Toto je velmi uzitoéna vlastnost, ktora
nam dovoluje kontrolovat ¢i je funkcia konvexné, tym Ze ju obmedzime iba na tsecku.

Casto je vyhodné rozsirit konvexné funkcie na celé R”, teda o hodnotu oo mimo jej
D(f). Ak je f konvexnd, tak rozSireni konvexnu funkciu definujeme takto:

Definicia 2.13. (rozsirend konvexnd funkcia)
Nech mame f : IR" — IR U co potom:
ooz ¢ D(f)

Povodny D(f) originalnej funkcie f dostaneme z D(f) ako D(f) = {z|f(x) < co}.
Toto rozsirenie zjednodusSuje zapis, pretoze nemusime popisovat defini¢ny obor. Konkévne
funkcie rozgirujeme podobnym sposobom, len definujeme —oo mimo ich defini¢ny obor.

Predpokladajme, ze f je diferencovatelné, to znamend, Ze jej gradient V f existuje
v kazdom bode D(f), ktory je otvoreny. Potom f je konvexna < D(f) je konvexna a:

f(x2) > fx,) + Vf(a:l)T(:I:2 —T,), (2.10)

pre kazdé x,,x, € D(f).

Afinn4 funkcia premennej ., ktord je zadand ako f(x,) > f(x,)+Vf(xy) (x2— ,)
je aproximécia f, Taylorovym polyné6mom prvého stupiia, blizko z. Nerovnost (2.10) ho-
vori, ze pre konvexné funkcie je aproximéacia Taylorovym polynémom prvého stupna v
skutoc¢nosti globdlny najnizsi odhad funkcie. Opacne, ak je aproximacia Taylorovym poly-

Dalej nam nerovnost (2.10) dokazuje asi najdolezitej$iu vlastnost konvexnych fun-
kcii a to, ze z lokalnej informécie o konvexnej funkcie (t.j. funkéna hodnota a derivacia
v bode) modzeme odvodit globalnu informaciu (t.j. globalny najnizsi odhad), pretoze ked
Vf(x,) = 0potom VY, € D(f), f(x,) > f(x.) a preto je x, globdlne minimum.
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flaz)

flxs) > flx,) + Vf(:l:l)T(:Uz —x,)

Obr. 7: Ak je funkcia konvexna a diferencovatelna, potom f(x,) > f(x,) +
Vf(x,) (X, — x,), Vo, x5 € D(f)
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3 Termomechanika

3.1 ZAakladné definicie

Termodynamicka sastava je sihrn latok v priestore tcelne obmedzeny od okolia sku-
to¢nou alebo myslenou kontrolnou plochou. V ststave mézu prebiehat termodynamické
zmeny. RozliSujeme ststavy:

e Uzavretu a otvorent, kde pri uzavretej sistave je hmotnost prechadzajica kontrol-
nou plochou nulova a pri otvorenej stistave nenulova.

e Izolovani a neizolovani, kde pri izolovanej stistave je vymena tepla Q [J] medzi
okolim a stistavou blokovana kontrolnou plochou a u neizolovanej je vymena tepla
mozna.

e Homogénnu a heterogénnu, kde homogénna ststava je taka, pri ktorej st vlastnosti
vSetkych cCastic sustavy rovnaké alebo sa spojito menia a heterogénna sdstava je
stistava zlozena z dvoch alebo viacerych homogénnych oblasti.

Ak u sustav dochadza k deformacii kontrolnej plochy, tak sistavy mozu konat, popripade
spotrebovavat pracu A [J], informécie su ¢erpané z [8].

Energia [J] je to stavova veli¢ina, ktora vyjadruje schopnost stastavy konat pracu,
vykonavat fyzikalne, chemické ¢i iné zmeny a to bud vo vnitri alebo vonku sustavy.
Jednotkou energie je joule [J|. Joule je praca vykonana silou jedného newtona [N| po
drahe jeden meter [m| v smere sily.

Tepelna energia, oznacovana ¢asto ako vnatorna energia U [J], je stavova veli¢ina,
ktorda je dana suc¢tom energii neusporiadanych pohybov ¢astic, molekil alebo atéomov,
z ktorych sa stustava sklada. Je dobré si pripomeniit, ze pohyb tychto ¢astic a ich vzdjomné
silové posobenie je neusporiadané, ¢o je zasadny rozdiel oproti ostatnym druhom energii,
ktoré st vyvolané usporiadanym pohybom castic.

Teplo Q |J] je forma prenosu energie medzi sustavou s okolim a preto nie je stavovou
veli¢inou. Pre odovzdavané teplo plati kalorimetricka rovnica:

Quu=m-c-(Ty —TY), (3.1)

kde Q12 je teplo, ktoré prechadza medzi pociatotnym bodom (1) a koncovym bodom
(2), m |kg| je hmotnost, T} a Ty [K]| st teploty stustavy na zaciatku a na konci sustavy

ac [kgLK} je mernd tepelnd kapacita latky.

Teplota T [K], t [°C]| je stavova fyzikilna veli¢ina (nie je definovand pomocou inych
veli¢in), ktora vyjadruje mieru strednej energie tepelného pohybu molekual. Pripomenme
si, ze pozname rézne druhy stupnic, z ktorych najvyznamnejsia je Kelvinova |K| a Celziova
[°C]. Kelvinov stupen je definovany ako 276,16-ta ¢ast termodynamickej teploty trojného
bodu vody (0,01 °C). Celziov stupen je definovany ako jedna stotina rozdielu teplot varu
vody (100°C) a teploty tuhnutia vody (0°C) pri tlaku 101 325 [Pa].

Pri merani teploty nesmieme zabudnit na jednu zrejmu skutocnost, a tou je nulty
zdkon termodynamiky, ktory hovori:

Zakon 3.1. (Nulty zdkon termodynamiky)
Ak st rozne sistavy A, B v tepelnej rovnovahe so stustavou C, potom je aj stustava A
v tepelnej rovnovéahe so stistavou B.

Ak je TA = TC’ a TB = Tc, pOtOIIl TA = TB.
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Tento zakon ma vyznam pri merani teploty, pretoze mdzeme zvolit ako tretiu sustavu
Standardizovany teplomer, pomocou ktorého mozeme porovnévat teploty inych sistav
bez toho, aby boli v priamom styku.

3.2 Prenos tepla

Pre prenos tepla musi existovat teplotny gradient alebo rozdiel teplét, inak k prenosu tepla
neddjde. Prenos tepla nam déva odpovede na otazky, ako modZzeme preniest pozadované
mnozstvo tepla do alebo zo stustavy, a ¢i ho moézeme preniest na rozumne velkej ploche
v realnom case.
K zakladnym mechanizmom prenosu tepla patri:

e vedenie tepla (cudzim slovom kondukcia)

e priudenie (cudzim slovom konvekcia)

e ziarenie (cudzim slovom radiacia).
Pri prenose tepla musia byt splnené poziadavky na zachovanie energie pre kontrolny objem
a ak sa teplota telesa alebo okolia zmeni, mdézeme pomocou bilancie zistit ako rychlo sa
teleso ohrieva, ¢i ochladzuje, nez dosiahne novy rovnovazny stav s okolim. Kontrolny
objem je oblast priestoru ohrani¢ena kontrolnym povrchom, ktorym moze prechadzat ako
latka, tak aj energia a je fixovany v priestore.

Uvedieme si prvy zdkon termodynamiky, ktory hovori:

Zakon 3.2. (Pruvy zdkon termodynamiky)
Energia sa nestraca ani nevznika, ale jeden druh energie sa moze menit na iny druh
energie. Sucet vSetkych energii v izolovanej siistave je konstantny.

Pretoze prvy zakon termodynamiky musi byt splneny v akomkolvek ¢asovom useku,
musi byt splnené aj rovnovaha medzi mnozstvom tepla (v [J]) preneseného medzi okolim
a telesom v ur¢itom ¢asovom tseku. Rovnicu bilancie energii mézeme napisat takto:

Ein + Eg - Eout = AEak [J]a

kde FE,.; a E;, predstavuju energie vystupujice a vstupujice do kontrolného objemu.

E, je generovand energia a I, je energia akumulovand v danom kontrolnom objeme.

Popripade:

dEak'
dt

kde je v kazdom okamihu splnena rovnovaha medzi tokmi energie meranymi vo [W].

Ein + Eg - Eout = [J]7

- = o
- -
- kTS

—\p 4—$—> \
E, \ \

Obr. 8: Kontrolny objem

Viac informacii k prenosu tepla, ako aj k termomechanike moze Citatel ziskat z [8], odkial
boli informacie ¢erpané.
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Vedenie tepla (kondukcia)

Vedenie tepla mozeme charakterizovat ako prenos energie od ¢astic s vySSou energiou
k ¢asticiam s nizSou energiou. Tieto castice mozu byt ako molekuly tak aj atomy. Uvedieme
si druhy zékon termomechaniky, ktory dalej vyuzivame.

Zakon 3.3. (Druhy zikon termomechaniky)
Druhy zakon termomechaniky ma viacero formulécii, z nich vyberieme tie najznéamejsie,
ktoré zneju:
e nemozeme zo ststavy nezivych latok ziskavat pracu tym, ze sistavu ochladzujeme
pod teplotu najchladnejsej latky v okoli (Kelvinova formulécia)
e teplo nemoze samovolne prechadzat z telesa s nizSou teplotou na teleso s vysSou
teplotou (Clausiusova formulacia)
e neda sa zostrojit periodicky pracujici stroj, ktory by nezpdsoboval ni¢ iné, nez by
odoberal teplo zo zasobniku a konal tomuto teplu ekvivalentni pracu (Kelvinova-
-Planckova formulacia).

Pri vedeni tepla vyuzivame aj Fourierov zakon pre vedenie tepla, ktory hovori, Ze:

Zakon 3.4. (Fourierov zdkon pre vedenie tepla)
Merny tepelny tok w [W/m?| prendsany vedenim v uréitej latke je priamotimerny velkosti
teplotného gradientu a méa opac¢né znamienko nez tento gradient

ar

w=—-k—
dx
kde konstanta imernosti k£ je veli¢ina nazyvana tepelnd vodivost. Je to fyzikalna ve-

li¢cina, ktora vyjadruje fyzikalne vlastnosti latok. Cim vaésiu tepelni vodivost teleso ma,
tym mensi kladie odpor pri presunoch tepla z jednej strany na druhd. Znamienko minus
vyplyva z konvencie, Ze smer tepelného toku je totozny so smerom kladnej stradnej osi.
V smere, ktorym tepelny tok ,te¢ie“ musi teplota klesat, aby bol splneny zakon (3.3).
Z_Z je teplotny gradient, ktory je v kladnom smere osi x zdporny a s pouzitim znamienka
minus je tepelny tok kladny.

Pradenie (konvekcia)

Prenos tepla konvekciou je mechanizmus, kedy je tepelny tok prenasany medzi povr-
chom nejakého telesa a okolitou tekutinou. Konvekcia je zlozené z dvoch mechanizmov:

e zikladny ndhodny pohyb molekul - difizia, inym slovom KONdukcia

e druhy mechanizmus je objemovy, makroskopicky pohyb tekutiny - adVEKCIA.
Konvekcia teda vznikla superpoziciou tychto dvoch mechanizmov, ¢o sa prejavilo aj v nazve
pohybu. Konvekcia moze byt dalej klasifikovand podla povahy prudenia na nitena, pri-
rodzenu a kombinovani, ale to nie je predmetom tejto bakalarskej prace.

Ziarenie (radiacia)

Z kazdého povrchu, ktory mé teplotu vyssiu nez 0 [K| je emitovana energia. Zatial
¢o prenos tepla vedenim ¢i konvekciou vyzaduje pritomnost hmotnej latky, ziarenie moze
prebiehat aj v absolitnom vakuu. Ziarenie ako také patri k najzlozitejsim mechanizmom
prenosu tepla. Je to dané tym, Ze kazdy povrch, ¢i teleso, ktoré ,,vidi“ iné teleso na toto
teleso emituje energiu. Vysledny radiac¢ny tok potom zavisi od toho, ktoré teleso emituje
viacej energie a na charakteristike materialu telesa. U Ziarenia ale nemusi platit, Ze realne
teplejsie teleso emituje viac energie nez redlne chladnejsie teleso.
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4 Analytické odvodenie vSeobecného modelu

Pri vytvoreni vSeobecného modelu v tvare diferencidlnej rovnice budeme uvazovat ma-
terial ako spojité prostredie so spojitym rozlozenim hmoty, ¢o je pri makroskopickom
meradle uplne vyhovujice a dava spolahlivé vysledky. Pri odvodeni modelu popisujaceho
realitu nesmieme zabudnit, ze fyzikalne veli¢iny su viazané vseobecnymi principmi (zakon
zachovania energie, zakon zachovania hmoty...) a konstitucéngmi vztahmi, ktoré vyjadruji
vztahy medzi roznymi fyzikdlnymi veli¢inami (teplota a vnitorna energia materialu, tep-
lota a tepelny tok...).

Je zrejmé, 7e funkcie a konstanty, ktoré popisuju fyzykalne deje maju svoje rozmery
a jednotky a kedZe je v matematickej analyze rovnic jednoduchsie pracovat s bezrozmer-
nymi veli¢inami, tak tieto prevedieme linearnou transformaciou na bezrozmerné veli¢iny
s hodnotami medzi (0, 1). Napriklad teplotu T pohybujicu sa v rozmedzi medzi (Ty, T7)
prevedieme linedrnou transformaciou ' — (7T'—Ty) /(11 —Tp) do intervalu (0, 1). Uvedieme
si, ze informacie k analytickému odvodeniu modelu st ¢erpané z [5] a [8].

Tepelna bilancia

Ked7Ze sa v bakalarskej praci zaoberame optimalnym vedenim tepla v ty¢i tak budeme
predpokladaf, Ze mame tenki ty¢, ¢o znamen4, Ze prierez tyce je omnoho mensi ako dizka
tyc¢e. Polohu bodu v ty¢i oznac¢ime ako x a druhou premennou bude ¢as t. Pre potreby
matematiky si vyjadrime teplotu ako funkciu u(z,t), ktora popisuje teplotu tyce v kazdom
bode z a ¢ase t. Ty¢ budeme predpokladat izolovani na povrchu, kvoli zanedbaniu strat
tepla do okolia.

Budeme uvazovat l'ubovolny usek tyce (z,,2,) v Tubovolnom ¢asovom intervale (f,, ¢5)
a spravime pren tepelni bilanciu.

Qa Qb

A L‘I .

Obr. 9: Predstava tyce s pritekajicim a odtekajicim teplom z tyce.

Dostaneme rovnicu:

AE=Qu+Qy—Q; (4.1)

ktora vychadza zo zdkona (3.2). To znamend, ze ak zanedbame straty do okolia, tak
tepelnd bilancia plati.
Zavedieme si lemmy, ktoré budeme potrebovat v nasledujicich rovniciach.
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Lemma 4.1. Nech spojitd veli¢ina f md derivdcie v intervale (x4, 7). Potom plati:

J}bﬁ

Iz (r)dx

flan) = fGaa) = [

Lemma 4.2. Nech f je spojitd velicina v okoli urcitého bodu x*. Potom plati:

im——— [ fa)de = £,

r—=0 |B(:C*7 T')’ B(z*,r)
kde B(z*,r) je gula so stredom x* a polomerom r.

AFE — ubytok vniitornej energie v uvazovanom tseku (z,, ;) a v uvazovanom ¢asovom
okamihu (f, t5). AE je teda rozdiel tepelnej energie E;, v casovom okamihu 4 a energie
E,_ v ¢asovom okamihu t,.

Tp Ty
AE=E, — E;, = / e(x,tg)dx —/ e(z,ty)dx

Dalej s vyuzitim lemmy 4.1 mo6zeme ubytok vnutornej energie napisat ako:

o % Qe
AE_/IG (/t E(m,t)dt)dx,

kde e(z, t) je hustota vnitornej energie. Vniitorna energia sa vztahuje na jednotkovi dlzku
tyce.

Qa, Q» — mnozstvo tepla , ktoré v asovom intervale (t,, t3) prite¢ie do tyce uvazova-
ného tseku cez prierezy z, a x,. Teplo (),, ktoré cez koniec x, prite¢ie mozeme vyjadrit
nasledovne:

g
Qa:/ w(zq,t)dt
ta

w(z,,t) je tepelny tok, mnozstvo tepla, ktoré prete¢ie prierezom z za jednotku Casu.
Tepelny tok w(z,t) berieme ako kladny v kladnom smere osi z, a preto teplo (), bude:

ts
Qb = / —U}(Ib, t)dt
to

Tepelny tok w(z,t) ma zaporné znamienko, pretoze posobi proti kladnému smeru osi z.
Podla lemmy 4.1 potom mézeme @, + (), prepisat do tvaru:

te o Jw
Qb—l—Qa—/ta ( %@,t)dx)dt

@y — je zndme mnozstvo tepla, ktoré odoberame z tyce. Vyjadrime ho nasledovne:

Qr = /: (/:f(x,t)dx)dt

Teplo v ty¢i moézeme odoberat rozne, ako sme uz spominali v kapitole o termomechanike.
V naSom pripade si chladenie ty¢e mozeme predstavit ako ty¢ ¢o je obalend prstencom,
ktorym tecie urcita ochladzujuca latka a konstantne odobera teplo z tyce.
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Konstitu¢né vztahy

Dalej potrebujeme prepisat prave zavedené veli¢iny pomocou nasej hfadanej veli¢iny w.
Podla vztahu vnitornej energie a teploty je hustota vnitornej energie e zavisla na teplote
e = e(u). Tato zavislost mozeme linearizovat, ak nebudeme uvazovat skupenské zmeny,

e = cu+ konst. | (4.2)

kde ¢ je ,,dlzkové* merné teplo. Je to mnoZstvo tepla, ktoré je nutné k zvyseniu teploty
tyGe jednotkovej dlzky o jednu jednotku tepla. Ak mame ty¢ nekonstantného prierezu
alebo ¢asti tyce z roznych materidlov, tak ¢ moze zavisiet na x. Teplo ¢ mbze zavisiet na
teplote aj podla rozmedzi teplot, ktoré modelujeme.

Zo vztahu tepelného toku a teploty, kde si teplotu nahradime funkciou u(z,t) mame zo
zékona (3.4):

ou
w=—k o (4.3)

Pripomenme si, Ze k zavisi na materiali, priereze tyce a ¢asto aj na teplote k = k(u). Vo
vztahu mame znamienko ,minus“ kvoli teplotnému spadu. Teplo ,te¢ie* vidy z miest
s vySSou teplotou do miest s niZSou teplotou a sucinitel k berieme ako kladny.

4.1 Odvodenie rovnic

Do tepelnej bilancie (4.1) dosadime jednotlivé veli¢iny a dostaneme:

[ S [ ([ 2 [ ([ sts.006)
[ o) () Greo-ste)oos

/ (/ttﬁ (%(“) - Z—Z(m) + f(m))dt)dx —0

kedZe posledné rovnica plati pre Tubovolny ¢asovy interval a Tubovolny usek tyce, tak
rovnicu vydelime (z, — z,)(tg — to) a prejdeme k limite (x, — x,) — 0 a (t3 — ta) — 0,
pre jednoduchost zépisu nebudeme uvadzat na ¢om st veli¢iny zavislé.

b ts de dw
lim lim / ( ot — Oz
(@) =0 (tg—ta)—0 J, ( o @y —2a)(tg —ta)  (zp — x4)(ts — ta)

i (zp — %{(tﬁ _ ta))dt> dr =0

dvakrat pouzijeme lemma 4.2 a z integralnej rovnosti dostavame rovnost bodovii.

de Ow
A R
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Za e a w z kongtituénych vztahov (4.2), (4.3) dosadime:

0 0 ou
a(cu—l— konst) — 8_95(_ /{:(u)%> +f=0

KedZe merné teplo ¢ je na ¢ase nezévislé, tak moZzeme pisat:

ou 0 ou
A G

Pre homogénnu ty¢ sucinitel & nezavisi na z, takZe rovnica méa tvar:

Nakoniec rovnicu vydelime ¢ a dostavame tvar

2
ou__ Pu
ot 0x?

kde k =k/ca f*= f/c.

Pripomenme si, ze zdroje odvodenia rovnic boli hlavne predpoklad o spojitom popise
materidlu ako aj vSeobecne platny fyzikilny zdkon zachovania energie, kde nie je mozné
model spresnit. Uvazované konstitu¢né vztahy (4.2) a (4.3) st v8ak len urcitou linearnou
aproximéciou zavislosti. Zvolenim lepsich aproximacii konstitu¢nych vztahov mézeme mo-
del fyzikalneho javu zlepsit.

Dalej si pripomenme, Ze sa jednd o rovnicu druhého stupna, prislusné kvadraticka
forma tvaru Q(x,t) = 2? je semidefinitna a rovnica je preto parabolickd.

4.2 Podmienky

Pociato¢né podmienky

Ak chceme modelovat vyvoj teploty v ty¢i, tak musime situéciu popisat v okamihu
to, teda v okamihu, kedy za¢iname dej modelovat. Casto kladieme to = 0. V pripade
vedenia tepla nam teda sta¢i popisat rozlozenie teploty v pociato¢nom ¢ase ty funkciou
up(z) a zadat pociatoéntt podmienku:

u(z,ty) = uo(z) x € (a,b).

Funkciu ug(z) povazujeme za dant.

Okrajové podmienky

V praxi sa stretdvame s tycou konecnej dizky s dvoma koncami (a,b). Musime preto
rovnicu doplnit o informaciu, ktord nam bude hovorit, ¢o sa na konci tyce deje, ¢i ty¢
zohrievame, chladime, tepelne izolujeme apod. Tuto skutocnost popisuju okrajové pod-
mienky.

Uvedieme si tri zdkladné typy, ktoré budeme formulovat pre pravy koniec ty¢e x = b
a Tavy koniec tyce z = a.

1. Dirichletova podmienka predpisuje hodnotu teploty « na zaciatku, konci tyce:

u(a,t) = uy(t), Specidlne w(a,t) =0 pre t>ty,

u(b,t) = up(t), Specidlne wu(b,t) =0 pre t>ty,
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kde u,, up s dané funkcie, ktoré mozu byt jednak konstantné a jednak sa mozu
menit s ¢asom u, = u,(t), up = up(t).

Fyzikéalne si tato podmienku mozeme predstavit ako dobre tepelne vodivy kontakt
ty¢e s telesom s predpisanou teplotou a velkou tepelnou kapacitou, aby vymena
tepla medzi telesom a tycou tito teplotu neovplyvnila. Casto sa uvadza koniec tyce
ponoreny do zmesi vody a ladu u, = 0°C,u, = 0°C alebo do vriacej vody, kde
u, = 100°C,up, = 100°C. Pontka sa nam aj ind predstava, napr. automatického
termostatu, ktory udrzuje teplotu na konci tyc¢e konstantni. Ty¢ za¢ne zohrievat,
ak by mala teplota klesat, alebo ochladzovat, ak by mala teplota stupat.

. Neumannova podmienka predpisuje hodnotu tepelného toku na koncoch tyce:

ou

0
a—(a,t) = —q.(t), Specidlne au (a,t) =0 pre t>tg,
x

X

%(b, t) = gp(t), Specialne %(b, t)=0 pre t>ty,

kde g je dané funkcia. Skuto¢ne, podla Fourierovho zakonu (3.4) teplotny gradient
je priamotmerny tepelnému toku w. Vynasobenim podmienky ¢islom —k dostneme:

w(a,t) = k2% a,t) = —k(—1)galt) = kga(t) = walt) |

ox
(b,8) = —k 22 (b, 1) = —kgn(t) = wi(t)
w\0, - ax ) - 9 = Wy .
Pripady: 5 5
U U
%(a,t)—(), g(b,t)—o s

popisuju situaciu, kedy su konce tyce tepelne izolované. V pripade g¢,(t) > 0 je
koniec ty¢e x, zahrievany s tepelnym vykonom kg(t) a tepelny tok kladny, pretoze
teplo do ty¢e vstupuje. Pre g,(t) > 0 je koniec x, zahrievany s tepelnym vykonom
—kg(t) a tepelny tok je zaporny, pretoze teplo do tyce vstupuje. Ak by bolo g,(t) < 0,
gu(t) < 0 tak by sa konce tyc¢e ochladzovali a tepelné toky by mali opa¢né znamienka.
. Newtonova podmienka je kombinaciou dvoch predoslych podmienok:

080, ) + p(t)ula,t) = ~0u(t) pre 1510,

ou

%(b, t)+ pt)u(b,t) = gp(t) pre t>tg,
kde u, g, a g, st dané funkcie. Tepelny tok tu zavisi na teplote. Podmienka vznikla
zovseobecnenim situdcie, kedy koniec tyce s teplotou u(a,t), popripade wu(b,t) sa
nachadza v prostredi so znamou teplotou u,(t), popripade wu,(t). Tepelny tok tak
zéavisi na rozdieli teplot vynasobeny konstantou prechodovej vodivosti kq:

w(a,t) = —k:g—z(a,t) = ko(ua(t) — u(a,t))

ou
%(b, t) = kolus(t) — u(b, 1)) .

Skutoc¢ne, ked je koniec ty¢e z, chladnejsi nez okolie, tzn. u,(t) > u(a,t), teplo tecie
do tyce w(a,t) > 0 a gradient g—g(a, t) > 0. Ak je koniec tyce x, chladnejsi nez okolie,

w(b,t) = —k
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tzn. uy(t) > u(b,t) tak opét teplo tecie do tyfe w(b,t) < 0 a gradient $%(b,¢) < 0.
V opa¢nom pripade, tzn. u,(t) < u(a,t), up(t) < u(b,t) teplo vyteka z tyce von do
okolia a w(a,t) <0, w(b,t) > 0a 2(a,t) < 0,9%(b,t) > 0.

Vsetky tri podmienky sa daju suhrnne zapisat do jednej s parametrami «, 3, g(t) :

ou

aa%(a,t) + Ba(a,t) = —gu(t) ,

e (b, 8) + Folbrt) = uft)

Skuto¢ne volbou a = 0 a § = 1 mame Dirichletovu podmienku, pre « =1, f = 0 mame
Neumannovu a pre « = 1, > 0 mame podmienku Newtonovu.
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5 Numerické rieSenie okrajového problému

Ukazali sme si, ako sa s modelom pracuje analyticky a teraz si ukdzeme ako rie§it obyc¢ajné
diferencialne rovnice (ODR) numericky. Je zrejmé, Ze uréit rieSenie sa da nielen s pomocou
podiato¢nej podmienky(PP) ale aj okrajovych podmienok(OP), ktorym sa budeme viac
venovat. OP na rozdiel od PP nemusia mat rieSenie, popripade méZzu mat nekonec¢ne vela
rieseni. Predstavme si napriklad rovnicu:

0*u
@ + 25u =0

Riesenie charakteristického polynému predpokladame v tvare:
A=a+ [
RieSenie y predpokladajme v tvare:
u = e*(cicos(Bx) + casin(fz))

VyrieSime charakteristicky polyném:

N +25=0

A= =E5
Odtial:
u = (c1cos(bx) + cosin(bx))

Ak si predpigeme okrajové podmienky ako u(0) = 0 a u(w) = 1 tak:
0 =c; - cos(0) + ¢z - sin(0)
u(0) =0=c;-14c2-0 odtial vidime, ze ¢; = 0 aby rovnica platila
1=0-cos(bm) + ¢y - sin(5m)
1= '(—1)+CQ‘O,

odtial vidime, Ze nech je ¢y akékol'vek, rovnica rieSenie mat nebude.
Ak si predpiseme okrajové podmienky ako u(0) = 0 a u(w) = 0 tak:

0) =0=¢; -cos(0) + ¢y - sin(0)

)
u(0) =0=c;-14cy-0 aby rovnica platila, ¢; =0
u(r) =0=0-cos(bm) + co - sin(5m)
u(r)=0=0-(=1)4cy -0,

odtial vidime, Ze rovnica ma nekonec¢ne vela rieSeni.
A na zaver, ak si predpiSeme okrajové podmienky ako u(0) =0 a u (g) =1 tak:

u(0) =0 = ¢y - cos(0) + ¢z - sin(0)

) =
w(0)=0=c;-1+¢-0 prec; =0 rovnica plati

< ) 5% 4 ) 5%
+ COS Co- St | —
2 2 9

u(2>—1—0 0+ cy-1,

odtial vidime, Ze rovnica ma prave jedno rieSenie u = 1 - sin(x)a to pre ¢y = 1.
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5.1 Diferen¢ni metoda

V nasej bakalarskej praci pracujeme so stacionarnou parcidlnou diferenciadlnou rovnicou
(PDR) v 1D, ktoru prevedieme na ODR2 a na vypocet pouzijeme diferenénit metodu.
Blizsie informécie k diferencnej metdde a numerickému rieseniu okrajového problému moze
Citatel najst v [2], odkial boli informéacie pre celu kapitolu ¢erpané.

Predpokladdme rovnicu:

0 [I(x) 252

o +q(x)u(x) = f(z), kde =z € (0,1) (5.1)

S dvomi Dirichichletovymi podmienkami:
u(0) = go (5.2)
u(l) = g (5.3)

Dalej budeme predpokladat, e k(x), ,( , q(z) a f(z) st spojité a k(x) > 0, q(z) > 0.
u(z) ndm vyjadruje teplotu, k(x) predstaVUJe koeficient tepelnej vodivosti, ¢(z) je ko-
eficient, ktory vyjadruje prestup tepla povrchom ty¢e do okolia, f(z) nam predstavuje
intenzitu vnutornych tepelnych zdrojov, chladi¢ov a gy a g; st teploty v koncovych bo-
doch tyce.

Diferen¢nd metoda je jednoduché diskretizacna metdda, ktord sa pouziva na rieSenie
jednodimenzionalnych okrajovych tloh. Uvaéujme interval (0, 1), ktory nadelime pre jed-
noduchost ekvidiStantne, takze h; = h = N ax; =thai=0,1,2,...,N. Body z; nazveme
uzly a mnozinu {xg, 21, ..., x } nazveme siet, a preto sa diferenéna metoda niekedy ozna-
¢uje aj ako metoda sieti. Splnenie rovnice (5.1) budeme vyzadovat vo v8etkych vntatornych
uzloch siete, teda:

- { (31; = ] + q(zi)u(z;) = f(z;) kde i=1,2,3,..,N—1 (5.4)

ox

Clen —6— nahradime diferenénym podielom. Pre pripad Ze koeficient tepelnej
vodivosti je konStantny (k(z) = konst.), koeficient prestupu tepla z povrchu ty¢e do
okolia nulovy (¢(x) = 0) a s vyuzitim vzorca na vypocet druhej centralnej diferencie

Pul(x;)  u(wipr) — 2u(x;) + u(wi_q) 2
or2 h? o)

z (5.4) dostaneme pre aproximaciu U(z;) ' z hodnot u(z;) sistavu rovnic:

U(ZEZ‘_H) — QU(JZZ) + U(Ii_l)

—k 2 = f(x;) pre i=1,2,.,N—1 (5.5)

Z okrajovych podmienok mame:
Uo = 9o (5.6)
U =a (5.7)

1Je dolezité pripomentt, Ze U(x) nam neoznacuje vnitorni energiu ako to bolo v kapitole 3.1, ale
oznatuje nam aproximéciu teplotnej funkcie u(x)
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Oznatime si:

U= Uy, Uy, .., Un_1,Un)"
F = <f07f17 "'7fN*17 fN)T

(26 —k 0 ... 0 0]
-k 2 -k ... 0 O
- 110 —k 26 ... 0 0
Kyiiny = e : : : : :
0O o0 0 ... 2t —k
00 0 ... -k 2k
Zostavime ststavu linearnych rovnic:
KU =F,

kedze ale Uj a U, pocitat nemusime, tak nam staci vygenerovat mensiu maticu Ky_q ny_1

N —kgo  —k . , .
a Clen =52, =4 previest na pravt stranu. TakZe dostaneme:

U - (Ul, ceey UN_l)T

kg kar\
F = (fl -+ h_207 "'7fN—1 + h_;)

[2k —k 0O 0 0]

-k 2k -k 0 0

1 0 —k 2k 0 0

Ky-1,n-1 = n2 | o : : ) : :
0 0 0 ... 2k —k
i 0 0 0 ... =k 2k:_

Nezname Uy, ..., Uy_, dostaneme ako rieSenie stistavy linearnych rovnic
KU =F. (5.8)
Pre k(z) > 0, q(z) = 0 mozno dokazat, ze matica K je pozitivne definitna, a preto

regularna. Preto ma ststava (5.8) jediné rieSenie, ktoré mozeme efektivne ur¢it napriklad
Gaussovou elimina¢nou metédou.
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6 Matlab

Meno MATLAB je skratka pre matriz laboratory, Gerpané z [7], [12], [13]. Je to vysokovy-
konny jazyk pouzivany prevazne na technické vypocty, ktory sa do dnesnej podoby dostal
v priebehu niekolkych rokov a prispelo k tomu viacero uzivatelov. MATLAB pozostava
z0 $pecifickych riesi¢ov zvanych toolbozy (nastroje). Toolboxy st komplexné kolekcie mat-
labovskych funkcii, ktoré riesia Specifické oblasti problémov, ako napriklad spracovanie
signélu, neutralne siete, fuzzy logika, simulacie a mnohé d'alsie, medzi nimi je aj optima-
liza¢ny toolbox, ktory budeme vyuzivat aj my v nasej bakalarskej préaci. Tento toolbox
obsahuje algoritmy pouzivané pre Standardné tlohy, ale aj ulohy velkého rozsahu, riesi
ulohy spojité i diskrétne, obmedzené aj neobmedzené, lineédne, nelinearne, viackriterialne
a mnohé dalsie.

V nasej bakalarskej praci budeme vyuzivat funkciu FMINCON, ktoré hIada minimum
problémov definovanych ako:

min f(z) takzed A-x <b

kde b a beq st vektory, A a Aeq st matice, ¢(z) a ceq(z) su funkcie ktoré vracaju vektor
a f(r) je funkcia, ktora vracia skalar. f(z), c(z), ceq(x) moézu byt aj nelinedrne funkcie
a b, ub, x mozy byt bud vektory alebo matice.
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7 RieSeny projekt

Problém, ktory riesime a ktorého teériou sme sa doteraz zaoberali, je problém optimélneho
chladenia tyce. Predstava je znazornena na obrazku (9), kde Q(f) je teplo, ktoré z tyce
odoberame vztiahnuté na jednotku ¢asu. Odoberanie realizujeme $tyrmi chladi¢mi, ktoré
konitantne odoberajii z tyce teplo (viz. obr. 10). Tieto §tyri chladi¢e chladia celd dlzku
tyce, kazdy v urc¢itom useku. Ak by sme si chceli tento problém realne vizualizovat, tak
by sme si chladi¢e mohli predstavit ako $tyri prstence, ktoré moézu menit teplotu, a tak
ty¢ ochladzovat.

AT A A A

Obr. 10: Predstava tyce so $tyrmi chladi¢mi

Ty¢ sme ekvidistantne nadelili na 1000 dielikov a numericky riesili podla kapitoly 5,
kde ako okrajové podmienky sme brali podmienky Dirichletove a konkrétne Uy = gy =

50°C" a U, = g, = 60°C. Ako ucelovu funkciu sme zvolili funkciu cenovi, ktort sme
obmienali:

zi=cena- (fi-0,34 fo-0,24 f3-0,2+ f5-0,3), (7.1)

z=cena- (ff-0,3+ 20,2+ f3-0,2+ f7-0,3), (7.2)

z3 =cena- (|fi] - 0,3+ [f2] - 0,24 |fs] - 0,2+ |f4] - 0,3), (7.3)

kde cena nam predstavuje, kolko stoji jedna jednotka odobraného tepla (my sme si cenu
urcili, ze bude jednotkova) a funkcie fi, fo, f3, f1 vynasobené dlzkou intervalu nam pred-
stavuju vplyv daného chladi¢a na konkrétnom intervale, na ktorom posobi. Vodivost nasej
tyCe sme brali kon$tantna 1 [%] Obmedzenie, ktoré sme pouzivali pri minimalizacii Gce-
lovej funkcie je teplotné a znie:

U(300 : 700) < Tya- (7.4)

Toto obmedzenie nam hovori, ze chceme, aby teplota ty¢e na intervale (0,3;0,7) bola
mensia ako nami zvolend maximalna teplota (v nasom pripade je T, = 25°C ). Tento
priklad sme minimalizovali pomocou funkcie FMINCON.
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Vysledky, ktoré sme dostali mozeme vidiet v tabulke (1), kde riadky z1, 25, 23 predstavuji
jednotlivé ucelové funkcie (7.1, 7.2, 7.3), fi, ..., fs predstavuju jednotlivé vplyvy chladicov
a t je Cas [s], ktory potrebovali jednotlivé ucelové funkcie k vypoctu.

Tabulka 1: Vysledky vypoctov s jednym obmedzenim

| fi f2 I 1 z t
2 | —9,596 - 10 7,237-10 7,248 -10Y —9,716-10Y —2,897-10Y 23,207624
29 115,536 297,303 430,634 247,655 7,717 - 104 2,805096
23 0,121 335,772 663,984 0,204 200,049 36,265741

Grafy jednotlivych rieSeni vyzeraji nasledovne:

% 1018

1.5 - — -
Teplotne riesenie pre ucelovl funkciu z

Teplotne obmedzenie

=
n

Teplota tyce [°C]
o

i
=
£n

__1 . 5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Dizka tyce [m]

Graf 1: Graf pre z;

7 grafu vidime, Ze pre z; je fyzikialne nemézné dosiahnut dané teploty, preto sme presli
k minimalizacii z5, 23, ktorych graf vyzera nasledovne:
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60

Riesenie pre ucelovl funkeiu z,

55 Riesenie pre Gcelovl funkeiu z,

Teplotne abmedzenie

() f-n o [y
tn o n o
T T T T

Teplota tyce [°C]
Cald
o

[+
o

[
=

N

1571

_1D 1 1 1 1 1 1 1
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Dizka tyce [m]

] 0.1 02
Graf 2: Graf pre z5 a 23

K problému sme pridali dalsie obmedzenie, tvaru:

f17f27f37f4 >0

(7.5)

ktoré nam vyjadruje nezdpornost chladi¢ov, resp. vyjadruje, ze chladi¢e mo6zu iba chladit,

nie zohrievat ty¢. Vysledky mozeme vidiet v tabulke (2).

Tabulka 2: Vysledky vypoctov s dvomi obmedzeniami
| A f2 3 Ja z t

z1 | 0,000 335,833 664,167 0,000 200,000  9,135521
7 | 115,536 297,303 430,634 247,655 7.717-10* 2,751268
zz | 0,000 335,833 664,167 0,000 200,000  9,159472
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Graf rieSeni s pridanym obmedzenim vyzerd nasledovne:

Riesenie pre Géelovi funkeiu z,

Riesenie pre Gcelovl funkeiu z,
Riesenie pre uéelovl funkeiu z, ;

Teplotne obmedzenie

Teplota tyce [°C]

200 ™

187 -

_,ID 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

DiZka tyde [m]

Graf 3: Graf pre zq,29,23 s pridanym obmedzenim

Pozorujeme aj zmeny vo vyvoji chladenia, pri zmeneni teplotnej vodivosti k. Vodi-
vost najprv vyrazne zvysime (k = 1000) a predpokladame, ze budeme musiet odoberat
podstatne viac tepla, vysledky st v tabulke (3) a grafe (4). Vodivost potom vyrazne zni-
zime (k = 0,001) a predpokladame, 7e budeme musiet odoberat podstatne menej tepla,
vysledky st zaznamenané v grafe (5) a tabulke (4).

Tabul'ka 3: Vysledky chladenia pre vysoku vodivost

‘ Ji J2 E Ja z t
21 | 0,859-10° 3,133-10° 3,663-10° 3,891-10° 2,784-10° 4,916978
2o | 1,155 -10° 2,973-10° 4,306-10° 2,477-10° 7,7170-10° 4,898679
23 10,859 -10° 3,133-10° 3,663 -10° 3,891-10° 2,784-10° 4,944234
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Graf 4: Graf z1,29,23 pre vysoku tepelni vodivost

Riesenie pre Géelovl funkeiu z,

Riesenie pre Gtelovl funkeiu z,
— — — Riesenie pre Gcelovi funkeiu z,

Teplotné abmedzenie
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Dizka tyée [m]

Graf 5: Gra fz1,29,23 pre nizku tepelnia vodivost
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Tabulka 4: Vysledky chladenia pre nizku vodivost

A J2 f3 fa z t

z1 | 0,000 0,336 0,664 0,000 0,200 2,775520
z9 | 0,116 0,297 0,431 0,248 0,077 2,753064
zz | 0,000 0,336 0,664 0,000 0,200 3,064981

29



8 ZAaver

V bakalarskej praci sme rie§ili problém optimalneho chladenia ty¢e, vzhladom k nakla-
dom s tym spojenymi. Ty¢ sme konStantne chladili Styrmi chladi¢mi, kazdy na inom
dlzkovom intervale a minimalizovali sme naklady spojené s chladenim tak, aby teplota
tyc¢e v urc¢itom intervale nepresiahla maximalnu povolent teplotu. Zhotovili sme si model
okrajového problému s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami, ktory sme numericky
rie§ili diferen¢nou metdédou, kde sme si druhtt derivaciu teplotnej funkcie aproximovali
druhou centralnou diferenciou.

KedZe je tento typ diferencidlnych rovnic linedrny, tak mnoZzinu pripustnych rieSeni
popiseme ako mnozinu, kde rieSenia splitaju teplotni podmienku z obmedzenia a z tychto
rieSeni potom hladame také, ktoré nadobuda najnizsiu hodnotu uéelovej funkcie.

V modeli sme pouzivali tri typy ucelovych funkcii, aby sme mohli porovnavat roz-
diely a rychlost vypo¢tu. Prva - z;, ndm vyjadruje vazeny stuc¢et hodnot chladeni (pri-
pomeiime si, ze zaporné chladenie znamené zahrievanie). Druhé - zo, predstavuje vazeny
stucet kvadratov chladiacich funkeii. Tretia - z3, ndm vyjadruje vaiZeny sucet absolitnych
hodnoét chladiacich funkcii. Ako vahy sme zobrali velkosti intervalov, na ktorych chladice
posobia.

Z prvej ucelovej funkcie sme zistili, ze rieSenie problému existuje aj pre fyzikalne nein-
terpretovatelné vysledky a Ze zohrievanim tyce by sme generovali zisk. Pre z5 sme dostali
pekné vysledky, kde cena je zavisla na kvadratoch funkcii chladeni a rychlost vypoctu
je podstatne nizSia nez u z3. Naopak u z3 sme dostali priamo cenu v tvare, v akom ju
pozadujeme, ale rychlost vypoctu je podstatne dlh$ia, ¢o sa ukazuje byt problémom pri
komplexnejsich a vécsich dlohéch.

Aby sme predisli fyzikalne nezmyselnym vysledkom ako tomu bolo v prvej minimali-
zacii, tak sme k problému pridali dalgie obmedzenie, ktoré nam lepsie vymedzilo oblast
pripustnych rieSeni hladanych chladiacich funkcii a ktoré hovori, Ze chladi¢e nemozu tyc
zohrievat. Je pekne vidiet, Ze pre z; a z3 sme nasli rovnaké optimélne rieSenie, kde 23 je
prakticky rovnaké ako v pripade bez pridaného obmedzenia a 25 je totozné s vysledkom
z predoslého pripadu. Z toho moézeme usudzovat, Ze pri kvadratoch alebo absolutnych
hodnotach funkeii chladenia méZeme vybraf optimalne rieSenie z celej oblasti IR*, kdezto
pre z; je mnozina pripustnych rieSeni orezané dal$im pridanym obmedzenim.

Ako posledny sme skumali vplyv tepelnej vodivosti na vel'kost chladenia. Overili a po-
tvrdili sme si predpoklady, Ze pri velkej tepelnej vodivosti ndm ty¢ rychlejsie vedie teplo
z okrajov tyCe do jeho stredu a z tohto dovodu musime chladi¢mi odvadzat viac tepla,
aby sme ty¢ ochladili na pozadovani teplotu. Pri nizkej tepelnej vodivosti sme si zase
potvrdili, Ze ty¢ je lep$im ,izolantom“, Ze pomalSie vedie teplo, a tak nam stac¢i odvadzat
z ty¢e menej tepla.

Do budiicna by bolo urcite zaujimavé zaoberat sa hlbSou analyzou mnoziny pripust-
nych rieSeni, popripade si rozobrat problém vedenia ty¢e s nekonStantnou tepelnou vodi-
vostou, alebo tyce zloZenej z viacerych materialov.

Ulohu sme riesili matlabovskou funkciou FMINCON, ktora pouZivala sqp algoritmus
na samotné rieSenie.
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Zoznam priloh

CD s matematickym modelom programu.

Zdrojovy k6d modelu

%% bakalarska prca
format long

clc;

clear;

%% model tyce

a=0; % pociatocny bod siete

b=1; % koncovy bod siete
n=[300;500;700;1000]; % pocet dielikov
h=(b-a)/n(4); % velkost dielika

x=a:h:b; % siet bodov

k=1; % parameter tepelnej vodivosti tyce
% k=1000;

% k=0.001;

%% konstanty a premenne

cena = 1;

Tmax = 25; % maximalna mozno teplota v tyci

h# okrajove podmienky urcujuce teplotu na krajoch tyce
op = [50 60];

%% priprava trojuholnikovej matice

ud(1:(n(4)-2))=-k;

1d(1:(n(4)-2))=-k;

d(1: (n(4)-1))=2%k;

%% matica pre vypocet u
K=(1/(h#*h)) .*(diag(d)+diag(ud,1)+diag(1ld,-1));
CONDK = cond (K)

%% Optimalizacia

NonLinOmez2 = @(f) NonLinOmez(f,K,Tmax,k,h,n,op,x);
minfun2 = @(f) minfun(f,n,cena,h);

options = optimoptions(’fmincon’,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’sqp’);
tic

[teplo_odoberane, cenal = fmincon(minfun2,[0 0 O 0],[],[1,01,0,...
[0 0 0 0], [],NonLinOmez2, options)

toc



Zdrojovy koéd ucelovej funkcie

function [z] = minfun(f,n,cena,h)

z = cenax( abs(£f(1))*0.3 + abs(£f(2))*0.2 + abs(£f(3))*0.2 + abs(f(4))*0.3 )

% z = cenax( (f(1).72)%0.3 + (£(2).72)*%0.2 + (£f(3).72)%0.2 + (f(4)."~2)*0.3 );
% =z = cenax( f(1)*0.3 + f(2)*x0.2 + £(3)*x0.2 + f£(4)*0.3 )

end

Zdrojovy k6d obmedzenia

%% obmedzenie
function [c,ceq,f]l= NonLinOmez(f,K,Tmax,k,h,n,op,x)

for i=1:n(4)-1

if i<=n(1)
F(i,1)= -f(1);
end;

if (i>n(1)) && (i<= n(2))

F(i,1)= -£(2);

end;

if (i>n(2)) && (i<= n(3))

F(i,1)= -£(3);

end;

if (i>n(3))

F(i,1)= -f(4);

end;

if i==

F(i,1)=F(i,1) + ((1/(h*h)) * k * op(1,1));
end;

if i==n(4)-1

F(i,1)=F(i,1) + ((1/(h*h)) * k * op(1,2));
end;

end;

U=K\F;

¢ = U(300:700) - Tmax;

u=[lop(1,1); U; op(1,2)];

%% vykreslenie grafu
save(’data_abs4.mat’,’u’);

y = Tmax*[ones(1,length(x))];

plot(x,u’,’green’,x,y,’red’)

legend(’Teplotné rieSenie pre ucelovd funkciu z_{3}’,’Teplotné obmedzenie’)
xlabel (’DiZka ty&e [m]’)

ylabel(’Teplota tyce [°C]’)

ceq = [1;

end



