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Abstrakt

Táto bakalárska práca sa zaoberá problematikou optimálneho chladenia ty£e vzh©adom
k nákladom spojeným s chladením. Popisuje problém vedenia tepla, jeho analytické rie²e-
nie, numerické rie²enie okrajového problému a jeho implementáciu vo výpo£tovom softvéri
MATLAB funkciou FMINCON, kde jednotlivé výsledky sú gra�cky i výpo£tovo zhrnuté
a interpretované.

Abstract

This bachelor's thesis concerns the problem of �nding an optimal cooling solution in
respect to cooling costs. It describes the problem of heat transfer, its analytical solution,
numerical solution of the boundary values problem and its implementation in MATLAB
using the FMINCON function. Individual results are presented graphically, as well as,
summarized in calculations and interpreted.

K©ú£ové slová

Vedenie tepla, oby£ajné diferenciálne rovnice, okrajový problém oby£ajných diferenciál-
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rential equation, discretization method, optimization, FMINCON.
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1 Motivácia a ciele

�ijeme v dobe, kedy sa sná¤ v kaºdej oblasti ©udskej £innosti o£akáva maximálne vyuºitie
potenciálu. Ve©a z nás sa snaºí vynaloºi´ £o najmenej úsilia, energie a zdrojov pre dosia-
hnutie £o najlep²ieho výsledku. To nás privádza do nádherného prostredia optimalizácie.
Ale £o predstavuje optimalizácia? Optimalizácia z ang. optimize znamená spravi´ nie£o
tak efektívne, perfektne a uºito£ne ako sa len dá. Optimalizova´ v matematike znamená
nájs´ minimum, poprípade maximum zo sústavy, resp. mnoºiny prvkov. A ke¤ºe sa v tech-
nickej praxi stretávame s ve©kou ²kálou problémov, ktoré chceme �optimalizova´� , resp.
nájs´ pre ne optimálne rie²enie, predstavuje táto oblas´ nekone£né moºnosti na rie²enia
najrôznej²ích problémov a odvetvie ako také, má ve©ký potenciál.

V tejto bakalárskej práci venujeme pozornos´ problému optimálneho chladenia ty£e
a zameriavame sa na s tým spojenú problematiku optimalizácie vedenia tepla, jeho analy-
tického a numerického rie²enia a nakoniec implementáciou rie²enia do výpo£tového soft-
véru.

Po úvodnom uvedení do témy sa v druhej kapitole £itate© dozvie ako správne sformu-
lova´ optimaliza£nú úlohu, optimaliza£ný problém, £o v²etko je k tomu potrebné, dozvie
sa £o je to globálne a lokálne minimum, maximum, nie£o o konvexnej optimalizácii a pre£o
je výhodná.

V tretej kapitole sa £itate© dozvie základné poznatky z termomechaniky, vz´ahy a zá-
kony, ktoré sú platné pri prenose tepla a nakoniec si tieº môºe v stru£nosti pre£íta´
o základných formách prenosu tepla.

V ²tvrtej kapitole sa bliº²ie oboznámi s analytickým odvodením modelu vedenia tepla
v ty£i. Do£íta sa ako sa dostaneme k rovnici ∂u

∂t
= −κ∂2u

∂x2
− f ∗ a aké poznáme i akú úlohu

plnia okrajové podmienky.
V piatej kapitole sa £itate© dozvie ako sa numericky rie²ia oby£ajné diferenciálne rov-

nice s okrajovými podmienkami a konkrétne si bliº²ie rozoberieme diferen£nú metódu.
V ²iestej kapitole sa £itate© oboznámi so softvérom MATLAB a optimaliza£nou fun-

kciou FMINCON.
V siedmej kapitole sú vyuºité poznatky z predo²lých katitol, £itate© sa dozvie výsledky

rie²enej optimaliza£nej úlohy a zhodnotenie samotných výsledkov.
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2 Optimalizácia

2.1 Úvod

Na to, aby sme matematické poznatky, numerické metódy a optimaliza£né teórie apli-
kovali na skuto£né inºinierske problémy je nevyhnutné si de�nova´ hranice inºinierskeho
problému, ktorý sa chystáme optimalizova´ (rie²i´), de�nova´ si kvalitatívne kritérium,
na základe ktorého sú kandidáti hodnotení tak, aby sme na²li toho �najlep²ieho� , vybra´
si systém premenných, ktorý bude charakterizova´, identi�kova´ kandidátov a de�nova´
si model, ktorý vyjadruje spôsob, akým sú premenné navzájom prepojené. Takýmto po-
stupom získavame základnú formuláciu optimaliza£ného problému. Informácie sú ¤alej
£erpané z [10].

De�nícia hraníc systému
Systémové hranice sú jednoducho limity, ktoré slúºia na oddelenie systému od jeho

okolia. Pre ú£ely analýzy uvaºujeme, ºe systém so svojím okolím na ur£itých vybraných,
reprezentatívnych úrovniach spolu vôbec neinteraguje. Ale pretoºe interakcie vºdy exis-
tujú, je de�novanie hraníc prvým krokom v procese aproximácie reálneho systému.

Môºe sa nám sta´, ºe po£iato£ný výber hraníc je príli² obmedzujúci, preto je nevy-
hnuté roz²íri´ systémové hranice o subsystémy, ktoré výrazne ovplyv¬ujú daný skúmaný
systém, £o vedie k zvý²eniu rozsahu, ve©kosti a komplexnosti systému. Av²ak pri ve©mi
komplexných a zloºitých problémoch sa nám môºe sta´, ºe so systémom bude ´aºké pra-
cova´, poprípade ho ²tudova´. Ke¤ºe prirodzene chceme aby na²a práca bola preh©adná,
jednoduchá a zvládnute©ná, je pre nás potom mnohokrát výhodnej²ie rozloºi´ zloºitý,
komplexný systém na podsystémy, s ktorými môºeme pracova´ individuálne. Nesmieme
v²ak zabudnú´, ºe pri komplexných úlohách môºe takéto rozloºenie vies´ k neºelaným
rie²eniam a predstavova´ potencionálne nechcené zjednodu²enie reality.

Rozhodovacie kritériá
Práve sme si ur£ili systém a de�novali hranice. �alej si ur£íme rozhodovacie kritériá,

na základe ktorých vieme návrh ²peci�kova´, spo£íta´ a ur£i´ najlep²í. Vo ve©a inºinier-
skych problémoch sa preferuje ekonomické kritérium, ako napr. maximálny zisk, mini-
málne náklady at¤. V iných aplikáciách môºe by´ rozhodovacie kritérium zaloºené na
technologickom postupe napr. minimalizuj výrobný £as, maximalizuj po£et výrobkov, mi-
nimalizuj hmotnos´, minimalizuj krútiaci moment at¤. Vidíme, ºe rozhodovacie kritériá
v optimalizácii zaloºené na h©adaní �najlep²ieho� kandidáta znamenajú nájs´ maximálnu
alebo minimálnu hodnotu u daných kandidátov.

Uvedomíme si, ºe v rámci optimaliza£ných metód, ktorými sa budeme zaobera´ v ba-
kalárskej práci, budeme pouºíva´ iba jedno kritérium na de�novanie optima. Nebudeme
h©ada´ viackriteriálne rie²enia, ktoré sú£asne napr. minimalizujú teplotu a maximalizujú
spo©ahlivos´ výrobku at¤. a to preto, lebo sme si realitu zjednodu²ili. Samozrejme v prak-
tických úlohách sa nám môºe sta´, ºe je dobré a ºiadúce dosta´ rie²enie, ktoré vyhovuje
viacerým odli²ným kritériám.

Jednou z moºností, ako uvedené docielime je vybra´ jedno kritérium za hlavné a os-
tatné za sekundárne. Hlavné kritérium je pouºité v samotnej optimalizácii, zatia© £o se-
kundárnym kritériám sú priradené prijate©né maximálne alebo minimálne hodnoty, ktoré
sú potom v samotnej optimalizácii zoh©adnené ako obmedzenia. Viacej o moºnostiach
viackriteriálnej optimalizácii sa zvedavý £itate© môºe dozvedie´ tu [3].
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Nezávislé premenné
Významným h©adiskom vo formulácii optimaliza£ného problému je výber nezávislých

premenných, ktoré adekvátne charakterizujú moºných kandidátov alebo podmienky sys-
tému. Je tu viacero faktorov, ktoré ovplyv¬ujú výber nezávislých premenných.

� Po prvé je dôleºité rozlí²i´ medzi premennými, ktoré môºeme meni´, resp. sú prístup-
nej²ie k zmenám a premennými, ktorých hodnota je pevne daná ur£itými vonkaj²ími
faktormi a leºí mimo hraníc nami vybraného systému. Okrem toho je ve©mi dôle-
ºité rozli²ova´ medzi systémovými parametrami, ktoré môºeme povaºova´ za pevné
a tými, ktoré podliehanú výkyvom, ktoré sú spôsobené vonkaj²ími a nekontrolova-
te©nými faktormi.

� Po druhé je dôleºité zahrnú´ formuláciu v²etkých dôleºitých premenných, ktoré majú
vplyv na fungovanie systému alebo návrh produktu.

� Po tretie je nevyhnutné vo výbere premenných bra´ do úvahy aj mnohé detaily,
ktoré sú pre systém podstatné. Aj ke¤ je dôleºité, aby sme spracovali v²etky k©ú£ové
nezávislé premenné, je rovnako potrebné a významné nepresýti´ úlohu zahrnutím
ve©kého po£tu jemných detailov druhoradého významu.

Model
Akonáhle máme vybrané rozhodovacie kritérium a nezávislé premenné je na£ase formu-

lova´ ná² model, ktorý presne popisuje v akom vz´ahu sú jednotlivé premenné skúmaného
problému a spôsob, akým sú rozhodovacie kritériá ovplyvnené nezávislými premennými.

Model je v podstate zloºením rovníc energetickej bilancie, materiálových rovníc, vz´ah-
mi v inºinierskom návrhu a fyzikálnymi rovnicami popisujúcimi vz´ahy v na²om systéme.
Tieto rovnice sú zvy£ajne e²te doplnené o nerovnice, ktoré de�nujú dovolený rozsah (obor
hodnôt), ²peci�kujú minimum alebo maximum prevádzkových poºiadaviek alebo nasta-
vujú hranice dostupných zdrojov. V skratke, model obsahuje v²etky elementy, ktoré mu-
síme normálne zahrnú´ pri po£ítaní návrhu alebo predpokladaní chovania inºinierskeho
systému. Je zrejmé, ºe zostavi´ model je ve©mi £asovo náro£né a vyºaduje dôkladné pocho-
penie celého systému. Pri jeho zostavovaní nám môºe výrazne pomôc´ aj týchto 10 otázok,
ktoré £itate© nájde v [6]:

1. Ko©ko máme rozhodovate©ov ?
2. Sú rozhodnutia distribuované v priestore alebo £ase ?
3. Máme v modeli nejakú neur£itos´ ?
4. Máme viac rozhodovacích kritérií ?
5. Ako modelujeme rozhodnutia ?
6. Aké sú obory hodnôt rozhodovacích premenných ?
7. Musíme rozli²ova´ medzi lokálnymi a globálnymi premennými ?
8. Je daná úloha nelineárna, konvexná, diferencovate©ná ?
9. Je úloha lineárna ?
10. Je úloha lineárna a e²te aj sie´ová ?
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2.2 Teória

Uvedieme si pár pojmov, ktoré budeme ¤alej potrebova´, teória je prebratá z [9], [1].

De�nícia 2.1. (Matematický program)
Nech S ⊂ IRn a f : IRn → IR. Potom matematický program (¤alej len MP) je de�novaný
ako:

min
x
{f(x)|x ∈ S}. (2.1)

Máme viacero ²peciálnych moºností v²eobecného MP ako napríkad lineárny MP:

De�nícia 2.2. (Lineárny MP)
Nech c ∈ IRn, b ∈ IRn, kde mnoºina prípustných rie²ení S = {x ∈ IRn|Ax = b, x ≥ 0} je
polyedrická mnoºina, 0 je nulový vektor aA je matica m×n. Potom lineárny matematický
program (LP) je de�novaný ako:

min
x
{c>x|Ax = b, x ≥ 0}. (2.2)

Poprípade nelineárny MP:

De�nícia 2.3. (Nelineárny MP)
Nech f : IRn → IR, g : IRn → IRm a X ⊂ IRn. Naviac ? ∈ {≥,≤,=}m Potom nelineárny
MP (NLP) je de�novaný ako:

min
x
{f(x)|g(x) ? 0, x ∈ X}. (2.3)

Teraz sme si takzvaným deskriptívnym prístupom uviedli ako MP vyzerá a ¤alej si tzv.
normatívnym prístupom uvedieme, £o by sme mali robi´, aby sme dosiahli poºadované
optimum.

De�nícia 2.4. (max, min, inf,sup)
Nech A ⊂ IR a IR∗ = IR ∪ {−∞,+∞} kde +∞ a −∞ sú také elementy, pre ktoré platí
∀x ∈ IR : −∞ ≤ x ≤ +∞. Potom de�nujeme:

Amin = minA ⇐⇒ (amin ∈ A) ∧ (∀a ∈ A : amin ≤ a), (2.4)

Amax = maxA ⇐⇒ (amax ∈ A) ∧ (∀a ∈ A : amax ≥ a), (2.5)

infA = max{y | (y ∈ IR∗) ∧ (∀a ∈ A : y ≤ a)}, (2.6)

supA = min{y | (y ∈ IR∗) ∧ (∀a ∈ A : y ≥ a)}. (2.7)

Minimum a maximum môºe by´ dvojaké, a to lokálne alebo globálne. K tomu aby sme si
uviedli, £o je lokálne minimum, maximum si musíme de�nova´ £o je rýdze ε-okolie bodu.

De�nícia 2.5. (ε-okolie bodu)
ε-okolie bodu x ∈ IR je de�nované ako interval (x− ε, x+ ε) a budeme ho zna£i´ Oε(x).

De�nícia 2.6. (rýdze ε-okolie bodu)
Rýde ε-okolie bodu x ∈ IR de�nujeme ako Oε(x) = Oε(x)− {x}.
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(a) Epsilon okolie bodu. (b) Rýdze epsilon okolie bodu.

Obr. 1: Okolia bodu

De�nícia 2.7. (lokálne minimum/maximum)
Nech f : S → IR je funkcia s de�ni£ným oborom S, ktorá má v bode xmin/xmax ostré
(neostré) lokálne minimum/maximum ⇐⇒ ∃Oε(xmin)/∃Oε(xmax) tak, ºe pre ∀x ∈
Oε(xmin)/∀x ∈ Oε(xmax) platí : f(x) > (≥) f(xmin)/f(x) < (≤) f(xmax).

Obr. 2: Predstava lokálneho minima

Pamätajme na to, ºe aby funkcia vôbec mala lokálny extrém, tak musí by´ splnená nutná
podmienka, ktorá hovorí, ºe prvá derivácia v bode xextrem je rovná 0. Táto podmienka ale
nie je posta£ujúca, pretoºe:

1. v bode, kde nastáva extrém, nemusí by´ derivácia vôbec de�novaná
2. samotná prvá derivácia v bode rovná nule nezaru£uje existenciu lokálneho extrému

(a) Prípad 1 (b) Prípad 2

Obr. 3: V prvom prípade extrém existuje ale derivácie nie, v druhom je prvá derivácia
nulová ale extrém neexistuje
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Posta£ujúcou podmienkou lokálneho extrému je, aby niektorá párna derivácia bola kladná
pre minimum, záporná pre maximum a v²etky predchádzajúce derivácie boli nulové.

De�nícia 2.8. (globálne minimum/maximum)
Nech f : S → IR je funkcia s de�ni£ným oborom S, ktorá má v bode xmin/xmax ostré
(neostré) globálne minimum/maximum ⇐⇒ ∀x ∈ S platí : f(x) > (≥) f(xmin)/f(x) <
(≤) f(xmax).

2.3 Konvexná optimalizácia

De�nícia 2.9. (konvexná mnoºina)
Nech S ⊂ IRn. Povieme, ºe S je konvexná mnoºina ⇐⇒ ∀x,x,∀λ ∈ 〈0, 1〉 :
λx + (1− λ)x ∈ S.

(a) Konvexná mnoºina (b) Nekonvexná mnoºina (c) Nekonvexná mnoºina

Obr. 4: Príklad konvexnej a nekonvexných mnoºín. �es´uholník, ktorý obsahuje svoje hra-
nice je konvexný, mnoºina �©advinovitého� tvaru nie je konvexná, pretoºe úse£ka spájajúca
dva body neleºí celá v �©advinovitej� mnoºine a takisto nie je konvexný ani ²tvorec, ktorý
neobsahuje v²etky svoje hranice.

Laicky povedané je konvexná mnoºina taká mnoºina, kde sa neschováte. Je to mnoºina,
ktorá obsahuje v²etky konvexné kombinácie bodov v nej obsiahnutých.

De�nícia 2.10. (konvexná kombinácia bodov)
Nech x,x, ...,xk ∈ IRn. Potom x vyhovuje rovnici x =

∑k
j=1 λjxj kde

∑k
j=1 λj = 1

a ∀j ∈ {1, ..., k} : λj ≥ 0 je nazývané konvexná kombinácia bodov x,x, ...,xk.

Odtia© teda vyplýva, ºe bod λx+(1−λ)x je konvexnou kombináciou bodov x a x.

De�nícia 2.11. (konvexný obal)
Nech S ∈ IRn a povieme, ºe x ∈ IRn patrí do konvexného obalu S (x ∈ convS) ⇐⇒
∃k ∈ IN, ∃λ1, ..., λk ≥ 0,

∑k
j=1 λj = 1, ∃x, ...,xk ∈ S : x =

∑k
j=1 λjxj .
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(a) Konvexný obal 15 bodov vyzna£e-

ných bodkami

(b) konvexný obal mnoºiny

�©advinovitého� tvaru

Obr. 5: Konvexný obal dvoch mnoºín v IR2

�alej si uvedieme pár významných vlastností konvexných mnoºín a konvexných obalov.

Vlastnosti konvexných mnoºín:

Nech S1, S2 ⊂ IRn sú konvexné mnoºiny, potom:

1. S1 ∩ S2 je konvexná mnoºina
2. S1 ⊕ S2 = {x + x |x ∈ S1, x ∈ S2} je konvexná mnoºina
3. S1 	 S2 = {x − x |x ∈ S1, x ∈ S2} je konvexná mnoºina.

Vlastnosti konvexných obalov mnoºín:

Nech S ⊂ IRn, potom:

1. conv S je najmen²ia konvexná mnoºina obsahujúca S
2. conv S je prienik v²etkých konvexných mnoºín obsahujúcich S
3. conv S je mnoºina v²etkých konvexných kombinácií z S.

De�nícia 2.12. (konvexná funkcia)
Funkcia f : IRn → IR je konvexná, ak de�ni£ný obor funkcie f (D(f)) je konvexná mnoºina
a ak ∀x,x ∈ D(f) a λ ∈ 〈0, 1〉, potom máme:

f(λx + (1− λ)x) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x). (2.8)

Funkcia by bola striktne konvexná, ak by sme v (2.8) uvaºovali ostrú nerovnos´ kedy-
ko©vek sa x 6= x a λ ∈ (0, 1).

8



Obr. 6: Graf konvexnej funkcie. Úse£ka medzi dvoma bodmi x a x leºí nad grafom.

Povieme, ºe funkcia je konkávna, ak −f je konvexná funkcia a striktne konkávna, ak
−f je striktne konvexná.

Funkcia je teda konvexná ⇔ ∀x ∈ D(f) a ∀v ∈ IRn, t ∈ IR je funkcia g(t) = f(x+ tv)
konvexná na svojom D(f) ({t|x + tv ∈ D(f)}). Toto je ve©mi uºito£ná vlastnos´, ktorá
nám dovo©uje kontrolova´ £i je funkcia konvexná, tým ºe ju obmedzíme iba na úse£ku.

�asto je výhodné roz²íri´ konvexné funkcie na celé IRn, teda o hodnotu ∞ mimo jej
D(f). Ak je f konvexná, tak roz²írenú konvexnú funkciu de�nujeme takto:

De�nícia 2.13. (roz²írená konvexná funkcia)
Nech máme f̃ : IRn → IR ∪∞ potom:

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ D(f)

∞ x /∈ D(f)
(2.9)

Pôvodný D(f) originálnej funkcie f dostaneme z D(f̃) ako D(f) = {x|f̃(x) < ∞}.
Toto roz²írenie zjednodu²uje zápis, pretoºe nemusíme popisova´ de�ni£ný obor. Konkávne
funkcie roz²irujeme podobným spôsobom, len de�nujeme −∞ mimo ich de�ni£ný obor.

Predpokladajme, ºe f je diferencovate©ná, to znamená, ºe jej gradient ∇f existuje
v kaºdom bode D(f), ktorý je otvorený. Potom f je konvexná ⇔ D(f) je konvexná a:

f(x) ≥ f(x) +∇f(x)>(x − x), (2.10)

pre kaºdé x,x ∈ D(f).
A�nná funkcia premennej x, ktorá je zadaná ako f(x) ≥ f(x)+∇f(x)>(x− x)

je aproximácia f , Taylorovým polynómom prvého stup¬a, blízko x. Nerovnos´ (2.10) ho-
vorí, ºe pre konvexné funkcie je aproximácia Taylorovým polynómom prvého stup¬a v
skuto£nosti globálny najniº²í odhad funkcie. Opa£ne, ak je aproximácia Taylorovým poly-
nómom vºdy globálne najniº²í odhad funkcie, tak potom je funkcia konvexná.

�alej nám nerovnos´ (2.10) dokazuje asi najdôleºitej²iu vlastnos´ konvexných fun-
kcií a to, ºe z lokálnej informácie o konvexnej funkcie (t.j. funk£ná hodnota a derivácia
v bode) môºeme odvodi´ globálnu informáciu (t.j. globálny najniº²í odhad), pretoºe ke¤
∇f(x) = 0 potom ∀x ∈ D(f), f(x) ≥ f(x) a preto je x globálne minimum.
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Obr. 7: Ak je funkcia konvexná a diferencovate©ná, potom f(x) ≥ f(x) +
∇f(x)>(x − x), ∀x,x ∈ D(f)
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3 Termomechanika

3.1 Základné de�nície

Termodynamická sústava je súhrn látok v priestore ú£elne obmedzený od okolia sku-
to£nou alebo myslenou kontrolnou plochou. V sústave môºu prebieha´ termodynamické
zmeny. Rozli²ujeme sústavy:

� Uzavretú a otvorenú, kde pri uzavretej sústave je hmotnos´ prechádzajúca kontrol-
nou plochou nulová a pri otvorenej sústave nenulová.

� Izolovanú a neizolovanú, kde pri izolovanej sústave je výmena tepla Q [J] medzi
okolím a sústavou blokovaná kontrolnou plochou a u neizolovanej je výmena tepla
moºná.

� Homogénnu a heterogénnu, kde homogénna sústava je taká, pri ktorej sú vlastnosti
v²etkých £astíc sústavy rovnaké alebo sa spojito menia a heterogénna sústava je
sústava zloºená z dvoch alebo viacerých homogénnych oblastí.

Ak u sústav dochádza k deformácii kontrolnej plochy, tak sústavy môºu kona´, poprípade
spotrebováva´ prácu A [J], informácie sú £erpané z [8].

Energia [J] je to stavová veli£ina, ktorá vyjadruje schopnos´ sústavy kona´ prácu,
vykonáva´ fyzikálne, chemické £i iné zmeny a to bu¤ vo vnútri alebo vonku sústavy.
Jednotkou energie je joule [J]. Joule je práca vykonaná silou jedného newtona [N] po
dráhe jeden meter [m] v smere sily.

Tepelná energia, ozna£ovaná £asto ako vnútorná energia U [J], je stavová veli£ina,
ktorá je daná sú£tom energií neusporiadaných pohybov £astíc, molekúl alebo atómov,
z ktorých sa sústava skladá. Je dobré si pripomenú´, ºe pohyb týchto £astíc a ich vzájomné
silové pôsobenie je neusporiadané, £o je zásadný rozdiel oproti ostatným druhom energií,
ktoré sú vyvolané usporiadaným pohybom £astíc.

Teplo Q [J] je forma prenosu energie medzi sústavou s okolím a preto nie je stavovou
veli£inou. Pre odovzdávané teplo platí kalorimetrická rovnica:

Q12 = m · c · (T2 − T1), (3.1)

kde Q12 je teplo, ktoré prechádza medzi po£iato£ným bodom (1) a koncovým bodom
(2), m [kg] je hmotnos´, T1 a T2 [K] sú teploty sústavy na za£iatku a na konci sústavy
a c
[

J
kg·K

]
je merná tepelná kapacita látky.

Teplota T [K], t [°C] je stavová fyzikálna veli£ina (nie je de�novaná pomocou iných
veli£ín), ktorá vyjadruje mieru strednej energie tepelného pohybu molekúl. Pripome¬me
si, ºe poznáme rôzne druhy stupníc, z ktorých najvýznamnej²ia je Kelvinova [K] a Celziova
[°C]. Kelvinov stupe¬ je de�novaný ako 276,16-tá £as´ termodynamickej teploty trojného
bodu vody (0,01 °C). Celziov stupe¬ je de�novaný ako jedna stotina rozdielu teplôt varu
vody (100°C) a teploty tuhnutia vody (0°C) pri tlaku 101 325 [Pa].

Pri meraní teploty nesmieme zabudnú´ na jednu zrejmú skuto£nos´, a tou je nultý
zákon termodynamiky, ktorý hovorí:

Zákon 3.1. (Nultý zákon termodynamiky)
Ak sú rôzne sústavy A, B v tepelnej rovnováhe so sústavou C, potom je aj sústava A
v tepelnej rovnováhe so sústavou B.

Ak je TA = TC a TB = TC , potom TA = TB.
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Tento zákon má význam pri meraní teploty, pretoºe môºeme zvoli´ ako tretiu sústavu
²tandardizovaný teplomer, pomocou ktorého môºeme porovnáva´ teploty iných sústav
bez toho, aby boli v priamom styku.

3.2 Prenos tepla

Pre prenos tepla musí existova´ teplotný gradient alebo rozdiel teplôt, inak k prenosu tepla
nedôjde. Prenos tepla nám dáva odpovede na otázky, ako môºeme prenies´ poºadované
mnoºstvo tepla do alebo zo sústavy, a £i ho môºeme prenies´ na rozumne ve©kej ploche
v reálnom £ase.
K základným mechanizmom prenosu tepla patrí:

� vedenie tepla (cudzím slovom kondukcia)
� prúdenie (cudzím slovom konvekcia)
� ºiarenie (cudzím slovom radiácia).

Pri prenose tepla musia by´ splnené poºiadavky na zachovanie energie pre kontrolný objem
a ak sa teplota telesa alebo okolia zmení, môºeme pomocou bilancie zisti´ ako rýchlo sa
teleso ohrieva, £i ochladzuje, neº dosiahne nový rovnováºny stav s okolím. Kontrolný
objem je oblas´ priestoru ohrani£ená kontrolným povrchom, ktorým môºe prechádza´ ako
látka, tak aj energia a je �xovaný v priestore.

Uvedieme si prvý zákon termodynamiky, ktorý hovorí:

Zákon 3.2. (Prvý zákon termodynamiky)
Energia sa nestráca ani nevzniká, ale jeden druh energie sa môºe meni´ na iný druh
energie. Sú£et v²etkých energií v izolovanej sústave je kon²tantný.

Pretoºe prvý zákon termodynamiky musí by´ splnený v akomko©vek £asovom úseku,
musí by´ splnená aj rovnováha medzi mnoºstvom tepla (v [J]) preneseného medzi okolím
a telesom v ur£itom £asovom úseku. Rovnicu bilancie energií môºeme napísa´ takto:

Ein + Eg − Eout = ∆Eak [J ],

kde Eout a Ein predstavujú energie vystupujúce a vstupujúce do kontrolného objemu.
Eg je generovaná energia a Eak je energia akumulovaná v danom kontrolnom objeme.
Poprípade:

Ėin + Ėg − Ėout =
dEak
dt

[J ],

kde je v kaºdom okamihu splnená rovnováha medzi tokmi energie meranými vo [W].

Obr. 8: Kontrolný objem

Viac informácií k prenosu tepla, ako aj k termomechanike môºe £itate© získa´ z [8], odkia©
boli informácie £erpané.
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Vedenie tepla (kondukcia)
Vedenie tepla môºeme charakterizova´ ako prenos energie od £astíc s vy²²ou energiou

k £asticiam s niº²ou energiou. Tieto £astice môºu by´ ako molekuly tak aj atómy. Uvedieme
si druhý zákon termomechaniky, ktorý ¤alej vyuºívame.

Zákon 3.3. (Druhý zákon termomechaniky)
Druhý zákon termomechaniky má viacero formulácií, z nich vyberieme tie najznámej²ie,
ktoré znejú:

� nemôºeme zo sústavy neºivých látok získava´ prácu tým, ºe sústavu ochladzujeme
pod teplotu najchladnej²ej látky v okolí (Kelvinova formulácia)

� teplo nemôºe samovo©ne prechádza´ z telesa s niº²ou teplotou na teleso s vy²²ou
teplotou (Clausiusova formulácia)

� nedá sa zostroji´ periodicky pracujúci stroj, ktorý by nezpôsoboval ni£ iné, neº by
odoberal teplo zo zásobníku a konal tomuto teplu ekvivalentnú prácu (Kelvinova-
-Planckova formulácia).

Pri vedení tepla vyuºívame aj Fourierov zákon pre vedenie tepla, ktorý hovorí, ºe:

Zákon 3.4. (Fourierov zákon pre vedenie tepla)
Merný tepelný tok w [W/m2] prená²aný vedením v ur£itej látke je priamoúmerný ve©kosti
teplotného gradientu a má opa£né znamienko neº tento gradient

w = −kdT
dx

,

kde kon²tanta úmernosti k je veli£ina nazývaná tepelná vodivos´. Je to fyzikálna ve-
li£ina, ktorá vyjadruje fyzikálne vlastnosti látok. �ím vä£²iu tepelnú vodivos´ teleso má,
tým men²í kladie odpor pri presunoch tepla z jednej strany na druhú. Znamienko mínus
vyplýva z konvencie, ºe smer tepelného toku je totoºný so smerom kladnej súradnej osi.
V smere, ktorým tepelný tok �te£ie� musí teplota klesa´, aby bol splnený zákon (3.3).
dT
dx

je teplotný gradient, ktorý je v kladnom smere osi x záporný a s pouºitím znamienka
mínus je tepelný tok kladný.

Prúdenie (konvekcia)
Prenos tepla konvekciou je mechanizmus, kedy je tepelný tok prená²aný medzi povr-

chom nejakého telesa a okolitou tekutinou. Konvekcia je zloºená z dvoch mechanizmov:
� základný náhodný pohyb molekúl - difúzia, iným slovom KONdukcia
� druhý mechanizmus je objemový, makroskopický pohyb tekutiny - adVEKCIA.

Konvekcia teda vznikla superpozíciou týchto dvoch mechanizmov, £o sa prejavilo aj v názve
pohybu. Konvekcia môºe by´ ¤alej klasi�kovaná pod©a povahy prúdenia na nútenú, pri-
rodzenú a kombinovanú, ale to nie je predmetom tejto bakalárskej práce.

�iarenie (radiácia)
Z kaºdého povrchu, ktorý má teplotu vy²²iu neº 0 [K] je emitovaná energia. Zatia©

£o prenos tepla vedením £i konvekciou vyºaduje prítomnos´ hmotnej látky, ºiarenie môºe
prebieha´ aj v absolútnom vákuu. �iarenie ako také patrí k najzloºitej²ím mechanizmom
prenosu tepla. Je to dané tým, ºe kaºdý povrch, £i teleso, ktoré �vidí� iné teleso na toto
teleso emituje energiu. Výsledný radia£ný tok potom závisí od toho, ktoré teleso emituje
viacej energie a na charakteristike materiálu telesa. U ºiarenia ale nemusí plati´, ºe reálne
teplej²ie teleso emituje viac energie neº reálne chladnej²ie teleso.
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4 Analytické odvodenie v²eobecného modelu

Pri vytvorení v²eobecného modelu v tvare diferenciálnej rovnice budeme uvaºova´ ma-
teriál ako spojité prostredie so spojitým rozloºením hmoty, £o je pri makroskopickom
meradle úplne vyhovujúce a dáva spo©ahlivé výsledky. Pri odvodení modelu popisujúceho
realitu nesmieme zabudnú´, ºe fyzikálne veli£iny sú viazané v²eobecnými princípmi (zákon
zachovania energie, zákon zachovania hmoty...) a kon²titu£nými vz´ahmi, ktoré vyjadrujú
vz´ahy medzi rôznymi fyzikálnymi veli£inami (teplota a vnútorná energia materiálu, tep-
lota a tepelný tok...).

Je zrejmé, ºe funkcie a kon²tanty, ktoré popisujú fyzykálne deje majú svoje rozmery
a jednotky a ke¤ºe je v matematickej analýze rovníc jednoduch²ie pracova´ s bezrozmer-
nými veli£inami, tak tieto prevedieme lineárnou transformáciou na bezrozmerné veli£iny
s hodnotami medzi 〈0, 1〉. Napríklad teplotu T pohybujúcu sa v rozmedzí medzi 〈T0, T1〉
prevedieme lineárnou transformáciou T → (T−T0)/(T1−T0) do intervalu 〈0, 1〉. Uvedieme
si, ºe informácie k analytickému odvodeniu modelu sú £erpané z [5] a [8].

Tepelná bilancia
Ke¤ºe sa v bakalárskej práci zaoberáme optimálnym vedením tepla v ty£i tak budeme

predpoklada´, ºe máme tenkú ty£, £o znamená, ºe prierez ty£e je omnoho men²í ako d¨ºka
ty£e. Polohu bodu v ty£i ozna£íme ako x a druhou premennou bude £as t. Pre potreby
matematiky si vyjadríme teplotu ako funkciu u(x,t), ktorá popisuje teplotu ty£e v kaºdom
bode x a £ase t. Ty£ budeme predpoklada´ izolovanú na povrchu, kvôli zanedbaniu strát
tepla do okolia.

Budeme uvaºova´ ©ubovolný úsek ty£e (xa , xb) v ©ubovolnom £asovom intervale (tα, tβ)
a spravíme pre¬ tepelnú bilanciu.

Obr. 9: Predstava ty£e s pritekajúcim a odtekajúcim teplom z ty£e.

Dostaneme rovnicu:
∆E = Qa +Qb −Qf (4.1)

ktorá vychádza zo zákona (3.2). To znamená, ºe ak zanedbáme straty do okolia, tak
tepelná bilancia platí.

Zavedieme si lemmy, ktoré budeme potrebova´ v nasledujúcich rovniciach.
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Lemma 4.1. Nech spojitá veli£ina f má derivácie v intervale (xa , xb). Potom platí:

f(xb)− f(xa) =

∫ xb

xa

df

dx
(x)dx

Lemma 4.2. Nech f je spojitá veli£ina v okolí ur£itého bodu x∗. Potom platí:

lim
r→0

1

|B(x∗, r)|

∫
B(x∗,r)

f(x)dx = f(x∗),

kde B(x∗, r) je gu©a so stredom x∗ a polomerom r.

∆E � úbytok vnútornej energie v uvaºovanom úseku (xa , xb) a v uvaºovanom £asovom
okamihu (tα, tβ). ∆E je teda rozdiel tepelnej energie Etβ v £asovom okamihu tβ a energie
Etα v £asovom okamihu tα.

∆E ≡ Etβ − Etα =

∫ xb

xa

e(x, tβ)dx−
∫ xb

xa

e(x, tα)dx

�alej s vyuºitím lemmy 4.1 môºeme úbytok vnútornej energie napísa´ ako:

∆E =

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

∂e

∂t
(x, t)dt

)
dx,

kde e(x , t) je hustota vnútornej energie. Vnútorná energia sa vz´ahuje na jednotkovú d¨ºku
ty£e.

Qa ,Qb � mnoºstvo tepla , ktoré v £asovom intervale (tα, tβ) prite£ie do ty£e uvaºova-
ného úseku cez prierezy xa a xb . Teplo Qa , ktoré cez koniec xa prite£ie môºeme vyjadri´
nasledovne:

Qa =

∫ tβ

tα

w(xa, t)dt

w(xa , t) je tepelný tok, mnoºstvo tepla, ktoré prete£ie prierezom x za jednotku £asu.
Tepelný tok w(x , t) berieme ako kladný v kladnom smere osi x , a preto teplo Qb bude:

Qb =

∫ tβ

tα

−w(xb, t)dt

Tepelný tok w(x , t) má záporné znamienko, pretoºe pôsobí proti kladnému smeru osi x .
Pod©a lemmy 4.1 potom môºeme Qa + Qb prepísa´ do tvaru:

Qb +Qa =

∫ tβ

tα

(∫ xb

xa

∂w

∂x
(x, t)dx

)
dt

Qf � je známe mnoºstvo tepla, ktoré odoberáme z ty£e. Vyjadríme ho nasledovne:

Qf =

∫ tβ

tα

(∫ xb

xa

f(x, t)dx

)
dt

Teplo v ty£i môºeme odobera´ rôzne, ako sme uº spomínali v kapitole o termomechanike.
V na²om prípade si chladenie ty£e môºeme predstavi´ ako ty£ £o je obalená prstencom,
ktorým te£ie ur£itá ochladzujúca látka a kon²tantne odoberá teplo z ty£e.
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Kon²titu£né vz´ahy
�alej potrebujeme prepísa´ práve zavedené veli£iny pomocou na²ej h©adanej veli£iny u.

Pod©a vz´ahu vnútornej energie a teploty je hustota vnútornej energie e závislá na teplote
e = e(u). Túto závislos´ môºeme linearizova´, ak nebudeme uvaºova´ skupenské zmeny,

e = cu+ konst. , (4.2)

kde c je �d¨ºkové� merné teplo. Je to mnoºstvo tepla, ktoré je nutné k zvý²eniu teploty
ty£e jednotkovej d¨ºky o jednu jednotku tepla. Ak máme ty£ nekon²tantného prierezu
alebo £asti ty£e z rôznych materiálov, tak c môºe závisie´ na x. Teplo c môºe závisie´ na
teplote aj pod©a rozmedzí teplôt, ktoré modelujeme.

Zo vz´ahu tepelného toku a teploty, kde si teplotu nahradíme funkciou u(x, t) máme zo
zákona (3.4):

w = −k∂u
∂x
. (4.3)

Pripome¬me si, ºe k závisí na materiáli, priereze ty£e a £asto aj na teplote k = k(u). Vo
vz´ahu máme znamienko �mínus� kvôli teplotnému spádu. Teplo �te£ie� vºdy z miest
s vy²²ou teplotou do miest s niº²ou teplotou a sú£inite© k berieme ako kladný.

4.1 Odvodenie rovníc

Do tepelnej bilancie (4.1) dosadíme jednotlivé veli£iny a dostaneme:∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

∂e

∂t
(x, t)dt

)
dx =

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

∂w

∂x
(x, t)dt

)
dx−

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

f(x, t)dt

)
dx

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

∂e

∂t
(x, t)dt

)
dx =

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

(∂w
∂x

(x, t)− f(x, t)
)

dt

)
dx

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

(∂e
∂t

(x, t)− ∂w

∂x
(x, t) + f(x, t)

)
dt

)
dx = 0

ke¤ºe posledná rovnica platí pre ©ubovolný £asový interval a ©ubovolný úsek ty£e, tak
rovnicu vydelíme (xb − xa)(tβ − tα) a prejdeme k limite (xb − xa) → 0 a (tβ − tα) → 0,
pre jednoduchos´ zápisu nebudeme uvádza´ na £om sú veli£iny závislé.

lim
(xb−xa)→0

lim
(tβ−tα)→0

∫ xb

xa

(∫ tβ

tα

( ∂e
∂t

(xb − xa)(tβ − tα)
−

∂w
∂x

(xb − xa)(tβ − tα)

+
f

(xb − xa)(tβ − tα)

)
dt

)
dx = 0

dvakrát pouºijeme lemma 4.2 a z integrálnej rovnosti dostávame rovnos´ bodovú.

∂e

∂t
− ∂w

∂x
+ f = 0
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Za e a w z kon²titu£ných vz´ahov (4.2), (4.3) dosadíme:

∂

∂t
(cu+ konst)− ∂

∂x

(
− k(u)

∂u

∂x

)
+ f = 0

Ke¤ºe merné teplo c je na £ase nezávislé, tak môºeme písa´:

c
∂u

∂t
= − ∂

∂x

(
k(u)

∂u

∂x

)
− f

Pre homogénnu ty£ sú£inite© k nezávisí na x, takºe rovnica má tvar:

c
∂u

∂t
= −k∂

2u

∂x2
− f

Nakoniec rovnicu vydelíme c a dostávame tvar

∂u

∂t
= −κ∂

2u

∂x2
− f ∗

kde κ = k/c a f ∗ = f/c.
Pripome¬me si, ºe zdroje odvodenia rovníc boli hlavne predpoklad o spojitom popise

materiálu ako aj v²eobecne platný fyzikálny zákon zachovania energie, kde nie je moºné
model spresni´. Uvaºované kon²titu£né vz´ahy (4.2) a (4.3) sú v²ak len ur£itou lineárnou
aproximáciou závislostí. Zvolením lep²ích aproximácií kon²titu£ných vz´ahov môºeme mo-
del fyzikálneho javu zlep²i´.

�alej si pripome¬me, ºe sa jedná o rovnicu druhého stup¬a, príslu²ná kvadratická
forma tvaru Q(x, t) = x2 je semide�nitná a rovnica je preto parabolická.

4.2 Podmienky

Po£iato£né podmienky
Ak chceme modelova´ vývoj teploty v ty£i, tak musíme situáciu popísa´ v okamihu

t0, teda v okamihu, kedy za£íname dej modelova´. �asto kladieme t0 = 0. V prípade
vedenia tepla nám teda sta£í popísa´ rozloºenie teploty v po£iato£nom £ase t0 funkciou
u0(x) a zada´ po£iato£nú podmienku:

u(x, t0) = u0(x) x ∈ (a, b).

Funkciu u0(x) povaºujeme za danú.

Okrajové podmienky
V praxi sa stretávame s ty£ou kone£nej d¨ºky s dvoma koncami (a, b). Musíme preto

rovnicu doplni´ o informáciu, ktorá nám bude hovori´, £o sa na konci ty£e deje, £i ty£
zohrievame, chladíme, tepelne izolujeme apod. Túto skuto£nos´ popisujú okrajové pod-
mienky.

Uvedieme si tri základné typy, ktoré budeme formulova´ pre pravý koniec ty£e x = b
a ©avý koniec ty£e x = a.

1. Dirichletova podmienka predpisuje hodnotu teploty u na za£iatku, konci ty£e:

u(a, t) = ua(t), ²peciálne u(a, t) = 0 pre t > t0 ,

u(b, t) = ub(t), ²peciálne u(b, t) = 0 pre t > t0 ,
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kde ua, ub sú dané funkcie, ktoré môºu by´ jednak kon²tantné a jednak sa môºu
meni´ s £asom ua = ua(t), ub = ub(t).
Fyzikálne si túto podmienku môºeme predstavi´ ako dobre tepelne vodivý kontakt
ty£e s telesom s predpísanou teplotou a ve©kou tepelnou kapacitou, aby výmena
tepla medzi telesom a ty£ou túto teplotu neovplyvnila. �asto sa uvádza koniec ty£e
ponorený do zmesi vody a ©adu ua = 0°C,ub = 0°C alebo do vriacej vody, kde
ua = 100°C,ub = 100°C. Ponúka sa nám aj iná predstava, napr. automatického
termostatu, ktorý udrºuje teplotu na konci ty£e kon²tantnú. Ty£ za£ne zohrieva´,
ak by mala teplota klesa´, alebo ochladzova´, ak by mala teplota stúpa´.

2. Neumannova podmienka predpisuje hodnotu tepelného toku na koncoch ty£e:

∂u

∂x
(a, t) = −ga(t), ²peciálne

∂u

∂x
(a, t) = 0 pre t > t0 ,

∂u

∂x
(b, t) = gb(t), ²peciálne

∂u

∂x
(b, t) = 0 pre t > t0 ,

kde g je daná funkcia. Skuto£ne, pod©a Fourierovho zákonu (3.4) teplotný gradient
je priamoúmerný tepelnému toku w. Vynásobením podmienky £íslom −k dostneme:

w(a, t) = −k∂u
∂x

(a, t) = −k(−1)ga(t) = kga(t) = wa(t) ,

w(b, t) = −k∂u
∂x

(b, t) = −kgb(t) = wb(t) .

Prípady:
∂u

∂x
(a, t) = 0,

∂u

∂x
(b, t) = 0 ,

popisujú situáciu, kedy sú konce ty£e tepelne izolované. V prípade ga(t) > 0 je
koniec ty£e xa zahrievaný s tepelným výkonom kg(t) a tepelný tok kladný, pretoºe
teplo do ty£e vstupuje. Pre gb(t) > 0 je koniec xb zahrievaný s tepelným výkonom
−kg(t) a tepelný tok je záporný, pretoºe teplo do ty£e vstupuje. Ak by bolo ga(t) < 0,
gb(t) < 0 tak by sa konce ty£e ochladzovali a tepelné toky by mali opa£né znamienka.

3. Newtonova podmienka je kombináciou dvoch predo²lých podmienok:

∂u

∂x
(a, t) + µ(t)u(a, t) = −ga(t) pre t > t0 ,

∂u

∂x
(b, t) + µ(t)u(b, t) = gb(t) pre t > t0 ,

kde µ, ga a gb sú dané funkcie. Tepelný tok tu závisí na teplote. Podmienka vznikla
zov²eobecnením situácie, kedy koniec ty£e s teplotou u(a, t), poprípade u(b, t) sa
nachádza v prostredí so známou teplotou ua(t), poprípade ub(t). Tepelný tok tak
závisí na rozdieli teplôt vynásobený kon²tantou prechodovej vodivosti k0:

w(a, t) = −k∂u
∂x

(a, t) = k0(ua(t)− u(a, t)) ,

w(b, t) = −k∂u
∂x

(b, t) = k0(ub(t)− u(b, t)) .

Skuto£ne, ke¤ je koniec ty£e xa chladnej²í neº okolie, tzn. ua(t) > u(a, t), teplo te£ie
do ty£e w(a, t) > 0 a gradient ∂u

∂x
(a, t) > 0. Ak je koniec ty£e xb chladnej²í neº okolie,
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tzn. ub(t) > u(b, t) tak opä´ teplo te£ie do ty£e w(b, t) < 0 a gradient ∂u
∂x

(b, t) < 0.
V opa£nom prípade, tzn. ua(t) < u(a, t), ub(t) < u(b, t) teplo vyteká z ty£e von do
okolia a w(a, t) < 0, w(b, t) > 0 a ∂u

∂x
(a, t) < 0,∂u

∂x
(b, t) > 0.

V²etky tri podmienky sa dajú súhrnne zapísa´ do jednej s parametrami α, β, g(t) :

αa
∂u

∂x
(a, t) + βa(a, t) = −ga(t) ,

αb
∂u

∂x
(b, t) + βb(b, t) = gb(t) .

Skuto£ne volbou α = 0 a β = 1 máme Dirichletovu podmienku, pre α = 1 , β = 0 máme
Neumannovu a pre α = 1 , β > 0 máme podmienku Newtonovu.
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5 Numerické rie²enie okrajového problému

Ukázali sme si, ako sa s modelom pracuje analyticky a teraz si ukáºeme ako rie²i´ oby£ajné
diferenciálne rovnice (ODR) numericky. Je zrejmé, ºe ur£i´ rie²enie sa dá nielen s pomocou
po£iato£nej podmienky(PP) ale aj okrajových podmienok(OP), ktorým sa budeme viac
venova´. OP na rozdiel od PP nemusia ma´ rie²enie, poprípade môºu ma´ nekone£ne ve©a
rie²ení. Predstavme si napríklad rovnicu:

∂2u

∂x2
+ 25u = 0

Rie²enie charakteristického polynómu predpokladáme v tvare:

λ = α + βi

Rie²enie y predpokladajme v tvare:

u = eαx(c1cos(βx) + c2sin(βx))

Vyrie²ime charakteristický polynóm:

λ2 + 25 = 0

λ = ±5i

Odtia©:
u = (c1cos(5x) + c2sin(5x))

Ak si predpí²eme okrajové podmienky ako u(0) = 0 a u(π) = 1 tak:

u(0) = 0 = c1 · cos(0) + c2 · sin(0)

u(0) = 0 = c1 · 1 + c2 · 0 odtia© vidíme, ºe c1 = 0 aby rovnica platila
u(π) = 1 = 0 · cos(5π) + c2 · sin(5π)

u(π) = 1 = 0 · (−1) + c2 · 0,

odtia© vidíme, ºe nech je c2 akéko©vek, rovnica rie²enie ma´ nebude.
Ak si predpí²eme okrajové podmienky ako u(0) = 0 a u(π) = 0 tak:

u(0) = 0 = c1 · cos(0) + c2 · sin(0)

u(0) = 0 = c1 · 1 + c2 · 0 aby rovnica platila, c1 = 0

u(π) = 0 = 0 · cos(5π) + c2 · sin(5π)

u(π) = 0 = 0 · (−1) + c2 · 0,

odtia© vidíme, ºe rovnica má nekone£ne ve©a rie²ení.
A na záver, ak si predpí²eme okrajové podmienky ako u(0) = 0 a u

(
π
2

)
= 1 tak:

u(0) = 0 = c1 · cos(0) + c2 · sin(0)

u(0) = 0 = c1 · 1 + c2 · 0 pre c1 = 0 rovnica platí

u
(π

2

)
= 1 = 0 · cos

(
5π

2

)
+ c2 · sin

(
5π

2

)
u
(π

2

)
= 1 = 0 · 0 + c2 · 1,

odtia© vidíme, ºe rovnica má práve jedno rie²enie u = 1 · sin(x)a to pre c2 = 1.
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5.1 Diferen£ná metóda

V na²ej bakalárskej práci pracujeme so stacionárnou parciálnou diferenciálnou rovnicou
(PDR) v 1D, ktorú prevedieme na ODR2 a na výpo£et pouºijeme diferen£nú metódu.
Bliº²ie informácie k diferen£nej metóde a numerickému rie²eniu okrajového problému môºe
£itate© nájs´ v [2], odkia© boli informácie pre celú kapitolu £erpané.
Predpokladáme rovnicu:

−
∂
[
k(x)∂u(x)

∂x

]
∂x

+ q(x)u(x) = f(x), kde x ∈ (0, l) (5.1)

S dvomi Dirichichletovými podmienkami:

u(0) = g0 (5.2)
u(l) = gl (5.3)

�alej budeme predpoklada´, ºe k(x), ∂k(x)
∂x

, q(x) a f(x) sú spojité a k(x) > 0, q(x) ≥ 0.
u(x) nám vyjadruje teplotu, k(x) predstavuje koe�cient tepelnej vodivosti, q(x) je ko-
e�cient, ktorý vyjadruje prestup tepla povrchom ty£e do okolia, f(x) nám predstavuje
intenzitu vnútorných tepelných zdrojov, chladi£ov a g0 a gl sú teploty v koncových bo-
doch ty£e.

Diferen£ná metóda je jednoduchá diskretiza£ná metóda, ktorá sa pouºíva na rie²enie
jednodimenzionálnych okrajových úloh. Uvaºujme interval 〈0, l〉, ktorý nadelíme pre jed-
noduchos´ ekvidi²tantne, takºe hi = h = l

N
a xi = ih a i = 0, 1, 2, ..., N . Body xi nazveme

uzly a mnoºinu {x0, x1, ..., xN} nazveme sie´, a preto sa diferen£ná metóda niekedy ozna-
£uje aj ako metóda sietí. Splnenie rovnice (5.1) budeme vyºadova´ vo v²etkých vnútorných
uzloch siete, teda:

−
∂
[
k(xi)

∂u(xi)
∂x

]
∂x

+ q(xi)u(xi) = f(xi) kde i = 1, 2, 3, ..., N − 1 (5.4)

�len −
∂
[
k(xi)

∂u(xi)

∂x

]
∂x

nahradíme diferen£ným podielom. Pre prípad ºe koe�cient tepelnej
vodivosti je kon²tantný (k(x) = kon²t.), koe�cient prestupu tepla z povrchu ty£e do
okolia nulový (q(x) = 0) a s vyuºitím vzorca na výpo£et druhej centrálnej diferencie

∂2u(xi)

∂x2
=
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+O(h2)

z (5.4) dostaneme pre aproximáciu U(xi)
1 z hodnôt u(xi) sústavu rovníc:

−kU(xi+1)− 2U(xi) + U(xi−1)

h2
= f(xi) pre i = 1, 2, ..., N − 1 (5.5)

Z okrajových podmienok máme:

U0 = g0 (5.6)
Ul = gl (5.7)

1Je dôleºité pripomenú´, ºe U(x) nám neozna£uje vnútornú energiu ako to bolo v kapitole 3.1, ale
ozna£uje nám aproximáciu teplotnej funkcie u(x)
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Ozna£íme si:

Ũ = (U0, U1, ..., UN−1, UN)>

F̃ = (f0, f1, ..., fN−1, fN)>

K̃N+1,N+1 =
1

h2



2k −k 0 . . . 0 0
−k 2k −k . . . 0 0
0 −k 2k . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 2k −k
0 0 0 . . . −k 2k


Zostavíme sústavu lineárnych rovníc:

K̃Ũ = F̃ ,

ke¤ºe ale U0 a Ul po£íta´ nemusíme, tak nám sta£í vygenerova´ men²iu maticu KN−1,N−1
a £len −kg0

h2
, −kgl

h2
previes´ na pravú stranu. Takºe dostaneme:

U = (U1, ..., UN−1)
>

F =

(
f1 +

kg0
h2

, ..., fN−1 +
kgl
h2

)>

KN−1,N−1 =
1

h2



2k −k 0 . . . 0 0
−k 2k −k . . . 0 0
0 −k 2k . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 2k −k
0 0 0 . . . −k 2k


Neznáme U1, ..., UN−1 dostaneme ako rie²enie sústavy lineárnych rovníc

KU = F . (5.8)

Pre k(x) > 0, q(x) = 0 môºno dokáza´, ºe matica K je pozitívne de�nitná, a preto
regulárna. Preto má sústava (5.8) jediné rie²enie, ktoré môºeme efektívne ur£i´ napríklad
Gaussovou elimina£nou metódou.
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6 Matlab

Meno MATLAB je skratka pre matrix laboratory, £erpané z [7], [12], [13]. Je to vysokový-
konný jazyk pouºívaný prevaºne na technické výpo£ty, ktorý sa do dne²nej podoby dostal
v priebehu nieko©kých rokov a prispelo k tomu viacero uºívate©ov. MATLAB pozostáva
zo ²peci�ckých rie²i£ov zvaných toolboxy (nástroje). Toolboxy sú komplexné kolekcie mat-
labovských funkcií, ktoré rie²ia ²peci�cké oblasti problémov, ako napríklad spracovanie
signálu, neutrálne siete, fuzzy logika, simulácie a mnohé ¤al²ie, medzi nimi je aj optima-
liza£ný toolbox, ktorý budeme vyuºíva´ aj my v na²ej bakalárskej práci. Tento toolbox
obsahuje algoritmy pouºívané pre ²tandardné úlohy, ale aj úlohy ve©kého rozsahu, rie²i
úlohy spojité i diskrétne, obmedzené aj neobmedzené, lineáne, nelineárne, viackriteriálne
a mnohé ¤al²ie.

V na²ej bakalárskej práci budeme vyuºíva´ funkciu FMINCON, ktorá h©adá minimum
problémov de�novaných ako:

min
x
f(x) tak ºe



c(x) ≤ 0

ceq(x) = 0

A · x ≤ b

Aeq · x = beq

lb ≤ x ≤ ub,

kde b a beq sú vektory, A a Aeq sú matice, c(x) a ceq(x) sú funkcie ktoré vracajú vektor
a f(x) je funkcia, ktorá vracia skalár. f(x), c(x), ceq(x) môºu by´ aj nelineárne funkcie
a lb,ub,x môºy by´ bu¤ vektory alebo matice.
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7 Rie²ený projekt

Problém, ktorý rie²ime a ktorého teóriou sme sa doteraz zaoberali, je problém optimálneho
chladenia ty£e. Predstava je znázornená na obrázku (9), kde Q(f) je teplo, ktoré z ty£e
odoberáme vztiahnuté na jednotku £asu. Odoberanie realizujeme ²tyrmi chladi£mi, ktoré
kon²tantne odoberajú z ty£e teplo (viz. obr. 10). Tieto ²tyri chladi£e chladia celú d¨ºku
ty£e, kaºdý v ur£itom úseku. Ak by sme si chceli tento problém reálne vizualizova´, tak
by sme si chladi£e mohli predstavi´ ako ²tyri prstence, ktoré môºu meni´ teplotu, a tak
ty£ ochladzova´.

Obr. 10: Predstava ty£e so ²tyrmi chladi£mi

Ty£ sme ekvidi²tantne nadelili na 1000 dielikov a numericky rie²ili pod©a kapitoly 5,
kde ako okrajové podmienky sme brali podmienky Dirichletove a konkrétne U0 = g0 =
50°C a Ul = gl = 60°C. Ako ú£elovú funkciu sme zvolili funkciu cenovú, ktorú sme
obmie¬ali:

z1 = cena · (f1 · 0, 3 + f2 · 0, 2 + f3 · 0, 2 + f4 · 0, 3), (7.1)

z2 = cena · (f 2
1 · 0, 3 + f 2

2 · 0, 2 + f 2
3 · 0, 2 + f 2

4 · 0, 3), (7.2)

z3 = cena · (|f1| · 0, 3 + |f2| · 0, 2 + |f3| · 0, 2 + |f4| · 0, 3), (7.3)

kde cena nám predstavuje, ko©ko stojí jedna jednotka odobraného tepla (my sme si cenu
ur£ili, ºe bude jednotková) a funkcie f1, f2, f3, f4 vynásobené d¨ºkou intervalu nám pred-
stavujú vplyv daného chladi£a na konkrétnom intervale, na ktorom pôsobí. Vodivos´ na²ej
ty£e sme brali kon²tantnú 1 [ W

m°C
]. Obmedzenie, ktoré sme pouºívali pri minimalizácii ú£e-

lovej funkcie je teplotné a znie:

U(300 : 700) ≤ Tmax. (7.4)

Toto obmedzenie nám hovorí, ºe chceme, aby teplota ty£e na intervale 〈0, 3; 0, 7〉 bola
men²ia ako nami zvolená maximálna teplota (v na²om prípade je Tmax = 25°C ). Tento
príklad sme minimalizovali pomocou funkcie FMINCON.
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Výsledky, ktoré sme dostali môºeme vidie´ v tabu©ke (1), kde riadky z1, z2, z3 predstavujú
jednotlivé ú£elové funkcie (7.1, 7.2, 7.3), f1, ..., f4 predstavujú jednotlivé vplyvy chladi£ov
a t je £as [s], ktorý potrebovali jednotlivé ú£elové funkcie k výpo£tu.

Tabu©ka 1: Výsledky výpo£tov s jedným obmedzením

f1 f2 f3 f4 z t
z1 −9, 596 · 1019 7, 237 · 1019 7, 248 · 1019 −9, 716 · 1019 −2, 897 · 1019 23,207624
z2 115,536 297,303 430,634 247,655 7, 717 · 104 2,805096
z3 0,121 335,772 663,984 0,204 200,049 36,265741

Grafy jednotlivých rie²ení vyzerajú nasledovne:

Graf 1: Graf pre z1

Z grafu vidíme, ºe pre z1 je fyzikálne nemôºné dosiahnu´ dané teploty, preto sme pre²li
k minimalizácii z2, z3, ktorých graf vyzerá nasledovne:
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Graf 2: Graf pre z2 a z3

K problému sme pridali ¤al²ie obmedzenie, tvaru:

f1, f2, f3, f4 ≥ 0 (7.5)

ktoré nám vyjadruje nezápornos´ chladi£ov, resp. vyjadruje, ºe chladi£e môºu iba chladi´,
nie zohrieva´ ty£. Výsledky môºeme vidie´ v tabu©ke (2).

Tabu©ka 2: Výsledky výpo£tov s dvomi obmedzeniami

f1 f2 f3 f4 z t
z1 0,000 335,833 664,167 0,000 200,000 9,135521
z2 115,536 297,303 430,634 247,655 7.717 · 104 2,751268
z3 0,000 335,833 664,167 0,000 200,000 9,159472
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Graf rie²ení s pridaným obmedzením vyzerá nasledovne:

Graf 3: Graf pre z1,z2,z3 s pridaným obmedzením

Pozorujeme aj zmeny vo vývoji chladenia, pri zmenení teplotnej vodivosti k. Vodi-
vos´ najprv výrazne zvý²ime (k = 1000) a predpokladáme, ºe budeme musie´ odobera´
podstatne viac tepla, výsledky sú v tabu©ke (3) a grafe (4). Vodivos´ potom výrazne zní-
ºime (k = 0, 001) a predpokladáme, ºe budeme musie´ odobera´ podstatne menej tepla,
výsledky sú zaznamenané v grafe (5) a tabu©ke (4).

Tabu©ka 3: Výsledky chladenia pre vysokú vodivos´

f1 f2 f3 f4 z t
z1 0, 859 · 105 3, 133 · 105 3, 663 · 105 3, 891 · 105 2, 784 · 105 4,916978
z2 1, 155 · 105 2, 973 · 105 4, 306 · 105 2, 477 · 105 7, 7170 · 1010 4,898679
z3 0, 859 · 105 3, 133 · 105 3, 663 · 105 3, 891 · 105 2, 784 · 105 4,944234
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Graf 4: Graf z1,z2,z3 pre vysokú tepelnú vodivos´

Graf 5: Gra fz1,z2,z3 pre nízku tepelnú vodivos´
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Tabu©ka 4: Výsledky chladenia pre nízku vodivos´

f1 f2 f3 f4 z t
z1 0,000 0,336 0,664 0,000 0,200 2,775520
z2 0,116 0,297 0,431 0,248 0,077 2,753064
z3 0,000 0,336 0,664 0,000 0,200 3,064981
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8 Záver

V bakalárskej práci sme rie²ili problém optimálneho chladenia ty£e, vzh©adom k nákla-
dom s tým spojenými. Ty£ sme kon²tantne chladili ²tyrmi chladi£mi, kaºdý na inom
d¨ºkovom intervale a minimalizovali sme náklady spojené s chladením tak, aby teplota
ty£e v ur£itom intervale nepresiahla maximálnu povolenú teplotu. Zhotovili sme si model
okrajového problému s Dirichletovými okrajovými podmienkami, ktorý sme numericky
rie²ili diferen£nou metódou, kde sme si druhú deriváciu teplotnej funkcie aproximovali
druhou centrálnou diferenciou.

Ke¤ºe je tento typ diferenciálnych rovníc lineárny, tak mnoºinu prípustných rie²ení
popí²eme ako mnoºinu, kde rie²enia sp¨¬ajú teplotnú podmienku z obmedzenia a z týchto
rie²ení potom h©adáme také, ktoré nadobúda najniº²iu hodnotu ú£elovej funkcie.

V modeli sme pouºívali tri typy ú£elových funkcií, aby sme mohli porovnáva´ roz-
diely a rýchlos´ výpo£tu. Prvá - z1, nám vyjadruje váºený sú£et hodnôt chladení (pri-
pome¬me si, ºe záporné chladenie znamená zahrievanie). Druhá - z2, predstavuje váºený
sú£et kvadrátov chladiacich funkcií. Tretia - z3, nám vyjadruje váºený sú£et absolútnych
hodnôt chladiacich funkcií. Ako váhy sme zobrali ve©kosti intervalov, na ktorých chladi£e
pôsobia.

Z prvej ú£elovej funkcie sme zistili, ºe rie²enie problému existuje aj pre fyzikálne nein-
terpretovate©né výsledky a ºe zohrievaním ty£e by sme generovali zisk. Pre z2 sme dostali
pekné výsledky, kde cena je závislá na kvadrátoch funkcií chladení a rýchlos´ výpo£tu
je podstatne niº²ia neº u z3. Naopak u z3 sme dostali priamo cenu v tvare, v akom ju
poºadujeme, ale rýchlos´ výpo£tu je podstatne dlh²ia, £o sa ukazuje by´ problémom pri
komplexnej²ích a vä£²ích úlohách.

Aby sme predi²li fyzikálne nezmyselným výsledkom ako tomu bolo v prvej minimali-
zácii, tak sme k problému pridali ¤al²ie obmedzenie, ktoré nám lep²ie vymedzilo oblas´
prípustných rie²ení h©adaných chladiacich funkcií a ktoré hovorí, ºe chladi£e nemôºu ty£
zohrieva´. Je pekne vidie´, ºe pre z1 a z3 sme na²li rovnaké optimálne rie²enie, kde z3 je
prakticky rovnaké ako v prípade bez pridaného obmedzenia a z2 je totoºné s výsledkom
z predo²lého prípadu. Z toho môºeme usudzova´, ºe pri kvadrátoch alebo absolútnych
hodnotách funkcií chladenia môºeme vybra´ optimálne rie²enie z celej oblasti IR4, kdeºto
pre z1 je mnoºina prípustných rie²ení orezaná ¤al²ím pridaným obmedzením.

Ako posledný sme skúmali vplyv tepelnej vodivosti na ve©kos´ chladenia. Overili a po-
tvrdili sme si predpoklady, ºe pri ve©kej tepelnej vodivosti nám ty£ rýchlej²ie vedie teplo
z okrajov ty£e do jeho stredu a z tohto dôvodu musíme chladi£mi odvádza´ viac tepla,
aby sme ty£ ochladili na poºadovanú teplotu. Pri nízkej tepelnej vodivosti sme si zase
potvrdili, ºe ty£ je lep²ím �izolantom�, ºe pomal²ie vedie teplo, a tak nám sta£í odvádza´
z ty£e menej tepla.

Do budúcna by bolo ur£ite zaujímavé zaobera´ sa hlb²ou analýzou mnoºiny prípust-
ných rie²ení, poprípade si rozobra´ problém vedenia ty£e s nekon²tantnou tepelnou vodi-
vos´ou, alebo ty£e zloºenej z viacerých materiálov.

Úlohu sme rie²ili matlabovskou funkciou FMINCON, ktorá pouºívala sqp algoritmus
na samotné rie²enie.
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Zoznam príloh

CD s matematickým modelom programu.

Zdrojový kód modelu

%% bakalarska prca
format long
clc;
clear;

%% model tyce
a=0; % pociatocny bod siete
b=1; % koncovy bod siete
n=[300;500;700;1000]; % pocet dielikov
h=(b-a)/n(4); % velkost dielika
x=a:h:b; % siet bodov
k=1; % parameter tepelnej vodivosti tyce
% k=1000;
% k=0.001;
%% konstanty a premenne
cena = 1;
Tmax = 25; % maximalna mozno teplota v tyci

%% okrajove podmienky urcujuce teplotu na krajoch tyce
op = [50 60];
%% priprava trojuholnikovej matice
ud(1:(n(4)-2))=-k;
ld(1:(n(4)-2))=-k;
d(1:(n(4)-1))=2*k;

%% matica pre vypocet u
K=(1/(h*h)).*(diag(d)+diag(ud,1)+diag(ld,-1));
CONDK = cond(K)

%% Optimalizacia

NonLinOmez2 = @(f) NonLinOmez(f,K,Tmax,k,h,n,op,x);
minfun2 = @(f) minfun(f,n,cena,h);

options = optimoptions('fmincon','Display','iter','Algorithm','sqp');
tic
[teplo_odoberane, cena] = fmincon(minfun2,[0 0 0 0],[],[],[],[],...
[0 0 0 0],[],NonLinOmez2, options)
toc



Zdrojový kód ú£elovej funkcie
function [z] = minfun(f,n,cena,h)
z = cena*( abs(f(1))*0.3 + abs(f(2))*0.2 + abs(f(3))*0.2 + abs(f(4))*0.3 );
% z = cena*( (f(1).^2)*0.3 + (f(2).^2)*0.2 + (f(3).^2)*0.2 + (f(4).^2)*0.3 );
% z = cena*( f(1)*0.3 + f(2)*0.2 + f(3)*0.2 + f(4)*0.3 );
end

Zdrojový kód obmedzenia
%% obmedzenie

function [c,ceq,f]= NonLinOmez(f,K,Tmax,k,h,n,op,x)

for i=1:n(4)-1
if i<=n(1)
F(i,1)= -f(1);
end;
if (i>n(1)) && (i<= n(2))
F(i,1)= -f(2);
end;
if (i>n(2)) && (i<= n(3))
F(i,1)= -f(3);
end;
if (i>n(3))
F(i,1)= -f(4);
end;
if i==1
F(i,1)=F(i,1) + ((1/(h*h)) * k * op(1,1));
end;
if i==n(4)-1
F(i,1)=F(i,1) + ((1/(h*h)) * k * op(1,2));
end;
end;
U=K\F;
c = U(300:700) - Tmax;
u=[op(1,1); U; op(1,2)];

%% vykreslenie grafu
save('data_abs4.mat','u');

y = Tmax*[ones(1,length(x))];
plot(x,u','green',x,y,'red')
legend('Teplotné rie²enie pre ú£elovú funkciu z_{3}','Teplotné obmedzenie')
xlabel('D¨ºka ty£e [m]')
ylabel('Teplota ty£e [°C]')
ceq = [];
end


