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Abstrakt

Tato préace se zabyva ptfevodem trojihelnikovych polygonalnich 3D siti na 3D spline plochy,
s vyuzitim spektralni analyzy. Zpracovavanou sit’ rozd¢lime pomoci vlastnich vektori
Laplaceova operatoru na ctytuhelnikové oblasti. Ty budou tvofit jednotlivé spline plochy.
Predvedeme nékteré zajimavé vysledky ziskané pomoci této metody a provedeme
zhodnoceni jejich klada a zapori.
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Abstract

In this work we deal with conversion of 3D triagonal polygonal meshes to the 3D spline
patches using spectral analysis. The converted mesh is divided into quadrilaterals using
eigenvectors of Laplacian operator. These quadrilaterals will be converted into spline
patches. We will present some interesting results of this method. The assets and
imperfections of this method will be briefly discussed.
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1  Uvod

V soucasné dob¢, jsou v mnoha oborech ziskavana trojrozmérna data, které je tieba
vizualizovat. Napft. ve zdravotnictvi,v inZenyrském modelovani, laserové scany nebo satelitni
data o povrchu Zem¢.

Z prvotnich ziskanych dat, 1ze naptiklad metodou marching cubes, ziskat
trojuhelnikovou polygonalni 3D sit. Polygonalni sité, zvlasteé ty, které jsou ziskany
skenovanim, ¢asto vykazuji nedostatky. Maji nedostatecné rozliSeni nebo obsahuji nevhodné
tvarované elementy. Proto tyto sité je tieba dale zpracovat, predevsim model vyhladit a
pfitom zachovat jeho podstatné vlastnosti, jako zachovani tvarovych detailli a objemu.

Cilem tohoto diplomového projektu bylo vyzkouset dalsi zpracovani takového
modelu pfevodem na model tvofeny spline plochami. K tomuto ucelu je vhodné nejprve
ptrevést ptivodni trojuhelnikovou sit’ na sit’ tvofenou ¢tyfuhelnikovymi oblastmi, které by se
meély blizit ¢tverciim (tj. ptiblizné stejna délka stran a vnitini thly pfiblizn€¢ 90°). K tomuto
ucelu je vhodné pouzit novou metodu [2] vyuzivajici vlastnosti vlastnich vektorii Laplaceova
operatoru k definovani skaldrniho pole na povrchu sité, viz obr. 1. Toto pole je analyzovéano
pomoci Morsovy teorie. Pro vyslednou kvalitu spline ploch je obzvlasté dilezité, aby
rozdéleni Ctyitthelnikl bylo velice kvalitni. Z téchto ¢tyfuhelnikovych oblasti ziskdme
dal$imi metodami vysledné spline plochy.

Obrazek 1: Vlastni pole Laplaceova operatoru a z ného ziskany Morsiiv-Smaliv komplex. Pfevzato z [2].



2 Rozbor

Dalsi zpracovani trojuhelnikovych polygonalnich 3D siti mtize probihat n¢kolika zptsoby.
Pti dal§im zpracovani mizeme pouZzit n€kterou z metod déleni nebo prevést model na 3D
spline plochy. Zakladem ptevodu trojuhelnikovych polygonalnich 3D siti na 3D spline
plochy je rozd€leni modelu na ¢asti, které budou reprezentovat jednotlivé spline plochy.
Toho mtizeme docilit n€kolika zpiisoby, napft. rozdélit model podle ostrych hran na povrchu,
spojovat trojihelniky do vétSich oblasti nebo vyuzit spektralni analyzy.

Pti rozdé€lovani sité na ¢tyithelnikové oblasti pozadujeme, aby tato oblasti byly
opravdu ¢tyfuhelnikové a také chceme, aby byly co nejlépe tvarovany. To samoziejmée zavisi
na volbé funkce f:V— R, jenz ma pfifadit kazdému vrcholu sité skalarni hodnotu. Tuto
funkeci ziskdme z vlastnich vektorii Laplaceovy matice L. Vlastni hodnoty
A, =0<1, <A, <...< A4, Lvytvaii spektrum sité¢ a odpovidajici vlastni vektory ey, e, €3,

..., €y L definuji po ¢astech linearni funkci pies sit' M s postupné rostouci frekvenci.

K rozdéleni modelu na Etytuhelnikovy zéklad vyuZzijeme Morsovu teorii. Morsova
teorie se zabyva analyzou sit€¢ a pomtize nam klasifikovat vrcholy sit¢ na minima, maxima a
sedla, pomoci pfedem piidélenych jedinecnych skaldrnich hodnot vrcholiim. Po dopocitani
hodnot vrcholil a jejich klasifikaci, miizeme vytvaret tzv. Morstiv-Smaliv komplex. Ten ndm
model rozdéli do oblasti. Jelikoz Morstiv-Smaliv komplex bude obsahovat nedostatky,
zpusobené numerickym vypoctem, budeme muset provést jeho optimalizace. Z
optimalizovaného Morsova-Smalova komplexu vytvotime quasi-dual komplex, jenz ndm sit’
rozd¢li na pozadované ctyfuhelnikové oblasti. Tyto ¢tyithelnikové oblasti jiz budeme moci
povazovat za zaklad spline ploch.

V poslednim kroku dopocitame pro kazdou spline plochu sit’ interpolacnich bodd, tj.
bodii lezicich na povrchu modelu.



3  Teoreticky popis metody

3.1 Spektralni analyza sité

Diskrétni Laplaceiiv operator po ¢astech linedrni funkce ptes trojihelnikovou sit’ je dan
vztahem:

Af, = Zwij(fj _fz)

JeN;

kde N; je mnoZina vrcholt pfiléhajicich k vrcholu i a wj; je skalarni hodnota pridélend hrané
(1, j)- Hodnota w;; je dana vztahem:

w, = %(cot @, + cot ,B[j),

Kde hodnoty «; a £, jsou uhly naproti hrané (i, j). Jestlize reprezentujeme funkci f

sloupcem vektora jeho hodnot na vsech jeho vrcholech f = [ fifsoof, ]T , mizeme
preformulovat Laplacetiv operator jako matici

Af =-Lf

kde je tato matice L je definovana jako

Z w, Jestlizei=j,
k
L, =9 —w; jestlize (i, ]) je hrana sit&¢ M,
0 jinak.

Vlastni hodnoty 4, =0< A4, <4, <...< A, L vytvaii spektrum sité a odpovidajici
vlastni vektory ey, e, €3, ..., €, L definuji po castech linedrni funkci pies sit’ M s postupné
rostouci frekvenci. Tyto funkce jsou vlastni funkce Laplaceova operatoru dané sité.

Vlastni funkce Laplaceova operatoru reprezentuji prirozené harmonické kmitani
tvaru, fyzicky to jsou mody kmitani povrchu. Pro rovinnou mtizku jsou vlastni vektory L
zékladnimi funkcemi diskrétni cosinovy transformace (obrazek 2).



Obrazek 2: 8 prvnich nekonstantnich vlastnich funkei pfes rovinnou miizku 15x15 Pfevzato z [2].

Pro vytvoteni dobte tvarovaného ¢tyifuhelnikového zakladu, maji vlastni funkce
Laplaceova operatoru nékolik velice dulezitych vlastnosti. Jejich kritické body jsou na
povrchu modelu vhodné rovnomérné rozmistény, minima a maxima jsou prokladany
takovymi cestami, ze mnohamocné vrcholy jsou velice vzacné, a vicendsobna sedla se témet
nikdy nevyskytuji. Tyto vlastnosti prakticky zaru€uji, ze mimoiadné body se mohou
vyskytnout pouze v extrému. Bez téchto vlastnosti by Morstiv-Smaltiv komplex mohl
vytvoftit velice nekvalitni ¢tyitihelnikovy zaklad. Dalsi dtilezitou vlastnosti vlastnich funkci
je také to, ze se vyskytuji v fadu s rostoucim kmitoctem a tudiz s rostoucim poctem
kritickych bodi. Z toho plyne, Ze pocet uzlovych domén vlastni funkce s vlastni hodnotou A,

je nejvice k. Diky této vlastnosti je relativn€ jednoduché urcit, ktery vlastni vektor zvolit pro
urceni funkce f. Proto nam také staci spocitat prvnich 40 — 160 vlastnich vektori (obr. 3).
Podle toho, jak je zpracovavany model velky a jak tvarovany. Tohoto se da také vyuzit pti
vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektori, ktery je velice Casoveé narocny, a pii volbé
algoritmu vybrat takovy, ktery ndm opravdu umozni spocitat pouze prvnich k vlastnich
hodnot.

10 20

Obrazek 3: Ukazuje prstenec a jeho vlastni pole,
pro jeho 10. a 20. vlastni vektor. Pievzato z [2].
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3.2 Vilastni ¢isla a vlastni vektory

Komplexni ¢islo A nazyvame vlastnim ¢islem ¢tvercové matice A typu (n*n) , existuje-li
nenulovy vektor X takovy, ze

A-X=\-X.

Takovy vektor X se nazyva vlastnim vektorem matice A odpovidajicim vlastnimu
Cislu A . Vlastni vektor neni ur€en jednoznacné, vzdy je jich nekoneéné mnoho. Vlastni ¢isla
matice A lze ziskat feSenim tzv. charakteristické rovnice matice A :

det (A-AE)=0.
Vlastni vektory pak lze urcit feSenim homogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic
(A-LE)-X=0.

Matice A ma vlastni ¢islo 0, prave kdyz je singularni. Naopak, nula neni vlastnim
&islem matice A, pravé kdyz A je regularni. Existuje-li inverzni matice A", je A vlastnim
&islem matice A pravé kdyz 1/A je vlastnim &islem matice A", Vlastni vektory matice A
odpovidajici vlastnimu &islu A a vlastni vektory matice A~ odpovidajici vlastnimu &islu 1/A
jsou stejné. Je-li A vlastnim &islem matice A a X je piislusny vlastni vektor, pak A” je
vlastnim &islem matice A® a X je opé&t piislusnym vlastnim vektorem. Nenulovy vektor X
(jehozZ vSechny slozky jsou redlna ¢isla) je vlastnim vektorem matice A prave kdyz pfi
linearnim zobrazeni £ reprezentovaném matici A jsou vektory X a £(X) ve V(E,) linearn¢
zavislé (tj. jsou kolineérni).

Necht’ A je ¢tvercova matice typu (n* n). Mnozinu {A4, As,..., Ay} vSech vlastnich
tisel matice A nazyvame spektrem matice A a znaéime o(A). Cislo p (A) = max {|Ai],
|A2l,...|An|} nazyvame spektralnim polomérem matice A.

Vsechna vlastni ¢isla symetrické matice jsou realna.

3.3 Vytvoreni ¢tyruhelnikového zakladu

3.3.1 Klasifikace vrcholu

Klasifikace vrcholu probiha na zékladé jeho hodnoty a hodnoty jeho okoli. Okoli
tvoti vrcholy, které jsou s danym vrcholem spojeny hranou. Vrchol je klasifikovan jako
minimum, je-li jeho hodnota mensi nez hodnota vSech okolnich vrcholii. Ma-li vrchol
hodnotu vétsi nez vSechny jeho okolni vrcholy, jedné se o maximum. Dojde-li ke ¢tyfem
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zmeénam mezi veétsi a mensi hodnotou vrcholu a jeho okoli, jde o sedlo. V ostatnich ptipadech
je vrchol klasifikovan jako regularni (obr. 4).

Obrazek 4: Klasifikace vrcholu c. zleva: minimum, regularni bod, sedlo a maximum.
Plny bod znaci vyssi hodnotu nez ¢, prazdny bod hodnotu nizsi. Prevzato z [2].

3.3.2 Ziskani Morsova-Smalova komplexu

Po dopocitani hodnot vrcholil a jejich klasifikaci, miizeme vytvaret tzv. Morstiv-Smalav
komplex. Ten ndm model rozdéli do oblasti. Morstiv-Smaliiv komplex vytvaiime tak, Ze pro
kazdé sedlo dopocitame Ctyii nejstrméjsi cesty, které dané sedlo spojuji s okolnimi extrémy.
Dvé cesty jsou stoupajici a spojuji sedlo s maximy a dvé jsou klesajici a spojuji sedlo

s minimy. Po dopocitani vSech cest by méla byt sit’ rozdélena na bunky. Kazda buiika by
méla obsahovat pravé dvé sedla, jedno maximum a jedno minimum.

3.4 Optimalizovani komplexu

Po ziskani Morsova-Smalova komplexu vyse popsanym postupem zjistime, Ze komplex neni
zcela vhodny a Ze ho je tfeba optimalizovat. Toto je zptisobeno numerickym vypoctem
vlastnich vektord. Ten zanese do vlastniho pole n¢jaky Sum, ktery zptisobi, Ze vzniknou
nezadouci kritické body. Tyto chyby odstraiiujeme pouzitim dvou optimalizacnich procest.
Nejprve optimalizujeme topologii komplexu odstranénim dvoumocnych maxim a minim,
posléze odstraiiujeme dvojce sedlo maximum ¢i sedlo minimum, které jsou na modelu pfilis
blizko sebe.

12



3.4.1 Topologicka optimalizace

K odstranéni nepatiicnych kritickych bodl pouzivame ruseni. Pii kazdém ruseni je
odstranéna propojena dvojce sedlo a minimum nebo maximum. V prvnim kroku rusime
dvojmocnéa maxima nebo minima a sedlo s nim spojené. Sedlo vybereme na zakladé
trvalosti. Trvalost je urena jako absolutni hodnota rozdilu funkénich hodnot dvojce sedlo a
minimum nebo maximum.Vzdy volime to sedlo, které mé s ruSenym maximem nebo
minimem mensi trvalost. Pfi této operaci zruSime také dvé cesty vedouci ze sedla do
stavajicich dvou maxim ¢i dvou minim. Pfiklad takového ruseni mizeme vidét na obr. 5.

<7 L T L
'-\ I,' |'l -
| \ I.l . \ | Il -

- _:-ﬂ -!"l
o
e
R
|
3|'|
e

Obrazek 5: Na obrazku miizeme vidét dvoumocné maximum u, které spolu se sedlem v a dvéma cestami do
ptilehlych minim zrusime. Prevzato z [2].

Dalsi ruseni miizeme provadét na zakladé trvalosti nebo na zdkladé geometrické vzdalenosti.
trvalosti je zruseno nejdiive. Jak si ale pozd¢ji ukazeme, pii tomto ruseni dochazi

k odstranéni potiebnych kritickych boda (obr. 22). Z tohoto diivodu jsem navrhl ruSeni na
zakladé vzdalenosti. Vzdalenost je definovana jako geometricka vzdalenost dvojce sedlo a
maximum ¢i minimum. Dvojce s nejmensi vzdalenosti jsou zruSeny nejdiive. Ukazku
takového rusSeni mizete vidét na obr. 6.
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Obrazek 6: Na modelu kravy (vlevo) lze vidét nezaddouci kriticky bod nad levou pfedni nohou.
Model vpravo je po topologické optimalizaci na zakladé vzdalenosti. Pfevzato z [2].

3.5 Quasi-Dual Komplex

Z Morsova-Smalova komplexu vytvotime quasi-dual komplex. Jelikoz vime, Ze vSechny
sedla jsou Ctyfmocna, mizeme vytvorit buiikky ze dvou maxim a dvou minim piilehlych ke
kazdému sedlu. Takto vznikly komplex bude obsahovat asi jen polovinu vrchold, pouze
minima a maxima, a pocet bun¢k bude odpovidat poctu sedel. Ukdzku miizeme vidét na obr.
7. Quasi-dual komplex je vice efektivnéjsi a kompaktnéjsi pro dalsi zpracovani.

maximum minimum sedlo
Obrazek 7: Vytvoreni quasi-dual komplexu z Morsova-Smalova komplexu.
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3.6 Spline plochy

Bodovou funkci parametrické plochy O(u, v) s parametry u a v 1ze zapsat jako:

Osp(u, v)=[x(w,v), y(u,v), z(u,v)]

Kde x(u,v), y(u,v) a z(u,v) jsou funkce dvou parametra u a v. Tyto parametry mohou nabyvat
hodnot z rozsahu 0 az 1. Jinymi slovy znamena zapis bodové funkce fakt, Ze bodu o
soutadnicich /x, y, zJ v trojrozmérném prostoru odpovida bod o soufadnicich [u, v/ v
prostoru parametrickém.

Na parametrickou plochu se miizeme divat jako na mnozinu bodi vzniklou tazenim kiivky
po urcité trajektorii. Tato kiivka pfi svém pohybu mlize ménit tvar. Z bodové rovnice lze
jednoduse vyjadiit rovnice te¢nych vektor ve smérech parametrii v a v k plose Q(u, v) a z
téchto dvou vektort vypocitat normalu k povrchu:

_la,xq,)

q9,*9,
Kde x znamena operaci vektorového soucinu.

Napojovani parametrickych ploch

Pro tcely pocitacové grafiky i dalSich (naptiklad fyzikalnich ¢i estetickych)
pozadavk je dulezité zarucit spojitost napojeni dvojice plati. RozliSujeme dva druhy
spojitosti - parametrickou spojitost C" a geometrickou spojitost G".

Dva platy parametrické plochy maji napojeni C’, maji-li spole¢nou hranu, které je
kiivkou tiidy alespoti C’. Dva platy maji spojité napojeni C’, pokud maji spole¢nou jednu
stranu a maji-li shodné parcialni derivace ve vSech bodech spolecné strany prvniho i druhého
platu.

Dva platy maji spojité napojeni G’, maji-li spolenou hranu, kterd je kiivkou
spojitosti alespoii G (pro zarueni geometrické spojitosti G” je zapotiebi zachovat alespoi
spojitou zmé&nu te¢en, nikoli te¢nych vektord, jak je tomu u spojitosti C’) a jsou-li parcialni
derivace podél této strany ve sméru napojeni linedrné zavislé s koeficientem k>0, ktery se
spojité meéni podél této spolecné strany.

Pro vétsinu aplikaci je pro hladké napojeni plati nutné dodrzet alespoti spojitost G,
p(;uze pro nekteré specializovangjsi aplikace se musi dodrzet ptisnéjsi podminky spojitosti
C.

Modelovani parametrickych ploch

Parametrické plochy se pii interaktivnim modelovani zadavaji pomoci 7idicich bodii a
bazovych funkci. Bazové funkce jsou vétSinou piimo dany pouzitym typem kiivek a ploch,
uzivatel tedy miize ménit pouze polohu fidicich bodt.

V pocitaové grafice se ponejvice pouzivaji aproximacni plochy. Interpolacni plochy
se pro modelovani v trojrozmérném prostoru vétSinou nepouzivaji, nebot’ maji pro vétsinu
uloh pocitacové grafiky nevhodné vlastnosti - nezadouci oscilace, nelokélnost zmén pii
posunu fidicich bodt atd.
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Aproximace a interpolace s pouZitim parametrickych ploch

Pii aproximaci urcuje poloha fidicich bodl uréitym zptisobem tvar vysledné plochy, i kdyz
tato plocha obecné témito body nemusi prochazet. Pro napojovani ploch je dulezité, aby byly
specifikovany tecné podminky na vSech jejich stranach. Jako bazové funkce se nejéastéji
pouzivaji polynomy, které vSak nutné nemusi mit ve smérech riistu parametrti u a v stejny
stupen.

Mezi Casto pozadované vlastnosti parametrickych kiivek a ploch patfi:

Invariance k linearnim transformacim popf. i perspektivni projekci. Tato vlastnost
zarucuje, ze linedrni transformace popf. projekce aplikované na fidici body parametrické
plochy ma stejny vysledek, jako aplikace této transformace na kazdy bod vygenerované
plochy. Je ziejmé, Ze pii splnéni podminky invariance je z vykonnostniho hlediska
vyhodné;jsi aplikovat transformace pouze na fidici body parametrické plochy. Vétsina
pouzivanych aproximacnich ploch podminku invariance spliiuje vzhledem k linedrnim
transformacim, u racionalnich ploch (mezi néz patii 1 NURBS (Non-Uniform Rational B-
Splines) plochy) je soucasné splnéna i invariance vzhledem k perspektivni projekci.
Bézierovy plochy (neracionalni) vSak nejsou invariantni vzhledem k perspektivni projekei.

Vlastnost konvexni obalky zarucuje, Ze vSechny body vygenerované parametrické
kiivky ¢i plochy lezi v konvexni obalce vSech svych fidicich bodii. Mize se pouzit i slabsi
podminka, kde pouze ¢ast plochy lezi v konvexni obalce nékterych fidicich boda. Pokud
zaruc¢ime tuto vlastnost, zjednodusi se velké mnozstvi algoritmli provadénych s modely téles,
napiiklad test na prinik dvou téles, vytvareni obalovych téles nebo test praseciku paprsku
s télesem. Bézierovy plochy lezi uvniti konvexni obalky. Totéz plati pro racionalni
Bézierovy plochy, ovSem za predpokladu, Ze jsou vahy vSech fidicich bodi kladné.

Plocha miize prochazet krajnimi body svého fidiciho polygonu. Tuto vlastnost, ktera
je zarucena napiiklad u Bézierovych ploch, 1ze vyuzit pro snadné napojovani jednotlivych
platt s dodrzenim pozadované tiidy spojitosti C’, C’, G’ nebo G”. Této vlastnosti lze
dosahnout i u B-spline ploch pouzitim takzvanych nasobnych fidicich bodd, tj. bodi majicich
stejné soufadnice v prostoru.

V soucasnosti se v pocitacoveé grafice pouziva nékolik navzajem odlisnych typt
parametrickych ploch, které se lisi jak svymi geometrickymi vlastnostmi, tak i
implementacni, vypocetni a pamét’ovou narocnosti.

3.6.1 Spojitost spline ploch

Pti napojovani spline ploch je velice vyznamnym faktorem spojitost. Pfi napojovani plati se
muze podle parametrt aplikace pozadovat rizny stupen spojitosti. Pokud maji dva platy
spole¢nou alespo jednu hranu, maji napojeni typu C’. Pokud maji dva platy spole¢nou jednu
hranu a soucasné jsou shodné i parcialni derivace ve vSech bodech spole¢né hrany, jedna se o
napojeni typu C’, obrazek 8. Nékdy je dostadujici napojeni typu G, u kterého je zapotiebi
zachovat spojitou zménu tecen - te€né vektory musi byt kolinearni, obrazek 9.
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c’ C' c?
Obrazek 8: Spojitosti C"

@ ©

G' c'
Obrazek 9: Spojitosti G' a C'

3.6.2 Bézierovy plochy

Bézierova plocha nm stupné je uréena (n+1)x(m+1) fidicimi body P; ) a vztahem:

)=> > P, B WB; ()

i=0 j=0
Kde indexy i resp. j probihaji ptes intervaly i=0, ..., n a j=0, ..., m. Bazové funkce B";(u) a
B"(v) jsou pfedstavovany Bernsteinovymi polynomy n resp. m stupné.

Nejpouzivangj§im typem téchto ploch jsou v navrhovych aplikacich Bézierovy
bikubické platy, u kterych jsou pouzity Bernsteinovy polynomy tretiho stupné. Tyto
parametrické plochy jsou zadany pomoci Sestnacti fidicich bodu, které tvoii mtizku o
velikosti 4x4 body. Bernsteinovy polynomy vysSich stupini lze sice také pouzit (pocet
fidicich bodi roste kvadraticky se stupném polynomu), ale zvySuje se vypocetni slozitost.

U Bézierovych bikubickych platl je moZné pfi jejich navazovani vyuZit jejich
specifickych vlastnosti. Okraje bikubickych plati jsou tvofeny Bézierovymi kiivkami, jejichz
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fidici body jsou urCeny ctveftici fidicich bodt bikubického platu. Na samotném platu také
existuje nekolik dalSich Bézierovych kiivek. Ty jsou uréeny vzdy ¢tvefici fidicich bodu,
které lezi v jedné fadé ¢i v jednom sloupci. Béziertiv bikubicky plat prochazi svymi ¢tyimi
rohovymi body, coz je vidét na obrazku 10. Pokud je zaruceno, ze dva platy maji spolecnou
hranu, tj. jejich &ty¥i krajni body jsou totozné, ma vysledna plocha spojitost C? - mezi
plochami nejsou mezery ani presahy. Pokud je zarucena i kolinearita te¢nych vektorti na
okraji ploch, mé vysledna plocha spojitost G'.

Obrazek 10: Béziertv bikubicky plat specifikovany 16 fidicimi body

3.7 Vypocet interpolacnich bodu

Jelikoz quasi-dual komplex vytvofi na modelu kvalitni ¢tyfuhelnikovy zéklad, mizeme tento
zaklad povazovat za zaklad splinii a zacit pocitat interpolacni body. To jsou body lezici na
povrchu modelu.

Pro kazdy spline spocitdme 7 x n interpolacnich bodd. Rohové body zndme, dale
postupné dopocitame body [0,1] az [0,n-1], které tvoii jednu stranu spline plochy (na obr. 11
oznaceny ¢erveng). V dalSim kroku body [n,1] az [n,n-1], , které tvoii protéjsi stranu, naproti
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prvni dopocitané, spline plochy (na obr. 11 oznaceny modie). A nakonec postupné [0,0] az
[n,0], [0,1] aZ [n,1], ..., [O,n] aZ [n,n].

[DID] L ] L ] L ] L] L ] L ] L] L ] [Dln]
e o + e o o e e
e e e e o o e
e e e+ e e e e e
e o e e o o e
e e e e o o e
e e e+ e e e e e
moy * ® (nn

Obrazek 11: Matice interpolac¢nich bodi pro n=8.

A to nasledovné: spocitame priseciky ptimek definované bodem p, a vektorem v,
s povrchem modelu (obrazek 12). p, a v, jsou definovany vztahem

pn =bl +(b2 _bl

n—1

j*k,kdekZ 1,2,...,6 pron=8§, b; a b, jsou krajni body,

v, =n, J{nz _nlJ*k, kdek=1,2,...,6 pron =8, n; an, jsou normaly krajnich bodd.

n—1

1

T

vl

Obrazek 12: Vypocet interpolac¢nich bodu pro n=8.
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4 Implementace

Danou metodu jsem implementoval strukturalné v C++. Zpracovani dat jsem provad¢l
pomoci dvou aplikaci. Prvni aplikace, pocitd vlastni ¢isla a vlastni vektory a druhd zobrazuje
ziskana data, vytvoii Smaliiv-Morsiiv komplex, optimalizuje ho, vytvoii quasi-dual komplex
a dopocita interpolacni body. Zpracovavana data jsem ziskal z modelt, které mi poskytl dr.
KrSek. Ty jsou uloZeny ve formatu definovaném knihovnou VectEntity2, jejiz autorem je dr.
Krsek.

4.1 Ziskani vlastnich vektort Laplaceova operatoru

Jelikoz knihovna VectEntity2 uchovava pouze vrcholy a trojihelniky, jez jsou uloZeny

v linearnich seznamech, uchovavat hrany neni nutné, prvnim mym krokem bylo vytvotreni
hran (funkce VytvoreniHran). Ty jsou vhodné pro do¢asné pfechovani hodnoty w;; (funkce
OhodnoceniHran), ktera je pouzita pro nasledné vytvoreni matice L. Tu je nejvhodné;jsi
vytvofit dvojitym prichodem sité po vrcholech (funkce VytvorMatici).

matice. Za timto t¢elem jsem implementoval n¢kolik metod. Prvni metoda pocita vlastni
Cisla a vlastni metody pomoci Jacobiho rotaci. Tato metoda je sice spolehliva, ale je velice
pomald a pro rozsahlé matice je takika nepouZzitelnd. Druha metoda, kterou jsem
implementoval a nakonec i pouzil, je QL algoritmus s implicitnimi posuny [4], ktery pocita
vlastni ¢isla a vlastni vektory tridiagonalni matice (funkce tqli). Tu ziskdm z matice L
Householderovou redukei [4] (funkce tred2). VSechny tyto vypocty jsou provadény

v aplikaci vypocet. Dale jsem se, na doporuceni dr. KrSka, pokousel vyuZit spojeni knihoven
Atlas a lapack, které mi poskytl Ing. Spanél. Ale jak si ukaZeme v kapitole vysledky, hodnoty
spoctené touto knihovnou byly nevhodné.

4.2 Vytvoreni Morsova-Smalova komplexu a jeho optimalizace

Klasifikaci vrchold provadim ve funkci KlasifikaceVrcholu. Pti klasifikaci srovnavam
hodnotu kazdého vrcholu s hodnotami vrchold v jeho okoli. Tyto vrcholy mam sefazeny
proti sméru hodinovych rucicek, jak jsou okolo aktualniho vrcholu.

Morstiv-Smaliiv komplex je dopocitavan tak, ze z kazdého sedla najdou ¢tyfi nejstrmé;jsi
cesty. Stfidavé dv¢ klesajici, vedouci k minimiim, a dv¢ stoupajici, vedouci k maximtim.
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Optimalizace jsem fesil podle diive uvedeného postupu. Ve funkci TopOp provadim
topologickou optimalizaci. Nejdiive kazdé dvojici sedlo-minimum nebo sedlo-maximum
piifadim absolutni hodnotu rozdilu jejich funk¢nich hodnot a posléze tyto hodnoty
normalizuji na hodnotu 0 az 100. Posléze vyhledam vSechny dvojmocna minima a maxima.
Spolu s dvojmocnym minimem ¢i maximem odstranim to sedlo, které ma nizsi trvalost, a to
podle vySe popsaného algoritmu. V poslednim kroku optimalizaci kazdé dvojici sedlo extrém
urcim geometrickou vzdalenost. Nakonec odstranim ty dvojce, které maji mensi hodnotu nez
je hodnota zadana uzivatelem.

4.3 Vypocet interpolacnich bodu

Vypocet interpolacnich bodl jsem provadél podle algoritmu popsaného v kapitole 3.7. Pii
hledéani pruseciku piimky s povrchem modelu jsem postupoval tak, ze jsem vzdy nasSel
prusecik ptimky s rovinou jednoho trojahelniku modelu, a pak jsem zjist'oval, zda tento
prisecik lezi v tomto trojihelniku, kdyZz ne, tak jsem pouzil sousedni trojihelnik. Jako prvni
trojihelnik jsem pouzil ten, ktery byl prilehly k vychozimu bodu. Pfi tomto vypoctu jsem
nepocital pouze interpolacni body, ale pouzil jsem i tzv. zjemnéni, to znamena, Ze jsem
dopocital také nékolik mezibodii mezi jednotlivymi interpola¢nimi body, které mi pomahaly
vybirat spravnou cestu po trojihelnicich modelu pfi hledéni priseciku s povrchem modelu.
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5 Vysledky

5.1 Vysledky vypoctu viastnich cCisel a vektoru

Nasledujici tabulka 1 obsahuje srovnani pibliznych ¢asti vypocth vlastnich ¢isel a vlastnich
vektorl riznych modeli. Jak je v tabulce vidét, QL algoritmus je ve srovnani s knihovnou
lapack velice pomaly. AvSak je nutné si uvé€domit, Ze vysledky ziskané knihovnou lapack
jsou nevhodné, a proto jsem s témito vysledky dale nepracoval. Srovnani vysledkt spektralni
analyzy a rozmisténi kritickych bodi téchto dvou metod vypoctlh mizeme vidét na obrazcich

13 az 16.

pocet vrcholi modelu | 1000 2500 5000
QL algoritmus 6s 140s 12min
knihovna lapack 105s 45min vice nez 13hod.

Tabulka 1: Pfiblizné Casy vypocti vlastnich ¢isel a vektort.

Obrazky 13 a 14: Rozmisténi kritickych bodti na modelu zubu (sedla jsou zelené, minima ¢ervené a maxima
modre). Vlevo pouzit pro vypocet 50. vlastniho vektoru lapack , vpravo QL algoritmus.
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Obrazek 15: Model kloubu, pouzit 50. vlastni vektor vypocitany knihovnou lapack.
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Obrazek 16: Model kloubu, pouzit 50. vlastni vektor vypocitany QL algoritmem.

5.2 Morsuv-Smaliv komplex a jeho optimalizace

V této Casti si ukaZeme Morsiiv-Smaliiv komplex a postupné vysledky jeho optimalizace. Na
obrazku 17 a 18 je vidét Morstiv-Smaltiv komplex bez optimalizaci na modelu kloubu.
Nevhodné shluky kritickych bodi jsou zakrouzkovany. Na obrazku 19 jaké nevhodné
ctyfuhelniky z takového komplexu vzniknou. Po odstranéni dvoumocnych minim a maxim
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muiiZeme pozorovat znatelné zlepseni, ale komplex stale vykazuje nedostatky (obr. 20 a
obr.21). Na obrazku 22 je vidét nevhodnost optimalizace na zékladé¢ trvalosti, ackoli bylo
zruSeno potiebné sedlo, komplex stale vykazuje nedostatky. Tento problém odstrafiuje mnou
navrzené ruseni na zdkladé geometrické vzdalenosti (obr. 23).

Obrazek 17: Model kloubu a jeho Morstv-Smaliv komplex bez optimalizaci. Nedostatky zvyraznény.
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Obrazek 18: Model kloubu a jeho Morstiv-Smaliv komplex bez optimalizaci. Nedostatky zvyraznény.
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Obrazek 19: Nedostatky Quasi-Dual komplexu vytvofeného z neoptimalizovaného Morsova-Smalova
komplexu.
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Obrazek 20: Model kloubu a jeho Morstiv-Smaltiv komplex s odstranénim dvoumocnych maxim a minim.
Zbyvajici nedostatky zvyraznény.
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Obrazek 21: Model kloubu a jeho Morstv-Smaliv komplex s odstranénim dvoumocnych maxim a minim.
Zbyvajici nedostatky zvyraznény.
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Obrazek 22: Model kloubu a jeho Morstv-Smaliv komplex s odstranénim dvoumocnych maxim a minim a
pouzitim ruSeni na zakladé trvalosti s hodnotou 0.2 procent. Ackoli doslo ke zruSeni potfebného sedla, stale se
vyskytuji nedostatky.
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Obrazek 23: Model kloubu a jeho Morsiv-Smaliv komplex s odstranénim dvoumocnych maxim a minim a
pouzitim ruSeni na zakladé vzdalenosti s hodnotou 10 procent.
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5.3 Quasi-Dual komplex a interpolacni body

V této ¢asti si ukdzeme vysledky vypoctl interpolacnich bodi. Na obrazcich 24 a 25 miizeme
vidét vysledny quasi-dual komplex a jeho sit interpolacnich bodii pro 50. vlastni vektor. Dale
také miizeme srovnat model kloubu vykresleny pomoci téchto interpolac¢nich bodl

s puvodnim modelem z trojuhelniki (obr. 26 a 27 pro 50. vlastni vektor a obr. 28 a 29 pro
120. vlastni vektor).

Obrazek 24: Model kloubu a jeho interpolac¢ni body.
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Obrazek 25: Sit’ interpolaénich bodu.
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Obrazek 26: Model kloubu vykresleny z interpolacnich bodi, pouzit 50. vlastni vektor.
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Obrazek 27: Model kloubu vykresleny z trojuhelnik.
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Obrazek 28: Model kloubu vykresleny z interpola¢nich bodd, pouzit 120. vlastni vektor.
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Obrazek 29: Model kloubu vykresleny z trojuhelnikt.

Nyni si ukdZzeme jak mlze zjemnéni ovlivnit spravnost vypoctu interpolacnich bodu.
Na obrazcich 30 a 31 zjemnéni pouzito nebylo. Miizeme vidét, Ze v zakrouzkovanych
oblastech pruseciky dopocitany v nespravné casti modelu. Na obr. 32 a 33 vidime napravu
pouzitim Zjemnéni..
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Obrazek 30: Chyba ve vypoctu interpolacnich bodd. Nepouzito Zjemnéni..
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Obrazek 32: Odstranéni chyby pouzitim Zjemnéni..
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Pti zpracovavani modelu touto metodou, mtiZze nastat 1 ptipad, ze vysledny quasi-dual
komplex nepokryva cely povrch modelu (obr. 34). Tato chyba se d4 odstranit pouzitim
vhodnéjsiho vlastniho vektoru (obr. 35).

Obrazek 34: Chyba quasi-dual komplexu. Pouzit 50. vlastni vektor.
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Obrazek 35: Odstranéni chyby pouzitim 100. vlastniho vektoru.
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6 Zaver

Prevod sité na kvalitni ¢tyithelnikovy zaklad je nejlepsi cestou k prevodu trojuhelnikovych
polygonalnich 3D siti na 3D spline plochy. Z tohoto ctyfuhelnikového zékladu lze jiz snadno
dalsimi metodami ziskat 3D spline plochy. V této praci jsem se zaméfil na co nejefektivné;si
ziskani semi-regularni ctyfuhelnikové sité na zaklade spektralni analyzy. Dosazené vysledky
touto metodou jsou uspokojivé a je mozné je pouzit pro dalsi praci s modelem. Ze ziskanych
interpolacnich bodl je mozné dale dopocitat fidici body pro aproximacni spliny. Tato metoda
neni vhodna pro zpracovani tvarové pfili$ slozitych modelt, u kterych je vznikly quasi-dual
komplex nekvalitni, a je témef nemozné dopocitat interpolacni body.

Nevyhodou této metody je velmi ¢asoveé naro¢ny vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich
vektord velmi rozsahlych symetrickych matic. Tento nedostatek jsem se pokousel fesit
pouzitim knihovny lapack, ale neuspésné, pravdépodobné dochazelo k ptilis vysoké
zaokrouhlovaci chybég. Dal§im moZznym feSenim by bylo pouziti knithovny ARPACK, ktera
by méla byt dostatecné rychld, piesna a stejné jako knihovna lapack umoznuje vypocet pouze
nekolika potfebnych vlastnich vektori.
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Priloha

Ovladani programi

Program vypocet:

Parametry
-v vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti a jejich vypis do souboru, za timto
parametrem nasleduje jako dalsi parametr ndzev souboru s modelem ve
formatu VectEntity2.
-n nacte vlastni Cisla a vektory ze souboru, ktery nasleduje jako druhy parametr a

vypise k vlastni vektor, kde & je tfeti parametr.

Program Prohlizec:
Parametry
-n nacte model ze souboru, ktery nasleduje jako druhy parametr a zpracuje ho
podle vlastniho vektoru, ktery je zadan jako tieti parametr, ¢tvrty parametr
udava vzdalenost (0 az 100 procent) pro topologickou optimalizaci.

Program se ovlada pomoci téchto klaves:
'q', 'x'a'Esc' - ukonci program

T - vykresli se model se spektrem

VA - vykresli se model se spektrem a s kritickymi body

3! - vykresli se model se spektrem a Morstiv-Smaltiv komplex

'4' - vykresli se Morstiv-Smaltiv komplex

5! - vykresli se model se spektrem, quasi-dual komplex a interpolacni body
'6' - vykresli se quasi-dual komplex a interpolac¢ni body

7' - vykresli se model z interpolac¢nich bodl

'8 - vykresli se model se spektrem a quasi-dual komplex

'9' - vykresli se quasi-dual komplex
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