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BRNO 2012

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          

  
  

  
  

  
  

  
  

                



Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství

Ústav matematiky
Akademický rok: 2011/2012

ZADÁNÍ BAKALÁŘSKÉ PRÁCE

student(ka): Radek Janda

který/která studuje v bakalářském studijním programu

obor: Matematické inženýrství (3901R021) 

Ředitel ústavu Vám v souladu se zákonem č.111/1998 o vysokých školách a se Studijním a
zkušebním řádem VUT v Brně určuje následující téma bakalářské práce:

Charakteristiky statistické vazby

v anglickém jazyce:

Dependence Measures

Stručná charakteristika problematiky úkolu:

V práci uveďte přehled charakteristik statistické vazby pro různé typy měřených dat. Jednotlivé
míry porovnejte na simulovaných datech nebo je  použijte ke zpracování reálných datových
souborů.

Cíle bakalářské práce:

Prehled měr statistické vazby pro různé typy měřených dat.
Porovnání jednotlivých měr pomocí simulací nebo jejich vlastnosti demonstrovat na zpracování
reálných dat.

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          

  
  

  
  

  
  

  
  

                



Seznam odborné literatury:

Agresti A.: Categorical Data Analysis. New York. Wiley. 1990
Agresti A.: Analysis of Ordinal Categorical Data. New York. Wiley. 1984
Anděl J.: Statistické metody, MATFYZPRESS, 1993
Časopisecká literatura - česká a anglická podle doporučení školitele

Vedoucí bakalářské práce: doc. RNDr. Jaroslav Michálek, CSc.

Termín odevzdání bakalářské práce je stanoven časovým plánem akademického roku 2011/2012.

V Brně, dne 19.11.2010

L.S.

_______________________________ _______________________________
prof. RNDr. Josef Šlapal, CSc. prof. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc., dr. h. c.

Ředitel ústavu Děkan fakulty

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          

  
  

  
  

  
  

  
  

                



Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá charakteristikami statistické vazby mezi náhodnými
veličinami a jejich praktickým využit́ım v pr̊umyslu. Teoretická část je zaměřena na
výčet a popis statistických vazeb. Dále je zde popsán statistický software Statistica, který
umožňuje řadu uvedených charakteristik poč́ıtat. Na jednoduchých př́ıkladech je uveden
zp̊usob použit́ı statistických vazeb. Praktická část se zaměřuje na statistickou analýzu
pr̊umyslových reálných dat s využit́ım znalost́ı z teoretické části bakalářské práce.

Abstract

This thesis focuses on characteristics of the dependence measures among random quan-
tities, as well as its use in industry. The theoretical part focuses on examples of the
characteristics used. Furthermore, the software Statistica is described here, for its possi-
bilities of implementing such characteristics. On simple examples, the use of dependence
measures is shown. In the practical part, the thesis focuses on statistical analysis of real
industrial data, whilst implementing the theory mentioned above.

kĺıčová slova
Statistická data, nominálńı proměnné, ordinálńı proměnné, kvantitativńı proměnné, kva-
litativńı proměnné, statistická vazba, korelace, korelačńı koeficient, Statistica.

key words
Statistic data, nominal variables, ordinal variables, quantitative variables, qualitative va-
riables, dependence measures, correlation, correlation coefficient, Statistica.

JANDA, R.: Charakteristiky statistické vazby, Brno, Vysoké učeńı technické v Brně, Fa-
kulta strojńıho inženýrstv́ı, 2012 (33 stran). Vedoućı bakalářské práce doc. RNDr. Jaroslav
Michálek, CSc.
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3 Základńı statistické vazby 11
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3.1.2 Nominálńı proměnné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1 Úvod

S využit́ım statistických analýz se v dnešńı době setkáváme v každém pr̊umyslovém
odvětv́ı.V této práci se lze bĺıže seznámit s těmito analýzami a jejich praktickým využit́ım.

Hlavńım ćılem této práce je charakterizovat statistickou vazbu a předvést jejich využit́ı
při zpracováńı reálných dat.

Tuto práci můžeme rozčlenit na dvě hlavńı části, z nichž prvńı část je teoretická
př́ıprava k části druhé.

Druhá kapitola se zabývá statistickými daty. Vysvětluje se zde, co jsou to statistická
data a jak je źıskáváme. Hlavńım bodem kapitoly je rozděleńı dat do skupin podle jejich
vlastnost́ı.

Třet́ı kapitola pojednává o statistické vazbě, tento pojem je zde vysvětlen. Budeme se
zde zabývat základńımi statistickými vazbami a jejich členěńım do skupin v závislosti na
tom, s jakými typy dat pracuj́ı.

Ve čtvrté kapitole bude představen a popsán jeden ze statistických softwar̊u. Výpočet
teoretických př́ıklad̊u a zpracováńı dat bude proveden pomoćı statistického softwaru Sta-
tistica.

V následuj́ıćı, páté, kapitole budou statistické vazby aplikovány na jednoduchých
př́ıkladech. Při jejich výpočtech bude použit již představený software Statistica.

Šestá kapitola se bude zabývat zpracováńım reálných dat. Tato data byla źıskána z tes-
továńı funkčńıch část́ı ř́ıdićıho systému automobilu ve zkušebně TSCD v Dačićıch, jediné
zkušebně této společnosti u nás. Jedná se př́ımo o testy prováděné na prototypu, který
bude uveden na trh v nejbližš́ı době. Měřeńı, zpracováńı a vyhodnocováńı dat, které jsou
popsány v této bakalářské práci, byly využity ke konečné realizaci celého projektu.
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2 Statistická data

Datové soubory, statisticky zpracovatelné, se pořizuj́ı měřeńım, pozorováńım nebo jiným
zjǐst’ováńım hodnot sledovaných ukazatel̊u na vybraných prvćıch dané množiny. Tyto
prvky nazýváme statistické jednotky, a množinu, kterou tvoř́ı, a která je předmětem
našeho pozorováńı, nazýváme statistický soubor. Tento soubor je vymezen z věcného,
prostorového a časového hlediska.

Ukazatel, který na prvćıch ze statistického souboru měř́ıme nebo pozorujeme, se nazývá
statistický znak X. Možné hodnoty statistického znaku se nazývaj́ı varianty nebo obměny
znaku a tvoř́ı množinu, kterou označ́ıme M .
Znak X je možné charakterizovat jako náhodnou veličinu a potom množina M je označena
jako obor hodnot náhodné veličiny X.

Podle toho, jaké má tato množina M vlastnosti, můžeme již znaky dělit. Pokud je
množina M konečná nebo spočetná (jej́ı prvky můžeme uspořádat do posloupnosti),
mluv́ıme o diskrétńım znaku. Pokud je množina variant diskrétńıho znaku X konečná,
pak ji označ́ıme MX = {x[1], x[2], . . . , x[r]}, kde č́ıslo r je počet variant diskrétńıho znaku
X. V př́ıpadě, že množina M je tvořena intervalem, pak statistický znak nazveme spo-
jitým.

Jiné rozděleńı statistických znak̊u dostaneme, budeme-li se zabývat stupněm jejich
kvantifikace. Vezměme statistický soubor, který obsahuje n statistických jednotek. Č́ıslo n
nazveme rozsahem statistického souboru. Hodnoty, označené x1, x2, . . . , xn, jsou hodnoty
znaku X zjǐstěné na jednotlivých statistických jednotkách. Podle obsahové kvantifikace
hodnot znaku se pak znaky rozděluj́ı do skupin.

a) Nominálńı znaky
Tyto znaky připouštěj́ı mezi hodnotami statistických znak̊u x1, x2, . . . , xn pouze
relaci rovnosti, o dvou variantách nominálńıho znaku můžeme pouze konstatovat, že
jsou bud’ stejné nebo r̊uzné. Č́ıslo přǐrazené variantě znaku nereprezentuje skutečnou
hodnotu, ale je pouhým označeńım varianty znaku. Př́ıkladem nominálńıho znaku
může být odpověd’ v dotazńıku, barva oč́ı, typ profese atd.
Nominálńı znak nabývaj́ıćı pouze dvou hodnot se nazývá alternativńı, v opačném
př́ıpadě mluv́ıme o znaku množném.

b) Ordinálńı znaky
Tyto znaky připouštěj́ı kromě relace rovnosti i relaci uspořádáńı, můžeme konsta-
tovat, že varianta x[i] < x[j] nebo (x[i] > x[j]). Uspořádáńım vyjádř́ıme větš́ı nebo
menš́ı intenzitu popisované vlastnosti. Př́ıklad ordinálńıho znaku: školńı klasifikace,
r̊uzná bodováńı atd.

c) Kardinálńı znaky
Tyto znaky připouštěj́ı obsahovou interpretaci jak relaćı rovnosti a uspořádáńı, tak
operaćı součtu x[1] + x[2] a rozd́ılu x[1] − x[2]. Tyto znaky se dále čleńı do dvou
podskupin.
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• Poměrové znaky
Znaky připouštěj́ı nav́ıc obsahovou interpretaci operace pod́ılu. Stejný poměr
mezi jednou dvojićı hodnot a jinou dvoj́ıćı hodnot vyjadřuje i stejný pod́ıl ve
zkoumaném statistickém souboru.
Společný rys poměrových znak̊u je, že poměrový znak má přirozený počátek, ke
kterému jsou vztahováný všechny daľśı hodnoty znaku. Př́ıklady poměrových
znak̊u: hmotnost osob v kg, délka měřená v cm atd.

• Intervalové znaky
Je to př́ıpad znak̊u, kdy operace pod́ılu nemá smysl, tud́ıž se jedná o kardinálńı
znaky bez operace pod́ılu.
Společným znakem intervalových znak̊u je to, že nula byla stanovena uměle,
pouhou konvenćı. Př́ıklady intervalových znak̊u: kalendářńı systém, měřeńı tep-
loty ve stupńıch Celsia atd.

V některých monografíıch (např. [3]) bývaj́ı nominálńı a ordinálńı znaky souhrnně pojme-
novány jako znaky kvalitativńı a znaky kardinálńı jako kvantitativńı znaky.
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3 Základńı statistické vazby

Statistickou vazbou mezi dvěma znaky se rozumı́ popis vzájemného vztahu. Pozorujeme,
zda hodnoty jednoho znaku, které při experimentu pozorujeme, jsou vázány na hodnoty
druhého znaku. Pokud hodnoty jednoho znaku nejsou vázány na hodnoty znaku druhého,
jedná se o nulovou vazbu a mezi znaky neńı závislost.

Velikost statistické vazby je č́ıselně charakterizována.
Pořad́ı přehledu vybraných měr statistických vazeb je uvedeno podle [1].

3.1 Statistické vazby pro dvě proměnné

Charakteristika statistické vazby se zavád́ı podle typu znak̊u, které jsou zkoumány.

3.1.1 Kvantitativńı proměnné

Necht’ (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) jsou nezávislé pozorované hodnoty náhodného vektoru (X, Y )
Pro tyto hodnoty se už́ıvá těchto koeficient̊u:

a) Pearson̊uv korelačńı koeficient

R =

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )√
n∑

i=1

(Xi −X)2
n∑

j=1

(Yj − Y )2

, R ∈ 〈−1, 1〉 , (3.1)

kde X =
n∑

i=1

Xi a Y =
n∑

i=1

Yi.

Pomoćı tohoto koeficientu se určuje lineárńı závislost mezi znaky X a Y . Pokud se
R bĺıž́ı k ±1, pak je mezi znaky X a Y lineárńı závislost. Podle hodnot R můžeme
určit velikost lineárńı závislosti mezi znaky X a Y .
Výsledné hodnoty se mohou dále testovat na statistickou významnost. Je určena
hladina statistické významnosti α = 0, 05, která může být považována za hranici
významnosti. Statistickou významnost koeficientu R se testuje T testem

T =
R
√
n− 2√

1−R2
, (3.2)

kde T má Studentovo t rozděleńı o n − 2 stupńıch volnosti. Tedy T ∼ t(n − 2).
Výsledek je platný za předpokladu, že jde o výběr z dvourozměrného normálńıho
rozděleńı. Výsledek se porovnává s kvantily t1−α

2
(n− 2). Pokud |T | ≥ t1−α

2
(n− 2),

pak vypočtená hodnota R je statisticky významná.
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b) Spearman̊uv pořadový korelačńı koeficient
(Xi, Yi), i = 1, 2, . . . , n je n pozorováńı veličin X a Y . X(1), X(2), . . . , X(n) jsou
uspořádané X-ové hodnoty. Pak r = (r1, . . . , rn) je vektor pořad́ı, kde ri je pořad́ı
Xi ve výběru. Stejný je postup s hodnotami Y .
Položme

RS = 1−
6

n∑
i=1

(ri − si)2

n(n2 − 1)
, RS ∈ 〈−1, 1〉 (3.3)

Pak RS nazýváme Spearman̊uv pořadový korelačńı koeficient.
Pokud se hodnota RS bĺıž́ı k 0, mezi znaky X a Y neńı závislost . Stanovme hypotézy
a zda jsou výsledné hodnoty významné :

• H0: mezi X a Y neexistuje závislost

• H1: mezi X a Y existuje závislost

Zvoĺıme hladinu významnosti α = 0, 05 a testujeme statistickou významnost pomoćı
T testu

T =
RS

√
n− 2√

1−R2
S

(3.4)

kde T má Studentovo t rozděleńı o n − 2 stupńıch volnosti. Tedy T ∼ t(n − 2).
Výsledek se porovnává s kvantily t1−α

2
(n − 2). Pokud |T | ≥ t1−α

2
(n − 2), pak

vypočtená hodnota RS je statisticky významná.

Dále urč́ıme, které hypotézy zamı́tneme.

• H0 a H1: je-li |T | ≥ t1−α
2

zamı́táme H0 ve prospěch H1

je-li |T | < t1−α
2

nemáme d̊uvod H0 zamı́tnout

c) Kendall̊uv korelačńı koeficient
Výpočet tohoto koeficientu vycháźı z pořad́ı hodnot znak̊u. Podobně jako v př́ıpadě
Speamanova korelačńıho koecientu zavedeme vektory pořad́ı r1, . . . , rn a s1, . . . , sn
a položme

τ =
1

n(n− 1)

n∑
i 6=j i,j=1

sign (ri − rj)(si − sj), τ ∈ 〈−1, 1〉 (3.5)

kde

signx =


−1 pro x < 0

0 pro x = 0

1 pro x > 0 .

Pak τ nazveme Kendall̊uv korelačńı koeficient.

12

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          

  
  

  
  

  
  

  
  

                



d) Kolmogorov̊uv distribučńı deviačńı koeficient
(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) jsou nezávislé pozorované hodnoty náhodného vektoru (X, Y ).
Zavedeny výběrové distribučńı funkce pro 1. výběr, 2. výběr a sdruženou výběrovou
distribučńı funkci:

F1n(x) = 1
n

n∑
i=1

I[Xi≤x]

F2n(y) = 1
n

n∑
i=1

I[Yi≤y]

Fn(x, y) = 1
n

n∑
i=1

I[Xi≤x,[Yi≤y],

kde IA je indikátor jevu A, který nabývá hodnot

IA =

{
0 pokud jev A nenastane

1 pokud jev A nastane

.
dK = 4 sup

1≤x,y≤n
|Fn(x, y)− F1n(x)F2n(y)| dK ∈ 〈−1, 1〉 (3.6)

Koeficient dK vyjadřuje odchylku od nezávislosti. Je to univerzálńı koeficient, ale
neńı často použ́ıvaný. Při jeho použit́ı se doporučuje n velké (n > 30).

3.1.2 Nominálńı proměnné

Předpokládejme, že r je počet variant X a s je počet variant znaku Y . Poř́ıd́ıme náhodný
výběr rozsahu n znaku (X, Y ). Označme nij četnost jevu, kdy X = X[i] a Y = Y[j],
i = 1, . . . , r a j = 1, . . . , s. Zjǐstěné hodnoty uspořádáme do tabulky, která se nazývá
kontingenčńı:

X/Y Y[1] Y[2] . . . Y[s]
∑

X[1] n11 n12 . . . n1s n10

X[2] n21 n22 . . . n2s n20

...
...

...
. . .

...
...

X[r] nr1 nr2 . . . nrs nr0∑
n01 n02 . . . n0s n

Pak zavedeme chi-kvadratickou statistiku

χ2 =
r∑

i=1

c∑
j=1

(nij − eij)2

eij
, (3.7)

kde eij =
ni0n0j

n
, i = 1, . . . , r a j = 1, . . . , s je očekávaná četnost tř́ıdy i, j. Očekávaná

četnost eij je četnost, kdy znak X = X[i] a znak Y = Y[i].
Testujeme hypotézu H0 : znaky jsou nezávislé oproti hypotéze H1 : znaky nejsou nezávislé.
Výslednou hodnotu χ2 porovnáváme s kvantily rozděleńı χ2

α
2
((r − 1)(s − 1)). Pokud

χ2
0 > χ2

α
2
((r − 1)(s− 1)) pak hypotézu H0 zamı́táme.

Test je asymptotický a je platný za předpokladu, že očekávané četnosti jsou alespoň 5.

Následuj́ıćı statistické vazby vycházej́ı ze statistiky χ2.
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a) Koeficient ϕ
Koeficient vycháźı z kontingenčńı tabulky. Je definován

ϕ =

√
χ2

n
, ϕ ≥ 0 (3.8)

K 0 bĺıž́ıćı se ϕ znač́ı nezávislost. Horńı hranice záviśı na r a s.
Pro tabulku 2×2 se ϕ rovná Pearsonovu koeficientu dvou znak̊u. V tomto př́ıpadě
je ϕ bodový biseriový korelačńı koeficient a ϕ ∈ 〈−1, 1〉.

b) Cramérovo V
Koeficient vycháźı z kontingenčńı tabulky. Je definován

V =

√
χ2

nmin(r − 1, c− 1)
, V ∈ 〈−1, 1〉 (3.9)

Pro tabulky větš́ı než 2×2, z toho vyplývá, že pro tabulky 2×2 dostaneme rovnost
ϕ = V . V bĺıž́ıćı se k nule znač́ı nezávislost , pokud se bĺıž́ı k 1 znač́ı to silnou
závislost.
Nejv́ıce doporučovaná statistická vazba.

c) Kontingenčńı koeficient (Pearsonovo C)
Koeficient vycháźı z kontingenčńı tabulky. Je definován

C =

√
χ2

χ2 + n
, C ∈ 〈−1, 1〉 (3.10)

Maximálńı hodnota C záviśı na r a s.

3.1.3 Ordinálńı proměnné

Předpokládejme, že znaky X a Y jsou ordinálńı, uspořádáme je (např. od nejnižš́ı po
největš́ı) podle hodnot znaku X nebo znaku Y . Mějme dvojice pozorováńı (Xi, Yj) a
(Xk, Yl). Voĺıme P a Q, které jsou definované:

• P = počet dvojic pozorováńı (Xi, Yj) a (Xk, Yl), pro které plat́ı bud’ Xi > Xk a
Yj > Yl nebo Xi < Xk a Yj < Yl (shodné páry)

• Q = počet dvojic pozorováńı (Xi, Yj) a (Xk, Yl), pro které plat́ı bud’ Xi > Xk a
Yj < Yl nebo Xi < Xk a Yj > Yl (neshodné páry)

• TX = počet dvojic pozorováńı (Xi, Yj) a (Xk, Yl), pro které plat́ı Xi = Xk (vázané
ve znaku X, počet pár̊u, kdy X má stejné hodnoty)

• TY = počet dvojic pozorováńı (Xi, Yj) a (Xk, Yl), pro které plat́ı Yj = Yl (vázané ve
znaku Y, počet pár̊u, kdy Y má stejné hodnoty)
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a) Goodman-Kruskal̊uv koeficient γ

γ =
P −Q
P +Q

, 〈−1, 1〉 (3.11)

Pokud se γ bĺıž́ı k 0, znaky X a Y jsou nezávislé. Naopak γ bĺıž́ıćı se k 1 nebo -1
znač́ı silnou závislost.

b) Kendallovo τb

τb =
2(P −Q)√

(P +Q+ TX)(P +Q+ TY )
, Tb ∈ 〈−1, 1〉 (3.12)

Koeficient výkladem podobný Goodman-Kruskalovu γ. Nejv́ıce doporučovaný a
už́ıvaný koeficient.

c) Kendallovo (Stewartsovo) τc

τc =
2 min(r, c)(P −Q)

n2[min(r, c)− 1]
, τc ∈ 〈−1, 1〉 (3.13)

Interpretace podobná Goodman-Kruskalovu γ.

d) Sommerovo d

dXY =
P −Q

P +Q+ TX
(3.14)

dY X =
P −Q

P +Q− TY
, (3.15)

−1 ≤ dXY , dY X ≤ 1
Asymetrické koeficienty předpokládaj́ıćı jednosměrnou závislost. Interpretačně po-
dobné Goodman-Krusklovu γ.

Jelikož jsou pořad́ı hodnot znak̊u dobře definované, můžeme použ́ıt také:

e) Spearman̊uv pořadový korelačńı koeficient RS (3.3)

f) Kendall̊uv pořadový korelačńı koeficient τ (3.5)

Praktickým užit́ım těchto koeficient̊u na př́ıkladech se bude zabývat kapitola 5. Výpočet
koeficient̊u bude proveden pomoćı softwaru Statistica. Tento software bude představen v
následuj́ıćı kapitole.
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4 Statistický software

S použ́ıváńım poč́ıtač̊u se dnes setkáváme v každém technickém oboru. Nicméně každý
obor je specifický a je doporučené, či dokonce nutné, už́ıvat specializovaný software. V
této kapitole se budeme zabývat statistickým matematickým softwarem Statistica 10.

Tento software si přibĺıž́ıme, protože jej využijeme v následuj́ıćıch kapitolách.

4.1 Statistica 10

Statistica je program produkovaný firmou Statsoft, který obsahuje prostředky pro správu
dat, jejich analýzu a vizualizaci. Nab́ıźı široký výběr základńıch i pokročileǰśıch technik pro
statistické zpracováńı dat. Využit́ı nacháźı hlavně v podnikáńı, vědě a při inženýrských
aplikaćıch.

V této kapitole si ukážeme, jak nač́ıst data do programu, a předvedeme postup, jak
spoč́ıtat jednotlivé korelačńı koeficienty.

• Načteńı souboru s daty
Po spuštěńı programu nás program Statistica uv́ıtá a nab́ıdne nám typy soubor̊u,
se kterými můžeme pracovat. Zde zvoĺıme možnost otevř́ıt sešit Excel, jelikož data,
která budeme dále použ́ıvat, máme v excelovském souboru. Najdeme si námi vy-
braný soubor a zvoĺıme otevř́ıt. V daľśım kroku zvoĺıme možnost otevř́ıt jako pra-
covńı sešit Excelu. T́ım jsme nahráli soubor do programu a můžeme s ńım dále
pracovat.

• Přǐrazeńı dat do proměnných
Abychom mohli pokročit k test̊um, muśıme si data přǐradit do proměnných, se
kterými potom program pracuje. To uděláme tak, že si zvoĺıme v horńı lǐstě možnost
Statistiky.
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Zde v nab́ıdce vybereme statistiku, kterou jsme se rozhodli použ́ıt. Dále vybe-
reme sloupce a řádky, které přǐrad́ıme do proměnných, které potom použ́ıváme při
výpočtech.

• Výpočty
Po vytvořeńı proměnných se může přikročit k samotným výpočt̊um. Pro př́ıpad
dř́ıve uvedených statistických vazeb se budeme zabývat hlavně možnost́ı Základńı
statistiky a Neparametrická statistika.

• Základńı statistiky
Zde je pro nás nejd̊uležitěǰśı možnost Korelačńı matice, kde výběrem možnosti Ko-
relace spoč́ıtáme Pearsonovo R.
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• Neparametrická statistika

V nab́ıdce neparametrické statistiky můžeme zadat výpočet korelaćı, máme na výběr
ze Spearmanova R, Gama nebo Kendallova tau.
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