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ABSTRAKT

Tato bakalaiska prace pojednava o principu rekonstrukce obrazii z projekci, na kterém
jsou zalozeny moderni metody RTG vypocetni tomografie (CT RTG). Text se zaméiuje
na rekonstrukci obrazu prostou a filtrovanou zpétnou projekei.

V prvni casti je popsan teoreticky zaklad prace, v némz se vysvétluje princip Radonovy
transformace a zpétné Radonovy transformace. Stejné tak se zde objasnuje postup prosté
zpétné projekce a filtrované zpétné projekce.

Dalsi ¢ast prace obsahuje praktické aplikace Radonovy transformace, pojednava o re-
konstrukénich metodach a névrzich ¢islicovych filtri uzivanych pfi rekonstrukei projekei.
Jako posledni je komentovano grafické rozhrani, které bylo vytvoreno k predchozim apli-
kacim a je také vytvorena laboratorni tiloha pro pocitacova cviceni.

KLICOVA SLOVA

Radonova transformace, inverzni Radonova transformace, projekéni teorém, rekon-
strukce obraztl z projekci, prostd zpétna projekce, filtrovana zpétna projekce, filtrovana
zpétna projekce, MATLAB, d¢islicovy filtr

ABSTRACT

This bachelor work deals with the principle of the image reconstruction from projections
which is the basis for the modern method of the RT'G computed tomography (CT RTG).
The work is above all focused on the image reconstruction by the Simple BackProjection
and Filtered BackProjection.

In the first part there are outlined theoretical principles, which explain Radon Trans-
form and inverse Radon Transform. There is also cleared up the process of the Simple
BackProjection.

The next part of the work contains the practical applications of Radon Transform and
deals with the reconstruction methods and design of the digital filters which are used for the
reconstruction of the projections. As the last item there is annotated the graphic interface
for the mentioned applications and also the laboratory task is added there.

THE KEY WORDS

Radon Transform, inverse Radon Transform, projection Theorem, image reconstruction
from projections, Simple BackProjection, Filtered BackProjection, MATLAB, digital filter
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1 Uvod

V matematice je definovana Radonova transformace funkce, definovana je také zpétnd
Radonova transformace. Aplikaci Radonovy transformace na funkci dvou proménnych zis-
kdme soubor funkci jedné proménné — tzv. soubor projekci. Aplikaci zpétné Radonovy
transformace na soubor téchto projekei ziskame zpét ptvodni funkci dvou proménnych.

Ptedchozi poznatky tvoii zékladni princip tomografického! zobrazovani. Timto zpii-
sobem lze pozorovat vnitini strukturu latek, aniz by muselo dojit k jejich fyzickému na-
ruseni. Existuje vice aplikaci tomografického zobrazovani. Své uplatnéni nalezly nejvice
v oblasti primyslu, pfedevsim ve strojirenstvi a farmacii — zde se jedna konkrétné o rent-
genovou vypocetni tomografii (CT RTG) a tomografii zaloZenou na nuklearni magnetické
rezonanci (NMR). Tato prace se zabyva aplikaci Radonovy transformace pravé v RTG vy-
pocetni tomografii.

Cilem bakalaiské prace je vytvoreni vyukového programu simulujiciho procesy v rent-
genové vypocetni tomografii. Prace je rozdélena do tii hlavnich kapitol — v prvni jsou
uvedeny teoretické zéklady, ve druhé je popséana realizace zadani, v posledni ¢asti jsou pak
diskutovany vysledky.

!Tomografické zobrazovani znamen4 zobrazovani v fezech.



2 Teoreticky zaklad

2.1 Radonova transformace

Radonova transformace nese nazev po rakouském matematikovi Johannu Radonovi,
jenz ji zformuloval. Jedna se o integralni transformaci, kterou lze provadét obecné pro
funkci n proménnych, jejiz podstata spociva v integraci dané funkce pfes jeji nadroviny
(tzn. (n-1)-dimenzionalni prostor). V nasem piipadé budeme pracovat s funkcemi dvou
proménnych, nadrovinou pro nas tedy bude ptimka jakozto graf funkce jedné proménné.

paprskovy integrdt Py (ty)

projekce Pﬂo(l) ﬁ
e

Paprsek P

Obr. 2.1: Popis vzniku projekci (pfevzato z [1], str. 389).

Na Obr. 2.1 je znazornén tomograficky fez télesem, ktery lezi v roviné xy. Charakte-
risticky parametr tomografické vrstvy v kazdém bodé fezu je popsan funkei f(z,y), kterou
budeme dale nazyvat predmétovd funkce. Zobrazime-li na osu ¢ integral pfedmétové funkce
po piimce (paprsku) p, ziskdme bod, ktery nazyvame paprskovy integral. Hodnota paprs-
kového integrélu je ovliviiovdna parametry g a t; (které uréuji polohu pifimky p) a je dana
vztahem [1]
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Py (t1) = /f(x,y)ds, (2.1)

kde vy znaci thel, ktery svirda normala pfimky p s osou z, a t; vzdalenost pfimky p od
pocatku soustavy soufadnic.

Bude-li se pfi daném vy spojité ménit parametr ¢ (tj. vzdalenost pfimky p od pocatku
souradného systému), dojde promitnutim jednotlivych paprskovych integrali na osu t k vy-
kresleni tzv. projekce (viz Obr. 2.1) piislusejici ithlu ¥y. Bude-li se spojité ménit také thel ¥,
prejde integral (2.1) do tvaru [1]

Py(t) = P(t,9) = | f(z,y)ds = [T f(z,y)0(xzcost + ysind — t)dxdy. (2.2)

Tento integral nazyvame Radonovou transformaci. Podle vztahu (2.2) se jedna o dvou-
rozmérnou funkci, kterou lze chapat jako spojity soubor projekci, z nichz kazda ptislusi
spojité se ménicimu thlu . Prostorova reprezentace tohoto souboru projekci je tzv. sino-
gram. Tento nazev vychazi ze skutecnosti, ze zobrazenim Radonovy transformace Diracovy
delta funkce je sinusoida. Re¢eno jinymi slovy, kazdy bod (funkéni hodnota) ptivodni pred-
métové funkce se po transformaci zobrazi v sinogramu jako sinusoida. Amplituda této
sinusoidy je dana polohou bodu v ptvodni funkci — ¢im blize ke stfedu se bod nachazi, tim
je amplituda pfislusejici sinusoidy mensi (viz Obr. 2.2).
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Obr. 2.2: Vliv vzdalenosti bodu od stfedu obrazu na velikost amplitudy
sinusoidy. Levy obréazek znazornuje dva body v obrazu, pravy je pak prislusny
sinogram (osy: x—1[deg|, y —detektory).

Vyjadiime-li spojitou zménu thlu ¥ spojitou zménou soufadnic soutadného systému
v zévislosti na ¢ nasledovné
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T cos? sind x
{y/]_{—sinﬁ cosz?}_{y]’ (2:3)
pfi¢emz provedeme pieznaceni t = z, lze vyjadieni Radonovy transformace psat ve tvaru

Pz, 09) = / (z' cos) —y sin®d, z sindd +y cosv)dy . (2.4)

Na zavér uvedme dvé vlastnosti Radonovy transformace, které lze v praxi s vyhodou
vyuzit. Prvni je periodicita funkce vzhledem k tthlu ¥ s periodou 27 druhou lze vyjadrit
rovnosti [2]

PO +m ) =P,z). (2.5)

Celkem to tedy znamend, ze projekce jsou symetrické a periodické s thlem 1) a periodou
27T, tj. Pg(l’ ) = Pﬁiﬂ—(.r )

2.1.1 Projekcni teorém

Vyse popsana Radonova transformace tizce souvisi s transformaci Fourierovou a ve svém
dtsledku vede k formulaci tzv. projekcniho ¢i centralné rezového teorému. Jedna se o jeden
ze zakladnich fenoménii rekonstrukénich metod obrazti zpétnou projekci.

Projekéni teorém 1ika, Ze jednorozmeérné spektrum jedné projekce potizené z urcitého
sméru je totéz, jako centralni fez dvojrozmérnym spektrem hledaného obrazu, ktery pro-
vedeme ve sméru kolmém na smér projekce. Podrobné odvozeni vyse zminéného faktu lze
najit napf. v [3].
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2.2 Rekonstrukce obrazu z projekci

Cilem rekonstrukce obrazu z projekci je nalezeni ptivodni predmétové funkce, na kterou
byla aplikovana Radonova transformace. Jde tedy o nalezeni inverzni Radonovy transfor-
mace dané predmétové funkce.

Vzhledem k tomu, Ze v technické praxi neni mozné sejmout nekone¢né mnoho projekei,
ale jen urcity omezeny pocet, spoc¢iva formulace inverzni Radonovy transformace v nale-
zeni vhodné aproximativni diskrétni inverzni transformace. Touto 2D rekonstrukci ziskame
odhad ptvodni predmétové funkce. Proces rekonstrukce ptivodni funkce je tedy mozno
zafadit do skupiny restaurac¢nich postupt, nebot jde o ziskdni ptvodni funkce z 2D sou-
boru 1D vektort (projekei), pficemz tento soubor lze chapat jako zkresleny obraz.

V soucasné dobé existuji tii rtizné zplsoby, jak numericky resit rekonstrukci obrazi
z projekci. Jednd se o algebraickou rekonstrukci, Fourierovu rekonstrukci zalozenou na
centralnim fezovém teorému (viz 2.1.1) a tzv. zpétnou projekci. Zpétnou projekci miizeme
provadét bud jako prostou zpétnou projekci (nefiltrovanou zp. proj.) nebo jako filtrovanou
zpétnou projekci. Tato prace se bude zabyvat pravé poslednimi dvéma zminénymi meto-
dami.

2.2.1 Prosta zpétna projekce

Prosté zpétnéa projekce (SBP - Simple BackProjection) je algoritmus, ktery ptivodni
pfedmeétovou funkei hleda podle vztahu [3]

fzy) = lplg(x cos ¥ + zsind)dy. (2.6)
m

Algoritmus vychéazi z myslenky, Ze puvodni pfedmétovou funkci 1ze znovu ziskat presné
opa¢nym zptisobem, nez jakym byl ziskan soubor vech projekci. Uvaha je nasledujici:
prazdnou matici naplnime postupné vsemi jednotlivymi projekcemi Py a to ve sméru pti-
vodni akvizice dané projekce. Naslednym sectenim vsech takto vytvofenych obrazovych
matic dostavame rekonstruovany obraz.

Vyse popsanym algoritmem prosté zpétné projekce ovsem nelze dospét presné k pi-
vodni pfedmétové funkci, rekonstruovany obraz je totiz velmi zkresleny. Charakter této
neostrosti lze dobfe pozorovat na modelu Diracova impulsu, vysledny obraz se zobrazuje
jako hvézdice. Tento jev byva oznacovan jako hvézdicovy artefakt (viz Obr. 2.3).

Korigovat zkresleni vznikajici pfi prosté zpétné projekci je mozné aplikaci vhodného
filtru na jednotlivé projekce jesté pred provedenim rekonstrukce. Tomuto postupu fikame
filtrovana zpétna projekce.
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Plvodni ohraz Rekanstruovany obraz

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Obr. 2.3: Hvézdicovy artefakt vznikly pri prosté zpétné projekci. Obraz je
rekonstruovan z 10-ti sejmutych projekei.

2.2.2 Filtrovana zpétna projekce

Jak jiz bylo zminéno vysSe, nevyhody prosté zpétné projekce lze odstranit vhodnym
filtrovanim jednotlivych projekci. Filtrovana zpétna projekce (FBP - Filtered BackPro-
jection) hleda rekonstruovanou funkei f'(z,y) podle vztahu [3]

fzy) = / / Py(z Yh(zcos? + ysind — x')da' do, (2.7)
0 —oo

ve kterém funkce h(x,y) je funkce potlacujici zkresleni pfi prosté zpétné projekei. Ze srov-
nani vztahu (2.6) pro prostou zpétnou projekci a vyrazu (2.7) je patrné, Ze vnitini integral

/ Py(z Yh(zcost + ysind) — «')da' do, (2.8)

—0o0

je pravé konvolucni integral, ktery provadi danou filtraci. Pro navrh filtru je t¥eba urcit
jeho impulzni charakteristiku, to je funkci h(z). K jejimu odvozeni vyjdeme z Fourierovy
rekonstrukce, v niz rekonstruovanou funkci hledame s vyuzitim platnosti projekéniho te-

orému (viz 2.1.1) jako inverzni Fourierovu transformaci 2D spektra predmétové funkee,
tj. Fsp[F(we,wy))-

Pro uréeni impulzni charakteristiky h(x) uzijeme vztahu pro Fourierovu rekonstrukei
pfedmétové funkce v polarnich souradnicich [3]
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f/(r, ﬁ) _ / / F(w’ﬁ)ejw(zcosﬂ—i-zcosﬁ) |J| dwdﬁ, (29)
0 —

kde pro Jakobian J plati
Owy — Owy .
7 [ S } _ { COS?? sin o (2.10)

awsr oWy _
e wsin  wcosv

w = /w2 + w2, ﬂ—arctan— r =4y, ﬁ—a,rcta,n— (2.11)

Abychom mohli nésledné porovnat vztahy (2.7) a (2.9), nebot oba popisuji tutéz rekon-
struovanou funkci, vyjadfeme nejprve vyraz (2.7) pomoci vztahi (2.11) v polarnich sou-
fadnicich

£ (r8) = / / Py Y — o )da . (2.12)
0 —oc0
Nyni jiz lze psat
/ Flw, 95" || dw = / Py(a Vh(r — 2V (2.13)

Jelikoz vyraz na levé strané rovnosti je zpétna Fourierova transformace a vyraz na pravé
strané je konvoluce dvou funkci v prostoru, aplikaci 2D Fourierovy transformace na tuto
rovnost dostavame

F(w,9)|J|=F [Pﬁ(a;’) ¥ h(a;’)] —F [Pﬁ(x’)} F [h(x’)] (2.14)

Z projekéntho teorému, tj. z platnosti rovnosti F(w,9) = F [P(z")] (viz. [3]) a ze vztahu
J = w musi platit

F [h(m')} =[], (2.15)

Tento vztah ndm umoznuje vypocitat pozadovanou impulzni charakteristiku filtru jako
zpétnou transformaci znamého Jakobianu. Filtry s pfenosovou charakteristikou tohoto typu
se nazgyvaji ramp-filtry.
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Ramp-filtr vsak ve skutecnosti neni realizovatelny, proto se v praxi musime spokojit
jen s jeho aproximaci. Takovy filtr ma vSak velké zesileni na vysokych kmitoctech, ¢imz
dochazi k nartistu Sumu a ke snizeni pomeéru signal-sum. Zavadi se proto filtry, které v sobé
kombinuji vlastnosti filtru ramp s filtry na potlaceni Sumu.

2.2.3 Nejcastéji uzivané filtry pro filtrovanou zpétnou projekci

Aplikaci ramp-filtru lze sice dosdhnout korekci zkresleni vznikajici pri prosté zpétné
projekci vlivem hvézdicového artefaktu, na druhou stranu vsak dochéazi k velkému pte-
nosu na vyssich kmitoc¢tech, coz s sebou v disledku nese zvyraznéni takovych informaci v
projekcich, které jsou pro uzivatele casto nepotiebné. Tento problém se Tesi tak, ze se pi-
vodni prenosova funkce ramp-filtru nasobi funkci, ktera vhodné ovlivni pfenos ramp-filtru
na vyssich kmitoc¢tech — nasobi se vhodnym dolnopropustnim filtrem. Takto vzniklé filtry
pak vétsinou nazyvame podle funkce, kterou jsme nasobili pivodni ramp-filtr. Nejcastéji
pouzivané filtry jsou tyto [7]:

Ram-Lakenuv filtr:

F [h(x’)} = |w|, |w| <2B,0...jinde; (2.16)
Shepp-Loganuv filtr:
F [h(:ﬁ)} = |wl ﬂ@%‘, w| < 27B,0. .. jinde; (2.17)
Hammingtv filtr:
F [h(:c/)} — |w| - [0,54 + 0,46 cos (%)} W] < 27B,0. .. jinde; (2.18)
Hannuv filtr:
F [h(x,)} = |w|-0,5 (1 + cos %) , lw| <27B,0... jinde; (2.19)
Kosinovy filtr:
F [h(x/)} = |w| - cos (% — g) , lw| <27B,0... jinde; (2.20)

Tvary a vlastnosti vyslednych frekvenc¢nich charakteristik popsanych filtrit prozkoumame
blize v ¢asti. 3.1.1, kde se budeme zabyvat tvorbou ¢islicovych filtri.

10



3 Realizace zadani

Cilem této prace bylo vytvorit v grafickém prostfedi MATLAB uzivatelské rozhrani
simula¢niho programu, které by mohlo poslouzit k snadnéjsimu pochopeni problematiky
pti vyuce. Konkrétné mélo byt dosazeno téchto péti cilti: 1) mél byt vytvoren demonstracni
program pro generovani projekci ze zadaného obrazu, 2) program pro rekonstrukei obrazii
z projekci, a to pomoci 3) nefiltrované a 4) filtrované zpétné projekce s jednoduchou vol-
bou metod a parametri zpracovani. Sou¢asti prace bylo také 5) vytvorit zadéni laboratorni
ulohy.

Zadani prace bylo realizovano aplikaci vytvorenou v prostiedi programu MATLAB,
ve kterém bylo vyuzito systému Handle Graphics pro tvorbu grafického prostfedi. Aplikace
je rozlozena do tii hlavnich programt nazvanych postupné Programli, Program2 a Pro-
gram3, z nichz kazdy realizuje jednotlivé kroky zadani, tedy: 1. tvorbu souboru projekci
ze zadaného obrazu, 2. rekonstrukci ptivodniho obrazu zpétnou projekci s vybérem nejcas-
téji pouzivanych filtri a 3. porovnani jednotlivych filtrt vypoctem kvadratické odchylky
rekonstruovanych obrazi.

V nésledujicich podkapitolach bude nejdiive stru¢né popsan vzhled a celkova funkénost
jednotlivych programi. Dale pak, vzhledem k tomu, Ze jadro vytvorené aplikace spociva
predevsim v algoritmech, kterymi vytvarime pozadované cislicové filtry, ziskdvame sou-
bor projekci a rekonstruujeme piivodni obraz ze souboru projekci, budou tyto algoritmy
podrobné vysvétleny. Naposledy bude zadana tloha laboratorniho cviceni, ktera je konci-
povana tak, aby student mohl na jednotlivych cvic¢enich latku co nejlépe pochopit.

3.1 Popis vytvoreného uzivatelského rozhrani

Zde bude ve strucnosti popsano prostiedi a funkcénost jednotlivych programi Programli,
Program?2 a Programs.

Program1

Tento program (viz Obr. 3.4 vlevo) ma za ukol vytvofit z predmétové funkce (vstup-
niho obrazu) soubor projekci. Je zde mozno nastavit krok snimani jednotlivych projekei,
tj. z kolika projekci se celkovy soubor vSech projekci vytvori. V programu je také moz-
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3 Realizace zadani

nost zatrzenim pfepinace ,animovat“ spustit animaci generovani projekci, diky které lze
mnohem lépe porozumét principu, jakym se soubor projekci ziskava. V adresafi je spolu
s programem ulozeno i nékolik zkusebnich obrazkt, na kterych si uzivatel miize ovérit te-
oretické poznatky. Je mezi nimi i model Diracova impulzu v riznjch polohach prostoru
obrazu, pomoci néhoz lze dobie pozorovat vztah polohy bodu predmétové funkce a obsahu
vysledného sinogramu.

T —p— o [=1 3 ) Filtrovana rekonstrukce obrazi z projekci P [=] )

Generuj projekee Generuj projekee

Pivadni ohraz Soubor projekel Pivodni ohraz Rekonstruvany obraz

50 100 150
thetafdeg]-->

Projekee ziskana pod dhlem Frekvenéni charakieristika vybraného fitru Impulzni charakteristika vybraného filtru

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120 “Yo 20 40 0 80 10 120

Obr. 3.4: Vzhled uzivatelského rozhrani: Zleva Program1, Program?2.

Funkénost je nasledujici: Uzivatel stiskem tlacitka ,,Nacti obraz“ vybere pres dialogové
okno umisténi souboru s obrazovymi daty. Nacteny obraz se zobrazi v levém hornim okné.
Nyni mtze uzivatel nastavit pocet sejmutych projekci vlozenim ¢iselné hodnoty do pole
»krok projekci“. Chce-li, mize také zapnout prepinacem ,animovat“ moznost animace ge-
nerovani projekci. Poté stisknutim tlacitka ,Generuj projekce” spusti generovani soubori
projekci. Pokud byla zvolena moznost ,animovat“, bude se priibéh generovani zobrazovat
na plose (v levém spodnim rohu bude viditelna aktualni poloha natoc¢eni obrazu, v pravém
spodnim rohu jednotliva projekce ziskana pro dany thel natoceni). V pravém hornim rohu
se pak vykresli (popf. pribézné vykresluje) soubor nasnimanych projekci. (Na Obr. 3.4
vlevo je zachycen koneény stav programu po vykonani 180-ti nasnimanych projekci. Ve
spodnich polich jsou zachyceny situace po sejmuti 180-té projekce.)

Jadro programu Program1 spociva ve funkci generuj, ktera obstarava generovani sou-
boru projekci. Podrobnéji bude tato funkce popsana v ¢asti 3.1.2.

Program?2

Tento program (viz Obr. 3.4 vpravo) méa za tkol ze souboru projekci rekonstruovat
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3 Realizace zadani

zpét puvodni obraz. Rekonstrukci obrazu z projekei je mozno volit bud jako prostou zpét-
nou projekci, nebo filtrovanou zpétnou projekci s moznosti vybéru nejpouzivanéjsich filtri.
Dale je mozné zobrazit pfenosovou a impulzni charakteristiku zvoleného filtru.

Uzivatel stiskem tlacitka ,,Nacti obraz“ vyvola dialogové okno pro vybér pozadovaného
obrazku. Zvoleny obraz se zobrazi v levém hornim rohu. Déle je potieba vytvorit soubor
projekci stisknutim tlacitka ,,Generuj projekce“. Az potud je funkénost programu Program2
shodnéa s programem Programl. Po vytvofeni souboru projekci je mozno ptivodni obraz
rekonstruovat, a to s moznosti vybéru z nékolika nabizenych filtrid. Stisknutim tlacitka
,Rekonstr. obr. z proj.“ se na pozadi programu vyvold bud funkce zp proj pro prostou
zpétnou proj. nebo funkce filtrovana pro projekci filtrovanou (zélezi na tom, zda uZzivatel
pouzije néktery z nabizenych filtrit). Tyto funkce provadi vypocet rekonstrukce ptivodniho
obrazu ze souboru projekci a budou podrobnéji popsany v ¢asti 3.1.3. Po vypoctu se re-
konstruovany obraz zobrazi v pravém hornim rohu. Zobrazeni frekvenéni nebo impulzni
charakteristiky se vyvola stisknutim tlacitek , Frekvencni char.“ a ,,Impulzni char.”.

(Na Obr. 3.4 vpravo je v levém hornim rohu zobrazen ptivodni obraz, v levém pak obraz
rekonstruovany filtrem Shepp-Logan. Ve spodni ¢asti je zobrazena frekvencni a impulsova
charakteristika pouzitého filtru.)

) Rekonstrukce obrazii z projekci =i |

Menu

krok projekci

I Ot el nefiltrovana pr. 1

Rekonstr. obr. z proj.
Phvodnf obraz Rekonstruovany obraz

‘Yypotet kv. odchylky

Pienosoué char. fittrii

Kyadraticka odchylka fittru

Ram-Lake

Shepp-Lagan
ac g 348543e+015

Hann

06 — cosin

04

02

Obr. 3.5: Uzivatelské rozhrani funkce Programs.

Program3

Tento program (viz Obr. 3.5) ma za tikol zobrazit pfenosové charakteristiky vSech filtri
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3 Realizace zadani

v jednom grafu, ziskat soubor projekci, provést rekonstrukci obrazu a pomoci kvadratické
odchylky déle kvantitativné popsat vliv jednotlivych parametr (pocet sejmutych projekci
a zvoleny filtr) na kvalitu rekonstruovaného obrazu.

Uzivatel nejdiive nacte vstupni obraz, ktery je ihned transformovan na soubor pro-
jekci. Poté miize provést rekonstrukci ptivodniho obrazu bud pomoci konkrétniho filtru,
nebo prostou zpétnou projekci. Vysledny obraz se poté zobrazi v levém hornim rohu.

3.1.1 Zdrojovy koéd pro tvorbu cislicovych filtra

Cislicové filtry tvoii zéklad filtrované rekonstrukce obrazu z projekci. Navrh nejcastéji
pouzivanych filtr byl také soucasti této prace. Zptsobt, kterymi lze filtry zkonstruovat,
je vice. V této praci jsem zvolil metodu vzorkovani frekvenc¢ni charakteristiky, a to pro jeji
jednoduchost.

Metoda spociva v navrhu vhodné prenosové frekvencni charakteristiky ve spojité ob-
lasti a v jeji nasledné diskretizaci vzorkovanim. Vzorkovanim ziskame diskrétni frekvencéni
charakteristiku, odkud 1ze velmi snadno pomoci zpétné diskrétni Fourierovy transformace
obdrzet impulsni charakteristiku pozadovaného filtru. Tuto pak aplikujeme na jednotlivé
projekce v prostorové oblasti pfi zpétné filtrované rekonstrukei obrazu (viz 2.2.1).

Pribeéhy frekvenc¢nich charakteristik jsou zadany predpisy v c¢asti 2.2.3. V tomto pro-
gramu je vzorkovani frekven¢ni charakteristiky realizovano funkcemi RAMLAKE_F, CO-
SINE_F, SHEPPLOGAN_F, HANN_F a HAMMING_F. Jako ukazka zdrojového textu
(viz Obr. 3.6 nahotfe) je zvolena pienosova charakteristika filtru Ram-Lake a pfen. cha-
rakteristika Hannova filtru — ktera je nasobkem filtru Ram-Lake a Hannova okna . Zapis
funkce na fadku ¢. 9 je normovan tak, aby maximalni prenos funkce byl roven jedné. Funkce
osa v podstaté vytvari ,diskretizaci“ prenosové funkce nebot kazdému bodu na ose z je
pritazena hodnota funkce H.

Ziskani impulsni charakteristiky obstaravaji funkce ramlake_h, cosine_h, shepplogan_h
a hamming h. Pro ziskani impulsni charakteristiky z prenosové funkce slouzi v matlabu
ptikaz ifft(H), kde H je definovana frekvencéni pfenosova charakteristika. Na Obr. 3.6 dole
je zdrojovy kéd funkci ramlake_h a shepplogan_h. Na radku ¢. 5 je zavolana predchozi
funkce, ktera vytvari frekvenc¢ni charakteristiku a na fadku ¢. 8 je z této funkce zpétnou
Fourierovou transformaci ziskana impulsni charakteristika.

Frekvencni a impulsni charakteristiky zkonstruovanych filtrii jsou zobrazeny na obr. 3.11.
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3 Realizace zadani

1 function H = RAMLAKE F(vstpar) 1 function H = HANN F (vstpar)

2 2 -

3 3 - [, ®win, xmax, B] = osa(vstpar):;
4 - [W,xmin, xmax,B] = osalwvstpar): 4

5 5

[ H=11: 6 - A= []:

7= for i = xmin:xmax T - for i = xmin:xmax

g - wo= [(2%pi¥i); g - w o= ahs(2%pi*i):

8- H = [H, abs{w) / shsi(Z*pi*B)]; 9 - A = [h, O.5%(1+cos(w/H))]:
10 - end 10 - end

11 11

12 - RAMLAKE = H: 1z - H = RAMLAEE F (wstpar).*Li;

13 13 - HANN = H:

14 — save matlakh H RAMLAEE -append: 14 - save matlab H HANN -append

1 function hh = ramlake_h(vstpar) 1 function hh = hann h(vstpar)

2 z

3 3

4 - N = osalvstpar): 4 - N = osalvstpar):

5 - H = RAMLAKE F(vstpar): 5 - H = HANN F(vstpar):

3 3

i H = [H{(N+3)/2:M) H{l:(N+1)/2)]: i H = [H{(N+3)/2:N) H(1:(N+1)/2)]:
g - h = real (iffc(H)): g - h = real (ifft (H)):

9 - ramlake = fftshiftc| h ); 9 - hann = fftshift| h ):

10 10

11 - hh = ramlake; 11 - hh = hann;

1z 12

[
(]
|

sawve mwatlab hh hann -append;

oy
2]
|

save matlabh hh ramlake -append;

Obr. 3.6: zdrojovy kéd frekvenéni (nahote) a impulsni (dole) charakteristiky
filtrti. Vlevo: Ram-Lak filtr, vpravo: Hannuv filtr.

3.1.2 Zdrojovy kéd pro generovani souboru projekci

Jadro programu Programl spociva ve funkci generuj. Ta obstarava generovani souboru
projekci. Jak bylo popsano v teorii, soubor projekci vznika na zakladé métfeni spojité zmény
paprskovych integralti pod spojité se ménicim thlem 9. Nasledujici zdrojovy kéd aplikace
MATLAB tuto operaci simuluje (viz obr. 3.7).

Dilezita vstupni proménna, kterou bude uzivatel aplikaci predavat, je krok ve stupnich
(krok), ktera, jak uz bylo zminéno, pfimo ovliviiuje kolik projekci se bude generovat (pro
hodnotu proménné krok = 1 bude sejmuto 180 projekci, pro krok = 90 budou sejmuty
pouze dvé projekce). Proménnou krok zadéva uzivatel vlozenim hodnoty do edita¢niho
panelu v hlavnim dialogovém okné. Jeji nacteni je uskutecnéno na fadcich 4-5.
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1 function generujix)

2

3 - load mat lab;

4 - krok = strinum(get (findobj (' Tag','edic'), 'String')):
5 - theta = O:krok:179.999;

[

7 - [s¥,3%x] = size(I):

g - M = sx+=v:

9

- projekei = lengthitheta);

o
= O
1

scan=zeros (M, 180 :

=
(&)
|

for i = liprojekeoi
I rot = imrotate(I,360-theta(i), 'bilinear');
projekce = sum(I_rot);

T e
[y QN R |
| | |

Fize proj = max(sizeiprojekoe)):

[
o
|

posun = rDundtiH—size_prDj]ﬁZj:

[
-
|

gcan (posun+l:posun+size proj,thetaii)+1) = projekce';

[
w
1

end

N
o w
|

save matlab theta M sx sy scan —append:

Obr. 3.7: Funkce aplikace MATLAB pro generovani souboru projekci.

Poté se nacte vstupni obraz, na ktery bude aplikovana Radonova transformace, ten se
ulozi do proménné I, kterd byla ulozena volanim funkce nacti do souboru matlab.mat. Na
radcich 7-8 byly vytvofeny proménné sy, sz a M, které budou pozdéji slouzit pro spravné
ulozeni jednotlivych projekci do matice scan a také pri procesu rekonstrukce. Na fadku 9 je
zjistovana velikost matice theta. Tento udaj je dulezity, protoze udava, kolik projekci bude
tfeba vykonat, tj. kolikrat se vykona cyklus for.

Dale se nachazi jadro celého algoritmu. Do proménné Irot je ukladan transformovany
obraz, ktery je ovSem v kazdém béhu cyklu natocen o thel 360 — theta(i). Jde zde vlastné
o zménu uhlu ¥, jak bylo popisovano v teorii ve vztahu (2.3) a (2.4). Po natoceni obrazku
dojde piikazem sum(I rot) na fadku 14 k sejmuti mnoziny paprskovych integralti pro dany
thel ¥ a dojde tak k vytvoreni jedné projekce, ktera je ulozena do proménné projekce. Pii-
kaz sum([] rot) provadi soucet vSech prvkiu ve sloupci matice. Operace se postupné provede
pro vSechny sloupce. Tato ¢ast procesu v podstaté vyjadiuje zménu vzdalenosti primky
p od stfedu souradné soustavy.

Uvedenym postupem byl ziskan vektor projekce, ktery chceme ulozit do matice scan.
Postupnym ukladanim takovych vektort kazdé sejmuté projekce do této matice dojde k vy-
tvofeni vysledného sinogramu. Matice scan méa pro dany obrazek velikost 200 x 200, vektor
projekce, ktery chceme ulozit do matice scan ma vSak proménnou velikost v zavislosti na
thlu natoceni matice I_rot. Je tedy tfeba néjakym zptisobem osetrit to, aby se vektor pro-
jekce ulozil na spravné misto do matice scan. Na tadku 16 si proto spocitame, jak velky
je rozdil mezi rozméry matice scan a projekce. Po vypocitani téchto hodnot mtizeme ulo-
zit vektor projekce do matice scan pomoci indexovani matice. Jelikoz pozadujeme, aby se
vektor projekce do matice scan ulozil jako sloupec, provedeme jeho transpozici. Cyklus for
se takto vykona nékolikrat po sobé, nejvice 180krat, a program se poté ukonci. Po skonceni

16



3 Realizace zadani

béhu cyklu for se na obrazovku zobrazi soubor vSech sejmutych projekei. (viz obr 3.4)

Naprosto stejné funguje i program nacti_anim (ktery slouzi k animaci celého procesu),
jediny rozdil je pouze v tom, Ze vektor projekce stejné jako matice scan a také pootoceny
obrazek I rot je zobrazen na obrazovku pro kazdy thel natoceni (kazdy béh cyklu for).
Na monitor se data vykresluji postupné, lze tedy pozorovat souvislosti mezi celkovym
souborem projekci, jednotlivymi projekcemi, poctem projekci a uhlem natoceni.

.| 4 0 L]

Obr. 3.8: Na levém obrazku je znazornén vstupni obraz pied transformaci. Na

pravém obrazku nahote je snimek ulozeny v matici I rot, pootoceny o 180° a na

snimku pod nim jemu odpovidajici projekce (osa x — detektor, osa y ~hodnota
paprskového integrélu).

3.1.3 Popis algoritmu rekonstrukce projekci prostou i filtrovanou
zpétnou projekci

I zde (vzhledem k tomu, Ze se jedna o podstatu simulace zpétné rekonstrukce), bude po-
psan zdrojovy kéd. V teoretickém tivodu byla vysvétlena podstata algoritmu prosté zpétné
projekce. Jeji princip spociva v naplnéni prazdné matice pod urcitym thlem jednou pro-
jekei. Uhel, pod kter§m vkladame projekci do matice, je definovan tthlem, pod kterym byla
dand projekce ziskana. V ptipadé prosté zpétné projekce jsou jednotlivé projekce vkladany
do této prazdné matice tak, jak byly ptivodné ziskany, tj. nedochazi k jejich filtraci zadnym
filtrem. V pfipadé filtrované zp. projekce dochazi jesté pred ulozenim jednotlivé projekce
do prazdné matice k jeji filtraci. Vzhledem k tomu, ze v tomto kroku spociva jediny roz-
dil mezi funkei zp_proj (realizujici prostou zp. proj.) a filtrovana (realizujici filtrovanou
zp. proj.), zde bude déle popsana jen funkce realizujici filtrovanou zp. projekci. Zdrojovy
koéd je na obr. 3.9.

Na zacatku je tfeba nejdiive nacist proménné, které byly definovany ve skriptu pro Ra-
donovu transformaci. Jedna se predevsim o soubor projekci scan a proménné M a theta. Ty
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vyvolame nac¢tenim souboru matlab.mat, do kterych byly ulozeny pfi generovani souboru
projekci. Vzhledem k tomu, ze budeme provadét filtrovani projekci v prostorové oblasti, je
nutné nejprve si nac¢ist impulsni charakteristiku zvoleného filtru, kterou budeme konvolovat
s jednotlivymi projekcemi. To se déje na radku 5, kde volame funkci filtry. Jak bylo fe¢eno
v vodu, budeme postupné napliovat prazdnou matici jednotlivymi projekcemi. Prikazem
na 12. radku si vytvorime prazdnou matici o velikosti M.

function filtrovana(wstpar)

- load mat lak;
projekci = lengthitheta);
- [H,hh] = f£iltry (wvstpar):;

- if hh==0
- 2p_proj(wvstpar):
elze

Lrn S O L
|

o
[ =]
|

iz - I _rek = zeros(M M):
13 - for i = l:projekci
14 - proj = scani:,thetcal(i)+1)';

-
m
|

filtr_proj = convibh, proj):
filtr_proj = filtr_proj((length(hh)-1) f2+41l:end- i {lengthi{hh)-11/2));
rozmaz = repmwat (filtr proj, M, 1):

B R
@ -1 @
| | |

rozmaE = imrotate (rozmaz, theta(i), 'bilinear');
dy = round((size(rozmaz, 1) - M) / 2):
dx = round((size(rosmaz,2) - M) / 2):

[ SR SR
S T ]
| [

I rek = I _rek + rozmaz(l+dy:dy+l, 1+ du+l) ;
end

S ST S
[, T S ]
| |

I rekk=I_rek(sx/2:sx/2+sy-1,57/2:87/2+sx-1);
set (h9, 'Visikle','on'):
axes (aZ) ; imagesc(I_rekk):; colormap (gray):

[T ST S )
wom -1
| [

save matlab I rekk -append;

(SIS}
[l =
|

end

Obr. 3.9: Funkce aplikace MATLAB pro filtrovanou rekonstrukci obrazii z projekci.

V téle funkce for pak bude probihat samotny vypocet. Piikaz na fadku 15 provadi
konvoluci projekce s impulsni charakteristikou filtru, piikaz na tadku 17 zptsobi, Ze se
vytvori matice rozmaz, kterd se pomoci funkce repmat naplni tak, ze v kazdém z M radki
matice rozmaz bude jeden sloupec (uréen hodnotou theta(i)+1) z matice scan. Nésleduje
natoceni matice rozmaz o jisty uhel, ktery odpovida thlu, pod kterym byla dana projekce
ziskdna (faddek 18). Na tadku 19-20 je znovu proveden vypocet, ktery srovnad rozméry
matice rozmaz a Lrek (M). Tento postup je nutny k tomu, abychom mohli v nésledujicim
kroku provést bezproblémové secteni matice rozmaz a Irek. Na fadku 22 je pak proveden
soucet matice rozmaz s matici Irek, coz je vlastné naplnéni prazdné matice jednou projekci
pod danym thlem. V prubéhu cyklu for se takto naplni matice I rek vSemi projekcemi,
které byly sejmuty a dojde k vytvoreni rekonstruovaného obrazu. Na tadku 25 je pak uz
jen vysledny obraz ,vystiizen“, aby nabyval svych ptivodnich rozmért.
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Obr. 3.10: Vliv filtru na podobu rekonstruovaného obrazu. Vlevo je ptivodni snimek.
Uprostied je rekonstruovany snimek pomoci prosté zp. projekce. Snimek vpravo je pak
rekonstruovany obraz po aplikaci Ram-Lak filtru. (Pocet sejmutych projekei byl 180)

1 05
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[ 02
01
04 0
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02
02
0 03
02 a0 60 8 10 120 020 40 e s 00 120
1 05
04
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0 20 40 6 8 10 120 0 20 40 6 s 100 120
035 025
03 02
025 015
02 01
0.15 0.05
01 0
0.8 0.0
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020 40 60 80 100 120 0 20 40 6 s 10 120
03 0.15
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01
025
0 0.05
0.15 )
01
005
0.05
0 01
o 20 40 60 e 10 120 0 20 40 e 8 100 120
04 025
03% 02
03 0.15
025
01
02
0.08
01
04 0
008 0.0
0 01
o 20 40 e 80 10 120 o 20 40 60 s 100 120

Obr. 3.11: Frekvencni a impulsni charakterirtiky vytvorenych filtri.
Shora: Ram-Lak, Shepp-Logan, Hammingtv, Hanntiv, kosinovy.
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3.2 Srovnani zkonstruovanych filtra

3.2.1 Kbvalitativni porovnani

Frekvencni charakteristiky vsSech filtrti pouzitych v této praci je mozné porovnat podle
obr. 3.12. Hammingtiv, Hanntv a kosinovy filtr maji velmi podobné charakteristiky. Da se
tedy ocekavat, ze zpétné rekonstruované obrazy si budou na prvni pohled velmi podobné.
Rozdily budeme vnimat piedevsim mezi témito filtry a filtry Ram-Lak a Shepp-Logan,
které maji velky pfenos na vysokych frekvencich.

Ram-Lake

Shepp-Logan
Hamming
Hann

casin

Obr. 3.13: Porovnani vystupnich obrazt za pouziti riznych filtri. Zleva: originalni obraz,
nefiltrovany, filtrovany Ram-Lakenovym, Shepp-Loganovym, Hannovym, Hammingovym
a kosinovym filtrem
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3 Realizace zadani

Uéinek jednotlivych filtri na vystupni obraz lze pozorovat na obr. 3.13. Z ného je pa-
trné, Ze opravdu filtry Ram-Lak a Shepp-Logan maji vétsi pfenos na vyssich frekvencich,
coz se v obraze projevuje zobrazenim jemnéjsi struktury, jsou na nich vsak vidét i ty slozky
signalu, které nejsou pro uzivatelé zadouci a mohou byt naopak rusivé.

Naproti tomu Hanntiv, Hammingtv a kosinovy filtr vysokofrekvenéni slozky vyrazné
utlumil, zbavil tim rekonstruovany obraz nezadoucich artefakti, avsak za cenu nizsi ostrosti
obrazu. Celkové se od sebe (subjektivné vniméno) tyto tii filtry ve svém téinku ptilis nelisi.

Na obr. 3.13 miizeme také vidét vystupni obraz nefiltrované zpétné projekce. Vliv hvéz-
dicového artefaktu obraz znehodnocuje natolik, Ze rekonstruovany obraz je témér nepou-
zitelny k jakémukoliv celu. Lze z toho usoudit, Ze rekonstrukce obrazii z projekci se bez
ucinné filtrace ziejmé neobejde.

3.2.2 Kvantitativni porovnani

Dosud pozorované kvalitativni rozdily v obrazech, které dostavame pri pouziti jednotli-
vych zptisobt filtrace, je mozné vyjadiit kvantitativné pomoci kvadratické odchylky - ¢im
je hodnota tohoto ukazatele nizsi, tim je mozné rekonstruovany obraz povazovat za kva-
litnéjsi. Je zrejmé, ze takové srovnani filtri je relevantni za predpokladu, ze je pfi filtraci
zvolena tataz obrazova predloha a stejny pocet provadénych projekci. Jak je patrné z dat
uvedenych v Tab. 1, v tomto smyslu se ze sestrojenych filtrti jako nejicinnéjsi projevoval
filtr Shepp-Logantiv, zatimco zbyvajici ¢tyii vykazovaly pro zvoleny pocet projekci témeér
totozné hodnoty kvadratické odchylky. Kvadratické odchylky pro nefiltrovanou zpétnou
projekci pak podle ocekavani byly jesté o dva az tti rady vyssi.

Vedle vzajemného srovnani filtri bylo taktéz hodnot kvadratické odchylky pouzito ke
kvantitativniho popisu zavislosti kvality obrazu na poc¢tu provedenych projekci u jednot-
livych filtra. Podle ocekavani hodnoty této charakteristiky pro zvolené filtry klesaly se
vzrustajicim poc¢tem projekci, z nichz byl rekonstruovany obraz vytvoren. Obdrzené hod-
noty jsou pro jednotlivé filtry vyneseny v grafech na Obr. 3.15 (vyznacené prolozeni dat je
jen orientadni).
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3 Realizace zadani

Tab. 1: hodnoty kvadratickych odchylek pro jednotlivé filtry.

potet projekei| KV({Ram-Lak) [KV{Shepp-Log)| KWV{Hamm) KV {Hann} KW{Cosine)

1 1,16E+12 2 50E+10 1,12E+12 1,11E+12 1,13E+12
90 2,87E+ M G,24E+09 2,7TE+1 2,7T6E+11 2.81E+11
135 1,27E+11 2.96E+09 1,22E+11 1,21E+11 1,24E+11
150 7. 12E+10 1,88E+09 G,81E+10 G,79E+10 6,91E+10
159 4. 67E+10 1,48E+09 4,33E+10 4,32E+10 3,06E+10
165 3. 20E+10 1,26E+09 3,00E+10 2.99E+10 2.30E+10
170 2,42E+10 1,06E+09 2,26E+10 2,24E+10 2.81E+10
173 1,92E+10 9,64E+08 1,76E+10 1,76E+10 1,37E+10
175 1,47E+10 8.88E+08 1,33E+10 1,33E+10 1,37E+10
180 1,92E+10 7, 12E+08 ¥, 58E+09 7,52E+09 7,86E+09
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3 Realizace zadéani

kvadraticka odchylka

kvadraticka odchylka

1,40E+12

1,20E+12

1,00E+12 \\
8,00E+11

# Ram-Lak

A Hamm
6,00E+11 * Hann

# Cosine
4,00E+11
2,00E+11
0,00E+00 T T T 1
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poCet projekci
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1,50E+10
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&
5,00E+09
A
0,00E+00 T T T 1
0 50 100 150 200

pocet projekci

Obr. 3.14: 17. Frekvencni prenosové charakteristiky pouzitych filtra
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3 Realizace zadani

3.3 Zadani laboratorni alohy

1. V aplikaci MATLAB spustte program s ndzvem Programi. Ovladacimi tla¢itky nac¢téte
z disku soubor ,dva impulsy.bmp®, nechejte krok projekci nastaveno na hodnoté 1 a stisk-
néte tlacitko ,generuj projekce”. V pravém hornim okné se zobrazi soubor projekci. Jak
tyto souvisi s ptivodné nactenym obrazkem?

2. Pro snazsi pochopeni nebo pro ovéreni svych predpokladiti nyni oznacte policko ,,ani-
muj“ a spustte znovu generovani projekci. Animace ukazuje jak se spojité méni natoceni
puvodniho obrazku, ukazuje také spojity ,sbér” jednotlivych projekci do souboru projekci.
Vznik projekci si je mozno predstavit tak, ze podél celé spodni hrany rotovaného obrazku
jsou vysilany kolmo na obréazek ,paprsky“, jejichz primét tvori jednu projekci. VSimnéte
si, Ze prumét je pouze tam, kde je néjaky bod. (V praxi rotuje snima¢ kolem predmétu).

3. Nactéte soubor ,,phantom.bmp“. Pro thly snimani 20°, 40°, ..., 180° vypoctéte kvadra-
tickou odchylku, kterd vypovida o kvalité rekonstruovaného obrazu. Nejdiive bez pouziti
filtrace a po té s pouzitim filtru Shepp-Logan. Ktera z rekonstrukci by meéla mit mensi
kvadratickou vychylku oproti originalu?
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4 Z.avér

Podle zadani prace byla prostudovana teorie pocitacové tomografie, na zakladé niz pak
bylo s vyuzitim programu MATLAB zrealizovano uzivatelské prostfedi simulujici vypocetni
rentgenovou tomografii. Vytvoreny program, urceny k podpofe vyuky umoziuje provadét
jak prostou, tak i filtrovanou zpétnou projekci. Celé prostiedi programu bylo se zamérem
jeho uziti jako pedagogické pomtcky voleno tak, aby jej bylo mozné ovladat co nejintu-
itivnéji. K programu bylo téz vytvoreno zadani laboratorni tlohy. Bylo také provedeno
kvantitativni porovnani vlivu pouzitého filtru na vysledny rekonstruovany obraz.
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