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Abstrakt

Diplomova préace se zabyva linearni celo¢iselnou optimalizaci v problémech organizace
vyroby pomoci matematického programovéani. Tento nastroj je pouzit pro hledani op-
timalnich rozvrhi vyroby pro priuchod vice zakéazek firmou s omezenymi zdroji. Prace fesi
problém ve spojeni s firmou TOSHULIN, a.s., ktera projevila o feSeni tohoto problému
zajem. Vysledkem je potom softwarové teseni, jejimz vystupem je tvorba Ganttova dia-
gramu.

Summary

The diploma thesis deals with linear integer optimization in production logistics via
mathematical programming. This tool is used for optimization of the time production
schedule with a number of various jobs performed by a company with limited resources.
The thesis solves the problem in conjunction with TOSHULIN, a.s. company, which is
interested in solving the problem. As a result is the software implementation in which
Gantt chart is created as its output.
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Uvod

Tato prace se zaméruje na feSeni realného problému firmy TOSHULIN, a.s. pomoci ma-
tematického programovani. Jde o problémy soubézného prichodu vice zakazek firmou
s omezenymi zdroji. Podle povahy problému jsou pouzity matematické modely linedrniho
celociselného programovani. Cilem préace je vytvoreni matematického modelu popisujici
realny problém, programova implementace pomoci modelovaciho jazyku GAMS, puvodni
vizualizace vystupnich dat pomoci Ganttovych diagramu v MS EXCEL. Také je kladen
duraz na pratelské uzivatelské rozhrani pomoci programovaciho jazyku Microsoft Visual
Basic, a pomoci vzajemného propojeni programu GAMS a MS EXCEL. Tento text se
sklada ze sesti kapitol, jejichz skladbu urcuje povaha problému a vymezeni cilu.

Prvni kapitola kratce popisuje historii a soucasnost firmy TOSHULIN, a.s. Obsahuje
formulaci redlného problému a potiebu feSeni na matematické irovni. Dale popisuje his-
torii, podstatu Ganttovych diagramu a jejich hojné pouziti v prumyslové vyrobé. Zaveér
kapitoly je vénovan tvorbé Ganttovych diagramu v prostiedi tabulkového procesoru MS
EXCEL za pomoci programovaciho jazyku Microsoft Visual Basic.

Druha kapitola zarazuje problém mezi problémy operacniho vyzkumu, konkrétné jako
problém planovani a rozvrhovani vyroby. Diky tomu je zde uvedena kratka historie
operacniho vyzkumu a planovani a rozvrhovani vyroby. V dalsim kapitola vymezi zdkladni
pojmy, které jsou pouzity v celé praci. Strucné jesté uvede matematické programovani jako
jednu z metod feSeni operacniho vyzkumu, kterou pouziva tato prace.

V kapitole treti formulujeme problém pruchodu jedné zakazky firmou. V tvodu kapi-
toly uvedeme modelovy piiklad, na kterém bude budovana matematicka teorie. Pomoci
poznatku z teorie grafi zavedeme pojem analyza kritické cesty. Budeme hledat reseni
tohoto problému pomoci linedrniho programovani. Vytvorime obecny matematicky mo-
del a ukazeme si jeho implementaci v programu GAMS. Vytvorime propojeni programu
GAMS a MS EXCEL a z vypoctenych dat sestrojime Ganttuv diagram.

Ctvrta kapitola rozsifuje problém na prichod dvou zakdzek firmou. Na modelovém
piikladé ukédzeme matematickou teorii. Matematicky model rozsitime o indikatorovou
proménnou a tim se dostaneme na problém celo¢iselného matematického programovani.
Pti jeho tvoreni ukazeme postupy, které zachovaji linearitu modelu. Zaroven si fekneme
jak rozsitit GAMS model a kapitolu uzavie vysledny Ganttuv diagram.

V pété kapitole ukédzeme, jak bude vypadat situace, kdy zakazek prochazejicich firmou
je libovolné mnoho. Opét v ivodu kapitoly ukazeme modelovy piiklad. Nésleduje uprava
matematického modelu a GAMS modelu, ktery piiklad spocitda. Kromé toho budeme
hodnotit vysledky pouziti ruznych ucelovych funkci. Posledni ¢ast kapitoly ukaze finalni
softwarové zpracovani problému a popise jeho pouzivéni.

Zaveérecna kapitola obsahuje par moznych sméru vylepseni modelu pro jeho rozsiteni
a priblizeni k realité.



Kapitola 1

Firma TOSHULIN, a.s., vybrané
problémy

1.1. Firma TOSHULIN, a.s.

Tradice firmy saha k roku 1949, kdy byla zahajena vystavba strojirenského zadvodu ve
mésté Huling, ktery se nachédzi ve vychodni ¢dsti Ceské republiky. Po roce 1951 firma
zaméfila svoji ¢innost na vyrobu obrabécich stroju, zejména svislych soustruhu obrazek
(1.2). Firma zacala jako jedna z prvnich na svété vyrabét generaci stroju s plynulymi po-
suvy, NC pravoihlym fizenim a kopirovanim. Osvédéené svislé soustruhy s automatickou
vyménou nastroju z patnactipolohového zasobniku byly vyrabény jiz v roce 1974. Za dobu
své existence dodala firma ptes 13 000 obrabécich stroju do 58 zemi svéta a jejim cilem je
i nadéale zachovat a rozvijet spolupraci se zahrani¢nimi prodejci a zdkazniky. Spolecnost
TOSHULIN;, a.s. dnes vyrabi osm zdkladnich typu svislych soustruhu a také patii mezi
predni svétové vyrobcee svislych soustruhu. V soucasné dobé zaméstnava TOSHULIN, a.s.
370 odborniki a naplanovana rocni vyroba je kolem 40-ti novych stroju. Vice o firmé lze
nalézt na internetovych strankach firmy http://www.toshulin.cz.

Obrazek 1.1: TOSHULIN, a.s.

Tak jako kazdd firma, musi i firma TOSHULIN, a.s. modernizovat svoji vyrobu a za-
vadét nové inzenyrské postupy, aby co nejlépe uspokojila prani a pozadavky zakazniku.
Proto TOSHULIN, a.s. své postupy inovuje a spolupracuje s vysokymi skolami, mezi které
patii i Vysoké uceni technické v Brné. Muzeme napiiklad citovat ¢lankny pana Doc. Dr.
Ing. Jiftho Marka technického feditele firmy TOSHULIN, a.s. [25],[26].
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Obrazek 1.2: Vybrané druhy soustruhi

1.2. Formulace problému

TOSHULIN, a.s. vyrabi v rezimu ”Projekt na zakazku”. Ackoliv je produkce zalozena
na standardnich névrzich a komponentach, stroje jsou casto upravovany konkrétnim
zdkaznickym potiebam. Nékdy se stane, ze pti podepsani smlouvy nahlasi zakaznik pouze
nékolik pozadavku s detailnimi specifikacemi, které pozdéji rozpracuje ve spolupraci s kon-
strukénim oddélenim TOSHULIN, a.s. V dusledku toho se pracovni zatizeni v podniku
hodné méni. Jak jiz bylo feceno, firmou prochéazi roéné kolem 40-ti novych stroju, které
se rozdeéluji do osmi zakladnich typu. Kazdy typ ma sva vyrobni specifika, jak v oblasti
casové narocnosti, tak v oblasti pouzitého materialu apod. Také kazdou z téchto zakazek
si muzeme predstavit jako soubor komponent, z nichz se nékteré mohou vyrabét paralelné,
dalsi musi na svoji vyrobu ¢ekat az budou jiné kompletni. Komponenty muzeme rozdélit do
dvou skupin, na ty u kterych je dokumentace znama a na ty, které si zdkaznik upravil podle
potieby a kde dokumentaci musi firma vyrobit. Takovychto komponent muze byt i kolem
dveé sté u jedné zakazky. Navic firma musi stanovit presné datum expedice stroje z firmy
jiz ve fazi objedndvky stroje, nebot piekroc¢eni stanoveného data zptusobuje nepiijemnosti
jak firmé, kterd ptichézi o zisk spojeny s opozdénim zakézky, tak i zakaznikovi, ktery na
stroj ¢eka a muze tak prijit o svuj pripadny zisk jeho pouzivanim.

Kdyz se podrobnéji podivame na pruchod jedné zakazky, naptiklad ktera byla ob-
jednana k 1.1. a jeji expedice z firmy je naplanovana k 30.6.,

AA L

TOSHULIN, a.s

Objednavka stroje Expedice
stroje z firmy

Obrazek 1.3: Objedndvka a expedice stroje z firmy TOSHULIN, a.s.

musi takova zakazka projit fazemi jako je prodejni tsek, technologicky tsek, technicky
usek(konstrukee), vyrobou, montézi a zkousenim viz obrazek (1.4).

prodejni _| technologicky .| technicky .| vyroba
usek usek usek "

montaz zkouseni

L 4

Y

b
b

Obrazek 1.4: Blokové schéma priuchodu zakdzky firmou



Kazda z téchto fazi potiebuje casovy vymezeny usek zavisly na druhu stroje. V planu se
pak tyto useky vzdjemné ¢asové prekryvaji z duvodu nejistoty doby trvani v jednotlivych
usecich viz obrazek (1.5).

5.1 t1 2 t3 t4|30.6

prodejni
usek

technologicky
usek

technicky
usek

vyroba

montaz

zkouseni

Obrazek 1.5: Casové rozvrient zakdzky

Kazdy z téchto tiseki je navic kapacitné omezen, at uz lidskou silou, nebo vyrobnimi
prostory. Kdyby tyto tiseky takto omezeny nebyly, mohli bychom vyrabét vSsechny aktualni
zakazky paralelné a problém by byl vyfesen. Na druhou stranu néaklady na kapacitu
oddéleni by prerostly zisk ze zakdzky. Proto pii soubézném pruchodu vice zakazek fir-
mou ve stejném obdobi, musi byt rozhodnuto o vhodném potadi. S témito problémy se
nesetkava pouze firma TOSHULIN, a.s., jde o obecné rozsifeny problém mnoha firem.
V kapitole 2 budeme tento problém klasifikovat a v dalsich kapitolach fesit.

1.3. Matematické modely

Dosud v8echny tyto problémy tesil lidsky faktor na zakladé historickych firemnich dat.
Pan Doc. Dr. Ing. Jiti Marek technicky reditel firmy TOSHULIN, a.s. navazal spolupraci
s vyzkumnym Centrem pro jakost a spolehlivost vyroby Doc. RNDr. Zdenka Karpiska,
CSc. na Fakulté strojniho inzenyrstvi Vysokého uceni technického v Brné. Jeho prani je
zmatematizovat pravé ten lidsky faktor, ktery rozhoduje o planu a rozvrhu vyroby. Di-
plomové préce je soucdst{ feseni projektu MSMT Ceské republiky éfs. 1M06047 Centrum
pro jakost a spolehlivost vyroby a projektu GA CR reg. ¢fs. 103/08/1658.

Préace se zabyva fesenim problému planovéani a rozvrhovani vyroby pomoci matema-
tickych modelu. K fesenim téchto modelu pouziva pocéitacovy modelovaci jazyk GAMS.
Pro firmu je téz dulezité typické grafické zpracovani v podobé Ganttova diagramu. Proto
si ukazeme, jak lze tento diagram sestrojit v MS EXCELu pomoci programovaciho jazyka
Microsoft Visual Basic. Také pomoci tohoto jazyka a GAMS utility GDXXRW ukazeme
propojeni programu MS EXCEL a programu GAMS.
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1.4. ReSeni a jeho vizualizace pomoci Ganttovych di-
agramu

Protoze Ganttovy diagramy jsou grafickym fesenim kterého chceme dosdhnout a budou
na nich v celé praci ukazovany modelové ptiklady, fekneme si o jejich historii a pouziti
uz nyni. Matematicky model ndm muze poskytnout informaci o optimalnim ¢asovém
vysledku a o jednotlivych dobach dokonéeni vSech zakazek a poradi jejich zpracovani.
Kromé téchto ¢iselnych udaju by byla vhodna i jejich vizualizace. V praxi se pro oblast
plénovani a rozhodovéni pouzivaji tzv. Ganttovy diagramy (angl. Gantt chart), podle
Henryho Laurence Gantta (1861 - 1990) strojniho inzenyra, ktery tento diagram rozvijel
a pouzival uz kolem roku 1910 na zédkladé analyzy pracovnich postupu v prumyslové
vyrobé. Vice v [15]. Na jeho pocest se také kazdoroéné udéluje cena Henryho Laurence
Gantta za vyznamny uspéch v prumyslu a sluzbu verejnosti.

Obrazek 1.6: Henry Laurence Gantt

S vyvojem modernich néstroju pro planovani a fizeni projektu doslo k tcelnému

rozsifeni tohoto ptivodné pruhového diagramu zejména pro rizné prezentace sitovych
grafu a hierarchickych datovych struktur.
Ganttuv diagram umoznuje piehledné prezentovat aktudlni stav na projektu, smérny
a aktudalni plan, zejména tudaje Casového rozvrhu, prace, nakladu, financovani a zisku
na projektu. K aktualizaci a prezentaci zavislosti mezi ukoly poskytuje Ganttuv diagram
strukturu na ¢asové stupnici (ose), zejména ke znazornéni dulezitych terminu. Prezentace
souhrnnych tkolt mohou poskytovat pozadované sumarizace hodnot smérnych, aktualnich
a soucasnych planovanych ukazatelu podle realné situace projektu. Ukazka Ganttova di-
agramu je na obrazku (1.7).

Na vertikdlni ose jsou tedy znézornény jednotlivé stroje (mach0l - machl0 z angl.

machine), kterymi musi zakdzka projit a na vertikalni ose ¢as. Z diagramu je dobfe videét,
v jakém ¢asovém obdobi budou jednotlivé stroje (zdroje) v ne¢inném stavu, a kdy naopak
budou zakazky zpracovavat. Snadno vidime doby dokonceni jednotlivych zakézek a jejich
rozvrzeni. Podle takovéhoto diagramu potom muzeme naptiklad planovat pracovni smény,
naklady na provoz stroju, plan jejich udrzby apod.
Hlavni vyhodou Ganttova diagramu je tedy prehlednost projektovych ukazateli na ¢asové
ose, a prehlednost hierarchické struktury projektu. Proto také v souc¢asné dobé Ganttuv
diagram patii k nejpouzivanéjsim formam prezentace projektovych modelu pro planovani
a Tizeni rozsdhlych projektu.



200

mach01

mach02

mach03 J :

machos |

machos | lm EAGH7 | Eeli[7

macros | EEIZDE B @l—— i Jiia

- | — o E— ] B
macros | R W STTs]

machos | SETY ll—mt el 20 (207
machto G e NY N N SOl R

Obrazek 1.7: Ganttiv diagram pro dvacet zakdzek a deset stroju

Na diagramu z obrazku (1.7) je dobfe vidét doba dokonceni zakazek, kterd je v tomto
pripadé po dokonceni zpracovani zakazky na stroji mach10. Hodnoty v obdélnicich zname-
naji cas zpracovani zakazky na jednotlivych strojich. Naptiklad prvni dokonéena zakazka
je tedy zakazka, ktera je oznacCena Cerveneé.

1.5. Implementace v MS EXCEL

Protoze MS EXCEL neposkytuje ve svych moznostech tvorbu Ganttovych diagramu,
ukazeme, jak lze sestrojit tento diagram pomoci makra, které vytvorime v programo-
vacim jazyce Microsoft Visual Basic (VBA). Pouzijeme k tomu sklddany pruhovy graf, na
jehoz vyrobu budeme potiebovat data poskladat do specidlni tabulky, kterou vytvoiime
opét pomoci VBA. Makro rozclenime podle priubéhu operaci a ukazeme ¢asti kodu, které
jednotlivé operace umoznuji. Cely kéd je potom v piiloze (B.2.1). Na zac¢dtku méme
tabulku dat, napriklad pro pruchod dvou zakazek péti stroji

machine | Star time | End time
mach01 12 23
mach(2 26 35
mach03 35 44
mach04 44 49
mach05 49 54
machO01 0 12
mach02 12 13
mach03 13 25
mach04 25 38
mach05 38 49

Tabulka 1.1: Tabukla ¢asu zpracovani zakazek



Makro rozélenime podle prubéhu operaci

machine | Star time | End time
mach01 0 12
machO01 12 23
mach02 12 13
mach02 26 35
mach03 13 25
mach03 35 44
mach04 25 33
mach04 44 49
mach05 39 49
mach05 49 54

1. usporada vstupni data podle ¢isla stroje a podle ¢asu zacatku a konce aktivit,

Tabulka 1.2: Setiidénd tabukla ¢asu zpracovani zakazek

’\ {sort datal}

With Worksheets("input") .Range("U3").CurrentRegion
.Sort Keyl:="Machine", Key2:="Start Time", Header:=xlYes

vTimeData

End With

= .Value

’{oblast dat}

>{usporadani podle tisla stroje a podle aktivit}

2. vytvori tabulku dat pro tvorbu diagramu, kde prvni sloupec obsahuje stroje
a v dalsich se stiidaji sloupce ¢innosti a necinnosti stroje,

machine | Star time | Used | Not Used | Used
mach01 0 12 0 11
mach05 12 1 13 9
mach03 13 12 10 9
mach04 25 13 6 5}
mach05 38 11 0 5

>\ {create chart data worksheet}
With Worksheets("input").Range("018").CurrentRegion ’{oblast dat}
vTimeData = .Value
Worksheets.Add
On Error Resume Next
Worksheets("ChartData") .Delete
Charts("TimeChart") .Delete
On Error GoTo O
ActiveSheet.Name = "ChartData"

’{smazdni posledn& vytvofenyh dat}
’{smazéni diagramu}

’{vytvofeni seZitu kde bude
vytvofena tabulka}
.Columns (1) .AdvancedFilter Action:=x1FilterCopy, _
CopyToRange:=Range("A1"), Unique:=True
End With
Range("al") .Select

For i = 2 To UBound(vTimeData) ’{zapsani dat do tabulky}



If vTimeData(i, 1) <> Selection.EntireRow.Cells(1) Then
Selection.Offset (1) .EntireRow.Cells(1).Select
Selection.Value = vTimeData(i, 1)
vLastEndTime = 0O

End If

Selection.O0ffset(0, 1).Select

Selection.Value = vTimeData(i, 2) - vLastEndTime

Selection.0ffset (0, 1).Select

Selection.Value = vTimeData(i, 3) - vTimeData(i, 2)

vLastEndTime = vTimeData(i, 3)

Next i
With Selection.CurrentRegion >{pojmenovani sloupcu}

.0ffset (0, 1).NumberFormat = ""

.Columns(2) .Cells(1) = "Start Time"

For i = 3 To .Columns.Count
If i Mod 2 <> 0 Then

.Columns (i) .Cells(1) = "Used"
Else
.Columns (i) .Cells(1) = "Not Used"
End If
Next i
End With

3. vytvoreni diagramu, kde jsou vymazany fady ze sloupct, které byly oznaceny jako
necinné,

Obrazek 1.8: Diagram

>\ {create Gantt chart(from chart data)}
Charts.Add >{vytvofeni diagramu}
ActiveChart.Name = "TimeChart"
ActiveChart.ChartWizard Source:=Sheets("chartdata")
.Range ("A1") .CurrentRegion, _
Gallery:=x1Bar, Format:=3, PlotBy:=x1Columns, CategoryLabels _
:=1, SeriesLabels:=1, HasLegend:=2 ’{tvar nastaveni diagramu}

>\ {box properties}
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For Each oSeries In ActiveChart.SeriesCollection

If oSeries.PlotOrder Mod 2 <> O Then ’{odstran&ni fad
z"oSeries.Border.LineStyle = x1None neZinnych sloupcu}
oSeries.Interior.ColorIndex = x1None
Else
oSeries.Border.LineStyle = 1 ’{za&kladni barva a ohraniZeni}
oSeries.Border.ColorIndex = 1
End If

Next oSeries

4. ¢asovy popis jednotlivych useku, jejich barevné oznaceni a nastaveni os.

0 10 20 30 40 50 60

macho1

i e
I .

Obrazek 1.9: Kompletni diagram

>\ box description
ActiveChart.ApplyDatalabels AutoText:=True, LegendKey:=False, _
HasLeaderLines:=False, ShowSeriesName:=False, ShowCategoryName:=False,_
ShowValue:=True, ShowPercentage:=False, ShowBubbleSize:=False

With Selection.Font ’{popséani pruhu vdiagramu hodnotami
.Name = "Arial" tedy dobou trvdni operacel}
.Size = 12
End With
cc = Sheets("input") .Range("B4") .FormulaR1C1 ’{natteni poltu stroju}
bb = Sheets("input") .Range("B3").FormulaR1C1 ’{natteni poltu zakazekl}

For j = 0 To bb - 1

ActiveChart.SeriesCollection(2 * j + 1).Datalabels.Select
Selection.Delete

Next j

Dim jj As Integer

>\ {box color}
For jj = 1 To bb
For j = 1 To cc
ActiveChart.SeriesCollection(2 * jj).Points(j).Select ’{nafteni hodnoty
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Selection.Shadow = False barvy pro konkrétni
Selection.InvertIfNegative = False pruh}
With Selection.Interior
.ColorIndex = Sheets("input")
.Range ("W" + CStr(-bb + 3 + bb * j + jj)).FormulaRiC1
End With ’{hodnota barvy musi byt zapsana ve sloupci W}
Next j
Next jj

’\ {Axes seting}

With ActiveChart.Axes(x1lValue) ’{zakladni nastaveni os}
.MajorUnitIsAuto = True
.TickLabels.NumberFormat = ""
.HasMajorGridlines = True
If .HasMajorGridlines Then

.MajorGridlines.Border.LineStyle = 6

End If

End With

Vysledkem je tedy grafické zpracovani dat z tabulky (1.1). Zatimco tato data nebyla pro
orientaci prilis vhodna, grafickd podoba je nazorna a lehce citelna. Presné z ni dokazeme
urcit, kdy bude dany stroj zpracovavat jakou zakazku, a kdy bude v ne¢inném stavu.

Kompletni zdrojovy kéd je v piiloze ¢islo (B.2.1). Dalsi modifikace 1ze sestrojit pomoci
[12],[13],[14].

Uz vime, jak vytvorit Ganttuv diagram. Otazka ale zni, jak ziskat data v tvodni
tabulce, tedy data, pro pripustny a dokonce optimalni rozvrh. Tim se budeme zabyvat
v nasledujicich kapitolach.
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Kapitola 2

Modely operacéniho vyzkumu pro
planovani a rozvrhovani

Kapitola 1.2 popisovala redlny problém firmy TOSHULIN, a.s. Zatim bylo feceno pouze
to, ze se jedna o velmi komplexni problém, proto se nyni pokusime tento problém pfesné
klasifikovat a vymezit cile této prace. Mame zakazku na vyrobu stroje, ktera se sklada
z predem znamého poctu komponent, ze kterych je tento stroj slozen. Tyto komponenty
jsou bud’ znamé, ve smyslu dokumentace a vyrobnich ¢asii, nebo neznamé, kde nenf vyho-
tovena dokumentace a vyrobni ¢asy se pouze odhaduji na zéakladé analogie z predeslych let.
Vyroba ¢asti komponent probihd paralelné, kde tyto komponenty vyrabime ve stejném
case, dalsi ¢ast komponent musi pockat na vyrobu predchozich. Skuteénost navaznosti
operaci vyroby jednotlivych komponent bereme jako znamou a pocitame s ni. Takovych
zakdzek mame v jednom casovém obdobi vice. Navic mame omezené zdroje, jako jsou
lidska sila, vyrobni prostory apod., které znemoznuji vyrobu vSech aktualnich zakazek ve
stejném case. Proto chapeme feSenim problému optimalni plan rozvrhu vyroby, tedy plan,
pii jehoz plnéni dosdhneme nejlepsich moznych dob dokonéeni vSech zakézek. Jde tedy
o problém planovani vyroby ruzné ¢asové naro¢nych zakazek za pripadné ¢asové nejistoty.

Diky komplexnosti tohoto problému se prace soustiedi na deterministicky zadané vyrobni
casy, tedy na deterministické modely, jejichz rozsiteni muze vést k pozadovanému cili.
Diky tomu nebude pouzito realnych, ale pouze modelovych dat, na kterych bude demon-
strovano feseni problému. Tato problematika podle literatury a prostiredku feseni patii do
metod opera¢niho vyzkumu, presnéji do oblasti plénovani a rozvrhovéni (angl. Scheduling
problem) viz [5],[6]. Proto si pfipomeneme stru¢nou historii.

Planovani a rozvrhovani spada pod metody operacniho vyzkumu. Operacni vyzkum je
védecka disciplina zabyvajici se analyzou operaci spjatych s fizenim, fungovanim a na-
vrhovanim slozitych spolecensko-ekonomicko-technickych systému. Prikladem takového
systému muze byt prumyslovy podnik, kterykoliv jeho provoz, systémy dopravy apod.
Prvni préace, které by se daly zafadit do opera¢niho vyzkumu, se vyskytly uz v roce
1909 a pochézely od ddanského matematika Agnera Krarupa Erlanga (1878 - 1929). Byly
zameéfeny na teorii hromadné obsluhy. Na né potom ve dvacatych letech navazovaly prace
ruznych autoru, kteri aplikovali matematiku na oblast fizeni zdsob. Na né zacina navazovat
tvorba dalsich metod s uplatnénim na vojensky vyzkum britské armady. Zakladatelem
tohoto vyzkumu byl Robert Watson-Watt (1892 - 1973) ze skupiny védcu a technologu,
zabyvajici se rozvojem radaru. Pravé tato skupina poprvé v roce 1940 pouzila pro svoji
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¢innost nazev Operacni vyzkum. Prvni vysledky se tehdy uplatnily pti planovani britskych
odvetnych naletu na Némecko, rozmistnéni protivzdusné obrany Anglie, pii vypoctech
rozlozeni ponorkového lod'stva, optimélni velikosti ochranného doprovodu Zelezniénich
transportu a optimalniho sledu praci pti kladeni min.

Obrazek 2.1: vlevo Agner Krarup Erlang a vpravo Robert Watson- Watt

V soucasné dobé se operacni vyzkum pouziva i v fizeni statni spravy, k feseni vztahu
mezi ekonomickym rustem a kvalitou zivotniho prosttedi, a pii pomoci rozvojovym zemim.
Dostupnost metod opera¢niho vyzkumu roste zvlasté v poslednim desetileti s rozvojem
vypocetni a sdélovaci techniky, coz je spjato s tvorbou systémi na podporu rozhodovdand.
Ty se napt. v prumyslovych podnicich pouzivaji pti strategickém i operativnim planovani,
ve viech fazich projektového Fizeni, pii fizeni vyrobnich procesu apod. viz [1].

Problémy opera¢niho vyzkumu, které se daji klasifikovat jako problémy rozvrhovdni,
chapeme nejcastéji ve smyslu rozvrhovani vyrobniho procesu. Typickymi planovacimi
problémy byvaji napriklad planovani vyroby a vyrobnich postupu v tovarnach, planovani
rozvrhu pracovnich smén, tvorba pracovnich rozvrhu, planovani vyuziti specializovanych
zafizeni, planovani provozu na letistich, planovani slozitych vypoc¢tu a experimentu, nebo
planovanim tloh na pocitacovych systémech. Teorie planovani a rozvrhovani definované
pomoci analyzy kritické cesty se zacind vyvijet od Sedesatych let dvacatého stoleti. V 1956-
1957 zacali James Kelly a Morgan Walker vyvojem algoritmt a metodologii v rozvrhovéni.
Vice z historie planovani a rozvrhovani lze nalézt v ([27]).

2.1. Vymezeni pojmu

Obecné se da fici, ze planovani a rozvrhovani jsou procesy zabyvajici se rozvrzenim tloh
nebo ¢innosti v case, jejichz cilem je pouzitim matematickych technik a heuristickych me-
tod docilit rozvrzeni potiebnych tloh na limitované zdroje. Toto rozvrzeni pak vétsinou
sleduje néjaky zameér, jehoz ucelem byva minimalizace nakladu, nebo maximalizace zisku.
Nejcastéji byva snaha o minimalizaci nakladu ¢asovych, finanénich, materidlnich, energe-
tickych ¢i lidskych. Ziskem pak muzeme rozumét zvyseni financniho profitu, zkvalitnéni
produkce, vyssi produktivitu prace, lepsi ekologické parametry a 1cinnéjsi vyuziti suro-
vin, lepsi informace atd. Pojmy planovani a rozvrhovéni se ¢asto zaménuji, proto uvadime
jejich obecné vymezeni.

e Uloha je objekt, ktery planujeme. Uloha je charakterizovana svymi vlastnostmi
a vnitini strukturou. Operace nebo také podiloha je dil¢i ¢asti celé tlohy. Uloha
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se sklada z jedné nebo vice operaci, jez mohou byt provadény na jednom nebo vice
zdrojich. Ve vyrobé je potom tloha ¢asto nazyvana zakazkou.

e Zdroj zpracovava nebo provadi jednotlivé operace, piipadné je prostiedkem k rea-
lizaci operace. Zdroje byvaji v systému omezené.

e Planovéani je dlouhodoby proces vytvareni mnoziny vhodnych aktivit, aby bylo
dosazeno stanovenych cilu.

e Rozvrhovani je alokace zdroju umisténych v ¢asoprostoru za danych podminek na
objekty (ilohy) tak, aby se splnila zadand kritéria, napiiklad minimalizace cel-
kové ceny danych zdroju. Duraz je kladen na usporadani objektu v case. Rozvrh je
vystupem procesu rozvrhovani. Jedna se o datovou strukturu obsahujici informace
o umisténi objektu (loh) v case na zdrojich.

Tyto a dalsi pojmy lze nalézt v [7].

2.2. Struktura tulohy, omezeni iloh a charakteristika
zdroju

Struktura, parametry a omezeni iiloh mohou byt ruzné. Nékteré tlohy nebo jejich operace
musi byt provedeny v urcitém poradi v zavislosti na danych precedenc¢nich podminkach.
Tyto podminky mohou vytvaret linedrni posloupnost operaci, stromovou strukturu, obec-
ny orientovany acyklicky graf nazyvany graf precedenci. Planovaci proces musi tuto sku-
tecnost respektovat a spravné smeérovat jednotlivé operace tulohy ze zdroje na zdroj.
V naSem pripadé navic mluvime o multioperacnich wlohdch, tedy tlohach, které bézi po-
stupné na vice zdrojich. Typickym rozdélenim v rozvrhovacich problémech jsou tlohy
preemptivni (prerusitelné), které 1ze béhem jejich zpracovani na zdroji prerusit a poté
opét po néjaké dobé spustit, a tlohy nepreemptioni (neprerusitelné), které nelze prerusit
poté, co je spusténo jejich provadéni a musi dobéhnout az do konce. Tato préace se zabyva
nepreemptivnimi tlohami.

7, vymezeni pojmu zdroje je ziejmé, ze se jednd o dosti obecny pojem. Vzhledem
k zaméreni této diplomové prace bude v dalsim textu zdroj predstavovat néjakou mnozinu
stroju, které slouzi ke zpracovavani uloh nebo poskytuji néjaké sluzby. Takovy zdroj pak
ma své charakteristiky a omezeni. Podobné struktura zdroje muze byt ruzna. Zdroj muze
byt tvoren jednim strojem nebo vice stroji. Pokud jeden stroj chdapeme jako zdroj, jenz
v daném casovém okamziku muze zpracovavat maximalné jednu tlohu, pak hovoiime
o disjunktnim zdroji. Je-1i zdroj tvoren vice identickymi stroji, mluvime o tzv. identickych
paralelnich strojich. Taky si muzeme identické paralelni stroje predstavit jako jeden zdroj,
ktery muze zpracovavat vice zakazek v jednom ¢asovém okamziku. Pocet téchto zakazek
je potom roven poctu paralelnich (stejnych) stroju. Pokud tedy zdroje umoznuji v jeden
casovy okamzik zpracovavat vice tloh, mluvime o kumulativnich zdrojich. N&s systém
muze obsahovat jak disjunktni zdroje, tak kumulativni zdroje. Coz je v praxi nejcastéjsi
situace.
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2.3. Zakladni rozvrhovaci problémy

Problém rozvrhovani se déli na nékolik podskupin, podle slozitosti systému a na zaklade
povahy tloh.

1. Planovani na jednom zdroji predstavuje situaci, kdy veskeré tlohy jsou zpracovany
pravé jednim zdrojem. Rozvrhem pak rozumime prifazeni jednotlivych tloh tomuto
zdroji v case.

2. Planovani na vice zdrojich fesi situaci, kdy je k dispozici vice paralelné pracujicich
zdroju, které mohou jednotlivé ulohy zpracovavat. Rozvrhem pak rozumime ptita-
zeni jednotlivych tloh na konkrétni zdroje v case.

Multi-operacni (shop) problémy predstavuji planovéani takovych uloh, kdy jedna iloha
je postupné zpracovavana na vice strojich, tzn. skldda se z jednotlivych operaci. Rozlisu-
jeme nasledujici varianty.

1. Flow shop, predstavuje situaci, kdy kazda tloha musi byt provadéna na vsech
strojich ve stejném poradi.

2. Flexible Flow Shop, jedné se o zobecnéni predchazejictho piipadu. Jednotlivé stroje
jsou vsak paralelni a tloha musi byt zpracovavana na kazdém z nich. Na prislusném
paralelnim stroji pak muze byt iloha zpracovavana libovolnym strojem.

3. Job shop, v této situaci musi byt tloha provadéna na vsSech strojich podle pfedem
daného poradi. Tento typ je v praxi nejbézné;jsi.

4. Open shop, tloha nemusi byt provadéna na vsech strojich. Poradi provadéni ilohy
na strojich uréi planovac.

Ve spojitosti s praci budeme pouzivat variantu Job shop viz [5],[6], protoze se nejlépe
hodi k popisu naseho problému. Mame tedy definovany problém, vime jaky ocekavame
vysledek a chceme tohoto vysledku dosahnout pomoci matematického zpracovani.

2.4. Matematické programovani

Ve tricatych letech se zacina rozvijet matematické programovdni jako uceleny soubor op-
timaliza¢nich metod, zaméreny na hledani vazanych extrému funkci vice proménnych.
Extrémy funkei jsou popsany v dodatku A.1 nebo v [16],[17].

Matematickych metod na feSeni problému operacniho vyzkumu je nékolik. Nas bu-
dou v této préaci zajimat predevsim metody matematického programovani, jejichz vznik
byl vyvolan vyskytem optimaliza¢nich problému velkého rozsahu. Tvorba matematického
modelu zahrnuje prevedeni vécného problému do matematické formulace. Jsou pritom vy-
mezeny zavislé a nezavislé proménné modelu a relace, popisujici jejich vzajemny vztah.
Visledkovd proménnd je takova zavisla proménnd, ktera charakterizuje iroven efektivnosti
systému. Ucelova funkce potom vyjadiuje vysledkovou proménnou pomoci nezavislych
proménnych. Riditelnd (rozhodovaci) proménnd je potom takovd nezdvisld proménna,
kterou muze ovliviiovat fesSitel modelu. Je-li pro naro¢nost nutné zjednoduseni modelu,
nesmi toto zjednoduseni znemoznit ty prvky reality, které jsou pro reseni problému pod-

7t~
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1. linedrni matematické programovdni, coz je takové, kde ucelova funkce a omezujici
podminky maji tvar linearnich rovnic a nerovnosti,

2. nelinedrni matematické programovdnt, kde se vyskytuje nelinedrn{ vyraz bud v tce-
lové funkci, nebo v nékteré z omezujicich podminek,

3. celociselné matematické programovani, kde alespon jedna rozhodovaci proménna
nabyva pouze celo¢iselnych hodnot.

Tato prace matematicky fesi problémy linearniho a celo¢iselného programovani. Obecnou
formulaci téchto tloh naleznete v piiloze (A.2), (A.3) nebo v [1],[2],[4]. V nésledujicich
kapitolach budeme vzdy uvadét o jaky typ omezeni se v konkrétnim piipadé jedna.
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Kapitola 3

Matematicky model priuchodu jedné
zakazky

Jak predesila nazev kapitoly omezime se nyni na priichod jedné zakazky firmou. Na jejim
pruchodu si ukazeme matematickou realizaci naslednosti operaci pomoci linedarniho pro-
gramovani. Zakazku rozdélime na komponenty, které se zpracovavaji na ruznych strojich.
Tato posloupnost operaci je pro firmu TOSHULIN, a.s. znama, proto ji bereme jako
vstupni idaj problému. Cilem kapitoly bude potom urcit ¢as, potiebny k dokonceni celé
zakéazky.

V uvodu kapitoly si ukazeme modelovy priklad, matematickou teorii, feseni prikladu,
obecny matematicky model, softwarovou implementaci modelu a graficky vystup pomoci
Ganttova diagramu.

Piiklad 1: Predstavme si zakazku, kterda se sklddd z osmi komponent (k1 - k8).
Vyrobni doby téchto komponent jsou predem znamy a dany tabulkou (3.1).

kl | k2 | k3 | k4 | kb | k6 | k7 | k8
cas zpracovani | 4 |12 | 7 | 2 |10 5 | 3 | 4

Tabulka 3.1: Vyrobni doby komponent

Predpokladame, ze kazda z téchto komponent se vyrabi na jiném stroji, a mame proto
osm stroju (machO1 - mach08). Déle tedy misto oznaceni komponenta (k) budeme mluvit
o stroji (mach). V praxi to tak vsak platit nemusi, tedy jeden stroj muze zpracovavat
vice komponent. Na druhou stranu muzeme brat komponenty, které by vyrabél jeden
stroj jako celek a tim splnime nés predpoklad. Navaznost zdroju dobie popisuje acyklicky
orientovany graf bez vicendsobnych hran. Proto si uvedeme par zakladnich poznatku
z teorie grafu a vysvétlime pojem kriticka cesta v grafu, ktery budeme déle pouzivat.

3.1. Analyzy kritické cesty

DEFINICE 3.1 Graf G je usporddand dvojce G = (V, E), kde V' je neprdzdnd mnozina
vrcholi a E je mnoZina hran.

e Pro neorientovany graf E — V @ V, kde V ® V' oznacuje mnoZinu vsech neu-
sporadanych dvojic proki z mnozZiny V.
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e Pro orientovany graf E — V XV, kde V- x V' oznacuje kartézsky soucin mnoZinu
vSech uspordadanijch dvojic prokiu z mnoZiny V.

0‘: 0‘:

Obrazek 3.1: Neorientovany a orientovany graf

Poznamka: Pokud se mezi dvéma vrcholy u a v nachazi vice hran, nazyvame tyto
hrany vicenasobné.

DEFINICE 3.2 Sled je posloupnost ne nutné riznijch vrcholi {vg, vy, ... v,}, kde kazdé dva
sousedni jsou spojeny hranou, tedy v; € V a {v;,v;41} € E.

DEFINICE 3.3 Tuah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy {v;, vi+1} # {v;,vj41} pro
i+
DEFINICE 3.4 Cesta je tah, v némz se neopakugji vrcholy, tedy v; # v; pro i # j.

VETA 3.1 Mezi dvéma vrcholy existuje cesta, prdvé tehdy kdyZ mezi nimi existuje tah,
a prave tehdy kdyz mezi nimi existuje sled.

DEFINICE 3.5 Rekneme, e graf G je souvisly, jestlize mezi kazdymi jeho dvéma vrcholy
existuje cesta.

DEFINICE 3.6 Vzddlenosti d(u,v) dvou uzli u a v v souvislém grafu nazveme délku nej-
kratsi z cest mezi vrcholy u a v.

Tyto a dalsi poznatky lze nalézt napiiklad v [9],[10].

Kritické cesta je nejdelsi cestou v grafu. Analyza kritické cesty (angl. critical path analy-
sis) je tedy vlastné algoritmus pro hledani nejdelsi mozné cesty. Cilem vsech metod tohoto
typu je stanoveni doby trvani projektu na zakladé délky kritické cesty. Svou délkou indi-
kuje minimalni dobu potfebnou k dokonceni projektového dila. Nejdelsi cesté se tika kri-
tickd, protoze kazdé zpozdéni ¢innosti na kritické cesté zpusobi zpozdéni celého projektu.
Kazdy projekt ma kritickou cestu. Existuji rozdily ve sledovani kritickych a nekritickych
ukolu. Zatimco tkoly, které lezi na kritické cesté, je tfeba vyhodnocovat na béazi jednot-
livych tkolu, tkoly lezici mimo tuto cestu postaci z pohledu c¢asu sledovat podle miry
cerpani rezervy. Ta predstavuje cas, ktery zbyva do okamziku, nez se z cesty nekritické
stane kritickd. Kritickd cesta a jeji metody feseni jsou napiiklad v [11].

Pozndmka: Problém kritické cesty bude ale v nasem pripadé pouze informaci o délce
trvani prace a nebudeme se proto kritickou cestou zabyvat ve smyslu sledovanim ¢innosti
na této cesté a jejich optimalizovanim.

Acyklicky orientovany graf v nasem pripadé popisuje zavislosti mezi ¢innostmi projektu.
Hrany odpovidaji ¢innostem a ohodnoceni hran dobé, jak dlouho bude dand ¢innost
probihat. Pro néas pripad pruchodu zakéazky firmou budeme jako uzel brat casovy okamzik
a jako hranu stroj, ktery zakazku zpracovava. Zadani piikladu muzeme doplnit o graf
z obrazku (3.2).
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Obrazek 3.2: Graf navaznosti operaci pro priklad 1

Naptiklad operace z uzlu 3 muze zacit, az jsou vSechny operace, které do uzlu vchéazi
dokoncené. V zadéani prikladu mluvime o osmi strojich, ale hran je v grafu devét. Hrana,
kterd vede z uzlu 5 do uzlu 4 m4 casové ohodnoceni 0 a je to tzv. fiktivni ¢innost (angl.
dummy activity), kterd uvadi logicky vztah mezi uzlem 5 a 4 a fikd, ze muzeme vyjit
z uzlu 4 az je hotové vse v uzlu 5. Pokud takovy vztah maji jakékoli dva uzly, vytvoii se
fiktivni hrana (stroj) kterd tyto uzly spojuje. Opét tedy vidime, Ze pojem stroj je spise
intuitivni. Vstupnim parametrem ptikladu je tedy tabulka ¢asu operaci, kde musime také
pripsat fiktivni ¢innost, a informace o navaznosti operaci.

machl | mach2 | mach3 | mach4 | machb | mach6 | mach7 | mach® | mach9
t 4 12 7 2 10 0 5 3 4

3.2. Matematicky model

Matematicky model, jak uvadéla kapitola 2.4 bude vzdy obsahovat uc¢elovou funkei, kterou
budeme minimalizovat a sadu omezeni. Ucelovou funkci ozna¢ime z a proménné v jednot-
livych uzlech z1, 2o, ..., x7.

Ucelov4 funkce
V nasem prikladé chceme aby byla zakazka co mozna nejdiive hotova, tedy hodnota
v poslednim uzlu grafu co nejmensi.
Zmin = Min oy
Omezeni

Zatimco rovnice ucelové funkce byla zcela ziejma, hlavnim krokem je matematicky zapis
omezeni. Ty musi popsat cestu grafem, tedy navaznosti operaci matematicky. Obrazek
(3.3) popisuje situaci, kdy musi zakézka projit dvéma stroji. Zaméime se na stroj m2.
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Q 1 2 2 4 3 B 7 B € 10 11 12 13 14 16 18 17 18 1@ 20

m1

m2

t tmz

B xq X3

Obrazek 3.3: Digram pro ndslednost operaci jedné zakdzky

7 diagramu je zfejmé, ze pokud k casové hodnoté x; pripoc¢itame dobu t,,, dostaneme
hodnotu x5. Omezeni presto musime napsat ve tvaru nerovnice, protoze v situaci, kdy
bude vstupovat do uzlu x5 dalsi hrana, bude hodnota x5 vzdy maximem téchto hodnot.
Kdyby ne, mohla by nastat situace nedodrzeni ¢ekaci doby zacatku operace na predchozi,
coz je hlavnim smyslem tohoto modelu. Podminku pro stroj m2 tedy muzeme napsat jako

—T1 + T2 2 tmg.

Omezeni je tedy tolik, kolik je hran v grafu. V nasem ptipadé to tedy bude nasledujicich
devét nerovnic.

-1 + T2 > U
—x1 + T4 > 1o
-1 + x3 = t3
—Ty + x3 = 4
—x3 + x5 > 15
—r5 + 1y = g
x5 + x6 = 7
—T4 + xg = 13
x5 + X7 = 1y

Predpokladame, ze ¢as nemuze nabyvat zapornych hodnot, proto klademe pozadavek
na nezapornost proménnych.

1’1,272,..-71'720

Mame tedy tucelovou funkci, devét omezeni ze sedmi podminkami nezapornosti pro-
ménnych. I kdyz problém na zacatku nevypadal prilis slozité, vytesit ho pomoci tuzky
a papiru neni jednoduché. Tento model budeme fesit pomoci matematického modelovaciho
jazyka GAMS. Psat ale pro kazdou sebemensi zménu novy model je zbytecné, proto si
nejdiive ukazeme zobecnény matematicky model, ktery budeme v programu GAMS resit
pri zadani vstupnich dat z prikladu 1.
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3.3. Obecny matematicky model

Rovnice ucelové funkce i vsech podminek jsou linearni. Pro stavbu matematického modelu
pouzijeme linearni programovani. Konkrétné pouzijeme linearni program ve tvaru

min{ch\szb,XZO},

viz priloha (A.2.1) nebo [1],[2],[4].

Névaznost pomoci grafu je sice nazornd, ale pro tvorbu obecného matematického mo-
delu nevhodna. Maticovy popis grafu vychazi ze dvou zakladnich vztahu v grafu. Tim
prvnim je vztah mezi hranou a jejim koncovym uzlem, ktery se nazyva vztah incidence
viz [9]. Ten popisuje matice incidence grafu. Druhym vztahem je sousednost uzlu viz
[9],[10]. Ten popisuje matice sousednosti grafu. Pro nasi soustavu rovnic se vice hodi
prvni z téchto vztahu, tedy budeme pouzivat incidenéni matici.

DEFINICE 3.7 Incidencéni matice (incidence matriz) grafu G = (V,E,¢), kde V =
{vi,...,un}, E = {e1,...,em} a € indikuje jestlize existuje orientovand hrana
z uzli v do w mebo z u do v, je n x m matice B = (b;;), kde kaZdy rddek odpovidd
vrcholu, kazdy sloupec hrané a

1, jestlize JueV :e(e;) = (v,u)
bi; =4« —1, jestlize FueV:c(e) = (u,v;)
0, gnak.
Pozndamka: Tedy jinak feceno b, ; = —1 pokud j-t4 hrana vychazi z i-tého uzlu, b;; = 1

pokud j-td4 hrana vchazi do i-tého uzlu a b; ; = 0 pokud j-ta hrana nevychazi ani nevchazi
do i-tého uzlu. Pro nas konkrétni piiklad ma inciden¢ni matice tvar

™

I
S OO OO~
OO OO = O =
OO O~ OO
OO O, OO
OOH}LOOO
SO, O = OO
O = OO = OO
O = = OO oo
__ 0 OO O O o

Zadani ilohy je tedy urceno dobou vyroby jednotlivych komponent a grafem navaznosti
operaci resp. incidenc¢ni matici.
Matematicky model obsahuje

e pocet stroju j=1...,m,
e pocet uzlu E=1,....q
e doba zpracovani zakazky na j-tém stroji tj,

e doba kdy muze zakazka pokracovat z uzlu k Ty

e incidenc¢ni matice B,
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e doba dokonceni zakazky na poslednim stroji Tq,
e tcelova funkce z.

Tedy rozhodovaci nezavislé proménné jsou = a zavisla proménna je redlna proménna z.
Ucelova funkce

Ucelovou funkei stéle chdpeme jako minimalizaci hodnoty v poslednim uzlu grafu =z,
ktery chapeme jako ¢asovy okamzik dokonceni zakazky. Ucelovou funkei potom zapiSeme
ve tvaru

Zmin = MiN 2. (3.3.1)

V piikladé 1 byl stanoven posledni uzel x; konkrétné. Muzeme ho také stanovit obecné
jako x, > x; kde k = 1,...,q. Kdybychom toto zobecnéni neudélali, museli bychom pro
kazdou zménu vstupnich dat ménit tvar ucelové funkce.

Omezeni

Omezeni je tedy tolik, kolik je hran v grafu (stroju). Toto omezeni zobecnime pro kazdé
dva uzly h a p, které v grafu spojuje hrana j

xp — T >t (3.3.2)

Omezeni muzeme za pomoci incidenéni matice B rovnéz napsat v maticovém tvaru

x'B > t’, (3.3.3)
tedy
b1 bim t1 4
(Ila"'axk’a"'7mq) bk] 2 t.]
ba1 bym tm

Predpokladdame, ze cas nemuze nabyvat zapornych hodnot, proto mame pozadavek na
nezapornost proménnych
x> 0. (3.34)

Spojenim (3.3.1), (3.3.2) nebo (3.3.3) a (3.3.4) dostdvame linedrni model pro pruchod
jedné zakéazky grafem.

Zmin = MIN T4
Ty > T, k=1,...,q

xp—xg 2>t [J=1....m 1<ph<gq
Q?kZO kzl, ., q

3.4. Implementace modelu v programu GAMS

Modelovaci jazyk GAMS (General Algebraic Modeling Systém), vytvoreny vyvojovym
tymem Svétové banky v osmdesatych letech, je Siroce pouzivdan na mnohych pocitacovych
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platformach a stal se svétovym standardem ve vyzkumu a aplikacich. Byl navrzen zejména
pro tulohy linearniho, nelinearnitho a smiSeného celo¢iselného programovani, pro které
nabizi siroky vybér fesicti. Systém byl naprogramovan v PASCALu. Soubory vytvorené
vnéjsim editorem jsou zpracovany GAMSem v davkovém rezimu. Vice informaci 1ze nalézt
na internetovych strankach http://www.gams.com/ nebo v [19].

Ve vyvoji optimalizac¢nich programu predstavuje vyuziti ¢asteéné ¢i iplné predkompi-
lovanych procedur tzv. fesi¢u. Uzivatel je vyuziva, aniz by byl nucen znat implementac¢ni
detaily a muze se zabyvat pouze jejich vstupem a vystupem. Tyto FeSice jsou vsak obvykle
dostupné v plné verzi na komercni bazi. V této praci pouzijeme jak na linedrni, tak na
celociselné programovani fesic CPLEX. Tedy vzdy kdyz budeme hovofit o vysledcich
z programu GAMS, budeme hovorit o vysledcich resice CPLEX. Tento resi¢ pouziva tzv.
Simplexovou metodu, ktera vychazi z Gaussovy elimina¢ni metody a struéné popsana
v piiloze (A.2.2) nebo v [4].

Je dobré zduraznit, ze GAMS je programovaci (modelovaci) jazyk a program musi byt
zapsan v jazyce, ktery pouziva. Zakladni strukturu programu muzeme rozdélit na

e mnoziny (statické, dynamické..),
e parametry (skaldry, tabulky..),
e proménné (celociselné, redlné..),
e rovnice (linedrni, nelinedrni..).

Konkrétné pro nase hodnoty vypadda GAMS model

$Title omne_job *{jméno modelu}
sets *x{nastaveni mnozin}
n nodes /1x%7/ *{mnoZzina uzlu}
m activities /machl*mach9/ ; *{mnozina stroju}
parameter *{vstupni parematry}
t(m) production time x{tas zpracovani zakazky}

/machl 4,mach2 12,mach3 7,mach4 2,mach5 10,
mach6 O,mach7 5,mach8 3,mach9 4/;
table *{tabulka navaznosti (incidenZni matice)}
incidence_matrix(n,m)
machl mach2 mach3 mach4 machb5 mach6 mach7 mach8 mach9

1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 -1 0 0 0 0 0
3 0 1 0 0 0 1 -1 0 0
4 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
5 0 0 0 0 1 -1 0 -1 0
6 0 0 0 0 0 0 1 1 -1
7 0 0 0 0 0 0 0 0 1
variable x{zavedeni proménnjch}
x(n) start time
z finish time;
positive variable x{pozadavek na nezapornost prom&nné}
x(n);
equations x{zdpis rovnic}
finish_time finish total time
balance balance equations;
finish_time .. z =e= x(’7’);
balance(m) .. sum(n,x(n)*incidence_matrix(n,m)) =g= t(m);
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model one_job one_job /all/ ;
solve one_job minimizing z using lp; x{zavolani vjpo&tu, minimalizace z}
display x.1; *{vypis prom&nnjch x}

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 2 SINGLE EQUATIONS 10
BLOCKS OF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLES 8
NON ZERO ELEMENTS 20
GENERATION TIME = 0.000 SECONDS 4 Mb WIN225-148 May 29, 2007
EXECUTION TIME = 0.000 SECONDS 4 Mb WIN225-148 May 29, 2007
GAMS Rev 148 x86/MS Windows 05/08/08 09:57:59 Page 5
one_matrix
Solution Report SOLVE one_matrix Using LP From line 39
S”0"L V'E S"U"M M AR Y
MODEL  one_matrix OBJECTIVE
z"TYPE LP DIRECTION MINIMIZE
SOLVER CPLEX FROM LINE 39
*%xx SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
*xx% MODEL STATUS 1 OPTIMAL
*xx*% OBJECTIVE VALUE 26.0000 *{vyslednd hodnota tuZelové funkce
(doba dokonZeni zakazky)}
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.031 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 0 10000

GAMS/Cplex Jun 1, 2007 WIN.CP.CP 22.5 034.037.041.VIS For Cplex 10.2
Cplex 10.2.0, GAMS Link 34

- 40 VARIABLE x.L start time *{vypsané promé&nné x}
2 4.000, 3 17.000, 4 7.000, 5 17.000, 6 22.000, 7 26.000

GAMS spocital vysledek ktery tika, ze zakdzka bude hotova v ¢ase 26, a ukazal nam
i pro jaké hodnoty x tento vysledek nastane. Diky tomu muzeme spocitat presné ¢asové
vytizeni jednotlivych stroju.

[ kdyz uz méame vysledek, tento piiklad jesté nekonci. V minulé kapitole bylo feceno, ze
prijatelnym vysledkem je Ganttuv diagram. Ten mame ovSsem v programu MS EXCEL.
Prepisovani dat po kazdém vypoctu je z uzivatelského hlediska naprosto nepfijatelné.
Proto ukdzeme, jak se daji pomérné snadno vypoctend data prevést z GAMSu do MS EX-
CELu. Stejné tak pro casté zmény vstupnich dat neni GAMS prilis uzivatelsky privétivy,
proto si rovnéz ukazeme, jak propojit GAMS a MS EXCEL v opa¢ném sméru. Asi nej-
lepsi varianta je zadat hodnoty v MS EXCELu, spustit v pozadi GAMS pomoci makra
vytvoreného v Microsoft Visual Basicu a nechat po vypoctu zapsat automaticky vystupni
data do MS EXCELu.

Doplitkem GAMSu jsou tzv. GDX (GAMS data exchange) prislusenstvi, kterd maji
fadu prostiedki na propojeni programu GAMS s jinymi platformami. Néds konkrétné
zajima utilita GDXXRW kvuli moznosti propojeni GAMSu s MS EXCELem. Pomoci
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ni muzeme prenaset mnoziny, parametry, proménné, rovnice, vystupni udaje apod. mezi
GAMSem a MS EXCELem. Rozbor tohoto problému vsak presahuje ramec prace a v ma-
nualu k programu GAMS je napsana cela priloha, kterd se této problematiky tyka, proto
se zde odkazujeme na [19]. Ukdzeme si rovnou jak musime GAMS model upravit.

$Title one_job_scheduling

$onecho > one_job_excel.txt x{zapise do souboru .txt z jakych bun&k MS EXCEL
set=m rng=bl12:j12 cdim=1 seSitu ma GAMS nacitat vstupni parametry}

set=n rng=al3:al9 rdim=1

par=t rng=a2 rdim=1

par=incidence_matrix rng=al2 cdim=1 rdim=1

$offecho

$call gdxxrw.exe one_job_excel.xls Qone_job_excel.txt *{zavolani utility GDXXRW}
$gdxin one_job_excel.gdx

sets *{mnoziny které GAMS naclte}
n(*) nodes
m(*) activities ;

$load n m

display n,m;

parameter t(m) production time *{mnoziny které GAMS nacite}

incidence_matrix(n,m) incidence_matrix;
$LOAD t incidence_matrix

Display t, incidence_matrix;
$GDXin

variable
x(n) start time
z"finish time;
positive variable

x(n);
equations
finish_time finish total time
balance balance equations;
finish_time .. z7=e= x(’6’);
balance(m) .. sum(n,x(n)*incidence_matrix(n,m)) =g= t(m);

model scheduling one_job_ /all/ ;
solve scheduling minimizing z"using lp;
display x.1;

execute_unload ’one_job_excel.gdx’,x z7; x{zapsdni hodnot do MS EXCEL}
execute ’gdxxrw.exe one_job_excel.gdx var=x.l rng=b23 var=z rng=b26’ ;

*{umisténi hodnot do MS EXCEL}
execute ’=shellexecute one_job_excel.xls’; *x{zpusténi MS EXCEL}

Pozadavek na vypocet v programu GAMS muzeme také zavolat z piikazového radku,
nebo pomoci makra i z MS EXCELu. Piikazy k voldni vypoctu jsou rovnéz napsany
v piiloze (B.2.2) nebo v [19]. Zde si ukdzeme pouze makro vytvorené v VBA pro toto
zavolani.

Sub GAMS_sum_xf () ’{jméno makra}
ActiveWorkbook.Save ’{ulozeni zmén}
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Pathl = Cells(2, "N").Value ’{nacteni cesty ke GAMS adresafi
z"buiiky N:2}
Path2 = Cells(2, "P").Value ’{nacteni cesty k“licenZnimu souboru
z"buiiky P:2}
If Path2 = "" Then Path2 = "demo" ’{pokud neni nic v~buiice P:2 je

spu§téna demo verze GAMSu}
Path = Pathl + "\gams schedulingl.gms license =" + Path2
’{zavolani vjpoltu v programu GAMS}
ActiveWorkbook.Close ’{uzavfeni sefitu z"divodu zapisu dat}
End Sub ’{konec}

Prosttedi v MS EXCEL je zobrazeno na obrazku (3.4). Makro, které nacte cestu
k programu GAMS, spoustime pomoci tlacitka GAMS!. Cesta musi byt napsana v burce
B:32. Toto makro zaroven uklada zmény a zavira aktualni seSit, protoze aby mohl zapsat
GAMS data do souboru .xls, nesmi tento soubor pouzivat jiny program v dobé zapisu
dat. Na druhou stranu posledni piikaz v GAMS modelu (execute '=shellexecute...) znovu
otevte sesit v programu MS EXCEL.

Poslednim krokem je zavedeni Ganttova diagramu. Data musi byt ve tvaru doby
zacatku a doby konce operace na jednotlivych strojich. Proto si navic zavedeme pomocné
proménné, kde pro kazdy uzel a kazdou hranu které z néj vede, spocitame dobu zacatku
operace x; jako xy = x; pro vSechny hrany j, které z uzlu vedou. Spocitame také dobu
konce operace x;L jako xp +t; = :rj pro vSechny hrany j, které do uzlu vchazi. Hodnot z;
a :L"j_ je tedy tolik, kolik je stroju. Z takto poskladanych dat muzeme sestrojit Ganttuv
diagram podle navodu z kapitoly 1.5.

A B c D E F G H | J K L b N (6]
1 proces_time incidence_matrix
2 al 4 al a2 a3 ad a5 ab ar ad ad
8 a2 12 0 -1 -1 -1 1] 0 1] 0 1] 0
4 a3 7 1 1 0 1] -1 0 1] 0 1] 0
5 ad 2 2| 1] 1 1] 1] 0 1 -1 1] 0
5] a5 10 3 1] 0 1 1 -1 1] 0 1] 0
7 ab 1] 4 1] 0 1] 1] 1 -1 0 -1 0
8 a7 5 A 1] 0 1] 1] 0 1] 1 1 1
9 afl 3 5] 1] 0 1] 1] 0 1] 0 1] 1
10 ad 4
1 x.1
12 [0 T + 1 =2 [ 35 T ¢« T & |
13 | o [ o [ v 1 7 [ v 1 2 [ & |
14 | start time of activity aly.[)
15 [ &t T a2 [ a3 [ a4 | & [ & | a | a8 | =& |
16 | o [ o [ o [ 4 | 7 [ 17 | w7 [ 17 | 221
17 finish time of activity alyy.[)
18 [ et [ a2 [ a3 [ a4 [ & | a6 [ a | a8 [ a3 |
19 | [ 2 1 7 [ 1 w7 [ 17 | 22 [ 2o | =% |
20 total time (z)
;; 0 5 10 15 0 % 30
23 GAMS Directory. d:ibatch\GAMEZ22.5 a1l et ] |
24 GAMS! | Zobrazovanéoblﬂ
25 4 a2 az
2B 4
27 al EE]
28 q
29 a4
30 1
3 a5 [ a5 ]
32 E
33 af ab
34 4
35 a7 [ a7 |
3B B
37 a8 a8 |
38 E
38 EL] ad
40
41 -
-

Obrazek 3.4: Prostiedi MS EXCEL

Méame tedy model, ktery pocita potrebnou dobu k zhotoveni zakazky, pro ruznd
vstupni data jako je Cas operaci nebo tabulka navaznosti operaci. Kromé vypoctu ma-
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me i grafické zpracovani v podobé Ganttova diagramu, coz bylo hlavnim cilem tohoto
piikladu. Zdrojové kédy pro GAMS a pro MS EXCEL jsou v piiloze (B.1),(B.2).

V dalsich kapitolach problém obohatime o pocet zakazek, nejdiive o dvé a potom obecné
o libovolny pocet. Véci z této kapitoly jako jsou vymezené pojmy, rovnice pro hledani kri-
tické cesty, poznatky z teorie grafi a propojeni programu GAMS a MS EXCEL budeme
dale pouzivat.

28



Kapitola 4

Matematicky model prichodu dvou
zakazek

V této kapitole si ukazeme jak se zméni nas model, kdyz k nému pribude navic dalsi
zakéazka. Ukdzeme si matematickou realizaci rozvrzeni vyroby pro dvé zakizky pomoci
celociselného programovani. Tato kapitola bude zakladem pro kapitolu 5, kde téchto
zakazek bude libovolné mnoho. Jak bylo fe¢eno v kapitole 1 a 2, zdroje (stroje) které
zakazky zpracovavaji jsou omezené ve smyslu poctu zakazek, které mohou zpracovavat
zaroven. Mluvime o problému omezenych zdroju, které jsou redlnym problémem jak firmy
TOSHULIN, a.s., tak i mnohych dalsich. V nasich ivahach predpokladame, ze jeden zdroj
muze zpracovavat pravé jednu zakazku v case. Cilem této kapitoly je tedy tvorba op-
timalniho rozvrhu pruchodu dvou zakazek firmou a grafické znazornéni pomoci Ganttova
diagramu.

Ukazeme si opét modelovy piiklad, matematickou teorii, matematicky model, softwa-
rovou implementaci modelu a graficky vystup pomoci Ganttova diagramu.

Priklad 2: Budeme pokracovat v piikladu 1 s tim rozdilem, ze grafem posloup-
nosti operaci budou prochazet dvé zakazky. Nasim tkolem je rozhodnout o vhodném
poradi téchto zakazek na jednotlivych strojich. Vyrobni doby operaci jsou dany tabulkou
(4.1). Mezi vstupni parametry piibyla navic mnozina zakazek, i kdyz v tomto piipadé

machl | mach2 | mach3 | mach4 | machb | mach6 | mach7 | mach8 | mach9
ti1 1 24 1 1 6 0 5 3 4
to 4 5 5 7 4 2 7 4 4

Tabulka 4.1: Vyrobni doby operaci

dvouclennda. Graf navaznosti operaci budeme uvazovat stejny jako v prikladé 1. Tedy
inciden¢ni matice ma tvar

vy

I
O OO OO
[ elNeNoll el
O OO, OO
O OO =R OO
OO)—‘DLOOO
OO = O = OO
O = OO = OO
O = = O O oo
—_0 O O OO
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Musime vytvorit specidlni proménnou, kterd bude urcovat, jaka zakazka bude zpra-
covana jako prvni na j-tém stroji a kterd bude muset na své zpracovani pockat. Takovato
proménnd se nazyvé indikdtorovd proménna (angl. indicator variable) a je specidlnim
pripadem celociselné proménné. Proto v tomto ptikladé piejdeme na problém celo¢iselného
programovani viz piiloha (A.3) nebo [1].

4.1. Indikatorové promeénné

V ramci tloh celoéiselného programovani tvori specialni skupinu tlohy bivaletniho (nula-
jednickového) programovani viz [1]. Ty se vyznacuji tim, ze D € {0,1},j = 1,2,...,n.
Pro své pouziti se také témto proménnym fika indikatorové proménné. Indikuji naptiklad
0 = 1 jestlize stroj zpracovava zakazku nebo ¢ = 0 pokud je volny. Tyto proménné
nevystupuji v modelech samostatné, ale spise v tlohach s realnymi proménnymi, tedy
v ¢astecné celociselnych. Logické operace s indikatorovymi proménnymi:

X1V Xy je ekvivalentni s 0 +dy>1
X1 A Xo je ekvivalentni s 01+ 0y =2
=X je ekvivalentni s 01 =20
X1 — X5 je ekvivalentni s 01— 0, <0
X« Xo je ekvivalentni s 0 — 02 =0

Vyuziti indikatorovych proménnych pro modely pldnovani a rozvrhovani vyroby lze
nalézt v clancich [20],[21],[22].

V ramci rozsahu rovnic piseme matematicky model rovnou pro obecny ptipad. Po
formulaci modelu ukédzeme zmény pro puvodni GAMS model, ktery po dosazeni zadanych
dat zkompilujeme a zhodnotime vysledek.

4.2. Matematicky model
Pro stavbu matematického modelu pouzijeme linedrni celo¢iselny program ve tvaru
min{ch | Ax > b,x € D},

kde D C Z resp. D € {0,1} viz piiloha (A.3.1) nebo [1]. Kromé stavajicich linedrnich
rovnic omezeni vytvoirime nové rovnice omezeni, které budou obsahovat celo¢iselnou pro-
ménnou, konkrétné indikdtorovou proménnou. Tuto proménnou oznacime 6;; pro i =
1,2 a bude indikovat jakou zakdzku dany stroj pravé zpracovava. Tato proménna se da
interpretovat jako d;; = 1 resp. d2; = 0 pokud zakdzka 1 predchédzi zakdzku 2 na j-tém
stroji. Analogicky 02 ; = 1 resp. 0;; = 0, kdyz 2 predchazi zakdzku 1. U problému jedné
zakézky hodnota proménné x; tikala, ze v tomto case skoncila posledni operace, ktera
do uzlu k vchazela. Také to byla hodnota, ktera rovnéz uvadéla pocatecni ¢as operaci,
které z uzlu k vychazely. V tomto pripadé, ale necekd zpracovani zakazky na stroji j na
dobé dokonéeni predchozich operaci, ale i na dostupnosti stroje j. Muze totiz zpracovavat
pouze jednu zakazku v ¢ase. Musime proto zavést pomocné proménné, které nam feknou
opravdovy pocateéni a konecny cas zpracovani zakazky ¢ na stroji j. Tyto proménné
oznacime z;; a :c:rj Zatimco v minulém piipadé tyto proménné byly pouze pomocné na
vytvoreni Ganttova diagramu, nyni je musime zaclenit do matematického modelu a tedy
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i do modelu pro program GAMS.
Matematicky model obsahuje

e pocet zakazek 1=1,2,

e pocet stroju j=1,....m,
e pocet uzlu kE=1,...,q
e doba zpracovani zakazky ¢ na stroji j Lijs

e doba kdy muze zakdzka ¢ pokracovat z uzlu bk x;,

e doba zacatku zpracovani zakazky ¢ na stroji j

e doba konce zpracovani zakazky ¢ na stroji j a:;rj,
e incidencni matice B,

e doba dokonceni zakazky na poslednim stroji Tigs

e indikatorova proménna i j,
e ucelova funkce z,
e velké kladné cislo G.

Ucelova funkce

Chceme aby soucet ¢asu dokonceni zakazek byl minimalni. Proto piSeme tcelovou funkci
(3.3.1) upravime na tvar

2
Zmin = Min Z Tigs (4.2.1)
i=1

kde stejné jako u obecného modelu jedné zakazky z;, > x;, kde k =1,...,q.
Omezeni

Linedrni omezeni (3.3.2) popisujici ndvaznost operaci upravime pro pomocné proménné,
kde pro kazdé dva uzly h, p, které v grafu spojuje hrana j.

Tip < x;j (4.2.3)
Tip > {L’:'_] (4.2.4)

Tyto rovnice jsou pro jednu zakazku ekvivalentni s rovnici (3.3.2). Dostali jsme sice tfi
rovnice namisto jedné, ale kdybychom tuto upravu neudélali, mohlo by se v mnohych
vypoctech stat, ze by zakazky zbytecné cekaly i kdyz uz by mohly byt zpracovavany. Kdyz
inciden¢ni matici B rozdélime na B~ a BT, kde pro by; > 0 piseme bJrj =lab,; =0, pro
br; < 0 piSeme sz =0a b, =1apro by = 0 piseme b:j =0 a by; = 0, mizeme napsat
rovnice v maticovém tvaru

x +t7 = xt
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Celoc¢iselné omezeni
2
i=1

iika, ze pokud zakazka cislo 1 predchazi zakazku ¢islo 2 na stroji j, nemuze na tomto
stroji zaroven zakazka ¢islo 2 predchazet zakdazce ¢islo 1. Tato podminka se d& nazvat
jako podminka pro omezené zdroje a zarucuje zpracovani pouze jedné zakazky na stroji
j v daném case.

mi

x{m1,1) tim1,2) x(m1,2}

Obréazek 4.1: Digram pro poradi dvou zakdzek na jednom stroji

Podle obrazku 4.1 potfebujeme dalsi omezeni, které bude vyjadiovat ndvaznost zaka-
zek na jednom stroji

0 =1, <y (4.2.6)
resp.

25 =1 a3, <y, (4.2.7)
kdyz 01, + 025 = 1 pro Vj = 1,...,m. To muzeme zapsat jako nelinedrni podminku ve
tvaru

(27 — w5,)01; < 0. (4.2.8)

Pro 0, ; = 1 rovnice plati a pro 4, ; = 0 nikoliv. Nelinedrni programovani je vSak vypoctove
nelinedrni omezeni korektné upravit na linearni, tedy tak, aby omezeni nebylo poruseno.
Ukézeme si zde postupy, jak pomoci linearniho programovani za pouziti indikatorovych
proménnych nahradit omezeni (4.2.8). Tyto postupy jsou ukdzany v [23].

Jednim z nejjednodussich pripadu pouziti indikdtorové proménné muze byt § = 1
jestlize x > 0. Jinymi slovy x > 0 — ¢ = 1, coz potom muzeme zapsat omezenim typu

x—Mj <0, (4.2.9)
kde M je konstantni koeficient reprezentujici zndmou horni mez proménné z. Vztah § =
1 — z > 0, nemuzeme vyjadrit jako linearni podminku. Zvolime proto spodni hranici m
pro proménnou z. Dostaneme § = 1 — x > 0 coz muzeme vyjadiit jako omezeni

x—md >0, (4.2.10)
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Podobné muzeme indikdtorovou proménnou pouzit pro nerovnost » . a;x; < b. Nejdiive
si ukdzeme pitklad § =1 — >, a;z; < b. To ndm umozni omezeni

> awi+ M5 < M+, (4.2.11)

kde M je horni mez vyrazu ), a;z; — b.

Implikace ), a;z; < b — § = 1 je pouze jinak vyjadfeny vztah § = 0 — >, a;z; > b.
Vyraz )y . a;x; > bupravime na » , a;z; > b+¢, kde € je mald toleranéni hodnota. Omezeni
ma potom tvar

Z a;x;i—(m—e)d >b+e. (4.2.12)
Analogicky pro vyraz ) . a;xr; > b dostaneme pro piipad (4.2.11) a (4.2.12) omezeni

Z a;x; +md > m+b, (4.2.13)

Z aix; — (M —€)d < b+e. (4.2.14)

Kone¢né pro pifpad 6 =1 < ). a;z; < b musi byt pouzity obé omezeni (4.2.11), (4.2.12)
a pro pifpad 6 =1 < ). a;x; > b omezeni (4.2.13) a (4.2.14).

Podle predchoziho postupu muzeme vyjadiit omezeni (4.2.8) jako dvé linedrni omezeni.
Za "vykoupeni” z nelinearity sice zaplatime jednim omezenim navic, na druhou stranu
bude i tak model lépe vypocetné fesitelny. Nahrada omezeni (4.2.8)

5]

+
Ty J

J
Kromé jedné rovnice navic nese tato nahrada jesté jeden problém a to je vhodnd volba
kladného ¢isla G, aby vyhovovalo vSem rovnicim. Mélo by byt dostatecné velké, aby
rovnice kde bude G obsazeno neméla z optimalniho hlediska smysl. Pojem velké c¢islo
je ale dosti neurcity. Pokud se budou pohybovat doby operaci v desitkach, bude stacit
kdyz G = 1000. Kdyz ale budou jednotlivé doby zpracovani operaci ve stovkach, hodnota
takového GG stacit nebude a budeme muset tuto hodnotu zvysit.

Proménné predstavuji opét cas, proto vyzadujeme podminky nezapornosti a nula-
jednickovou podminku pro indikatorovou proménnou.

i, >0, (4.2.17)
x>0, (4.2.18)
2ip >0, (4.2.19)
5;; € {0,1} (4.2.20)

Spojenim tucelové funkce (4.2.1), t¥f typu linedrnich omezeni (4.2.2-4), ti{ typu ce-
lociselnych omezeni (4.2.5) a (4.2.15-16) s podminkami nezapornosti (4.2.17-19) a nula-
jednickovou podminkou (4.2.20) dostaneme matematicky model
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Zmin = Min Zf_l Tig
Tigq = Tik 1=1,2 1,...,q
Tty = 1 i=1,2 j=1,....m
Tip < T g 1=1,2 j3=1,....m
Tip > T} i=1,2 j=1,....m
S b= 1 j=1,...,m
rl ;= xy; < G(1—01y) j=1...,m
o —ay, — (G —=1)8;>1 ] j=1,...,
z; ;>0 1=1,2 j3=1,....m
x;ijO 1=1,2 j7=1,....m
ZTip >0 1=1,2 j53=1,....m
9,5 €{0,1} i=1,2 j=1....m

4.3. Implementace modelu v programu GAMS

Model v jazyce GAMS se v tomto piipadé rozrostl o mnozinu zakézek, parametr G (velké
¢islo), celoc¢iselnou proménnou d, proménné které urcéuji dobu zac¢atku z~ a dobu do-
konceni operace ™ a o pét novych nerovnosti. I v piipadé celoc¢iselného programovani
muzeme vyuzit fesice CPLEX, ktery tesi celo¢iselné programovani pomoci metody vétvi
a mezi (Branch and bound) viz piiloha (A.3.2). GAMS model pro dvé zakiazky je mno-
hem obséhlejsi, proto je uveden pouze v piiloze (B.1.2). Po kompilaci fesicem CPLEX
dostaneme tyto vysledky

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 7 SINGLE EQUATIONS 100
BLOCKS OF VARIABLES 5 SINGLE VARIABLES 69
NON ZERO ELEMENTS 237 DISCRETE VARIABLES 18
GENERATION TIME = 0.016 SECONDS 4 Mb WIN225-148 May 29, 2007
EXECUTION TIME = 0.016 SECONDS 4 Mb WIN225-148 May 29, 2007
GAMS Rev 148 x86/MS Windows 05/08/08 13:26:49 Page 7
two_jobs_scheduling
Solution Report SOLVE scheduling Using MIP From line 121
S"0"L V'E STU'M M AR Y
MODEL  scheduling OBJECTIVE
z"TYPE MIP DIRECTION MINIMIZE
SOLVER CPLEX FROM LINE 121
*%%* SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**x%* MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**x%*x OBJECTIVE VALUE 66.0000
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.109 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 49 10000

GAMS/Cplex Jun 1, 2007 WIN.CP.CP 22.5 034.037.041.VIS For Cplex 10.2
Cplex 10.2.0, GAMS Link 34
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-——= 122 VARIABLE y.L Indicator variable for job precedence

machl mach?2 mach3 mach4 machb mach6
j1 1.000
j2 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
+ mach7 mach8 mach9
j2 1.000 1.000 1.000

zacatek | machl | mach2 | mach3 | mach4 | machb | mach6 | mach7 | mach8 | mach9
jl 4 5 0 11 15 21 29 24 34
j2 0 0 1 4 11 15 17 20 24

konec | machl | mach2 | mach3 | mach4 | machb | mach6 | mach7 | mach8 | mach9
jl 5 29 1 12 21 21 34 27 38
j2 4 5 6 11 15 17 24 24 28

Tabulka 4.2: Vysledné doby zacatku a konce operaci na jednotlivych strojich

Vysledna doba dokonceni zakéazky j1 je 38 a zakazky j2 28, coz dava soucet 66. Muzeme
také vidét podle vysledku indikatorové proménné, jaka zakazka je diive zpracovana na
konkrétnim stroji. Podle vysledku je pouze u stroje mach3 zakazka j1 zpracovavana diive.
V pripadé dvou zakazek je situace docela ptehlednd, ale u vétsitho poctu zakazek uz
tabulka indikatorovych proménnych pusobi velice neprehlednym dojmem, proto zavadime
Ganttuva diagram. Pro piiklad 2 je Ganttuv diagram na obrazku (4.2).

0 5 10 15 20 25 30 35 40

mach01

mach02

mach03

mach04

mach05

mach06

mach07

mach03

mach09

Obrazek 4.2: Ganttuv diagram k prikladu 2

Cervené je oznacena zakézka j1 a modie zakdzka j2. Ganttiv diagram vlastné zobrazuje
tabulku (4.2). Oproti tabulce (4.2) ale muzeme okamzité vidét casové useky v dobeé, kdy
na strojich neprobihaji zadné operace.
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Kapitola 5

Matematicky model pruchodu vice
zakazek

Predeslé dveé kapitoly pripravily potfebnou teorii k sestaveni modelu pro pruchod libo-
volného poctu zakazek. Ukédzali jsme obecny matematicky model pro feseni pruchodu
dvou zakazek firmou, ktery v této kapitole zdokonalime. Mnozina zakézek uz nebude
obsahovat pouze dvé zakazky, ale libovolny pocet. Stale pozadujeme aby model pocital
s navaznosti operaci a s omezenymi zdroji.

Ukéazeme si opét modelovy piiklad, matematicky model doplnime o problém vice
zakazek a s pouzitim softwarové implementace modelu pitklad vyfesime. Samoziejmé
ukazeme i graficky vystup pomoci Ganttova diagramu. Na zavér predstavime kompletni
softwarové feSeni problému rozvrhovani vyroby s navaznosti operaci a omezenymi zdroji
pomoci tabulkového editoru MS EXCEL a modelovaciho jazyka GAMS, které je doplnéno
o uzivatelsky piijemnéjsi prostiedi diky programovacimu jazyku Microsoft Visual Basic.

Priklad 3: Predstavme si 10 zakézek, které se zpracovavaji na deviti strojich (machl
- mach9). Vyrobni doby jsou predem znamy a dany nasledujici tabulkou.

machl | mach2 | mach3 | mach4 | machb | mach6 | mach7 | mach8 | mach9
ti1 11 9 9 5 5 12 1 12 13
to 11 1 7 13 12 6 15 14 1
tis 15 6 8 12 1 9 8 5 10
tja 10 4 5 13 13 9 15 14 4
tis 11 15 4 9 2 15 11 1 9
ti 2 2 12 5 1 5 6 5 15
tir 15 7 3 3 10 7 7 11
tjs 5 10 4 3 9 2 7 14 4
tio 12 6 5 14 10 10 7 2 9
ti10 11 14 13 1 9 14 7 11 8

Graf navaznosti operaci budeme uvazovat stejny jako v prikladé 1 a 2. Tedy incidenéni
matice ma opét tvar
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I
SO OO O =
DO OO = O
OO O, OO
OO O~ O RO
OOH!I—OOO
SO O = OO
O, OO = OO
O = = OO oo
__0 OO O O O

5.1. Matematicky model

Struktura linedrnich omezeni zustane stejna jako u predchoziho modelu, ale musime upra-
vit indikatorovou proménnou. Tato proménnd bude mit o jednu dimenzi vice, protoze
zatim co v predchozi ¢asti udavala pouze jestli zakazka 1 predchazi zakdzku 2 pro dany
stroj nebo nikoliv, ted bude muset indikovat zdvislost pro kazdé dvé zakizky [,¢ na
kazdém stroji j tak, ze 1 < [,g < n, | # g. Protoze se tato proménna nachézi ve trech
rovnicich vzroste pocet rovnic poc¢itanych GAMSem mnohonéasobné a s tim i vypoctova
narocnost modelu. Upravena indikatorova proménnda bude vypadat

{ 1, jestlize zakazka [ predchazi zakazce g na stroji j,
lg,j

0, jinak.

Matematicky model obsahuje

e pocet zakazek 1=1,...,n,
e pocet stroju j=1,...,m,
e pocet uzlu k=1,...,q
e doba zpracovani zakazky ¢ na stroji j Lij

e doba kdy muze zakdzka ¢ pokracovat z uzlu bk x;,

e doba zacatku zpracovani zakazky ¢ na stroji 7«

i?-]’
e doba konce zpracovani zakazky ¢ na stroji j x;rj,
e incidenc¢ni matice B,

e doba dokonceni zakazky na poslednim stroji Tigs

e indikatorovd proménna 01,9.55
e ucelova funkce z,
e velké kladné ¢islo G.

37



Ugelova funkce

V ptedchozich modelech nebylo tieba sledovat druhy ucelovych funkei, ale pro tento mo-
del muzeme zaznamenat vyrazny rozdil ve volbé ticelové funkce. Ukazeme si dvé tcelové
funkce a na vysledcich modelového prikladu vysvétlime jejich opodstatnéni pro konkrétni
problémy. Dalsi druhy tcelovych funkei, které se ¢asto v problematice planovani a rozvr-
hovéani pouzivajf lze nalézt v piiloze (A.4) nebo v [7],[24].

Zmin = Min Z Tig (5.1.1)
i=1
Zmin = Min(maxx; ), (5.1.2)

kde ;g >z, prok=1,...,q.
Omezeni

Linearni omezeni maji stejny tvar jako v pripadé dvou zakazek s tim rozdilem, ze ¢ =
1,...,n.

o+
Tijttiy =

Lih S x;j

+

Tip 2 T} ;

Celociselné omezeni (4.2.5) zmeéni svij tvar na

5l,g,j + 5l79,j =1,

které tika, ze pokud zakéazka cislo 1 predchazi zakazku ¢islo g na stroji j, nemuze
na tomto stroji zaroven zakazka cislo g predchazet zakazce ¢islo 1. Tedy opét podminka
pro omezené zdroje ktera tika, ze na jednom stroji lze zpracovavat pouze jednu zakazku
v daném c¢ase. Dalsi dvé omezeni jsou opét analogii rovnic (4.2.15-16) z modelu pro dvé
zakéazky.

v —a,; < G(1=0d4,)

v =y, — (=G =1)04; > 1

Podminky nezapornosti a nula-jednickova podminka

9,95 €1{0,1}.

Kompletni matematicky model ma tvar
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Zin = MIN Y | X o(Zmin = Min(max; x; 4))
Tig = Tik i=1,....n k=1,...,q
T+t = 15 i=1,....,n j=1,....m
Tip < T t1=1,....n jg=1,....m
xi7p2x;fj i=1,....n j=1,....m
01,95+ 01,95 =1 j=1,....m 1<l,g<n/il+#g
x;fj—x;ng(l—él,g,j) j=1,....m 1<l g<n,l#g
x;’rj—:pg_’j—(—G—l)&’gJZl j=1....m 1<l,g<nl#g
z; ;>0 v=1,....,n j=1,....m
x;jZO 1=1,....,.n jg=1,....m
Tip >0 1=1,....n gJg=1,....m
15 € 10,1} j=1,....m 1<l,g<n,l#g

5.2. Implementace modelu v programu GAMS

Pravé tim, ze pouzivame v modelu ruzné kombinace mnoziny zakazek, musime rovnice
zapsat v rezimu dynamickych mnozin. Viz nasledujici ukazka zapisu mnozin a casti rovnic
v GAMS modelu. Podrobné je pouzivani dynamickych rovnic popsano v [19].

sets m(*) machines
3 job
n(*) nodes ;

alias (j, p); *{nové pojmenovani mnoZiny j kvuli dynamickému zdpisu rovnic}
alias (j, k);

binary_condition(m,k,p)$(not ord(k) ge ord(p)).. y(k,p,m) + y(p,k,m) =e= 1;
sequentiald(m,k,p)$(not ord(k) eq ord(p))..uu(k,m) - u(p,m) =1= gx(1-y(k,p,m));
sequentialb(m,k,p)$(not ord(k) eq ord(p))..uu(k,m) - u(p,m) - (-g-1)*(y(k,p,m)) =g= 1;

*{pouziti dinamickyjch rovnic za pomoci operatoru $}

Vyslednd doba po kompilaci modelu s téelovou funkef (5.1.1) fesicem CPLEX je 941.
Jednotlivé doby dokonceni zakazek jsou v tabulce (5.1).

il | 64
2 [ 119
i3 [ 136
i4 159
5 | 77
i6 | 40
i7 [ 114
8| 44
i9 [ 102
10 | 86

Tabulka 5.1: Tabulka ¢asu dokonc¢eni zakdzek
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Vysledné tabulka indikatorovych proménnych je vlastné trojdimenziondlni a v tomto
pripadé obsahuje devét sloupcu a devadesat radku. Z takové tabulky by opravdu rozvrh
asi nikdo neposkladal, zato prezentace pomoci Ganttova diagramu z obrazku (5.1) vypadé
zcela ziejme.

0 20 40 g0 80 100 120 140 160 180
mach01 izi 11 |iw1 - 12 ﬂﬁ-‘
o2 ST > [ 5
rocvos |77 RS T TSI 7S] 5
mach04 | (s 1] (I EEN | [ 12 [EE
s | (NSNS @ WM OO NZ 1
vares | [5) ] CEL S NN CONME) 5] @S
— O i COm DO s e
cares | [ EEENCE BEN 0 BN CWln  EES
machogn L= ® =] o/l ]t [

Obrézek 5.1: Ganttuv diagram k prikladu 3 pomoci iucelové funkce (5.1.1)

Kdyz ve stejném modelu pii pouziti stejnych vstupnich parametru nahradime icelovou
funkei (5.1.1) tucelovou funkei (5.1.2) vysledek bude zcela odlisny. Hodnota ucelové funkce
ted neuddva soucet, ale dobu dokonéeni posledni zakdzky, ta je 143. Abychom mohli
porovnavat ucelové funkce sec¢teme doby dokonceni vsech zakazek, které jsou v tabulce
(5.2) a dostaneme hodnotu 1055.

i1 | 85
2 143
i3 [ 131
4 [112
i5 | 94
i6 | 71
i7 [ 142
i8 | 48
j9 [ 121
710 | 108

Tabulka 5.2: Tabulka ¢asu dokonc¢eni zakédzek

Jesté vykreslime Ganttuv diagram obrazek (5.2), abychom mohli zakdzky porovnat
i graficky.
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0 20 40 60 80 100 120 140 160

mach)1 h T — T |2|§ 12 - | 5 [ ]
meer |5 RIS T © M5
recros | USSR 5] 7 M ]
mach04” ] |;|-:5|5|\ N Y |

s U | Wz

mechos | B 5] (2 |
— B ) 7] CoEmT [ s
mectos | (] (12 ] .
macras | 1 O v

Obrézek 5.2: Ganttuv diagram k prikladu 8 pomoct ucelové funkce (5.1.2)

Zhodnoceni vysledku

e tucelova funkce (5.1.1), dokonceni posledni zakézky 159, soucet dokonceni zakazek
941,

e tucelova funkce (5.1.2), dokonceni posledni zakdzky 143, soucet dokonceni zakazek
1055.

V druhém pripadé jsme sice skoncili s vyrobou vsech zakazek o 114 ¢asovych jednotek
diive. Na druhou stranu to zpozdilo zakazky, které uz mohly byt podle prvniho planu
hotovy. Co je tedy lepsi? Vysledky nefikaji, ktery model je lepsi, pouze ukazuji dulezitost
vybéru ucelové funkce pro konkrétni pripad. V prvnim piipadé se snazime udélat vSechny
zakdzky co nejrychleji (¢im difve opusti firmu tim lépe). Druhy model zase popisuje
situaci, kdy se musime pokusit do néjakého urcitého data dokoncit vsechny zakazky,
pricemz je jedno, jestli do tohoto data budou néjaké hotovy diive nebo ne. Napiiklad
kdybychom vyrabéli produkty, které musime koncem kazdého mésice odeslat, bylo by
jedno, jestli nékteré vyrobime na zacatku, nebo az na konci mésice. Hlavné aby byly
hotovy vsechny do kone¢ného terminu.

5.3. Dalsi uzivatelska vylepSeni a uzivatelsky pristup

Prosttedi MS EXCEL, zdrojovy kéd k programu GAMS a zdrojové kédy maker vytvorené
v VBA nazveme dohromady jako program SCHEDULING. Tento program dokaze fesit ilohy
rozvrhovani a planovéani, které byly v kapitolach 3-5. Byly v ném spocitany vsechny
piiklady a jsou v ném vytvofeny vSechny Ganttovy diagramy v celé praci. Tento pro-
gram se da predstavit jako blokové schéma z obrazku (5.3).
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scheduling.xls ————— scheduling.gms —————— scheduling.xls

GAMS
MS Excel | GDXXRW | (vypocet | GDXXRw |  MSExcel
(Vstupni " matematického » (Vystupnl data +
data) modelu) Ganttuv diagram)

Zavolani programu K vytvofeni Ganttova
GAMS z programu diagramu v MS Excel
MS Excel ’ byl opét pouzit
programovan v S rogramovaci jazyk
jazyce Visual Basic Resic - CPLEX Eisgm Basic e

Obréazek 5.3: Blokové schéma programu SCHEDULING

Prvni blok (MS EXCEL vstupni data) pfedstavuje soubor v MS EXCEL forméatu
scheduling.xls, kde zaddvame vstupni idaje o poc¢tu zakazek, stroju, tabulku ¢asu apod.
Déle je zprogramovano makro (B.2.2), diky kterému muzeme zavolat program GAMS.
Ten prevede pomoci utility GDXXRW vstupni data do souboru v GAMS forméatu sche-
duling.gms (blok GAMS), kde je ve zdrojovém kdédu napsén matematicky model (B.1.2).
Tento model se vstupnimi daty vytesi fesic CPLEX a vysledek predda GAMSu. Opét
pomoci utility GDXXRW prevede GAMS vysledky do souboru scheduling.xls (blok MS
EXCEL vystupni data). Posledni véci je makro na tvorbu Ganttova diagramu (B.2.1). Je
dobré poznamenat, Ze je vypocet provadén v pozadi, tedy uzivatel nemusi mit znalosti
o programu GAMS.

Déle si ukazeme par drobnych vylepseni v programu MS EXCEL, které program
SCHEDULING obsahuje popiSeme si ho z uzivatelského hlediska. Obrazek (5.4) ukazuje
posledni verzi softwarového Teseni problému.

V bunkach B:3-5 sesitu Input uzivatel vyplni pocet zakazek, stroju a uzlu. Z téchto
bunék ¢tou makra své tdaje, proto je vyplnéni téchto bunek nezbytnosti. Tlacitko Verify
data podle téchto bunék oznaci sloupce a radky tabulek. Pokud se rozhodneme testovat
problém na nahodnych ¢islech, da se pouzit tlacitko Generate data, které vyplni tabulku
nahodnymi ¢isly v rozmezi hodnot nactenych z bunék H:3 a H:4. Stejné tak barevné
oznaceni zakazek generuje tlacitko Generate color. Jak uvadéla kapitola, mohli jsme pouzit
k vypoctu dvé tucelové funkce. Abychom nemuseli ménit idaje v GAMS modelu, pouzijeme
tyto modely dva, lisici se pravé v ucelové funkci. Na jejich zavolani jsou proto pouzita dvé
tlac¢itka oznacena pravé tvarem ucelové funkce. Stejné tak jako v piipadé jedné zakazky
musime nacist cestu k hlavnimu GAMS adresari. Zaroven nacitame i cestu k licenénimu
souboru, ktery nemusi byt umistén v hlavnim adresari. Po kompilaci se znovu otevie
sesit v programu MS EXCEL se zapsanymi vysledky v sesitu Output. Posledni tlacitko
s nazvem GANTT CHART generuje Ganttuv diagram z vypoctenych hodnot.

Prostiedi MS EXCEL obsahuje ¢tyti sesity. Input, kde zadavame vstupni data, Out-
put, kde jsou po vypoctu vlozeny data vystupni, ChartData, kde jsou usporadana vystupni
data pro tvorbu diagramu a GanttChart, kde je vykreslen Ganttuv diagram.

Kdyz jsme mluvili o nacteni vstupnich dat do programu GAMS, nevysvétlili jsme co

42



A B C D E F G H J K L Il M Q P Q R

1 GAMS Directory. |License directory. |
2 dibatchigams22 5 [dibatchigams22 Bigamslice
3 ::Ezgfzﬁichma 13 Yerify data Generate data uIS 115 Generate color L:S 515

5 number of nodes 7 ERiIE- A |
5] nzrm+

7 |proces time of job-j mach01  mach02  mach03  machd4  mach05  mach0E  machl?  mach08  mach02 Color GAMS-min maxfx(fin)} ‘
8 on machine-m il i ] ] 5 5 12 1 12 13 ]

9 2 n 1 7 13 12 B 15 14 1 15

10 B 18 6 ] 12 1 9 g 5 10 2

" 410 4 5 13 13 El 15 14 4 46 GANTT CHART |
12 | R 15 4 E] 2 15 il 1 E] 44

13 B 2 2 12 5 1 5 B 5 15 19

14 18 7 5 3 3 10 7 7 1

15 B 5 10 4 3 E] 2 7 14 4

18 =] 12 B 5 14 10 10 7 2 ] 45

17 i N 14 13 1 E] 14 7 i E]

18 Mlachine |Start time [End time
19 mach(1 1] 8
20 machQ 8 16
21 machQ 16 26
22 mach(! 26 37
23 mach(l 37 39
24 mach(l 39 a1
25 mach01 51 62
26 mach01 B2 73
27 mach01 73 &8
28 737 mach0] 88 103
25 incidence_matrix_| machll  machl2 mach03  machO4  mach05  mach0E  mach0?7  mach08  mach03 mach02 i] 9
30 1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 rrach02 9 3
3 2 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 rrach02 3 5
32 3 i 1 i i i 1 -1 i i mach02 5 6
=B 4 i i 1 1 -1 i i i i mach02 6 22
34 5 0 0 0 0 1 -1 0 1 0 mach02 220 32
B B 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 mach02 32 38
36 7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 mach02 36 45
37 rnachl2 45 B0
38 rnachi2 B0 74
3 mach03 1] 8
40 mach03 8 1]
41 mach03 10 4
42 mach03 14 a
43 mach03 18 23
44 rrach03 23] 3
45 rmach03 35| 44
W 4 v wb Qutput J TimeChart f ChartData % Input / |4

Obréazek 5.4: Prostredi MS EXCEL

dosazujeme za parametr G. Pouze jsme zminili, ze se jedna o velké ¢islo. Kdyby bylo
v GAMS kodu konstantné zadané, pri fadové zmeéné dat by bylo potieba tento parametr
zmeénit primo v GAMSu. Z uzivatelského hlediska je proto lepsi i hodnotu parametru G
necist z MS EXCELu. Pouzijeme k tomu sumu dob trvani operaci pres vSechny stroje
a vSechny zakazky z bunky L:28. Hodnota G potom vystihuje nejhorsi mozny scénéar,
ktery neméa z optimélniho hlediska smysl pouzit.

Vsechny zdrojové kédy k programu GAMS a pouzitych maker vytvorenych VBA jsou
v piiloze (B.1),(B.2). Program SCHEDULING je potom na piilozeném CD. K jeho spustén{
je nutna verze MS EXCEL 2002 nebo vyssi a GAMS 22.5 obsahujici soubor gdxxrw.exe,
ktery je také soucéasti CD.
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Kapitola 6

Mozné rozsireni modelu

V této kapitole uvedeme dalsi mozné kroky pro priblizeni matematického modelu k realité.

6.1. Vicekriterialni dlohy

7, praxe ¢asto musime rozhodovat soucasné podle nékolika kritérii. P¥i optimalizaci ve
vyrobnim podniku muzeme ¢asto chtit minimalizovat naklady na vyrobu a pfitom mini-
malizovat vyrobni ¢asy zakazek z duvodu dodrzeni terminu. Mame tedy mnozinu variant
a mame z ni vybrat takovou, kterd bude co mozna nejlepsi vzhledem k mnozine kritérii.
Uvazovana kritéria byvaji obvykle konfliktni v optimalnim smyslu. Musime se proto spo-
kojit s néjakym kompromisem. Metody jsou v podstaté zalozeny na jednorazovém nebo
opakovaném pouzitim metod pro jednokriteridlni optimalizaci viz [1].

Model se da pro pripady vicekriteridlni optimalizace upravit tak, ze ucelova funkce
bude obsahovat soucet vice tcelovych funkei, které bude nasobit vdhova funkce. Potom
se da volbou této funkce zkoumat vice scénaiu a vybrat takovy, ktery se pro danou
situaci hodi nejlépe. Dalsi moznosti, jak upravit model je vlozit uc¢elovou funkei jako dalsi
omezeni, které se bude snazit drzet feseni mezi hodnotami, které pozadujeme.

6.2. Heuristické metody

Vypoctova naroénost metod operaéniho vyzkumu je uvedena v piiloze (A.5) nebo v [3],[7].
Problém planovani a rozvrhovani vyroby patii mezi NP-uplné problémy. Proto nas model
nebude pro komplexni problémy schopen nalézt feseni v rozumném case.

Pojem heuristika je odvozen z feckého slova heuriskein, coz znamend nalézt, objevit.
Prikladem jednoduchého heuristického pristupu je feseni problému ”od oka”. V operacnim
vyzkumu je heuristickd metoda charakterizovana jako metoda pro hledani ”dobrych”
feSeni (tj. Feseni blizkych k optimélnimu) pomoci intuitivniho piistupu. Z toho tedy
vyplyva, ze heuristickd metoda nemuze zaruc¢it nalezeni globdlniho optima a obvykle
ani stanovit, jak blizko k optimu se jeji pripustné feseni nachazi. Vznik heuristickych
metod a rozvoj zajmu o né m&a fadu pricin. Je to zapficinéno predevsim néarocnosti
exaktnich metod a jejich pouzitim na ulohy komplikované svym rozmérem, nebo struk-
turou. Dalsim argumentem pro pouzivani heuristickych metod je skutecnost, ze nefeSime
skutecny problém, ale pouze jeho model a neni zddna zaruka toho, ze optimalni feSeni
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modelu bude také optimalnim feSenim skutec¢ného problému. Proto také muzeme v po-
slednich letech pozorovat vyvoj a zefektiviiovani modernich heuristickych metod. Mezi
nejznaméjsi heuristické metody patii

e Lokdlni hleddni (angl. Local search), které je zdkladni jednoduchou metodou. Poéa-
tecnim stavem je ndhodné zvoleni pripustného feseni. V dalsim kroku se vybira sou-
sedni "lepsi” feseni obvykle metodou nejstrméjsiho, nebo ndhodného spadu. V této
metodé neni feSenim obvykle globalni optimum, ale lokalni. K piekonani tohoto ne-
dostatku se naptiklad metoda vicekrat opakuje od zacatku a je Sance nalézt alespon
lepsi lokalni optimum.

e Simulované Zihdni, bylo puvodné zavedeno jako analogie termodynamickych pro-
cesu. Tento algoritmus je podstaté vylepsenim predeslé metody, kde jsou povo-
leny i heuristické kroky smérujici k horsimu tesSeni. Nabizi se tak moznost prekonat
bariéru lokalniho optima.

e Tabu prohleddvani (angl. Tabu search) obsahuje tiidu technik lokélniho prohledavani
a zvysuje jejich efektivitu pouzivanim paméfovych struktur. Jiz navstivené reSeni
je oznaceno jako "tabu” a algoritmus toto feSeni znovu nenavstivi.

e (enetické algoritmy pochazi od analogie mezi reprezentaci slozité struktury pomoci
vektoru slozek a genetickou strukturou chromozomu. Zakladni myslenka tohoto al-
goritmu stoji na hledani lepsich feSeni pomoci kombinaci ¢asti existujicich feseni.

Zminéni heuristickych metod je pro tuto praci pouze okrajové, vice lze nalézt v [1]. Presto
pro budouci rozvijeni této préce jsou heuristické algoritmy nepostradatelnou soucasti.
Problémy pldnovani a rozvrhovani za pomoci genetickych algoritmu jsou napriklad reseny
v [18]. Do naseho modelu by se dala také zahrnout heuristika, napfiklad kdybychom za
nékteré indikatorové proménné pevné dosadili konstantu. Tim by se snizila vypoctova
narocnost problému a mohli bychom potom vypocitat ruzné scénéafe pro ruznou volbu
parametru. Z nich dédle vybrat pro néas ten nejlepsi.

6.3. Dynamické programovani a dynamické planovani

Resen{ problému dynamickym programovénim rozumime feseni diléich problémt a ty po
jejich vyresSeni spojit dohromady. Tento pojem byl poprvé pouzit v padesatych letech
dvacatého stoleti Richardem Bellmanem. Postup nasel uplatnéni v systémovém fizeni
a inzenyrskych otazkach. Nachézi také uplatnéni v matematickém programovani.

Pti dynamickém planovani nejsou na rozdil od statického znamy vsechny tlohy, ome-
zeni a zdroje pred zacatkem tvorby rozvrhu. V dynamickém planovani se naopak snazime
resit tu skutecnost, ze v realnych aplikacich jsou malokdy dopfedu znamy a dostupné
vSechny tlohy, pro které se ma stanovit rozvrh. Dynamické planovani pak usiluje o nale-
zeni rozvrhu pro dynamicky ptibyvajici ilohy v dynamicky se ménicim prostiedi. Kromé
pribyvani tloh muze dochazet i ke ztraté ¢i zneplatnéni nékterych tloh, pripadné vypad-
kum, nebo pribyvani zdroju a tim k modifikacim v rozvrhu. Poté je nutné pristoupit k tzv.
on-line planovani a fesit nové vzniklou situaci.

On-line planovani predstavuje proces tvorby rozvrhu béhem provadéni tiloh na zdro-
jich, tedy za béhu systému. Rozvrh je tedy tvoren inkrementilné v case. Castym poza-
davkem byva dostateéna rychlost on-line planovani.
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Dalsi neptijemnou skutecnost predstavuje fakt, ze v dynamicky ménicim se prostiedi
nelze zarucit optimalitu rozvrhu a jeho robustnost, nebot ta je garantovdna pouze pokud
se systém a prostfedi neméni. Situace, které vétsinou narusi rozvrh, jsou trojiho typu.
Prvni z nich je zména mnoziny planovanych aktivit, zejména tedy ptichod nové tlohy
k naplanovani. Dalsi je zména mnoziny dostupnych zdroju a poslednim faktorem pak
byvaji ¢asové zmény, napr. zpozdéni tuloh, které zpusobi nekonzistenci rozvrhu.

Zpusoby, jakymi se s on-line planovanim algoritmy vyrovnavaji, jsou ruzné. Prvni
zpusob spociva v tom, ze pro kazdou novou tlohu v systému, nebo pro jinou zménu je
cely algoritmus spustén znovu pro vsechny rozvrhované tlohy. Toto feseni nebyva casté,
nebot je ¢asové ndroéné a ztraci se pii ném dosazené znalosti z piedchoziho rozvrhu.
Druhy zpusob spoc¢iva ve snaze uplatnit jiz spocteny rozvrh a provadét pouze lokalni
zmény v jiz hotovém rozvrhu, aniz by bylo nutné cely problém fesit od zacatku. Lze také
problém dekomponovat na subproblémy a ty vyiesit zvlast a pokusit se z nich sestavit
konzistentni feseni. Vice o dynamickém programovani a planovani v [1],[7].

6.4. Stochastické programovani

Prakticky ve v8ech redlnych problémech vystupuji ¢leny (parametry), které jsou svym
chovanim ndhodné. V nékterych problémech se daji tyto parametry zanedbat bez vétsich
problému. Nékdy jsou ale velice dulezité a jejich zanedbani by vedlo k poruseni reality
modelu a vysledek takového modelu by byl bezcenny.

Jiz v ivodu kdyz byl formulovan problém firmy TOSHULIN, slo o problém s vel-
kou ucasti nahodnosti. Tato ndhodnost byla prezentovana jako ¢asova neurcitost doby
zpracovani zakazek. Kvuli komplexnosti samotného problému byla fesena pouze verze
s deterministickymi ¢asem. Proto by mélo byt dalsim rozsifenim modelu smér k stochas-
tickému programovani. Definice stochastického programovani a dalsi informace 1ze nelézt
napiiklad v [8].

Slozitost redlného problému ukazuje zlomek redlnych historickych dat na obrazku (6.1),
které popisuji pruchod zakéazek jednim oddélenim firmy. Diagram ukazuje rozvrzeni zaka-
zek, které jsou rozliseny barevné, béhem osmimésicniho obdobi. Z diagramu je naptiklad
vidét postupné pribyvani zakazek coz vyzaduje dynamické planovani. Navic optimalni
plan musi byt optimalni ve smyslu pruchodu vSemi oddélenimi a ne pouze jednim ¢imz
opét vzroste slozitost problému. Vyrobni ¢asy nékterych komponent nejsou predem znadmy
a problém se bude muset fesit pomoci stochastického programovani.
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Obrazek 6.1: Ukdzka redlngjch dat
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Zaver

Cilem prace bylo predstavit redlny problém firmy TOSHULIN, a.s. a pomoci optima-
lizacnich metod tento problém ftesit. Diky komplexnosti problému byla prace zamérena
na problémy deterministického charakteru, konkrétné na paralelni pruchod vice zakazek
firmou s omezenymi zdroji. Cil prace tedy muzeme rozdélit na tvorbu matematického
modelu, na vytvoreni puvodniho programového zpracovani modelu v modelovacim jazyce
GAMS a na graficky vystup v podobé Ganttovych diagramu, které jsou velice rozsitené
v prumyslové vyrobé.

Prace potom ukazovala na jednoduchych modelovych ptikladech matematickou te-
orii a postupné vybudovavala obecny matematicky model. Tento model byl zpracovan
v puvodni implementaci modelovacim jazykem GAMS. Na tvorbu Ganttovych diagramu
byl pouzit programovaci jazyk Microsoft Visual Basic v prosttedi MS EXCEL. Pro uzi-
vatelsky piijemné prostiedi byl navic propojen program GAMS a MS EXCEL.

Prace ukazala, ze tvorba optimalniho rozvrhu vyroby bez pouzitych metod mate-
matického programovani je i pro jednodussi piiklady velice obtizna az nemozna. Presto
optimalni rozvrh muze firmé usettit nemalé naklady. Praveé proto se v oblasti planovani
a rozvrhovani vyroby stale vyviji nové a icinnéjsi metody.

Soucasné je tfeba poznamenat, ze vzhledem k naroc¢nosti redlného problému je prace
prvnim krokem a muze slouzit jako zédkladni kamen feSeni problému. Vhodnym rozsitenim
modelu je nahrazeni fixni a dopredu zndamé vypocetni délky tloh, kterou ve skutecnosti
vétsinou presné nezname. Model potom muze byt preformulovan na problém stochastické
vypoctu. Pokud se ale spokojime s dobrym, ne vSak nutné s optimalnim reSenim, muze
prace smérovat na implementaci heuristickych metod. Konkrétné se pro tyto problémy
pouzivaji genetické algoritmy.

Zavérem jesté znovu podotykame, ze diplomova prace je soucasti feSeni projektu
MSMT Ceské republiky &fs. 1M06047 Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby a pro-
jektu GA CR reg. éfs. 103/08/1658. Bude se tedy pokracovat v feseni problému firmy
TOSHULIN;, a.s.
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Dodatek A

Teorie

A.1. Ucgelova funkce a jeji extrémy

Mirou dosazenf cile je v modelech operaéniho vyzkumu wéelovd (kriteriding) funkce. Resent
problému ¢asto spoc¢iva v nalezeni extrému této funkce. V nejjednodussim piipadé se jedna
o maximalizaci zisku ze systému, nebo o minimalizaci nakladi na systém. V pripadeé,
kdy existuje vice rozhodovacich kritérii mluvime o vicekriterialni ucelové funkci. Bohuzel
jenom vyjimecné se extrémy pro jednotliva kritéria shoduji. Snaha o minimalizaci ndkladu
v jedné oblasti jde casto proti snaze minimalizovat naklady v oblasti druhé. Proto casto
volime mezi témito oblastmi vhodny kompromis. Samotnou existenci a déleni extrému na
lokdlnt a globdlni, vysveétluji nésledujici definice a véty.

VETA A.1 (1. Weierstrassova) Necht f je spojitd funkce na uzavieném intervalu {a,b),
pak f je omezend na tomto intervalu.

VETA A.2 (2. Weierstrassova) Necht f je spojitd funkce na uzavieném intervalu {(a,b),
pak f nabyvd na tomto intervalu svého maxima a minima.

Diikaz téchto vét lze nalézt napt. v [16].

Pozndmka: V dalsi definici znamend D(f) defini¢ni obor funkce, coz je mnozina vsech
hodnot, pro které je funkce f definovana.

f(x)

W

[P__

‘b x

Obrazek A.1: 2. Weierstrassova véta, existence minima a mazxima funkce
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DEFINICE A.1 Rekneme, Ze funkce f md v bodé xy € R lokdini maxzimum (resp. mini-
mum) pravé kdyz ezistuje ryzi okoli O(xo) —{xo} takové ze O(xo)—{xo} € D(f) a zdroven
pro Yz € O(xzo) — {xo} plati f(z) < f(xg) (resp. f(x) > f(xo)).

DEFINICE A.2 Necht f(x) je funkce a M € D(f). Jestlize eristuje bod xo € M tak, Ze
pro vsechna x € M plati f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(xo)), pak Fekneme, Ze funkce f(x)
nabyvd v bodé xo globdlniho mazxima (resp. globdlniho minima) na mnoziné M.

Pozndmka: Globalni extrém muze byt na mnoziné M vice nez jeden. Lokalni minima
a maxima funkce f se nazyvaji lokdlni extrémy a globalni minima a maxima funkce f se
nazyvaji globalni extrémy:.

f(x)

- el

globalni optimum lokalni optimum

¥

Obrazek A.2: Extrémy funkce jedné proménné

Omezujici podminky, které musi systém pii dosahovani cile respektovat, jsou v mo-
delech vyjadfeny pomoci nerovnosti nebo rovnic. Extrém funkce, ktery musi vyhovovat
dodateé¢nym podminkam zadanych rovnicemi nebo nerovnostmi, oznacujeme jako extrém
vazany. Hleddme tedy extrémy funkce z = f(z,y), pficemz tyto extrémy musi vyhovovat
dodatecné podmince zadané rovnici g(z,y) = 0.

DEFINICE A.3 Pokud v okoli bodu [xo, yo] plati f(z,y) < f(xo,yo) a soucasné g(xo,yo) =
0, pak se v bodé [xg,yo| nachazi vizané lokdlni mazimum funkce f. Pokud v okoli bodu
[0, yo] plati f(x,y) > f(xo,y0) a soucasné g(xo,yo) = 0, pak se v bodé [xg,yo| nachdzi
vdzané lokdlni minimum funkce f.

Definice plati analogicky i v piipadé funkci vice proménnych, lze ji a dalsi matematic-
kou teorii o extrémech funkce jedné nebo vice proménnych nalézt [16],[17].
A.2. Linearni programovani

Linearni programovani se zabyva problémy souvisejicimi s hledanim vazanych extrému
linedrnich funkei vice proménnych, jejichz omezujici podminky maji tvar linearnich rovnic
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a nerovnosti. Tyto problémy tesil nejprve teoreticky fyzik J. B. J. Fourier v letech 1826-
1888 v souvislosti s analytickou mechanikou a teorii pravdépodobnosti. V tricatych letech
dvacéatého stoleti byly feseny linedrni optimalizacni problémy v ekonomice, ve ¢tyticatych
potom dopravni problémy. Rozvoj efektivnich linedrnich metod dovrsil G. B. Dantzig,
ktery vytvoril tzv. simplexovou metodu. V soucasné dobé neustava snaho o dalsi zefek-
tiviiovani, predevsim ve spojeni s rozvojem vypocetni techniky.

A.2.1. Obecna formulace tlohy linearniho programovani

Problém linedrni programovani muzeme definovat jako problém maximalizovani nebo mi-
nimalizovani linedrni funkce podminéné linedrnimi omezenimi viz [1],2],[4].

DEFINICE A.4 Definujeme linedrni mazimalizacni program ve tvaru
max {c'x | Ax < b,x > 0}. (A.2.1)

Kde c,x e R", A € R™*" b R™.

Linedrni mazimalizacni dlohu muzeme napsat ve tvaru (A.2.1), kde a;j,b;,c;, pro i =
1,2,...,maj=1,2,...,n, jsou dand redlnd ¢isla a necht I, C I ={1,2,....,m} , J, C
J=A{12,...,n}.

Z cjxj = 171 + Co%o + - -+ + Cpp, (A.2.2)
j=1

na mnozZiné reseni soustavy linedrnich rovnic a nerovnosti

Zai7jxj S bl 1€ Il (A23)
j=1
Z Qi ;5 = bz 1€l — ]1 (A24)
j=1

Ulohu nazyvdme maximalizacni ulohou linedrniho programovani ve smiSeném tvaru,
jestlize I # 0,1y # I nebo Jy # J. V pripadé linedrniho programovdni pro I # 0 a J, = J,
odpadnou podminky typu (A.2.3) a mazimalizacni ilohu nazgvdme mazimalizaéni ilohou
linedrniho programovdni v rovnicovém tvaru.

max {c'x | Ax =b,x > 0}. (A.2.6)

Vpripadé I, = I a J; = J odpadd podminka typu (A.2.4) a mazimalizacni ilohu nazijvame
mazimalizacni dlohou linedrniho programovdni ve tvaru nerovnosti. Koeficienty a; ; se ob-
vykle nazyvaji strukturdlni koeficienty, koeficienty b; nazgyvame kapacitni limity a koefici-
enty ¢; cenovymi koeficienty.

Kazdou ulohu linedrniho programovani ve smiseném tvaru nebo ve tvaru nerovnosti
muzeme prevést na ulohu v rovnicovém tvaru témito upravami:
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1. Podminky typu

n
Zai,jxj 2 bz 1€ [1
=1

a
n
E i jTj + Tpyi = by Ty >0 i€ I,
i=1
vymezuji stejnou mnozinu n-rozmérnych vektoru o slozkach i, xs,...,x,. Zave-

deme proménné x,.; pro vSechny nerovnosti (A.2.3), které nazyvame doplikové
proménné. Dopliikové proménné maji v kriteridlni funkei (A.2.2) koeficienty ¢, 44,7 €
1.

2. Kazdou proménnou z; pro j ¢ J; muzeme zapsat ve tvaru

+ g

Li=T; =%

kde a:;r > 0,2; > 0. Pro j ¢ Jy dosadime proménnou z; rozdil dvou nezédpornych

proménnych z; — x; do podminek (A.2.3), (A.2.4) i do kriteridlni funkce (A.2.2).

I kdyZz v tomto piipadé neni vztah mezi puvodni proménnou x; a proménnymi
+

x; — x; vzajemné jednoznacny, neni to na prekdzku reseni ulohy.

Podobné muzeme proménnou z; v piipadé I; # I vyjadiit pomoci jedné z rovnic
(A.2.4) a toto jeji vyjadreni dosadit do vSech ostatnich podminek i do ic¢elové funkce.
Dostaneme tak tlohu linedarniho programovani s n-1 proménnymi a m-1 omezenimi.

DEFINICE A.5 MnozZinu M = {x € R" | Ax < b,x > 0} nazveme mnozinou pripustnijch
resent, jeji proky pak pripustngmi Tesenimi ilohy (A.2.1).

Poznamka: Definice 1.2 plati i pro maximaliza¢ni tlohou linedarniho programovani
v rovnicovém tvaru (A.2.6).

DEFINICE A.6 Pripustné reseni x* € M nazveme optimdlnim tesenim ulohy (A.2.1)
gestlize
cI'x* > c'x Vx e M.

Pozndmka: Kromé existence a stanoveni maximalni hodnoty ucelové funkce néas také

zajimé existence, vlastnosti a vypocet hodnot vektoru x* = (x1,zs,...,2,), ve kterych

maximum nastava.
VETA A.3 Pro libovolnou mnoZinu M C R™ a libovolnou funkci z : M — R plati
min z(x) = — max(—z(x))

Pokud extrém existuje miuzZeme prevést maximalizacni ulohu na minimalizacni ulohu
linedrniho programovani. Nerovnosti typu

n
> air; < b
i=1

upravime vyndsobenim cislem -1.
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X2 x2

x1 x1

Obrazek A.3: Maximalizace a minimalizace funkce

Dale uvedena teorie slouzi ke konstrukci metod feSeni linedrniho programovani. Véty
jsou uvedeny bez dukazu, ty lze nalézt napiiklad v [2].

DEFINICE A.7 Rekneme, Ze mnozina S C R" je konvexni, pokud s kazdymi dvémi body
x,y € M obsahuje i celou usecku spojujici body x a y. Jinymi slovy jsou-li x,y € M
aX€(0,1) taki Az + (1 — Ny e M.

DEFINICE A.8 Konvezni polyedrickd mnozina M C R"™ je takovd mnoZina, kterou lze
vyjadrit jako prunik konecného poctu uzavienych poloprostorii.

VETA A.4 MnozZina pripustniych teseni ulohy linedrniho programovdni ve tvaru nerov-
nosti i ve smiseném nebo rovnicovém tvaru je konvexni polyedricka mnozina.

VETA A.5 Mnozina M* optimdlnich tesent ulohy
max {c'x | Ax =b,x > 0}
je konvexni polyedrickda mnoZina.

DEFINICE A.9 Necht S C R™ je libovolnd mnoZina. Bod s € S nazveme krajnim bodem
mnoziny S, jestlize neezistuji body x,y € S a ¢islo A € (0,1) tak, Ze v # y a s =
Ax 4 (1= N)y.

VETA A.6 Konvexni polyedrickd mnozZina md konecny pocet krajnich bodui.

DEFINICE A.10 Pripustné feseni x € M = {x € R" | Ax = b,x > 0} nazveme zdiklad-
nim resenim ulohy linedrniho programovani v rovnicovém tvaru, jestlize jsou sloupce ma-
tice A s indexy odpovidajicimi nenulovym slozZkam x linedrné nezdvislé.

DEFINICE A.11 Bodx € M = {x € R" | Ax = b,x > 0} je krajnim bodem mnoziny M
pravé tehdy, je-li zakladnim resenim.

VETA A.7 (zdkladni véta linedrniho programovani) Pro dlohu linedrniho programovd-

ni mazimalizovat c’x na mnoziné M = {x € R" | Ax =b,x > 0} plati jedna ze tii
moznosti:
1. M =0,
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2. M # 0 ASupyey €'x = +00
(4. M* = {x € M | ¢"x* = maxyep c’x} =0),

3. M*#£0)

Krome toho plati:
1. Je-li M # 0, pak existuje zdkladni pripustné resent,
2. Je-li M* # 0, pak existuje zdkladni optimdini vesend.

Poznamka: Pro optimalni feSeni z predeslé véty plyne, ze mé-li linedrni programovani
optimélni feseni, pak lze toto optimalni TeSeni najit mezi zakladnimi feSenimi. Jinak
feceno, jestlize existuji optimélni feseni, pak mezi nimi existuje alespon jeden krajni bod.

A.2.2. Zakladni idea simplexové metody

Tuto metodu vyuzil G. B. Dantzig s vyuzitim myslenek Jordanovi modifikace Gaussovy
elimina¢ni metody pro feseni soustav linedarnich algebraickych rovnic. Lze ji snadno popsat
geometricky. Predpokladejme, Ze zname krajni bod xy mnoziny piistupnych teseni M.
Z tohoto krajniho bodu vychézi koneéné mnozstvi hran mnoziny M, z nichz kazd4 bud
obsahuje jediny dalsi krajni bod mnoziny M, nebo je neomezend. Jestlize na nékteré
neomezené hrané existuje bod, pro ktery je hodnota tcelové funkce mensi nez ¢z, neméa
uloha optimalni feSeni a postup konéi. V opacném piipadé je hledan sousedni krajni bod,
pro ktery je hodnota tcelové funkce mensi nez ¢?xy. Necht je to krajni bod z;. Pokud
neexistuje krajni bod z s vlastnosti ¢I'z < ¢z, je hledanym optimalnim fesenfm.

A.3. Celociselné programovani

Celociselné programovani je takové matematické programovani, kde alespon jedna roz-
hodovaci proménnéd nabyva pouze celo¢iselnych hodnot. Tyto problémy zaznamenaly
vyrazny rozvoj od zacatku devadesatych let dvacatého stoleti. Z praktickych duvodu ¢asto
potiebujeme celoc¢iselné hodnoty rozhodovacich proménnych. Je to predevsim z duvodu, ze
zakladni jednotky téchto proménnych jsou fyzicky nedélitelné. Celociselné programovani
ma ale dobré vyuziti pti jinych problémech, naptiklad pro kombinatorické problémy. Kla-
sickym pfikladem kombinatorickych tloh je tzv. Problém obchodniho cestujiciho, nebo
ulohy rozvrhovani vyroby.

A.3.1. Obecna formulace tilohy celoé¢iselného programovani
DEFINICE A.12 Definujeme celociselny matematicky program ve tvaru
minimalizovat f(zy,xg,...x,)

za podminek
g(x1, e, ... x,) <0 i=1,2,...m

r;€D; CZ J€EJ,
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kde J # 0 a Z je mnoZina celych ¢isel. Pokud jsou podminkou celociselnosti vdazdny vsechny
promeénné, jedné se o uplné (ryze) celociselnou ulohu. Jestlize se podminka na celoc¢iselnost
tykd pouze nékterych proménnijch, hovorime o cdstecné (smisené) celociselné tloze. Ddle
¢lenime celociselné programovani podle charakteru funkci f, g1, go, - . ., gm na linedrni a ne-
linedrni.

DEFINICE A.13 Linedrni program (1.1.1) s priddnim podminky celociselnosti nazveme
linedrni celociselny program

max{cTX | Axgb,XED},

kde D C Z.

A.3.2. Zakladni idea metody vétvi a mezi

Je interaéni metoda pro nalezeni globdlniho extrému funkce f(xq,zo,...,z,) na mnoziné
pripustnych feseni M. Tato metoda je zalozena na opakovaném sledu dvou operaci

e vétveni - zprvu se mnozina M a nasledné jeji vybrand podmnozina rozklada na po
dvou disjunktni podmnoziny,

e omezovani - pro kazdou podmnozinu ziskanou piedchozi operaci urcuje dolni (pii
minimalizaci), resp. horni (pfi maximalizaci) mez hodnot funkce f(x1,zo,...,x,)
na této podmnoziné.

e/

najit takové pripustné reSeni, pro néz hodnota ucelové funkce neni vétsi nez dolni meze,
resp. neni mensi nez horni meze u vsech dosud nerozloZenych podmnozin, nebot takové
feSeni je optimalni.

A.4. Optimalizac¢ni kritéria

zakdzka j=1,...n

rozvrh S

¢as dokonceni zakazky C;(5)

zadany cas dokonceni zakazky (due date) d;, po jehoz piekroceni muze nésledovat pena-
lizace

posledni termin dokonceni zakdzky (deadline) D;, jehoz pfekroCeni nemuze nastat

véha wj, kterd urcuje dulezitost zakazky

cas piipusténi r;, pied kterym nenf zakdzka k dispozici

Pti planovani uloh na zdroje pouzivame pro rozhodovéani tzv. optimaliza¢ni kritéria. Tato
kritéria nam umoznuji stanovit kvalitu dosazeného feseni a porovnat jej s ostatnimi ge-
nerovanymi rozvrhy. Tato kritéria se déli do skupin podle toho, které parametry chceme
optimalizovat.

e Maximdlni cas konce iloh (makespan), Cpr = max{Ch,...,C,}. Minimalizace
makespan ¢asto maximalizuje vykon a zajistuje rovnomérné zatiZeni stroju.
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o Zpozdeéni (lateness), L; = C;—d;, minimalizace zpozdéni snizuje makespan a zvysuje
vykon.

e Nezdporné zpozdéni (tardiness), T; = max{C; —d;,0}, minimalizace maximalni-
ho nezaporného zpozdéni je castym optimalizaénim kritériem pro tulohy s terminy
dostupnosti a dokonceni.

o Smluvni pokuta U; = 1 jestlize C; > d;, U; = 1 = 0 jinak.

° 2?21 T; celkové zpoZdéni tloh predstavuje kritérium, kdy je snahou minimalizovat
celkové nezaporné zpozdéni uloh.

° 2?21 w;T; vdZené zpozdéni viloh zohlediiuje vahy uloh pfi minimalizaci celkového
nezaporného zpozdeéni.

. 2?21 C; soucet casu dokonceni uloh predstavuje minimalizaci souctu casu konce
vsech uloh.

) Z?Zl w;C; vazeny soucet ¢asu dokoncend uloh zohlediiuje vahy tloh pfi minimalizaci
souctu casu konce tloh.

° Z?:l w;U; vdzZeny pocet zpozZdeénych zakdzek

Vice optimaliza¢nich kritérii 1ze nalézt napf. v [24].

A.5. Vypoctova narocnost uloh opera¢niho vyzkumu

S rozvojem vypocetni techniky byl spojen velky rozvoj tloh operaéniho vyzkumu. Resent
téchto uloh se rozdéluje do dvou zpusobu, a to jednak exakini matematické metody, jed-
nak heuristické metody. Zatim co exaktni matematické metody hledaji optimélni feseni
(globalni optimum), metody heuristické se snazi hledat dobré, ne vzdy optimdlni feseni
(lokélni optimum). Je to ddno piedevsim podle ¢asové narocnosti vypoctu problémi.
Proto existuje naro¢nostni rozdéleni problému operacniho vyzkumu. Zakladem této te-
orie byl ¢lanek S. Cooka v roce 1971. Je dokdzano, ze urcité presné definované mate-
matické problémy jsou nerozhodnutelné a tudiz principidlné nemuze existovat algorit-
mus schopny Tesit vSechny piipady téchto problému. Cook analyzoval ttidy jednotlivych
problémi, které se dnes oznacuji jako P a NP. Tiida P obsahuje vSechny problémy, které
lze Tesit v redlném case a tida NP obsahuje vSechny problémy, pro které v redlném case
feSeni nalézt nelze. Napt. problémy planovani a rozvrhovani patii obecné mezi NP-tiplné
problémy, coz znamend, ze presné optimalizacni metody jsou prakticky pouzitelné pouze
pro tlohy omezeného rozsahu.

Pro tuto préci je zajimava vypocetni ndro¢nost exaktnich matematickych metod v pro-
blémech linedarniho a celoc¢iselného matematického programovani. Pro linearni progra-
movani efektivni software muze vyfesit problémy s vice nez 1 000 000 proménnymi
a omezenimi. Pro celo¢iselné programovani muzeme v rozumném case vytesSit problémy
s nékolika tisici celoc¢iselnymi proménnymi.
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Dodatek B

Zdrojové kédy

B.1. GAMS

B.1.1. Prichod jedné zakazky firmou

$Title one_job_scheduling

NACITANI DAT Z MS EXCEL

$onecho > one_job_excel.txt

set=m rng=b12:j12 cdim=1

set=n rng=al3:al9 rdim=1

par=t rng=a2 rdim=1

par=incidence_matrix rng=al2 cdim=1 rdim=1
$offecho

$call gdxxrw.exe one_job_excel.xls Qone_job_excel.txt
$gdxin one_job_excel.gdx

sets
n(*) nodes

m(*) activities ;

$load n m
display n,m;

parameter t(m) activity time
incidence_matrix(n,m) incidence_matrix;

$LOAD t incidence_matrix
Display t, incidence_matrix;
$GDXin
variable
x(n) start time
z"finish time;

positive variable

x(n);
equations
finish_time finish total time
balance balance equations;
MATEMATICKY MODEL
finish_time .. =z =e= x(’6’);
balance(m) .. sum(n,x(n)*incidence_matrix(n,m)) =g= t(m);

ZALOVANI VYPOCTU
model scheduling one_job_ /all/ ;

solve scheduling minimizing z"using 1lp;

display x.1;

NACTENI DAT DO MS EXCELU A~OTEVRENI SESITU
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execute_unload ’one_job_excel.gdx’,x z7;
execute ’gdxxrw.exe one_job_excel.gdx var=x.l rng=b23 var=z rng=b26’
execute ’=shellexecute one_job_excel.xls’;

B.1.2. Pruchod vice zakazek firmou

$Title scheduling

NACITANI DAT Z MS EXCEL
$onecho > scheduling.txt

set=m rng=Input!c7:17 cdim=1

set=n rng=Input!b30:b40 rdim=1

set=j rng=Input!b8:b27 rdim=1

par=t rng=Input!b7:127 cdim=1 rdim=1
par=incidence_matrixl rng=Input!b29 cdim=1 rdim=1

par=g rng=Input!L28 Dim=0

$offecho

$call gdxxrw.exe scheduling.xls @scheduling.txt
$gdxin scheduling.gdx

*
sets

m(*) machines

G job

n(*) nodes
alias (j, p);

alias (j, k);

$load n m j
display m,n,j;

parameter t(j,m) activity time
incidence_matrixl(n,m) from_node-to_node
g largenumber ;

$LOAD t incidence_matrixl g
Display t, incidence_matrixil, g;
$GDXin

parameter
incidence_matrix2(n,m) node_to;

incidence_matrix2(n,m)$(incidence_matrixi(n,m) > 0)
incidence_matrix2(n,m)$(incidence_matrixi(n,m) <=
Display incidence_matrix2;

0) =0 ;

parameter
incidence_matrix3(n,m) node_from ;

incidence_matrix3(n,m)$( incidence_matrixi(n,m) < 0) =1 ;
incidence_matrix3(n,m)$(incidence_matrixi(n,m) >= 0) = 0 ;

Display incidence_matrix3;

variable z"total lead time(makespan)

x(j,n) max complete time of job j in node n
xx(j) finish time of job j

y(k,p,m) indicator variable for job precedence
u(j,m) start procesing time on machine x

uu(j,m) finish procesing time on machine x;

binary variable
y(k,p,m);

positive variable
x(j,n)
u(j,m)
uu(j,m)

60



xx(j);

*

equations
total_time total lead time(makespan) - objective function
finish_time finish time of job j
binary_condition condition for binary variables
sequentiall sequential operations on different machines
sequential2 sequential operations on different machines
sequential3 sequential operations on different machines
sequentiald sequential operations on one machine
sequentialb sequential operations on one machine;

MATEMATICKY MODEL
total_time .. z"=e= sum(j,xx(j));

finish_time(j,n) .. xx(j) =g= x(j,n);

sequentiali(m,j).. u(j,m) + t(j,m) =e= uu(j,m);
sequential2(m,j).. sum(n,x(j,n)*incidence_matrix3(n,m)) =1= u(j,m);

sequential3(m,j).. sum(n,x(j,n)*incidence_matrix2(n,m)) =g= uu(j,m);

binary_condition(m,k,p)$(not ord(k) ge ord(p)).. y(k,p,m) + y(p,k,m) =e= 1 ;

sequential4(m,k,p)$(not ord(k) eq ord(p)).. uu(k,m) - u(p,m) =1= gx(1-y(k,p,m));

sequentialb(m,k,p)$(not ord(k) eq ord(p)).. uu(k,m) - u(p,m) - (-g-1)*(y(k,p,m)) =g=1 ;

NASTAVENI VYPOCTU:

option limrow = 10000;
option optcr=0 ;

option optca=0 ;

ZALOVANI VYPOCTU

model scheduling n_jobs /all/ ;

option mip = cplex;

solve scheduling minimizing z"using mip;

display x.l,u.l,uu.l,y.l,xx.1,scheduling.resusd,scheduling.iterusd,scheduling.numnz;
NACTENI DAT DO MS EXCELU A~OTEVRENI SESITU
execute_unload ’scheduling.gdx’,x uuu y z"xx;

execute ’gdxxrw.exe scheduling.gdx SQ=N var=x.l rng=0Output'b4 var=u.l rng=0Output!b26 var=uu.l
rng=0utput !b48 var=y rng=0Output!o2 var=z rng=0Output!b2 var=u.l rng=Input!T4 cdim=0 var=uu.l
rng=Input!X4 cdim=0 var=xx.l rng=Output!b71 cdim=0 ’;

execute ’=shellexecute scheduling.xls’;

B.2. Microsoft Visual Basic
B.2.1. Gantttv diagram

Sub GANTT_CHART()

Range ("W4:W100") .Select
Selection.ClearContents

j = Cells(3, "B").Value
m = Cells(4, "B").Value

For jjj =1 To j
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For mm =1 Tom
x=jjj*m-m

Range ("W" + CStr(3 + x + mm)).Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = Sheets("input").Range("M" + CStr(7 + jjj)).FormulaR1C1

Next mm
Next jjj

= Cells(3, "B").Value
Cells(4, "B").Value

82 .
([

c=3j*m

Range ("019:Q300") .Select
Selection.ClearContents
Selection.Borders(x1DiagonalDown) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(x1DiagonalUp) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(xlEdgelLeft) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(x1EdgeTop) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(x1EdgeBottom) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(x1EdgeRight) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(xlInsideVertical).LineStyle = x1None
Selection.Borders(xlInsideHorizontal) .LineStyle = x1None

Range ("019") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "=R[-15]C[6]"

Range ("019") .Select
Selection.AutoFill Destination:=Range("019:0" + CStr(18 + c)), Type:=x1FillDefault

Range ("P19") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "=R[-15]C[6]"

Range ("P19") .Select
Selection.AutoFill Destination:=Range("P19:P" + CStr(18 + c)), Type:=x1FillDefault

Range ("Q19") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "=R[-15]C[9]"

Range ("Q19") .Select
Selection.AutoFill Destination:=Range("Q19:Q" + CStr(18 + c)), Type:=x1FillDefault
Range("019:Q" + CStr(18 + c)).Select
Selection.Borders(x1DiagonalDown) .LineStyle = x1None
Selection.Borders(x1DiagonalUp) .LineStyle = x1None
With Selection.Borders(x1EdgeLeft)
.LineStyle = xlContinuous
.Weight = x1Thin
.ColorIndex = xlAutomatic
End With
With Selection.Borders(x1EdgeTop)
.LineStyle = xlContinuous
.Weight = x1Thin
.ColorIndex = xlAutomatic
End With
With Selection.Borders(x1EdgeBottom)
.LineStyle = xlContinuous
.Weight = x1Thin
.ColorIndex = xlAutomatic
End With
With Selection.Borders(x1EdgeRight)
.LineStyle = x1lContinuous
.Weight = x1Thin
.ColorIndex = xlAutomatic
End With
With Selection.Borders(xlInsideVertical)
.LineStyle = x1lContinuous
.Weight = x1Thin
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.ColorIndex = xlAutomatic
End With
With Selection.Borders(xlInsideHorizontal)
.LineStyle = x1Continuous
.Weight = x1Thin
.ColorIndex = xlAutomatic
End With

Range("A1") .Select

Dim vTimeData As Variant
Dim i As Integer

Dim sRoom As String

Dim vLastEndTime As Variant
Dim oSeries As Series

’\ set up
Application.ScreenUpdating = False
Application.DisplayAlerts = False

’\ sort data

With Worksheets("input").Range("U3").CurrentRegion
.Sort Keyl:="Machine", Key2:="Start Time", Header:=xlYes
vTimeData = .Value

End With

With Worksheets("input").Range("Y3").CurrentRegion
.Sort Keyl:="Machine", Key2:="end Time", Header:=xlYes
vTimeData = .Value

End With

’\ create chart data worksheet
With Worksheets("input").Range("018").CurrentRegion
vTimeData = .Value

Worksheets.Add

On Error Resume Next
Worksheets("ChartData") .Delete
Charts("TimeChart") .Delete

On Error GoTo O

ActiveSheet.Name = "ChartData"

.Columns (1) .AdvancedFilter Action:=xlFilterCopy, _
CopyToRange:=Range("A1"), Unique:=True

End With
Range("al") .Select
For i = 2 To UBound(vTimeData)

If vTimeData(i, 1) <> Selection.EntireRow.Cells(1) Then
Selection.Offset (1) .EntireRow.Cells(1).Select
Selection.Value = vTimeData(i, 1)
vLastEndTime = 0O

End If

Selection.0ffset (0, 1).Select

Selection.Value = vTimeData(i, 2) - vLastEndTime

Selection.Offset (0, 1).Select

Selection.Value = vTimeData(i, 3) - vTimeData(i, 2)

vLastEndTime = vTimeData(i, 3)

Next i
With Selection.CurrentRegion

.0ffset (0, 1).NumberFormat = ""

.Columns(2).Cells(1) = "Start Time"

For i = 3 To .Columns.Count
If i Mod 2 <> 0 Then

.Columns (i) .Cells(1) = "Used"
Else
.Columns (i) .Cells(1) = "Not Used"
End If
Next i
End With

’\ create Gantt chart(from chart data)
Charts.Add
ActiveChart.Name = "TimeChart"
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ActiveChart.ChartWizard Source:=Sheets("chartdata").Range("A1").CurrentRegion, _
Gallery:=x1Bar, Format:=3, PlotBy:=x1Columns, CategoryLabels _
:=1, SeriesLabels:=1, HasLegend:=2

’\ box properties
For Each oSeries In ActiveChart.SeriesCollection
If oSeries.PlotOrder Mod 2 <> O Then
oSeries.Border.LineStyle = x1None
oSeries.Interior.ColorIndex = xlNone
Else
oSeries.Border.LineStyle = 1
oSeries.Border.ColorIndex = 1

End If
Next oSeries

’\ box description
ActiveChart.ApplyDatalabels AutoText:=True, LegendKey:=False, _
HasLeaderLines:=False, ShowSeriesName:=False, ShowCategoryName:=False, _
ShowValue:=True, ShowPercentage:=False, ShowBubbleSize:=False
With Selection.Font

.Name = "Arial"
.Size = 12
End With
cc = Sheets("input") .Range("B4") .FormulaR1C1
bb = Sheets("input").Range("B3") .FormulaR1C1

For j = 0 To bb - 1

ActiveChart.SeriesCollection(2 * j + 1).DatalLabels.Select
Selection.Delete

Next j

Dim jj As Integer

’\ box color
For jj = 1 To bb
For j =1 To cc

ActiveChart.SeriesCollection(2 * jj).Points(j).Select
Selection.Shadow = False
Selection.InvertIfNegative = False
With Selection.Interior
.ColorIndex = Sheets("input").Range("W" + CStr(-bb + 3 + bb * j + jj)).FormulaR1C1
End With

Next j
Next jj

’\ Axes seting
With ActiveChart.Axes(x1Value)
.MajorUnitIsAuto = True
.TickLabels.NumberFormat = ""
.HasMajorGridlines = True
If .HasMajorGridlines Then
.MajorGridlines.Border.LineStyle = 6
End If

End With
With ActiveChart.Axes(x1Category)
.ReversePlotOrder = True
End With
Dim B As Integer

B = Sheets("output").Range("B2") .FormulaR1C1

’\ chart name
With ActiveChart
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.HasTitle = True
.ChartTitle.Characters.Text = "GANTT CHART"
ActiveChart.ChartArea.Select
End With

End Sub

B.2.2. Volani GAMS z MS EXCEL

Sub GAMS_sum_xf ()
ActiveWorkbook.Save
Pathl = Cells(2, "N").Value
Path2 = Cells(2, "P").Value
If Path2 = "" Then Path2 = "demo"
Path = Pathl + "\gams schedulingl.gms license =" + Path2
Ret = Shell(Path, 3)

ActiveWorkbook.Close

End Sub

B.2.3. Potvrzeni vstupnich dat

Sub Verify_data()

j = Cells(3, "B").Value

m = Cells(4, "B").Value

n = Cells(5, "B").Value

If j <1 Then j =1

If j > 20 Then j = 20

If m<1Thenm=1

If m > 10 Then m = 10

If n < 2 Then n = 2

If n > 11 Then n = 11
Ifn>m+ 1 Thenn=m+1

mm = m + 66

Range ("B9:B27") .Select
Selection.ClearContents
Range ("D7:L7") .Select
Selection.ClearContents
Range ("B32:B40") .Select
Selection.ClearContents
Range ("C29:L29") .Select
Selection.ClearContents

Range ("B8") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "j1"

Range ("C7") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "machO1"
Range ("C29") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "machO1"
Range ("B30") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "1"

Range ("B31") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "2"

Range ("018") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "Machine"
Range ("P18") .Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = "Start time"
Range ("Q18") .Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = "End time"
Range ("U3") .Select
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ActiveCell.FormulaR1C1 = "Machine"
Range ("V3") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1l = "Start time"
Range ("W3") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "Color"
Range ("Y3") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "Machine"
Range ("Z3") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = "End time"

If j > 1 Then
Range ("B8") .Select

Selection.AutoFill Destination:=Range("B8:B" + CStr(7 + j)), Type:=xlFillDefault
End If

If m > 1 Then
Range ("C7") .Select

Selection.AutoFill Destination:=Range("C7:" + Chr(mm) + CStr(7)), Type:=x1FillDefault
End If

If m > 1 Then
Range ("C29") .Select

Selection.AutoFill Destination:=Range("C29:" + Chr(mm) + CStr(29)), Type:=x1FillDefault
End If

If n > 2 Then
Range ("B30:B31") .Select
Selection.AutoFill Destination:=Range("B30:B" + CStr(29 + n)), Type:=x1FillDefault
End If
Range ("B5") .Select

ActiveCell.FormulaR1Cl = n
Range ("B4") .Select
ActiveCell.FormulaR1Cl = m
Range ("B3") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1l = j

Range ("L28") .Select
ActiveCell.FormulaR1C1

"=SUM(R[-20]C[-9] :R[-1]C)"

Range("A1") .Select
End Sub

B.2.4. Generovani dat

Sub Generate_data()

Range ("C8:L27") .Select
Selection.ClearContents

lo
up

Cells(3, "H").Value
Cells(4, "H").Value

j = Cells(3, "B").Value
Cells(4, "B").Value

=]
]

mm = m + 66

For jj =0To j -1
For mmm = 0 Tom - 1
Range (Chr (67 + mmm) + CStr(8 + jj)).Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = Int((up - lo + 1) * Rnd + lo)
> ActiveCell.FormulaR1C1 = Int((20 - 5 + 1) * Rnd + 5)

Next mmm
Next jj

Range ("C8:L27") .Select

With Selection
.HorizontalAlignment = xlCenter
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End With
Range("A1") .Select

End Sub

B.2.5. Generovani barvy

Sub Generate_color()

Range ("M8:M27") .Select
Selection.ClearContents
Selection.Interior.ColorIndex = x1lNone

lo
up

Cells(3, "L").Value
Cells(4, "L").Value

j = Cells(3, "B").Value

> Range("M8") .Select

’ ActiveCell.FormulaR1Cl = Int((up - lo + 1) * Rnd + lo)
Dim x As Boolean

For jj=0To j -1

Do
x = True
Range ("M" + CStr(8 + jj)).Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = Int((up - lo + 1) * Rnd + lo)
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