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Abstrakt

Cilem bakalaiské prace bylo naprogramovat algoritmus metody konec¢nych prvki pro vypocet
vlastnich frekvenci prutovych soustav. Pro feseni mély byt vyuzity primarn¢ volné dostupné
prosttedky (Python, knihovny NumPy, SciPy, pteklada¢ Fortranu, apod.) a tim proveéfit
moznosti volné dostupnych prostiedkti pro védecké ucely v oblasti loh mechaniky kontinua.
Pti ovétovani funkcEnosti programu vyuzit ke srovnani program ANSYS.

Abstract

The task of the presented bachelor thesis has been to implement an algorithm of the finite
element method to calculate natural frequencies of beam systems. To solve this problem a
freely available SW products (Python, libraries NumPy, SciPy, Fortran compiler etc.) should
have been primarily used and thereby to check possibilities of freely available SW product
application in science purposes in the field of the Continuum Mechanics tasks. For a
functionality verification of the program the ANSYS code is to be used.



Kli¢ova slova

Prutova konstrukce, Metoda konecnych prvki, Vlastni frekvence, Vlastni tvary, Parametry

deformace, Natoceni, Posuny, Potencialni energie deformace, Kineticka energie, Hamiltontv
princip.

Key words

Beam structure, Finite Element Method, Natural frequencies (Eigen frequencies),
Eigenvalues, Parameters of deformations, Deflections, Displacements, Potential energy of
deformation, Kinetic energy, Hamilton’s principle.



Bibliograficka citace

SVOBODA, P. Vypocet vlastnich frekvenci prutové soustavy metodou konecnych prvku.
Brno: Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2015. 57s. Vedouci

bakalarské prace Ing. Tomas Navrat, Ph.D.



Prohlaseni

ProhlaSuji, ze jsem bakaldiskou praci vypracoval samostatné, pod vedenim vedouciho
bakalaiské prace a s pouzitim odborné literatury a prament, jez jsou uvedeny v Seznamu
pouzité literatury.

V Brn¢ dne 22.5.2015

Petr Svoboda



Podékovani

Rad bych zde podékoval panu Ing. Tomasi Navratovi, Ph.D. za moznost vypracovat pod jeho
vedenim bakaldfskou praci. Zaroven bych mu chtél podékovat za ochotu a vstficnost
Vv prib¢hu jejiho vypracovani.

Chtel bych také podékovat obéma rodi¢lim a bratrovi za jejich nikdy neochabujici podporu.






Obsah

1

2

3

10

UVOD A SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU .....c.covrueueererrrrrneeenesssseseesessssssesesessssssssesessssssssesenes 1
ZAKLADNI PREDPOKLADY A VYMEZENT ULOHY .......ccteuirirrnenteneesssensssetsseesssessssessssssessenesnes 4
ZAKLADNI VZTAHY TEORIE PRUTOVYCH KONSTRUKCI .....ccuceveueerrnennrnetsneessseneenesesssessssennes 5
3.1 Definice souradné soustavy pfimého prutu konstantniho prifezu........c.ccccceeevveeiveercveeennee. 5
3.2 Vztah napéti a vnitfnich sil (Iit. [1] @ [3]).ccccreeeeeeiiee e e 6
33 Vztah vnitfnich sil a deformaci prutu (lit. [1] @ [3])..ccceieeeieeieeeecee e 7
34 Dopad teorie prutovych konstrukci do FeSeného problému ..........cccvvveeeeiieiiiiiiiiieeee e 9
UVOD DO METODY KONEENYCH PRVKU ......coururuerirereneresesesesnsesesesasesasesasssnsasssssassssssssssssnes 10
4.1 HamiltonGv princip v mechanice kontinua (3D) ....c.ceccvieiieeeciieecieecee e 10
4.2 Diskretizace kontinua metodou konecnych prvkl — obecny Gvod..........cccccveeeiveecieencinens 11
4.3 Definice matice tuhosti, hmotnosti a zatéZzovaciho vektoru elementu a télesa. ................. 12
ANALYZA PRUTOVEHO ELEMENTU....c.covruiueuctnrasnectsssssssessssssssesssssssssssessssssssesensasssssssens 16
5.1 Zakladni charakteristiky prutového elementu.......cccoccuviiiiiiiiiiiiiiiecee e 16
5.2 SOUFAANE SOUSTAVY ...uvviiiiiiiiieieiieeeccitee ettt e e ettt e e e st e e s stte e e e sbteeeesbeeeessasteeesssteeessasseeessnnes 16
53 Nahradni funkce. Vyjadieni POSUNUL .......cooviieiiiieiee ettt vee et ae e s 18
5.4 Potencialni energie deformace a matice tuhosti elementu .......cccceevvciieiiccee e, 20
5.5 Kineticka energie a matice hmotnosti elementu.......cccueviiiiiiiiniii e, 25
5.6 TransformMace SOUFAANIC ......eevieiiiiiieiieee ettt et 34
ANALYZA KONSTRUKCE .......eeceerereeereeserseeseseeseessessessessessessesseesesssessessessessessessessessssnsessessenes 44
6.1 Matice tUROSEI KONSTIUKCE ...coveiiiiiiiiiiieieeeee et 44
6.2 Matice hmotnOsti KONSTIUKCE .......couviiiiiiieiieece e 45
6.3 OKrajove POAMINKY .....eiiiiiiii ittt e e s et re e e e s bt e e e e sbteeesebtaeessneaeessanes 45
SOUSTAVA DIFERENCIALNICH ROVNIC ......veeueereeeereereessessesseeseesesssessessessessessessessessssssesasssenes 47
VLASTNI KMITANT NETLUMENE KONSTRUKCE .......cccovetrurueneneesnrnsnenetsessssesesssessssssensssssssenens 49
PREHLED POUZIVANYCH MKP PROGRAMU ........ccovrururueunerirastnesesesesesesasssasssasasssssasassssssssssnes 52
POUZITE TECHNOLOGIE PROGRAMOVAN I ......c.eueueeeereruecetresseseeessssseessesssseseesessssenesenes 54



L0.2  SCIPY ettt sttt e b e b bt s et e ae e e te e nreenheesnee e 54
11 TESTOVACI ULOHY PROGRAMU BEAMER ......cc.coceiereenresrensensessesesseesssssesssssessessesssssssssessenes 55
2 7V = 56
13 SEZNAM POUZITE LITERATURY ...coiiririnririniitsnisincistssssssesssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssens 57
S {0 58
Pfiloha A — Dokumentace programu BEaAMEY ...........cieiiiiiiireenniiiiiiiniienmnsissienineeesnsssssssesssessnsnsssses 1
AL INSTAIACE .ttt et sttt ettt e s b et e e be e s bt e e hte e s beeeeabeesaree e beeesreeenns 1
F Y o U1 =T o PRSP 1
A.3 FOrmat vStUPNTNO SOUDOIU ...ciiiiiiiieiciee et e e e e e e s rnrae e e e snraeeeas 1
F YA T o TSP 2

Pfiloha B - Vysledky testovacich Gloh .........cc..iiiiiiiiiiiiiiiiiciiriicnrreecnneneeessessssssensssesssnssssssnns 1



UMTMB BAKALARSKA PRACE VUT FSI

1 UVOD A SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU

Hlavni naplni bakalaiské prace bylo sestavit program fesici vlastni frekvence prutovych
soustav pomoci metody kone¢nych prvkl. Vysledky programu potom oveéfit pomoci
programu ANSYS a vzdjemné vysledky porovnat. Pfi programovani se mélo pouzit volné
dostupné prostiedky (technologie) a ovéfit moznosti pouzivani téchto prostiedkli pro
feSeni uloh mechaniky kontinua.

Prvni ¢ast prace tvofi vybrané partie z teorie prutovych konstrukci, jez jsou nutné pro
naslednou aplikaci metody konecnych prvkl. Jsou uvedeny zékladni pfedpoklady tlohy a
nasledné z nich vyplyvajici vztahy teorie prutovych konstrukci, pouzité pii feSeni tlohy
MKP.

Dalsi ¢ast prace je tvofena popisem Hamiltonova principu a zpisobem jeho aplikace
pomoci metody kone¢nych prvkil na feSeni vlastnich frekvenci prutovych konstrukei.
Principy a postupy MKP jsou popsany velmi podrobng, ¢asto vCetné¢ odvozeni nekterych
vztahti a postupi. Byly odvozeny matice tuhosti a matice hmotnosti elementu. Divodem
k nutnosti odvodit dosti pracné uvedené matice byla hlavné skute¢nost, Ze v literatufe se
vyskytuji v uzaviené podob¢ ziidka, a kdyz tak ¢asto dvojrozmérné a jesté Castéji Spatné,
popf. s jinymi bazovymi funkcemi nez bylo potieba. Pfi odvozovani konzistentni matice
hmotnosti bylo nutno pouzit matematicky program pro operace s polynomy vcetné
integrace. Zminéné operace nejsou obtizné, ale je jich pfili§ mnoho. Dale musely byt
odvozeny transformace soufadnic pro globalni a lokalni soufadné systémy.

V posledni teoretické Casti prace, ktera se tykala analyzy konstrukce, byly pouzity
standardni postupy MKP.

Program sestaveny na zéklad¢ predlozené¢ teorie se jmenuje BEAMER a je
naprogramovan v jazyce Python. Pro feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic a
pro feSeni zobecnéného problému vlastnich hodnot byly pouzity prostifedky baliku SciPy.

Pro verifikaci programu BEAMER byly pouzity srovnavaci vypocty pomoci programu
ANSYS a nékteré ulohy se zndmym analytickym feSenim.
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Seznam pouzitych symbola

Oi...... normalové napéti ve sméru soufadné osy i
Normalové napéti je kladné, ma-li smysl vnéj§i normaly (tj. pasobi-li jako
tah).

Tj oeenn. te¢né (smykové) napéti plisobici na plosce, jejiz normala je ve sméru soufadné

oSy i a napéti je rovnobézné s 0SOU |

Smykové napéti je kladné, ptisobi-li ve smyslu kladné vétve souradné osy, s niz
je rovnobézné, ma-li soucasné vnéjsi normala plosného prvku smysl shodny
s kladnou vétvi ptislusné osy soutadnic.

A= L dA plocha prafezu

Sy, = 1} 4 ZdA ... staticky moment plochy prifezu k ose y

S, =] , Y dA ... staticky moment plochy prafezu k ose z
L,=], z%dA ..... moment setrvacnosti prifezu v ohybu k ose y
I, = [, y?dA ..... moment setrvacnosti priitezu v ohybu k ose z

I, = f , ¥z dA ...devia¢ni moment prafezu k osam y,z

Nx.oooernnnn normalova sila prutu (axidlni sila ve sméru osy x)
Ty, Tzeeni. smykové sily prutu ve sméru os Y, Z

My .ooeennnn. kroutici moment prutu kolem osy X

My, M; ..... ohybové momenty prutu kolem os Yy, z

[NM] = [Nx, T, T, My, M, M, ]T. .... vektor vnitinich sil a momentd prutu
[N] = [Nx, T,,T, ]T ........ vektor vnitinich sil prutu

[M] = [Mx, M, M, ]T. .... vektor vnitinich momentt prutu

Slozky vektoru vnitfnich sil a momenti jsou kladné, ptsobi-li v kladném
(pravém) prufezu ve smyslu kladnych os X, y, z. Kladny prifez — vné&jsi
normala je ve sméru kladné osy x.

Ag.oennnnn. plocha omezena stfednici uzavieného priiezu
U'evrereenenn. posun bodil na stfednici prutu ve sméru osy X
Vi, posun bodi na stfednici prutu ve sméru osy Yy
Wi posun bodil na stfednici prutu ve sméru osy z

ax, @y, @; .....pootoceni prufezu kolem osy X, Y, z
T VY’
o] = [ax, 0y) 02, Tyz Tz Txy] ... vektor napéti

T A A 14
[e] = [sx, Ey) €20 Vyz Vaxor yxy] ... vektor pfetvoreni

[ul = [wv,wll .. vektor posuntl
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T
[p] = [px, Py, pz] .................. vektor povrchového vnéjsiho zatizeni
[q] = [qx a4y qz]T .................. vektor objemového zatizeni

T
[w] = [Z—Z,%,%—v; = [w,v,w]T ..... vektor rychlosti

P = D(xy,z)----- Objemova hmotnost t€lesa

povrch (hranice) télesa, kde je zadano silové zatizeni
Lo délka prutového prvku (elementu)

..., celkovy energeticky potencial

II'............... potencidlni energie deformace

Ko kineticka energie

| P cas

X, Vo Z oo, lokalni soufadna soustava (ortogonalni pravotociva)

XY, Z......... globalni souradna soustava (ortogonalni pravotoc¢iva)

K] .ooooien matice tuhosti

M] ..o matice hmotnosti

[f ..o vektor transformovaného zatizeni

Q. i objem télesa (prutu)

[A] oo vektor parametri deformace

[Sle cevvevinnnni transformaéni matice mezi parametry deformace prvku a vektorem [a]e
UVvVw............ posuny obecného bodu p € Q

[T] ., transformac¢ni matice mezi souradnymi systémy

Xg, YB, Z8 ......... soufadnice pocatecniho uzlu v globélni souradné soustave
Xg, Yg, ZE ......... soufadnice koncového uzlu v globalni souradné soustave
O i, variace

A, vlastni ¢islo

o I zobecnénd soufadnice

[ .o, jednotkova matice

[Ai] oo, i-ty vlastni vektor
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2 ZAKLADNI PREDPOKLADY A VYMEZENI ULOHY

Material pruti — linedrné pruzny (tzn. pfedpoklad Hookova zakona), tzn. linearni
zéavislost napéti na pretvoreni.

Obecné na celé prutové soustave globdlné hleddme 3 nezndmé posuny ve smérech
globalnich soufadnych os. Jednotlivé na kazdém prutu prutové soustavy hledame také
vV kazdém bod¢ 3 nezndmé posuny ve smérech lokalnich soufadnych os kazdého prutu.
Obecné je kazdy ztéchto 3 nezndmych posunt zéavisly na 3 soufadnicich X, Yy, z.
K redukci ulohy pouzijeme pro ohyb prutu Bernoulli — Navierovu hypotézu. Tzn., ze
roviny priiezii kolmé ke stiednici prutu pred deformaci zlstdvaji rovinné a kolmé
k pfetvotené stfednici prutu i po deformaci.

Déle budeme piedpokladat, ze prifezové rozméry prutu jsou malé ve srovnani s délkou
prutu. To znamena, ze budeme uvazovat pouze piicné deformace osy prutu od ohybovych
momentl a zanedbame piicné deformace osy prutu od smykovych sil.

Pro krouceni pouzijeme teorii volného krouceni, tzn., ze v disledku krouceni prutu
vznikaji pouze smykova napéti (neni branéno deplanaci priifezu).

Dusledky uvedenych predpokladii viz nasledujici kapitola.

Vztahy mezi deformacemi a posuny budou linearni.

Okrajové podminky prutové soustavy budeme uvazovat opét linearni a to nejjednodussi
formou. Okrajova podminka geometrickd je déna tim, Ze nékteré z hledanych funkci
posunt jsou na dané oblasti nulové. Po redukci ulohy budou nékteré z hledanych
parametrl (posuny, natoceni) nulové. Zatizeni (staticka uloha) bude dano pouze pomoci
osamélych sil a momenti v uzlovych bodech prutové soustavy.

Hmoty budou zvazovany bud’ po ¢astech konstantni (jeden konecny prvek — jedna spojita
hmotnost ve v§ech smérech kmitani stejnd) a osamélé hmoty v uzlovych bodech.

Pruty budou ocelové véalcované nebo svafované nosniky vhodné pro strojni konstrukce.
Profily budou tedy tenkosténné s otevienym nebo uzavienym prufezem.
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3 ZAKLADNI VZTAHY TEORIE PRUTOVYCH
KONSTRUKCI

Budeme uvazovat takové prutové konstrukce, které jsou vytvoireny pomoci piimych pruti
konstantniho prafezu. Dale budou nasledovat vztahy pro ptimy prut konstantniho prifezu,
které jsou nutné pro feSeni prutovych konstrukci. Vztahy budou uvedeny s odkazy na
pouzitou literaturu a bez odvozeni, nebot’ toto neni predmétem piedlozené prace.

3.1 Definice souradné soustavy primého prutu konstantniho prirezu

Osou prutu nazyvame spojnici t€zist' prurezi. Soufadnd osa X je totozna s 0SOU prutu.
Soufadny systém bude tudiz centralni. Souradny systém bude ortogonalni a pravotocCivy.
Smér osy Y, jez je kolma k ose X, je dan tvarem priiezu prutu.

Soutadna osa z potom dopliluje soufadny systém tak, aby byl ortogonalni a pravotocivy.
Smér osy Yy je dan podminkou, Ze deviaéni moment plochy priufezu k osam y a z je
roven 0.

Soutadné osy y a zVroviné priiezu prutu budou vzhledem K prafezu prutu hlavni
centrdlni osy setrvacnosti.

Dale nam tedy posta¢i nenulové priafezové charakteristiky

A={ L AA plocha priifezu
I, = f M y2dA ............ moment setrvac¢nosti prafezu v ohybu k ose z
I, = f M Z2dA ... moment setrvacnosti priafezu v ohybu k ose y

S, f LY dA=0............ staticky moment plochy prufezu k ose z
Sy = f 4 Z dA=0............ staticky moment plochy prufezu k ose y
I,, = f Yz dA=0......... devia¢ni moment prufezu k osamy a z

jsou rovny 0, nebot’ osy Yy a z vV roviné prifezu prutu jsou hlavni centralni osy setrva¢nosti
prafezu.
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3.2 Vztah napéti a vnitinich sil (lit. [1] a [3])

Bernoulli-Navierova hypotéza.

Roviny prifezti kolmé ke stfednici prutu pied deformaci zistadvaji rovinné a kolmé
Kk pfetvotené stfednici prutu i po deformaci.

Z uvedené hypotézy plyne, Ze normalové napéti ve sméru osy prutu v libovolném priiezu
je linearné zavislé na soufadnicich y a z (prufez zachovava rovinu => posun ve sméru osy
prutu je rovinny po prifezu => deformace ve sméru osy prutu je po prufezu rovinna =>
normalova napjatost ve sméru osy prutu je po prufezu rovinna).
Pro normalové napéti v libovolném prafezu prutu (soufadny systém priifezu prutu je
totozny s hlavnimi centralnimi osami setrvacnosti prufezu prutu) plati

Ny M M

o, =—=—-2y+-2z 3.2.1

A I I,
Vzhledem k tomu, Ze vnitini sily a momenty jsou obecné funkcemi soufadnice X je ox na
objemu prutu funkci soutadnic X, y, z.

Nxwy Mz | My

Ox(x,y,2) — y+ Z
A I, I
Normalova napéti oy @ oz jsou zanedbatelna a dale je budeme povazovat za nulova
g, =0, =0

Vzhledem k zavedenému piedpokladu, Ze prufezové rozméry prutu jsou malé ve srovnani
s délkou prutu (tzv. §tihlé pruty), zanedbame pificné deformace osy prutu od smykovych
sil vzhledem k pti¢nym deformacim (prihybiim) osy prutu od ohybovych momentd.

Prakticky to znamend, Zze pfi odvozovani matice tuhosti prvku (formulace potencialni
energie deformace) nebudeme uvazovat praci smykovych napéti od smykovych sil na
zkosenich.

A protoze cilem prace neni vypocet napjatosti prutové soustavy, ale vypocet deformaci a
vnitinich sil, nebudeme se nyni rozborem rozloZeni smykovych napéti od smykovych sil
zabyvat.

Smykové napéti od volného krouceni v priifezu prutu.

Uzavieny prifez (tzv. Bredtiv vzorec pro te¢né napéti)
M, M,

T = =>T =— 3.2.2
240t > Tmax 2A0tmin
kde
Ao ovinannnnn plocha omezena stiednici prafezu
t tloustka stény uzavieného prifezu v misté vypoctu napéti
Otevieny prufez (lit. [3])
M .
Tmax = ]—x tnax (lit. [3] vztah (10.2)) 3.2.3
K
kde
IK e moment setrvacnosti (tuhosti) oteviené¢ho prifezu v krouceni

-6-
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T = aéz b;.t3 (lit. [3] vztah (10.3)) 3.2.4
kde

7 experimentalné zjistény soucinitel vyjadiujici tvar prifezu

Di, e délky a tloustky dil¢ich stén prifezu

3.3 Vztah vnitinich sil a deformaci prutu (lit. [1] a [3])

Predpoklady.

Plati klasicka teorie malych posunt. Tzn. slozky vektoru posunu jsou malé ve srovnani
S kazdym rozmérem prutu a prvni derivace slozek vektoru posunu podle soutfadnic jsou
malé ve srovnani s jedniCkou. Druhou ¢ast uvedeného piedpokladu lze vyjadiit také tak,
ze deformace a thly pootoceni jsou obé malé ve srovnani s jedni¢kou. Souciny a druhé
mocniny prvnich derivaci slozek vektoru posunu zanedbdme ve srovnani s prvnimi
derivacemi posund.

Posuny jsou natolik malé, Ze rovnice rovnovahy lze psat na nepietvofeném prutu (teorie
1.tadu).

Plati jiz dfive zminéna Bernoulli-Navierova hypotéza.

Zatizeni prutu osovou silou a chybovymi momenty.

Vzhledem k celkem logickému predpokladu, ktery jsme zavedli v pfedeslém ¢lanku (o), =
0, = 0) jsou posuny ve sméru os Y, z (. v, W) na celém objemu prutu nezavislé na
soufadnicich Yy, z. Jsou tedy zavislé pouze na soufadnici X (méni se tedy pouze po délce
prutu). Oznac¢me posun bodu stfednice prutu ve sméru osy X a U posun libovolného bodu
télesa prutu ve sméru osy X. Vzhledem k platnosti Bernoulli-Navierovy hypotézy a
pfedpokladu o malych deformacich a pootocenich je zfejmé, ze natoceni prifezu prutu
v deformovaném stavu je derivaci piislusného prithybu (posun v, w) osy prutu.

Potom lIze posun U libovolného bodu télesa prutu napsat jako

U = _ dvey  dwe _ , :
@yz) = U@) = YWz(x) =20y = UG =Y~ 72707 T U@ T YV T W

3.3.1

kde wy a w; je pootoceni prifezu kolem osy Y, z.

Pro malé uhly oy, ; plati

dw ,
tgwyzwy=a=w

dv )
tngzwzzazv
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Pretvofeni a normalové napéti ve sméru osy X je

oU du d?v d*w , ' /"
E, =—=——yV——7Z =Uu —yv —zZw 3.3.2
x 0x dx dx? dx? y
o, =Ee, =E —yv'" —zw" 3.3.3

Jsou-li y a z hlavni centralni osy setrvacnosti prufezu, potom po provedeni integraci
napéti po plose prufezu plati (lit. [1] vztah (2.50))

N,
EAu' = N => uyu' =—
u . u EA
ELy" =M, =>v"=2% 3.3.4
" " _My
EIyw = —My => w' = EIy

kde veli¢iny (u, v, W) jsou posuny osy prutu ve smérech soufadnych os (X, y, z). Posun v je
také casto nazyvan prihybem prutu (osy prutu) ve sméru soutadné osy Yy a obdobné je w
prihybem prutu ve sméru soufadné osy z. VSechny tfi veli¢iny jsou zavislé pouze na
soufadnici X. Jejich derivacemi se mysli tudiz derivace dle x.

Volné krouceni tenkosténnych prutu otevieného priafezu

Je-li prut konstantniho prifezu a neni-li branéno deplanaci, plati pro pomérny thel
zkrouceni kolem osy X

dw M
==, = — 3.35
dx GJk
kde
@Xevvenen o........Natoceni prifezu kolem osy X (ox = wx(x))
Moo, kroutici moment
. E
U modul pruznosti ve smyku G =
2(1+uw)
K e moment setrvacnosti (tuhosti) otevieného prifezu v krouceni

(lit. [3] vztah (10.1))
Pro Jk plati vztah 3.2.4.
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Volné krouceni tenkosténnych prut uzavieného pruafezu

Pro prut konstantniho priifezu plati (lit. [ 1] vztah (2.64¢))

dwy 4 _ My

o YT g 3.3.6
kde
OX cevnennnn natoCeni prifezu kolem osy X (0x = Wx(x))
|/ P kroutici moment
G.ooeennl. modul pruznosti ve smyku G = 2
IK e torzni konstanta
Jx =44/ [, = 3.3.7
kde
Ao e, plocha omezena stiednici uzavieného priiiezu
S e stitednice uzaviené¢ho prifezu
| S tloustka stény uzavieného prifezu (obecné je funkcei S)

3.4 Dopad teorie prutovych konstrukei do reSeného problému

Piivodné jsme hledali 3 funkce posunt na télese prutu ve sméru os X, y, z. Tyto posuny
byly obecné funkcemi soutadnic X, Y, z. Po zavedeni vSech zjednodusujicich predpoklada
nam postaci najit funkce posunil bodii lezicich na ose prutu (tedy u, v, W) a natoceni wx
prafezi kolem osy prutu. VSechny tyto funkce jsou funkcemi pouze soutradnice X. PO
nalezeni uvedenych funkci u, v, w Ize v libovolném bod¢ télesa prutu nalézt posuny ve
sméru vSech soufadnych os X, Y, z. Potom lze nalézt pfetvoteni a napéti v libovolném bodé
télesa prutu.

Prakticky takto nepostupujeme, nebot’ jsme odvodili vztahy mezi funkcemi U, v, W a wx a
vnitinimi silami. Z téchto vnitinich sil se d4 urcit napjatost v libovolném bod¢ télesa
prutu.

Zéavérem je tieba zdlraznit, Ze piivodné jsme hledali 3 funkce posuni ve smérech os X, V,
Z. Uvedené 3 funkce jsou funkcemi vSech 3 soufadnic X, Y, z.

Nyni po redukci Glohy hledame sice 4 funkce (u, v, w, wx), ale ty jsou funkcemi pouze
soufadnice X. ReSime tedy pouze jednorozmérny problém. Navic z derivaci nalezenych
funkci pfimo vyplyvaji vnitini sily a momenty.
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4  UVOD DO METODY KONECNYCH PRVKU

4.1 Hamiltonuv princip v mechanice kontinua (3D)

OznaCme
[0] = [0 0y, 02 Ty Tox, Ty]" wvveeeen. vektor napéti
[e] = [ex. €y, €2 vz Yoxo Py]T oeveneeineennnn vektor pietvoreni
[Ul=Tu, v, Wl o, vektor posuntl
[P] =1Px Pys P2l v vektor povrchového vnéjsiho zatiZzeni
[A] =10 Oy G2 e vektor objemového zatiZeni
[u] = %’%’aa_‘: i =[u,v,w].......... vektor rychlosti
D T PYZ) wveenvennenneennen objemova hmotnost télesa
Q objem télesa
) povrch (hranice) télesa, kde je zadano zatizeni
Nazveme-li vyraz
fy 5lol" [e]lda =T’ 4.1.1

potencialni energii deformace,

vyraz
Jr ) [uldr + [, [q]"[uldQ = A 4.1.2

potencialni energii vnéjSiho zatiZeni,

vyraz
Jq %p[u']T[u']dﬂ =K 413

kinetickou energii télesa a ozna¢ime-li dale

=1 -4 414

jako celkovou potencialni energii télesa, potom plati

Sfttf(n —K)dt =0 415

Rovnice vyjadiuje Hamiltoniv princip pro trojrozmérné kontinuum.

Pfi jeho pouziti je nutno mit na paméti, Ze variace posunt nejsou uplné libovolné, nybrz
Vv Case 11 a t2 jsou nulové.

Slovni znéni Hamiltonova principu:
Ze vsech moznych historii posunuti mezi dvéma okamziky t1 a t2 (historie jsou vazany
tim, ze posuny V koncich intervalu — v ¢asech t1, t2 — jsou pevné dany) nastane ta z nich,

-10-
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pro kterou je ¢asovy integral rozdilu potencialni a kinetické energie soustavy od Casu t1 do
¢asu t2 minimalni.

4.2 Diskretizace kontinua metodou kone¢nych prvki — obecny tvod

Stav trojrozmérného kontinua je uréen pomoci funkci tii posuna

U= Uy.z
V= Vxyzt)
W= W(x‘y,z,t) 42.1

Tyto posuny jsou spojitymi funkcemi soufadnic X, Y, z a ¢asu t. My hledame takové tii
funkce posuni, které vyhovuji Hamiltonové principu pro trojrozmérné kontinuum.

Jestlize je tento problém feSen numericky, je nutno provést diskretizaci kontinua, tedy
diskretizaci jednotlivych slozek posunii. Jednou z moznosti diskretizace je metoda
kone¢nych prvkl. Mé&jme spojitou funkci zavislou na soutadnicich X, y, z a Casu t, tedy
f= f(x,y,z,t).

Pro diskretizaci funkci zavislych na poloze a ¢ase Ize v podstaté pouzit dvou ptistupti.

1) Interpolaéni (bazové) funkce jsou zavislé na Case, tedy funkce f je predpokladana
ve tvaru

af 00i(x,y,z1t)
fyzn = sz’l(xyzt) a; = at %.ai
422
kde aj jsou hledané konstanty

2) Interpolac¢ni (bazové) funkce jsou na cCase nezavislé, tedy funkce f je
predpokladéana ve tvaru

dal(t)
f(x,y,z,t) = ¢i(x,y,z)- Qict) => l(xy z)
i

423
kde aj¢ jsou hledané funkce Casu t.

Zde je tedy separovana zavislost funkce f na soufadnicich X, y, z a Case t. Nejcastéji se
uziva tento ptistup.
Struény popis obecného postupu diskretizace kontinua metodou kone¢nych prvka.

1) Reseni t&leso rozdélime na jednotlivé konedné prvky, které vypliuji cely objem
télesa.

2) Na kazdém kone¢ném prvku provedeme nahradu hledanych funkci u, v, w pomoci
bazovych funkci a nezndmych funkci ¢asu v souladu se vztahem 4.2.3. Nezndmé
funkce Casu nazyvame parametry. Nahrada hledanych funkci musi byt provedena
tak, aby neznamé funkce Casu (parametry) aipy mély fyzikalni vyznam (posuny a
jejich derivace) na hranicich prvku. Body na hranicich prvku, ve kterych maji

-11 -
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3)

4)

5)
6)

7)

parametry fyzikalni vyznam, nazyvame uzlovymi body (zkracené uzly). Kazdy
uzel lezici na hranici kone¢ného prvku je spolecny dvéma popt. vice konecnych
prvkim. Vyjimku tvoii uzly lezici na hranici feSen¢ho télesa. Pti dalsim postupu
parametry v jednom uzlu, které maji stejny fyzikalni vyznam spolu ztotoznime.
Prakticky to znamena, ze maji stejnd Cisla (viz dale). Timto si zajistime, aby
Vv uzlovych bodech tyly nahrady hledanych funkci posunii spojité vcetné jejich
derivaci.

Analyza jednoho konecného prvku. Piesné feceno bod 2) jiz patii do analyzy
kone¢ného prvku, nebot volba bazovych funkci se tyka vzdy pouze jednoho
kone¢ného prvku.

Velic¢iny, pomoci kterych provedeme feSeni hledanych funkci, jsou popsany
vztahy 4.1.1 az 4.1.4. Tyto veli¢iny jsou skalary a jsou to integralni veliiny pies
cely objem télesa popt. ptes hranici (povrch) télesa. Tudiz je mozno tyto integrace
provést jako soucet integraci pres jednotlivé konecné prvky.

Analyza jednoho kone¢ného prvku se zabyva provedenim integraci pies jeden
kone¢ny prvek. Jedna se o potencialni energii deformace I7, potencialni energii
zatizeni A a kinetickou energii K.

Z této analyzy vyplynou pro kazdy konecny prvek dvé matice a jeden vektor. Je to
matice tuhosti elementu, matice hmotnosti elementu a vektor zatizeni elementu.
Definice a vypocet zminénych matic a vektoru viz dale.

Ziskané integralni veli¢iny na kazdém elementu secteme pies cely objem feseného
télesa a ziskame veliCiny /7, A a Kna celém objemu feSen¢ho télesa. Presnéji
feceno ziskame celkovou — globalni matici tuhosti, hmotnosti a vektor zatizeni.

Zavedeme okrajové podminky (podrobnosti viz dale).

Nasledné jsme schopni pomoci uvedenych matic a vektoru formulovat soustavu
diferencialnich rovnic pro uréeni nezndmych parametrl ai).

Po nalezeni parametrti a tim i bazovych funkci jsme schopni na kazdém elementu
urcit hledané funkce posunti a nasledné pietvoreni a napjatost.

4.3 Definice matice tuhosti, hmotnosti a zatéZovaciho vektoru elementu

a télesa

Na tvod pfipomenime, ze vSechny veli¢iny, pomoci nichz hledame neznamé posuny jsou
skalary, nebot’ pouzivame integralni princip.

Jedna

se o potencialni energii deformace (I1), potencialni energii zatizeni (A) a kinetickou

energii (K). Protoze se jedna o dynamickou ulohu, tak tyto skalary jsou funkcemi ¢asu.

Matice tuhosti elementu

Jestlize plati vztah

m = [ gloVleldn = FlalIK], Lol

e

43.1

potom matice [K]e nazyvame matici tuhosti elementu.

-12 -
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Ve vyrazu 4.3.1 II, znamena potencialni energii deformace jednoho elementu a timto se
integrace provadi pfes objem jednoho elementu. Vektor [a]e obsahuje hledané parametry
na prislusném elementu.

Matice hmotnosti elementu

Jestlize plati vztah

1 1
K= | ekl [wlde =3 [alfM).lal,

e

4.3.2

potom matici [M]e nazyvame matici hmotnosti elementu. Ve vyrazu 4.3.2 Ke znamena
kinetickou energii jednoho elementu a timto se integrace provadi pies objem jednoho
elementu.

Vektor [a]e obsahuje ¢asové derivace hledanych parametrii na prislusném elementu.

Vektor transformovaného povrchového zatizeni elementu

Jestlize plati vztah

A= [ i lar = a2 (771,
l'oe

4.3.3
Potom vektor [f’]e nazyvame vektorem transformovaného povrchového zatizeni elementu.

Ve vyrazu 4.3.3 AY znamen4 potencialni energii povrchového zatiZzeni jednoho elementu a
timto se integrace provadi pies silové zatizeny povrch jednoho elementu (existuje-li).
Vektor [a]e obsahuje hledané parametry na ptislusném elementu.

Vektor transformovaného objemového zatiZzeni elementu

JestliZe plati vztah

4 = fﬂ [q]" [u]d = [al? [£9],

e

43.4

potom vektor [f]e nazyvame vektorem transformovaného objemového zatizeni elementu.

Ve vyrazu 4.3.4 A? znamena potencialni energii objemového zatiZeni jednoho elementu a
timto se integrace provadi pfes objem jednoho elementu. Vektor [a]e obsahuje hledané
parametry na piisluSném elementu.

-13-
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Matice tuhosti télesa

Jestlize plati vztah

4.35
potom matici [K] nazyvame matici tuhosti télesa.

Ve vyrazu 4.3.5 II znamena potencialni energii deformace celého télesa a timto se
integrace provadi pies objem celého télesa. Vektor [a] obsahuje vSechny hledané
parametry na celém télese. Potencidlni energie deformace celého télesa se ziska sectenim
potencialnich energii deformace jednotlivych elementi.

Matice hmotnosti télesa

Jestlize plati vztah

1 1
K= gplulivldo =l (Mla]
Q
4.3.6
potom matici [M] nazyvame matici hmotnosti télesa.

Ve vyrazu 4.3.6 K znamend kinetickou energii celého télesa a timto se integrace provadi
pres objem celého télesa. Vektor [a] obsahuje ¢asové derivace hledanych parametrii na
celém télese.

Kinetickd energie celého télesa se ziskd seCtenim kinetickych energii jednotlivych
elementd.

Vektor transformovaného povrchového zatizeni télesa

JestliZe plati vztah

4 = jr [pI" [u] dT = [a]"[£7]

g

4.3.7
potom vektor [f’] nazyvame vektorem transformovaného povrchového zatizeni télesa.

Ve vyrazu 4.3.7 AP znamena potencialni energii povrchového zatiZeni celého télesa a
timto se integrace provadi ptes silové zatizeny povrch celého télesa. Vektor [a] obsahuje
vSechny hledané parametry na celém télese. Potencialni energie povrchového zatizeni
celého télesa se ziskad seCtenim potencidlnich energii povrchového zatiZeni jednotlivych
elementq, které jsou zatizené.
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Vektor transformovaného objemového zatizeni télesa

Jestlize plati vztah

47 = f [q]" ] 4 = [a]"[£7]
Q

4.3.8
potom vektor [f%] nazyvame vektorem transformovaného objemového zatizeni télesa.

Ve vyrazu 4.3.8 A9 znamena potencialni energii objemového zatizeni celého télesa a timto
se integrace provadi pies objem celého télesa. Vektor [a] obsahuje vSechny hledané
parametry na celém télese. Potencidlni energie objemového zatizeni celého télesa se ziska
seCtenim potencialnich energii objemového zatizeni jednotlivych elementt.

Na zavér odstavee uved’'me dveé poznamky.

Matice a vektory, které byly nadefinovany zavisi na diskretizaci objemu télesa a
hledanych funkci. Tzn. jejich velikost, velikost jejich prvkl i pozice nenulovych prvki.

Zpisob integrace néjaké veli¢iny po celém objemu télesa, jsou-li jiz hotové integrace po
jednotlivych elementech, bude dosti podrobné uveden dale.
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5 ANALYZA PRUTOVEHO ELEMENTU

V ptedeslych odstavcich byly velice stru¢né popsany dvé oblasti problému. Jednak to
byly zakladni vztahy pro prutové konstrukce, které ndm umoziuji redukci obecné
ttirozmémé Ulohy na ulohu jednorozmérnou. Dale to byl stru¢ny obecny popis feSeni
tiirozmérné ulohy pomoci jednoho z integralnich principt.

Nyni se pokusime tyto dvé oblasti spojit a provést feseni jisté oblasti problémi prutovych
konstrukci pomoci metody koneénych prvki aplikaci Hamiltonova principu.

5.1 Zakladni charakteristiky prutového elementu

V kap. 3 byly uvedeny zékladni pfedpoklady a zékladni vztahy pro prutové konstrukce.
Tyto nyni budeme aplikovat na prutovy element (kone¢ny prvek).

Prutovy element je jednorozmérny prvek (geometrickd usecka), jehoz pozice je urcena
diive definovanou osou prutu. M4 dva uzly, kazdy na jednom konci (tzv. pocatecni a
koncovy uzel). Pfipomenme, ze uzel je bod na elementu, ve kterém jsou definovany
deformacni parametry, které hledame a pomoci kterych jsou definovany bazové funkce.
Navic v nasem pripad¢ kazdy uzel (kromé koncovych uzli celé prutové konstrukce) je
spole¢ny dvéma popi. vice elementim. Prutovy element (kone¢ny prvek) ma konstantni
praiez po délce a material je homogenni. Element je zatizen (povrchové zatizeni) pouze
Vv uzlech. Objemové zatizen neni. Okrajové podminky se davaji pouze do uzli.

Z uvedeného plyne, ze uzel je nutno na prutové konstrukci vlozit minimalné tam, kde na
sebe navazuji pruty prutové konstrukce, kde potfebujeme vlozit néjakou deformacni
okrajovou podminku, kde je zatizeni (osamélé bfemeno), kde se méni prifez a objemova
hmotnost.

Jak jsme jiz diive uvedli, tak plivodni tfirozmérnou tlohu, kdy jsme hledali 3 neznamé
funkce posunt zavislé na soutadnicich X, y, z, jsme pomoci prutové teorie zredukovali na
hledani sice 4 funkci (3 posuny 1 natoceni), ale za to vSechny jsou funkcemi pouze 1
proménné. Nyni hledame 3 funkce posunt osy prutu ve smérech soufadnych os (U, v, w) a
jednu funkci natoceni prifezi kolem osy prutu (wx).

Vsechny jsou zavislé pouze na soufadnici x (0sa prutu).

Parametry deformace elementu viz dale volba bazovych (ndhradnich) funkci pro hledané
4 funkce.

5.2 Souradné soustavy

Dale budeme rozliSovat dvé souradné soustavy. Jedna bude lokalni soufadna soustava pro
kazdy element. Druha soufadné soustava bude globalni pro celou prutovou konstrukei.

V lokdlni soufadné soustavé elementu budou provadény vSechny operace na elementu
napi. odvozeni matice tuhosti, hmotnosti, zatéZovaciho vektoru atd. V globalnim
soufadném systému bude popisovdna celd prutova konstrukce, okrajové podminky,
zatizeni atd.
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Lokdlni soufadnd soustava elementu

Lokalni soufadna soustava elementu je ortogonalni a pravoto¢ivd. Budeme ji vzdy znacit
malymi pismeny X, Y, Z. Pfi popisu kazdého elementu se vzdy uvadéji dva uzly. Ten prvni
je vzdy pocate¢ni (B-begin) a druhy je koncovy (E-end).

Osa x je osa prutu (elementu), tudiz spojuje pocatecni a koncovy uzlovy bod. Jeji
orientace je od pocatecniho bodu do koncového.

Osay je hlavni centralni osa prifezu s vetsi tuhosti (tzn. ze ly > I;) a 0sa z dopliuje systém
na ortogonalni a pravotocCivy.

Obr.5.2.1

Globalni soufadna soustava

Globalni soufadna soustava celé konstrukce je ortogonalni a pravotociva. Budeme ji vzdy
znacit velkymi pismeny X, Y, Z.

Standardné byva osa Z svisla.

Urceni pozice lokalni soufadné soustavy vzhledem ke globalni soufadné soustaveé

Osa x (lokalni) je definovana dvéma body. Bodem B = (Xg, Yg, Zg) (begin) a bodem E =
(Xe, YE, Zg) (end). Orientace osy x je od bodu B do bodu E.

s 0S0U Z (Xg # Xe nebo Ye # Ye)

potom osa z spolu s osou x definuji rovinu || s 0sou Z. Osa y dopliiuje soufadnou soustavu
na ortogonalni a pravotocivou. Jestlize je osa Z svisld, potom osa Yy je vodorovna.

Jestlize osa X neni

Jestlize je osa X || Z (Xe = Xe A Y= YE) potom osa y || Y i véetné orientace a opét osa
Z dopliluje soustavu na ortogonalni pravotoc¢ivou soufadnou soustavu.

Navic soufadna soustava prufezu, tj. Y, Zmuze byt pootoCena o thel a kolem osy x.
Jestlize se divame proti kladné ose X, tak thel a se méfi proti sméru chodu hodinovych
rucicek (je kladny).

Transformace soufadnych soustav budou detailné odvozeny, az se budou provadét
operace s deforma¢nimi parametry.
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5.3 Nahradni funkce. Vyjadreni posunii.

Prutovy element bude nejprve vySetiovan v lokalni soustavé soufadnic. Na prutovém
elementu hleddme 4 deformacni funkce, které jsou zavislé na soutadnici x (délka po ose
prutu métena od bodu B — pocatecni uzel elementu do bodu v némz je hledana funkce
popisovand) a na Case t.

V souladu s 4.2.3 hledané funkce pifedpokladame ve tvaru:

U) = Q)X T Are) e posun ve smeru 0sy X
Vi) = Qo)X + Ao X + @iz X + Ag(r) «ooeeeeeeiiiiiieneenn, posun ve sméru osy Yy
Wxe = A3)X° + s X® + Q11X + Aogr) wovvveeeenieniiiaiiii, posun ve sméru osy Z
Wyxt) = Aa)X T A1oe) e pootoceni kolem osy X
531
Z nahradnich funkci je vidét, Ze nyni misto 4 funkci proménnych X, t hleddme 12 funkeci
zavislych pouze na Case t (az, a, ....... , a12). Kdybychom ftesili pouze statickou tlohu, tak
veliCiny ai, a, ....... , a12 by byly konstanty a jiz bychom nem¢li Zadné nezndmé funkce.

Konstatujeme pouze, ze v piipadé statické ulohy kdy zatizeni je ve form¢ osamélych sil
koncentrovano pouze do uzll (spojité povrchové zatizeni a objemové zatizeni je nulové)
nam tyto ndhradni funkce davaji pfesné feSeni hledanych funkci. Jestlize totiz zatizeni je
realizovano pouze v uzlech, potom po délce elementu je normalova sila, smykové sily a
kroutici moment konstantni, ohybové momenty jsou linedrni. Potom vzhledem ke
vztahim 3.3.4, 3.3.5 a 3.3.6 je posun ve sméru osy X a natoCeni kolem osy X linearni a
posuny (prithyby) ve sméru os Y, Z jsou kubické.

Takze pro statickou ulohu pokud dodrzime diive uvedena pravidla pro prvkovani a
zatizeni je pouze v uzlech, dostdvame v ramci teorie prutovych konstrukci piesné
vysledky nezavisle na velikosti elementi. Takto formulovana statickd uloha byla
pouzivéana pii ladéni vytvoreného SW. Timto postupem se dd separatn€ odladit napf.
matice tuhosti elementl, globdlni (celkova) matice tuhosti, spravnost transformaci
soufadnych systémt, zavadéni okrajovych podminek do matice tuhosti, ¢teni a zpracovani
vstupnich udajl atd.

Po celou dal$i dobu odvozovani budeme z divodu jednodusSiho zapisu hledané funkce
¢asu aj( zapisovat ve tvaru aj a tudiz i hledané parametry deformace (viz dale) jez jsou
také funkcemi Casu Ajp budeme zapisovat ve tvaru Ai a budeme o nich mluvit jako o
parametrech.

Nyni médme ndhradu hledanych funkci, ale ty neplni jiz dfive vyslovenou zakladni
podminku a to, Ze neznamé veli€iny (zde ai) maji mit fyzikalni vyznam v uzlech, ktery by
zajistil podminky spojitosti hledanych funkci a jejich derivaci na styku elementi.

Za timto ucelem zaved'me dvanact lokalnich parametrii deformace a zapiSme je do
jednoho vektoru parametrti deformace
. T
[Al, = [uB' Up,Wpg, Pxg, PyB) Pz, UE, Vg, WE, PxE» PyES ‘PzE]
5.3.2
Dolni index e bude vzdy znacit, Ze vektor nebo matice je urCena pouze pro jeden element.

Dolni index B (begin) oznacuje veli€iny tykajici se poc¢atec¢niho uzlu elementu.

-18 -
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Dolni index E (end) oznacuje veli¢iny tykajici se koncového uzlu elementu.

Carkou budeme znadit vektory a matice vztahujici se k lokalni soufadné soustavé
elementu. V lokalni soufadné soustavé maji posuny a natoCeni piesné fyzikalni vyznamy
vzhledem na urceni vnitinich sil. Nicméné kdyz k sob¢ prostfednictvim uzlu ptipojime
dva elementy, tak kazdy miize mit jinou lokalni soufadnou soustavu.

Abychom mohli ztotoznit deformaéni parametry v uzlech a tim si zajistit spojitost
hledanych funkci posunt a jejich derivaci, je nutno, aby parametry deformace byly
vSechny vyjadfeny pouze v jedné souradné soustavé. Touto soustavou bude jiz zminéna
globalni soufadna soustava celé prutové konstrukce. Transformace bude odvozena
pozdéji.

UB, VB, WB «veeeeeeeennnns posuny ve smeéru os X, Y, Z poc¢atecniho uzlu elementu
OBy OBy OB «eveveennn.n pootoceni kolem os X, Y, Z pocatecniho uzlu elementu
UE, VE, WE ©ueeeeeeennnn, posuny ve sméru os X, Y, Z koncového uzlu elementu
OXEy Yy DI wnvvennnnnnnn pootoceni kolem os X, Y, Z koncového uzlu elementu

Parametry deformace jsou opét funkcemi Casu.
Nyni definujme vektor [a]e pomoci jiz diive zminénych funkci ¢asu
[al, = [ay, az, ... ... ,aq]7
5.3.3

Podle Bernoulli-Navierovy hypotézy jsou slozky pootoceni priiezii kolem os y a
Z nasleduyjict

ow(x, t) 5
Py = T = T303X° — 2a5% — Ay

534

dv(x,t) 5

Prxt) = “ox 3a,x° + 2a¢x — a4,
Potom vztah vektoru parametrti deformace [A]e a vektoru [a]e I1ze zapsat ve tvaru
[A]; = [S]c[al. => [a]. = [SIZ'[A]L

535

Matice [S]e ma rozmér 12x12 a jeji prvky zjistime snadno dosazenim Xg =0a Xe =L (L
je délka elementu) do vztahli 5.3.1 a 5.3.4 a naslednym piemisténim vysledkd na vhodné
pozice matice [S]e v souladu s vektory [A]; a [@]e.

Déle je matice [S]e rozepséna véetné jeji inverzni matice [S];?.
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0 0 0 0 0 0 1000 0 O
o0 0 0 0 0 0100 0 O
o0 0 0 0O 0 0010 0 O
o0 0 0 0O 0 000O0T1 0 O
o0 0 0 0 0 000O0O0 -10
5.=|© ¢ ©0 0 0 0 0000 0 1
e IL 0 0 0 0 0 1000 0 0
0 L) 0 0 0 20100 0 L
o 0 2 0 I 0 0010 L O
o 0 0 L 0 0 000O0T1 0 O
0 0 -32 0 -2L 0 00 0 0 -1 0
0 32 0 0 0 2. 0000 0 1
-1
— 0 0 0 0 0 47 0 0 0 0 0
2 1 -2
0 +7 0 0 0 +5 0 —= 0 0 0 +3
2 -1 -2 -1
0 0 47 0 5 0 0 0 5 0 5 0
0 0 oTloo 0 0 0 +- 0 0
sI;t = -3 z 3 z
[STe 0 0 7 0 +7 0 0 0 +5 0 +7 0
-3 -2 3 -1
0 - 0 0 0 — 0 +7 0 0 0 <
+1 0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0 0
o 41 0 ©0 0O 0O 0O 0O 0 0 0 0
o 0 + 0 0 0 0O 0O 0 0 0 0
o 0 0 41 0 0 0 0 0 0 0 0
o o o0 0 -1 0 0 0O 0 0 0 0
o 0o ©0 0 O 41 0 0 0 0 0 o0/

5.4 Potencialni energie deformace a matice tuhosti elementu

V souladu se vztahem 4.1.1 muZeme pro potencialni energii deformace elementu napsat
vztah (vynechame ¢arku, kterou jsme pouZivali)

1

= fﬂ (o] [e]dS

e

54.1

Potencidlni energie deformace prutového elementu se v zasadé sklada ze dvou slozek.
Slozka vyplyvajici z normélového napéti ox rovnobéZného s lokalni osou X (plisobi v fezu
kolmém k ose prutu) a ptislusného pietvoreni ex. Dale oy = 6; = 0 => nulovéa potencidlni
energie deformace. Ze smykovych napéti jsme zanedbali praci posouvajicich sil, takze
zbyva potencialni energie deformace od smykovych napéti a pretvoreni od krouceni.

Pro potencidlni energii deformace od normalovych napéti pouzijeme vztahy 3.3.2 a 3.3.3.
g =u" —yv'" —zw"”

o, = E@ —yv" —zw")
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Potom muzeme psat

1 1

I, = —f 0,8, dQ = = f E(w —yv" —zw')?dQ =

_ 1 12 212 2. 12 /7 1o - _

=3 E(u +yv"" +z2w"" = 2yu'v" = 2zu'w +2ysz) dQ =
Q

e

1 (L 2 1 (L 2 1t 2
:E.f Eu’' U dAldx+§f Ev" U yszldx+§f Ew" U szAldx+
0 A 0 A 0 A
L L L
—f Eu'v"” U ydA dx—f Eu'w"” U zdA dx+f Ev'w" U yszl dx
0 A 0 A 0 A

Vzhledem Kk tomu, ze osy y a z jsou hlavni centralni osy setrvacnosti prufezu a tudiz plati
vztahy 3.1.1 a 3.1.2, posledni tfi integraly se rovnaji 0.

Ptidame-li ke zbylym integralim vztah pro potencidlni energii deformace pro krouceni a
nahradime-li integrdly po ploSe prvku zavedenymi symboly, tak dostdvame konecny
vyraz pro celkovou potencialni energii deformace prutového elementu

1t 2 1t 2 1 (b 2 1 (L
I, = E-fo EAu'"dx + Ej; El,v'""dx +Ef0 EL,w""dx + > fo GJw2dx
54.2
Zavedeme-li vektor
(e = [u', 0", w", ), )"
543
a matici
EA O 0 0
. 0 EI, 0 0
Dle={0o o E o0
0 0 0 GJy
544
potom miizeme potencialni energii deformace elementu psat ve tvaru
1 L
M= 5 [ 1D L[ led
0
545
Derivace funkci posunt a nato¢eni jsou
u' =a;
v = 6a,x + 2a, 5.4.6
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w' = 6azx + 2as
Wy = Ay
Zapsano maticove
[8*]e = [B]e[a]e
54.7
kde
1 0 0 0 0 OO O O0OO0OO0TO0
[B]:06x0002000000
¢ 10 0 6x 0 2 0 0 0 0 0O 0 O
0O 0 0 1 0 0 O O OO TUOTPO
54.8
Potom se da potencialni energie deformace zapsat ve tvaru
1 L
M = 5 [ a2 [BIED T [Blelaleds
0
54.9
A po zavedeni parametri deformace
1 L
Il = Ef [AlZ[S1e T [BIe[D"]e[Ble[S]c t [Al.dx
0
5.4.10

-22-



UMTMB BAKALARSKA PRACE

VUT FSI

Sou¢iny matic [B].[S];1 a [D*].[B].[S]zt maji tvar

4

! 0 0 0 0 0
L
12x 6 6x
el>le 0 0 12x 6 6x 4 0
3 I2 2L
1
0 0 0 —= 0 0
L
[D*].[Bl.[S];* =
[_EA 0 0 0 0 0
L
12x 6 6x 4
_ 0 El(—3) 0 0 0 Ely(7 =)
12x 6 —6x 4
0 0 Ely( - 0 Eh(g+7) 0
G
0 0 0 —% 0 0

-23-

(=

o

12x
EE

6

LZ

12x

ER

6
T

~l= O

6x

Nz

2

+ —
L

6x

2

LZ

L

5.4.11




UMTMB BAKALARSKA PRACE VUT FSI
Sou¢in matic [S];T[B]Y [D*], [B]. [S]51 ma tvar
- EA EA
= 0 0 0 0 0 -5 0 0 0 0 0
0 ELP 0 0 0 ELB 0 —ELP 0 0 0 ELC
0 0 EL,P 0 —ELB 0 0 0 —ELP 0 —ELC 0
G G
0 0 0 # 0 0 0 0 0 —# 0 0
0 0 -ELB 0 ELH 0 0 0 ELLB 0  ELH 0
0 ELB 0 0 0 ELD 0 —ELB 0O 0 0 ELH
—EA EA
- 0 0 0 0 0 = 0 0 0 0 0
0 —ELP 0 0 0 —-ELB 0 —ELP 0 0 0 —ELC
0 0 —ELP 0 ELB 0 0 0 ELP 0  ELC 0
Gk GJk
0 0 0 -0 0 0 0 0 0 o 0 0
0 0 -ELC 0 ELH 0 0 0 EL,C 0 ELN 0
L 0 ELC 0 0 0 ELH 0 —ELC 0 0 0 EL,N
5.4.13
kde
p (12x 6 )2 144x% 144x 36 JL iy 12
= — i — = —_— — e x [ —
I L6 L5 Lt o L3
B (12x 6) (6x 4) 72x%  84x N 24 S jLBd
"\ RN\ T T =), P T
12x 6\ (6x 2\ 72x*> 60x 12 L 6
== "F'" :>L‘”x2ﬁ
D_( 6x+4)2_36x2 48x 16 —>JLDd 4
“\UTETL I+ B I2 B N
H—( 6x+4>< 6x_|_2)_36x2 36x+8 —>fLHd 2
T\t TTE T e T, YT
N < 6x N 2)2 36x%  24x N 4 . fLNd 4
=|—— — = —_— _— = X = -
12 'L L* I o L

Vzhledem k tomu, Ze parametry deformace jsou pouze Casové funkce, lze vztah 5.4.10

upravit takto

1
m = (A7

> [B17

lmeT

a provést integraci.

Jestlize plati

[D*]e[B]e[S]_ldxl [Ale

[Al[KTe

=24 -

5.4.14

5.4.15
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potom matice

L
KT, = f [S1:7 [BIE[D*. [B.[S]2dx

5.4.16
je matice tuhosti prutového elementu v lokalni soufadné soustavé elementu a je rovna
rEA EA
T 0 0 0 0 0 T 0 0 0 0 0
12E1, 6EI, —12E1, 6EI,
= v g 00 ° 0 =
12E1 —6E1 —12E1 —6E1
y y y y
s 0 —2 00 0 3 0 - 0
G]K G]K
— 0 0 0 0 0 -—— 0 0
L L
4E1 6F1 2E1
y y Yy
- 0o 0 0 = 0 . 0
4El, —6EI, 2EI,
— 0 5 0 0 0 .
EA
T 0 0 0 0 0
12E1, —6EI,
= 0 0 0 =
12E1 6E1
Yy Yy
sym. IE 0 Iz 0
GJk
— 0 0
L
4E1
y
— 0
L
4EI,
L
5.4.17
5.5 Kineticka energie a matice hmotnosti elementu
V souladu se vztahem 4.1.3 miiZzeme pro kinetickou energii elementu napsat vztah
1 T
K, = E p[U']e [U']ed-Q
Qe
5.5.1

Déale budeme posuny libovolného bodu télesa prutového elementu oznacovat velkymi
pismeny

Uy, zt).......... posun libovolného bodu télesa prutového elementu ve sméru osy X
VX, Y, Z,t) ooeeeee.. posun libovolného bodu télesa prutového elementu ve sméru osy y
WXy, z,t)......... posun libovolného bodu télesa prutového elementu ve sméru osy z
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a posuny bodtl osy prutu budeme i nadale ozna¢ovat malymi pismeny.

Oba typy posunil budou setazeny do vektord.

T
[U]e = [U(x,y,z,t): V(x,y,z,t)' W(x,y,z,t)]

55.2
T
[ul, = [u(x,t)' VU(x,b) W(x,t)]
Taktéz do vektort budou sefazeny rychlosti
aU(xyzt) aV(xyzt) aW(xyzt) r
J1 = = v.-wir
[U ]e [ at ) at ) at ] [UIVI ]
5.5.3
au(x,t) av(x,t) 6w(x,t) T T
el = [P0, 20 TNy, )

Néhradni funkce pro posuny u, v, W a natoeni ax budou uvazovany stejné jako pfi
odvozeni matice tuhosti.

Ue,t) = A1(e)- X + Az
v(x’t) == az(t).x3 + as(t)xz + alz(t).x + ag(t)
W(x,t) == a3(t).x3 + a5(t)x2 + all(t).x + ag(t) 554

(I)x(x‘t) = a4(t).x + alo(t)

Podle Bernoulli-Navierovy hypotézy je potom natoceni prifezu

Wiy
ox  Yan T 3ayX* + 2a6(1)X + Az
OW (x1) )

Ox = W(x,t) = 3a3(t)..x2 + 2a5(t)x + all(t)

555
Z prubéhu funkci U, v, W, ax lze urcit prabéh funkci U, V, W v libovolném bodé (x, y, z)
téles prutového elementu.

B Wiy  OWup , )
Unyzt) = Uet) — Y o 2 Tax M) T YV T EWixn)

5.5.6

V(x,y,z,t) = v(x‘t) — Z. wx(x’t)
Wiyzt) = Wae TV Oxt)

Po dosazeni vztaht 5.5.4 a 5.5.5 do 5.5.6 dostavame (opét pro piehlednost budeme
zapisovat ai = aic), popt. Uy, = U atd.
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U=a..x+a;,— 3a,.x*y — 2a¢xy — a1,y — 3a3.x%z — 2asxz — a,,2
V =a,x3 + agx? + a;,x + ag — a,xz — a0z

W = azx3 + asx? + a1 x + aq + asxy — apy

5.5.7
Pokud nadefinujeme matici [B], vztahem
[U]e = [B]e[a]e
5538
Tak matice [B], ma tvar
x —3x?y -3x%z 0 -2xz -2xy 1 0 0 0 -z -y
[Ble=[0 «® 0 —xz 0 x2 01 0 -z 0 «x
0 0 x3 xy  x? 0 001 y =x O
5.5.9
Protoze pro rychlosti plati
[U]e = [Blela]e
5.5.10
kde
dayey daye daize T
[a' e = 7,7,......., dt = [ai(t), a'z(t),.......,a'lz(t)]
e
55.11
a vzhledem ke vztahu 5.3.5, z n¢hoz vyplyva vztah
[a]. = [SIZH[AT:
kde
N L TONEO dbiae]” T
[A]e = dt B dt ) aee nan ey dt = [Al(t)’AZ(t)’ ’Alz(f)]
e
5.5.12
muZzeme pro kinetickou energii prutového prvku psat
1 1
Ke=5 | pluVwlda=3p [ [@lBLEBLlaldo -
Q Qe
1 IT[C1-1T[R1T —1[AT
=§ p[A']e [S]e [B]e[B]e[S]e [A]edﬂ
Qe
5.5.13
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Vzhledem ktomu, ze jsme piedpokladali, Ze p je po objemu prutového elementu
konstantni a vektor [A'];, je vektor rychlosti parametrti deformace, které jsou zavislé pouze
na Case, mizeme psat

K. =308 [ ISITIBIBLISI dala, = A1 ML AT,

e

5.5.14

kde [M];, je konsistentni matice hmotnosti.

!

Horni index ¢arka u matic [M], a vektoru [A'], znamena, Zze se vztahuji k lokalnimu
soufadnému systému prutového elementu. Matice [B],[S];! ma tvar

~A —Cy —Cz 0 Ez —-Ey B Cy Cz 0 Kz —Ky

0 D 0 Az 0 F 0 -G 0 -—-Bz O H

0O 0 D -Ay -F 0 0 0 -G By -H 0

[Bl.[SIz* =

5.5.15
kde
X
A=Z—1
X
B==C
L
6x> 6x
BERT
2x3  3x?
= Tt
3x?  4x
=2 24
L2 L
x3  2x?
F:L_Z_T-I_x
2x3  3x?
-3 12
H__x3 x?
L2 L
__3x2 2x
2L

Po vynasobeni matice ([B].[S];1) zleva jeji matici transponovanou dostdvdme matici
rozméru 12x12, kterou pracovné oznac¢ime /A /. Matice je samoziejmé symetrickd a proto
uvedeme pouze jeji diagonalu a naddiagonalni Cast. Jednotlivé prvky matice jsou
polynomy, a proto vzdy jeden prvek uvedeme na jeden radek.

x% 2x

A4, = —-2Z41
1,1 I L+

-28-



UMTMB BAKALARSKA PRACE VUT FSI
2 _ 6x®y 12x%y 6xy
1,2 — 14 - 13 + 12
6x3z 12x%z 6xz
b = Tt
A1'4_ = 0
3x3z 7x?z 5xz
Ais = —p ot ot
3x3y  7x%y 5xy
A = - + -
’ L3 L? L
x  x?
by = 1TE
6x3y 12x%y 6xy
A1y = — 14 + 13 - 12
6x3z 12x%z 6xz
o = Tt T
A0 = 0
3x3z 5x%z 2xz
hu = TTEtTE T
4 B 3x3y__5x2y_k2xy
vz T3 12 L
6x2 4x3 9x* 12x°> 4x® 36x%y? 72x3y? 36x*y?
Ay = l——m bt ———+—+ -~ +
’ L L3 L* L5 Le L* L5 Lé
36x%2yz 72x3yz 36x*yz
A3 = 14 - L5 + 16
xz 3x?z 5x3z 2x%z
A2,4~ = _Z+T+ L2 - L3 + L4'
o 6xyz 30x%yz 42x3yz 18x*yz
2,5 - L2 - L3 + L4 - L5
2x%  2x3  8x* 7x> 2x% 6xy? 30x%y? 42x3y? 18x*y?
Agg = X———— b — b ——— 4 -4
’ L L L3 L L L L3 L
2 _ 6x’y  6x’y
2,7 — 13 - 14
3x2  2x3  9x* 12x°> 4x® 36x%y? 72x3y? 36x*y?
o =TT T T T TTF R
36x2yz  72x3yz 36x*yz
A2:9 = = 14 + L5 - L6
xz 3x3z 2x*z
A2.10 ITTE A
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12x2y24_30x3yz 18x*yz

A2:11 = I3 14 15
x? x3 3x* 5x5 2x® 12x%y? 30x3y? 18x%*y?
Aprp = ——F+—>+———"+——+ - +
’ L L2 L3 L* L5 L3 L* L5
6x2 4x3® 9x* 12x5 4x® 36x2z%2 72x3z% 36x%z2
s = ottt tEt T T toe
xy 3x%y 5x3y 2x%y
As = Y-7T—7 T3 T a
L L L L
2x%  2x3  8x* 7x> 2x® 6xz® 30x%z% 42x3z% 18x%z?
s = Xt Aot st E T Tt T
6xyz 30x%yz 42x3yz 18x*yz
A, = Bz 30xyz 42x’yz 18x'y
, L2 L3 L4 L5
6x%z 6x3z
Ay =TT
36x2%yz  72x3yz 36x*yz
A3'8 = - 14 + L5 - 16
3x2  2x3 9x* 12x> 4x® 36x%z%2 72x3z% 36x%z?
bo =TT TN T rE BB
4 _xy 3x%y  2xty
S AR & L4
x? x3 3x* 5x5 2x® 12x%z%2 30x3z% 18x%*z?
b = TTETEYE TE T E YT T
12x%yz 30x3yz 18x*yz
A3'12 = 13 - 14 + 15
2xy?  x%y? 2xz%2  x%z?
Age = y2— A A +
’ L L2 L L2
3x%y 3x3y x'y
Aps = — -
45 I TTE TR
4 3 +3xzz 3x324_x4z
o T PR
Ag7 = 0

3x%z 5x3z 2x*z
A4’8=_L2+L3_L4

3x2y__5x3y_k2x4y

A4’:9 = 12 I3 14

xy?  x%y? xz® x?%z?
O G e G
410 L 12 L L2
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x%y 2x3y x*y

Agyg = it
w11 L Z T
2 _ x%z 2x3zﬂ_x4z
R AR PR
, 4x® ex* 4x> x® 8xz? 22x%z° 24x3z* 9x*z®
Ass = X -t o Etpts ot Tt
8xyz 22x%yz 24x3yz 9x*yz
Asg = —yz+ . ]2 + 3 IA
xz 4x°z 3x3z
A7 = T YT
6xyz 30x%yz 42x3yz 18x*yz
A, = Bz 30yz 42wiyr 18ely
’ 12 13 14 L5
3x3 8x* 7x5 2x® 6xz? 30x%z% 42x3z% 18x%z?
Ao = "t it E  EtTE T T
x%y 2x3y x*y
Asi0 = — 7t T
x3 3x* 3x5 x® 2xz? 11x%z% 18x3z%2 9x*z?
A = ~prt oIttt Tt
2xyz 11x?yz 18x3yz 9x*yz
A5y = . ]2 + 13 A
4x3  6x* 4x> «x° 8xy? 22x%y? 24x3y? 9x*y?
Agg = X ——+———+—F+y* - A 2y - Y 4 4y
’ L L L3 L L L L3 L
xy 4x%?y 3x3y
Ag7 = ——+—5—

L L? L3
3x3 8x* 7x5 2x® 6xy? 30x2y2+42x3y2 18x%y?

ds = FoptE ot I3 I* L5
6xyz 30x%yz 42x3yz 18x*yz
Ago = 2 I3 + 145
x%z 2x3z x*z
As10 = _T"' 2 13
2xyz 11x?yz 18x3yz 9x*yz
Ag11 = I ]2 + 13 A
x3 3x* 3x> x® 2xy? 11x%y? 18x3y? 9x%y?
Agry = -ty 2 Y Y Y
’ L L2 L3 L* L L2 L3 L*
X2
A;7 = 1z
6x%y 6x3y
s =~ T
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6x%z 6x3z
A7,9 - L3 + L4
A710 0
2x%z  3x3z
A = Tt TE
2x%y  3x3y
Az = T TE
9x*  12x° 4x® 36x%y? 72x3y? 36x*y?
A8 8 e — + I + - +
)y L4 LS L6 L4- L6
36x%yz 72x3yz 36x*yz
A8:9 14 - I5 + 16
3x3z 2x*z
Asg 10 BE + Iz
12x%yz  30x3yz 18x*yz
Ag11 13 A + L5
3x* 5x° 2x® 12x%y? 30x3y? 18x%*y?
A S T + -
8,12 I3 14 15 13 15
9x* 12x° 4x% 36x2%z% 72x3z° 36x*z?
Ao T T HE
3x3y  2x%y
Ag 10 3
3x* 5x5 2x® 12x2%z% 30x3z% 18x%*z?
Ao = ottt oo E
12x%yz  30x3yz 18x*yz
A9'12 - 13 + 14 - 15
x2y?  x2z2
AlO,lO 12 12
x3y  xty
Ao = T
x3z x*z
Ao = T TE
x*  2x5 x® 4x?z% 12x3z% 9x*z?
A ETETEYTE TR L4
4x%yz 12x3yz 9x*yz
A1112 T2 + F L
x*  2x5  x® 4x%y? 12x3y?  9x*y?
A121 E o Ete Tt

L4—

5.5.16
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Konzistentni matici hmotnosti potom dostaneme integraci matice /A/

(M1, = p fn [S1:27[BIL[B].[S]52dQ = p fn

[A]dﬂzpj J [A]dAdx
0 Ja
5.5.17

Vzhledem ke skuteCnosti, Ze v prifezu prutového elementu jsou hlavni centralni osy
setrvacnosti totozné se soufadnym systémem (lokdlni osy y, z), pro integraly po plose
prurezu plati

fydA=f sz=fysz=0
A A A

Pro ptehlednost je matice hmotnosti uvedena jako soucet dvou matic
[M]e = [MT]; + [MR],
5.5.18

Matice [MT], zahrnuje vliv posunt osy prutového elementu ve sméru os X, Y, Za dale
zahrnuje rotace kolem osy x — osa elementu (krouceni). Matice [MR]; zahrnuje vliv rotaci
kolem os y, z (rotace od ohybu).

V maticich symboly znamenaji:

Poreannns objemova hmotnost elementu

L......... délka elementu

A=[ dA...... pritfezova plocha elementu

L=, z%dA ......... kvadraticky moment setrvacnosti k ose y
I,=[, y?dA......... kvadraticky moment setrvacnosti k 0se z
L=0L+1,....... polarni moment setrva¢nosti

V literatuie byva vétSinou uvadéna pouze matice [MT],.

Déle bylo také pracovano (pro porovnani) s tzv. matici soustiedénych hmotnosti, kterd ma
nenulové ¢leny pouze na diagonale.

Diagonalni ¢leny matice soustfedénych hmotnosti odpovidajici posuntim tedy pozice
(1,1), (2,2), (3,3), (7,7), (8,8), (9,9) maji velikost poloviny hmotnosti elementu (0,50AL).
Ostatni byly doplnény z diagonalnich ¢lenti konzistentni matice hmotnosti [M],, aby byla
matice pozitivné definitni.
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140 0 0 0 0 0 70 0 0 0 0 0
0 156 0 0 0 22L 0 54 0 0 0 —13L
0 0 156 0 —22L 0O 0 0 54 0 13L 0
1 1
0 0 0 1402 0 0 0 0 0o 702 o0 0
A A
0 0 —22L 0 412 0 0 0 —-13L 0 -3I* 0
[MT]’:ﬂ 0 22L 0 0 0 4> 0 13L 0 0 0  —3L2
€7 4207170 0 0 0 0 0 140 0 0 0 0 0
0 54 0 0 0 13L 0 156 0 0 0 —22L
0 0 54 0 —13L 0 0 0 156 0 22L 0
I 1
0 0 0 702” 0 0 0 0 0 140% 0 0
0 0 13L 0 =31 0 0 0 22L 0 412 0
0 —-13L 0 0 0 -312 0 -22L 0 0 0 412
5.5.19
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 36l 0 0 0 3L, 0 —3L, 0 0 0 3LI,
0 0 36, 0 -3L, 0 0O 0 -36L, 0 —3LL, O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 3L, 0 4L, 0 0 0 3L, 0 -I*[, 0
IMR], = 0 3LI, 0 0 0 4%, 0 -3L, O 0 0 -,
eT30L0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -36,, 0 0 0 =3LI, 0 36, 0 0 0 -3LI,
0 0 -36I, 0 3LI 0 0 0 36, 0 3LI, 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 o0 3L, 0 -L*%, 0O 0 0 3L, 0 4L, 0
[0 3L, 0 0 0 -2, 0 =3L, O 0 0  4L%]
5.5.20

5.6 Transformace souradnic

5.6.1 Transformace souradnic obecné
M¢jme 3 ortogonalni pravotoCivé soufadné soustavy.

Oznaceni soufadnych os v jednotlivych soufadnych soustavach je nésledujici:

1. soufadna soustava ........... osy X, Y, Z
2. soufadnéa soustava ........... oSy X, Y, Z
3. soufadné soustava ........... osy X, Y, Z
56.1.1
Déle m&jme vektor.
Tento necht’ mé v jednotlivych souradnych soustavach nasledujici slozky:
T
1. soufadné soustava ........... [a] = [ax, ay, az]
T
2. soufadna soustava ........... [a] = [C_lx,c_ly, C_lz]
T
3. soufadnd soustava ........... [A] = [Ax, Ay,AZ]
5.6.1.2

-34-



UMTMB BAKALARSKA PRACE VUT FSI

Vzajemna pozice soufadnych soustav je dana dvéma vztahy.

a) pozice 1. soufadné soustavy vzhledem ke 2. soufadné soustavé
osa x vzhledem k osam Xx, y, Z - COS xX, cos xy, COS XZ
osay vzhledem k osam Xx, y, Z - C0S yX, cos yy, COS yZ
osa z vzhledem k osam X, ¥, Z - C0S zX, cos zy, COS 2Z

b) pozice 2. soufadné soustavy vzhledem k 3. soufadné soustavé
osa x vzhledem k osam X, Y, Z - cos xX, cos xY, cos xZ
osa ¥ vzhledem k osam X, Y, Z - cos yX, cos yY, cos yZ

osa z vzhledem k osam X, Y, Z - coszX, coszY, cos yZ

Potom vztah slozek jednoho vektoru (viz oznaceni 5.6.1.2) v soufadnych soustavach
5.6.1.1 je nasledujici

Ay = 0y COSXX + @, cosxy + a, cosxz
y = Ay COSYX +a, cosyy +a,cosyz

a, = Q,Ccoszx +a, coszy + a, coszz

5.6.1.3
Zapséano maticove
[a] = [T1][a]
5.6.1.4
kde
COS XX COSXy COSXZ
[T1] = |cosyx cosyy cosyz
cos zX Cc0Szy oS ZZ
5.6.1.5
a dale
ay = Axcos XX + A, cos XY +A, cosxZ
a, = AycosyX + Aycos yY + A,cosyZ
a, = AxCoszZX + A,cos zZY + A,coszZ
5.6.1.6
Zapséano maticové
[a] = [T2][A]
5.6.1.7
kde
cos xX cosxY cosxZ
[T2] = |cos yX cosyY cosyZ
coszX coszY coszZ
5.6.1.8
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Vztah mezi [a] a [A] je nasledujici
[a] = [T1][a] = [T1][T2][A]
5.6.1.9

5.6.2 Transformace souradnic pro prutovy element

V odst. 5.2 je popsana lokalni soufadnd soustava prutového elementu a jeji definice
Vv globalni soufadné soustavé celé¢ prutové konstrukce. Oznacme osy globalni soutfadné
soustavy X, Y, Za osy lokélni soufadné soustavy prutového elementu X, y, z (konecna
SOUf. soustava po natoceni). Z odst. 5.2 plyne, Ze definici poc¢ate¢niho a koncového bodu
prutového elementu definujeme v souladu s pravidly v odst. 5.2 soufadnou soustavu
prutového elementu, ale ta jest¢ nemusi byt definitivni. Déle jest¢ mtze dojit k pootoceni
0s y a z kolem osy prutu (0sa X) a potom teprve mame definovanu lokalni soufadnou
soustavu prutového elementu X, Yy, z. Ozna¢me osy soufadné soustavy ziskané v prvnim
kroku, tedy definované pocateénim a koncovym bodem prutového elementu jako X, y, Z.

Zname tedy globalni soufadnou soustavu X, Y, Z (velkd pismena) v ni nadefinujeme
polohu pocatecniho a koncového bodu prutového elementu a pomoci pravidel odst. 5.2
ziskame souf. soustavu X, y, Z (mala pismena s pruhem). Dale po event. natoceni
prutového prvku kolem osy prutu ziskdme konecnou lokalni soufadnou soustavu
prutového elementu X, Y, Z (mald pismena).

Pozice soufadné soustavy X, ¥, Z vzhledem k soufadné soustavé X, Y, Z

XB, YB, Zg — soufadnice pocate¢niho uzlu prutového elementu v globdlni soufadné
soustaveé X, Y, Z (begin)

Xe, Y, Ze — soutadnice koncového uzlu prutového elementu v globalni soufadné soustave
X,Y, Z (end)

Timto je definovana osa X (osa prutu) a zaroven osa X nebot’ eventualnim pootoceni prutu
kolem své osy se pozice prutu neméni.

Orientace osy X je od poc¢atecniho do koncového uzlu.

Vzdalenost uzlt (délka prutového elementu)

Lgg = \/(XE — Xp)2 + (Yg — Yp)? + (Zp — Zp)?

56.2.1
Smérové kosiny osy X vzhledem k soutfadné soustavé X, Y, Z
Xg—X
coskX = 2%
Lpg
Yy =Y,
cosxy =22
BE
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Zp —Zp

cosSxZ =
Lgg

5.6.2.2

Plati-li Xg # X nebo Yg # Ye (tzn. 0sa X neni rovnob&zna s 0sou Z), potom hledana osa Z
lezi v roviné definované osou X a 0sou Z (globalni) a to tak, Ze svird s 0Sou Z ostry thel.

Pro vektory os soufadné soustavy plati
[z] x [x]=[]  (x] x [2] =[-¥D) 5.6.2.3
kde

[x], [¥],[z] ...... jednotkové vektory soufadnych os X, y,Z definované v soufadné
soustavé X, Y, Z

Tyto vektory mohou byt samoziejmé definovany v jakékoliv soufadné soustavé a vztah
5.6.2.2 by vzdy platil, ale my hleddme jejich pozice vzhledem ke globalni soufadné
soustavé X, Y, Z.

Vztah 5.6.2.3 znamena vektorovy souéin vektora [Z] a [X], jehoz vysledkem musi byt tfeti
soufadny vektor [y].

Nyni zname ale pouze vektor [x].
Vzhledem k tomu, ze globalni osa Z leZi v rovin¢ definované osou X a z, muzeme psat
[Z] x [x] = [y]. [[Z] x [x]|
5.6.2.4
kde
[[Z] x [x]] ........... velikost vektoru [Z] X [X]

Vysledkem vektorového soucinu dle vztahu 5.6.2.4 bude vektor, ktery je rovnob&zny
s vektorem [y], ale nebude jednotkovy, tak jako ma byt hledany vektor [y]. Vektory
[Z] a [X] jsou sice jednotkové, ale nesviraji obecné pravy uhel. Tudiz velikost vektoru
[Z] x [x] je sinB kde, uhel je thel, ktery svird osa X s globalni osou Z.

Jednotkovy vektor se potom urc¢i ze vztahu

[yl = ([z] x [xD/1[Z] % [x]]

5.6.2.5
Pro vektorovy soucin vektort [A] a [B] plati
i J k .
[A1 X [B] = |A, A, A,|=(A,.B,—B,.A,){+ (A,;.By — B,.A,)] + (A..B, — B,.A))k
B, B, B,

5.6.2.6
kde

1,7, K jsou jednotkové vektory soufadnych os soufadné soustavy, V niz jsou vektory [A] a
[B] definovany.

Nyni [A] = [Z] a [B]= [x]
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=> Ax:ZXZO,Ay:ZyZO,Az:Zz:].
nebot’ vektor osy Z ve své vlastni soufadné soustavé musi mit souradnice (0,0,1).
Xg—X
B, = cosxX = £ T8
Lpg
Y =Y,
B, = cosxY = E_B
Lpg
Zg—17
B, = cosxZ = £ B
Lpg
potom
Ye - Y, Xg—X -
[Z]x[x]=—-——2 1.7+2—"2 17+0.k
Lpg Lpg
5.6.2.7
a velikost vektoru je
Ye — V)2 + (Xg — Xp)? Ly,
2] % [5] :j< 1)+ s~ X)L
BE BE
5.6.2.8
kde
Lr =Yg — Yg)? + (Xg — Xp)?
Pro hledany vektor [y] potom plati
[Z] x [x] Ye —Yp Lpe,  Xg B LBE . -
[y] = —= — : l —J] + 0.k
[Z] x [x]] y YLBE Ly, Lpg g
=L i+~ 5]+ 0.k
Lgg Lyg
5.6.2.9

Nyni zbyva uréit smérové kosiny (soutfadnice) osy Z vzhledem ke globalni soufadné
soustaveé X, Y, Z.

Zcela jisté plati
[z] = [x]- [¥] 5.6.2.10
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Provedeme-li vektorovy soucin (viz vztah 5.6.2.6), dostavame pro smérové kosiny
(soufadnice) vektoru [Z] nasledujici vztahy

coszX = cosxY - cosyZ — cosyY - cosxZ
coszY = cosxZ - cosyX — cosyZ - cosxX
coszZ = cosxX * cosyY — cosyX - cosxY
5.6.2.11

Po dosazeni pomoci jiz diive odvozenych smérovych kosini vektoru [x] (viz vztahy
5.6.2.2) a vektoru [y] (viz vztahy 5.6.2.9) dostavame

YE_YB_O_XE_XB_ZE_ZB
Lpg il Lpg

coszX =

Zp—Zp [ Y —Yp Xg — Xp
- ny _O—

BE LBE

Xg —Xp Xpg—Xp Yp =Yg\ Yp— 1
. — = 5 .

BE LBE

po upraveé dostavame
(Xg — Xp) " (Zg — Zp)

coszX = —
LpgLpe
25— 25). (G~ V)
coszY = — ]
BE™BE
coszz = Ke = Xp)? + (G —¥p)* _ Ly

LysLae Lk
5.6.2.12
Je snadné si ovétit, Ze plati napf.
(coszX)? + (coszY)? + (coszZ)* =1

Jestlize je osa X rovnobézna s osou Z (musi platit Xz = Xz A Yz = Yg) bez ohledu na
orientaci, potom o0sa y je rovnobézna s 0S0U Y a ma stejnou orientaci.

Jestlizeplatix =Z (Zg —Zg > 0) potomy =Y,z = =X
Jestlizeplatix = —Z (Zg —Zg <0)potomy =Y,z =X
=>x=7y=Y7=-X

-39-



UMTMB BAKALARSKA PRACE VUT FSI

cosxX =0 cosyX =0 coszX =-1
cosxY =0 cosyY =1 cosz¥Y =0
cosxZ =1 cosyZ=0 coszZ=0

5.6.2.13
=>x=-2y=Y,z=X
cosxX =0 cosyX=0 coszX =1
cosxY =0 cosyY =1 coszY =0
cosxZ =—=1 cosyZ =0 coszZ =0
5.6.2.14

Nyni provedeme potoceni prifezu (celého prutového elementu) o tthel a kolem osy X .
Jestlize se divame proti kladné ose X, tak uhel a se méii proti sméru chodu hodinovych
rucicek (je kladny).

Novou soufadnou soustavu oznac¢ime X, Y, Z (lokalni soufadnd soustava prutového
elementu) a hledejme jeji smérové kosiny vzhledem k soufadné soustavé X, y, Z.

osa X =xX=>cosxx =1 cosxy=0 cosxz=0
5.6.2.15

osa y (pootoceni o uhel a proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek, divame-li se proti
kladné ose X = x)

cosyx =0
coSyy = cosa

I1
COSYZ = COS (E - a) =sina

5.6.2.16

0sa z (pootoceni o thel a proti sméru chodu hodinovych rucicek, divame-li se proti kladné
0se X =X)

coszx =0
_ I .
c0SZy = oS (E + a) = —sina

COSZZ = COS &
5.6.2.17

Rekapitulace odst. 5.6.2

M¢gjme libovolny vektor definovany ve dvou ortogonalnich pravoto¢ivych soutadnych
soustavach.

T
soufadna soustava (X, Yy, z) — vektor [a] = [ax,ay, az] - lokélni soufadna soustava
elementu

soufadna soustava (X, Y, Z) — vektor [A] = [Ax, Ay, AZ]T- globalni soufadna soustava

Na zaklad¢ diive odvozenych vztaht plati
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[a] = [T1][T2][A]

5.6.2.18
kde (viz vztahy 5.6.1.5, 5.6.1.8 a nasledné odstavec 5.6.2)
1 0 0
[T1]=|0 cosa sin al
0 —sina cosa
5.6.2.19
XB * XE n6b0 YB * YE =>Xx H Z p0t0m
Lx/nyz Ly/nyz Lz/nyz
[TZ] = _Ly/ny Lx/ny 0 ‘
_LxLZ/(nynyz) _LzLy/(nynyz) ny/nyz
5.6.2.20
XE:XBA YE:YBA ZE_ZB >O:>x:Z
potom
0 0 -1
[T2] = IO 1 0 ]
1 0 0
5.6.2.21
XE:XBA XE:YBA ZE_ZB <0:>x:_Z
potom
0 0 1
[T2] = I 0 1 0]
-1 0 O
5.6.2.22
Dale budeme znacit
[T12] = [T1][T2] => [a] = [T12][A]
5.6.2.23

kde

o — uhel natoceni prifezu prutového elementu kolem osy X (osa prutu) oproti svislé
roving¢ prochdzejici osou X. Kladny thel se méti proti sméru chodu hodinovych
rucicek divame-li se proti kladné ose X.

Xg, YB, Z — soufadnice pocatecniho uzlu (begin) prutového elementu v globalni soutadné
soustave

Xe, Yg, Ze — soufadnice koncového uzlu (end) prutového elementu v globélni soufadné
soustave

Lijx =+ Ug —15)*+ Ug — Jp)? + (Kz — Kp)?
| (3)(K) maze byt X, Y, Z, 0.

0 se v indexu nepise.
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Napt.
L, =+ (Xg — X)? = (Xg — Xp) — délka primétu prutového elementu do osy X

Lyy =+ (Xg — Xp)? + (Yg — Y5)? — délka primétu prutového elementu do roviny XY

Lyys =+ (Xg — Xp)% + (Yg — Yp)2 + (Zg — Zp)? — délka prutového elementu

5.6.3 Transformace parametri deformace

M¢jme v lokédlnim soufadném systému elementu definovan vektor parametrti deformace
pro jeden element vztahem 5.3.2.

V souladu s teorii uvedenou v odst. 5.6.2 plati
[ale = [T]e[a],

5.6.3.1
kde

T
I ! 4 4 ! 4 4 !/ 4 !/ 4 !/ !/
[A]e - [uB'vBlWBl PxB, (pyB' Pz U, Vg, WE, PxE» (pyEr (sz]

vektor parametrit deformace elementu v lokalnim soufadném systému elementu (viz vztah
5.3.2) (rozmér 12x1)

T
[A]l, = [uB' U, Wp, Pxp) Pyp) PzB) UE, VE, WE, OxE) PyE) <PzE]

vektor parametrii deformace elementu v globalnim soufadném systému (rozmér 12x1)

[T12] 0 0 0

| o [r1z1 o 0
Tle=1 0 [T12] o
0 0 0 [T12]

5.6.3.2
Matice [T12] (rozmér 12x12) viz vztah 5.6.2.23.

Pro vektory rychlosti popt. zrychleni parametrii deformace plati stejny transformacni
vztah.

[A]e = [TlelA]e

5.6.3.3
[A]e = [T]e[A]e

5.6.3.4
5.6.4 Transformace matice tuhosti a matice hmotnosti

Z dtvodi, které budou vysvétleny v nasledujici kapitole, je nutné, aby byla
nalezena matice tuhosti elementu v takovém tvaru, ktery vyhovuje nasledujicimu vztahu.

m, = 2 [AL[K1, (4],
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5.6.4.1
kde

[A], je vektor parametri deformace elementu v globalnim soufadném systému.

Vzhledem k tomu, Ze potencialni energie deformace je skalar, ktery je nezavisly na
soufadné soustavé, musi nutné platit

N, = 2 IA1 TKTS AT, = 5 [ATEIK ],

5.6.4.2
Pti aplikaci transformacniho vztahu 5.6.3.1 dostavame
m, = 2 [A]7 [T17 [K]% [T]e [Al. = [AIZ [K]. [A].

5.6.4.3
a ndsledn¢ dostavame i matici tuhosti v globalnim soutadné soustavé
[K]. = [T [KI: [T

5.6.4.4

Transforma¢ni matice [T], je definovana vztahem 5.6.3.2

Vzhledem k definici kinetické energie elementu a s ohledem na vztah 5.6.3.3, Ize matici
hmotnosti elementu v globalni soufadné soustavé obdrzet také ve formé

[M], = [Tle M [T

5.6.45
a kineticka energie elementu potom je
Ko =5 A7 (M1, 181,

5.6.4.6
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6 ANALYZA KONSTRUKCE

6.1 Matice tuhosti konstrukce

Vztah 5.4.1 definuje potencidlni energii deformace jednoho elementu. Odvozeny vztah
5.4.14 vyjadiuje aproximaci potencialni energie deformace jednoho elementu pii pouZziti
nahradnich funkci 5.3.1. Nésledné vztah 5.4.15 popisuje vztah potencialni energie
deformace jednoho elementu a matice tuhosti jednoho elementu. VVztah 5.4.16 popisuje
vypocet matice tuhosti elementu a vztah 5.4.17 jiz popisuje matici tuhosti elementu. To
vse v lokélni soufadné soustavé prutového elementu. Vztah 5.6.4.4 popisuje matici tuhosti
elementu v globalni soufadné soustavé. V odstavcei 4.2 jsme velmi struéné nastinili postup
diskretizace kontinua pomoci metody konecnych prvki.

Jednim z krokti analyzy konstrukce je ziskat (sestavit) matici tuhosti celé konstrukce.

Tato je definovana vztahem

6.1.1
kde
m..... potencialni energie deformace celé konstrukce
[A] .........vektor parametrti deformace celé konstrukce v globalnim soufadném systému
[K] .........matice tuhosti celé konstrukce v globalnim soufadném systému

Jestlize je konstrukce aproximovana souborem N elementl a to tak, aby byl souvisle
vyplnén poZzadovany model konstrukce, 1ze potencidlni energii deformace celé konstrukce
ziskat jako soucet energii vSech elementu.

Z Z% A,

6.1.2

nebot potencidlni energie deformace je skalar, ktery vznika integraci po objemu.

Jak jiz bylo né€kolikrat zminéno, hledame 3 funkce posunu (U,v,w) 0s prutid a funkci
natoCeni (Wx) kolem os prutii. Nahrada téchto 4 funkci v jednom elementu je popsana
V odstavci 5.3. Zvolené néhrady plni podminky, které pro feceni ulohy potfebujeme.
Navic potfebujeme u vSech hledanych funkci splnit podminku spojitosti ve vSech
uzlovych bodech, kde se stykaji 2 popfipad¢ vice elementl. Déle potiebujeme splnit
podminku spojitosti prvnich derivaci posuni kolmych k osam pruti (posuny v, w).
V kazdém uzlovém bodé¢, ktery je spolecny pro né€kolik elementi musime tedy splnit 6
deformacnich podminek a to, Ze vSechny elementy obsahujici spole¢ny uzel musi v tomto
uzlu mit stejné posuny ve sméru soufadnych os a stejna natoceni kolem soufadny os.
Soufadny systém je libovolny, ale my volime globalni soufadny systém konstrukce.
Zminéné deformacni podminky budou automaticky splnény, jestlize v kazdém uzlu je
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pouze 6 hledanych parametri deformace a tyto jsou spole¢né pro vSechny elementy, které
dany uzel obsahuji. To byl také divod, pro¢ byla provedena transformace parametra
deformace z lokalnich soufadnych systémii elementii do jednoho globalniho souradného
systému. VSechny hledané globalni parametry deformace jsou ocislovany pomoci ¢isel
1,2,.....k, (kde k je pocet neznamych globalnich parametrc deformace) a to tak, ze ke
kazdému parametru je pfifazeno prave jedno Cislo a naopak ke kazdému c¢islu je ptfifazen
prave jeden parametr.

Ve vyrazu 6.1.2 je kazdy Clen kazdé matice tuhosti elementu nasoben dvojici parametri.
U diagondlnich ¢lenti to jsou dvojice stejnych parametrti, pro mimodiagonalni ¢leny jsou
to dva razné parametry. Jestlize vSechny Cleny vSech matic tuhosti elementli rozeSleme
vhodnym zplisobem adici do globdlni matice tuhosti konstrukce, potom se vysledky
vztahli 6.1.1 a 6.1.2 sob& rovnaji. Rovnice libovolného ¢lenu libovolné matice tuhosti
elementu v globalni matici tuhosti konstrukce je jednoznaéné dana Cisly parametrt
deformace, kterymi jsou ve vztahu 6.1.2 nasobeny. Prakticky se operace provadi tak, ze se
pro kazdy element sestavi tzv. kodové Cislo, coz je dvanact Cisel, které jsou totozné s Cisly
globalnich parametrii deformace patiicich k danému elementu. Potadi téchto 12 ¢isel je
stejné, jaké je poradi globalnich parametri deformace v piislusném vektoru parametrti
deformace [A]e pro dany element. Pomoci tohoto kédového ¢isla ocislujeme ve stejném
poradi tfadky i sloupce kazdé matice tuhosti elementu. Timto je pro libovolny clen
libovolné matice tuhosti elementu dana jeho pozice v globalni matici tuhosti konstrukce.

6.2 Matice hmotnosti konstrukce

Kinetickd energie a tim i matice hmotnosti elementu i celé konstrukce, jsou definovany
pomoci obdobnych kvadratickych forem jako potencialni energie deformace a matice
tuhosti. Z toho plyne, Ze vSechny zavéry a postupy uvedené v odstavci 6.1 jsou platné i
pro matici hmotnosti konstrukce véetné jejiho sestaveni.

Plati tedy:
Loar
K = S [ATT[M] [A]
6.2.1
n n
1
=) Ko Z 2 e 1A%
e=1 e=1
6.2.2

kde

K (Ke) = kineticka energie celé konstrukce (elementu)

[A] ([A],) = vektor rychlosti parametrti deformace konstrukce (elementu)
[M] ([M],) = matice hmotnosti konstrukce (elementu)

6.3 Okrajové podminky

Okrajové podminky budou uvazovany v nejjednodussi formé, a to, ze dany posun nebo
natoceni konstrukce je nulové. Okrajové podminky se budou zadavat pouze v uzlech, tzn.,
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ze pti prvkovani konstrukce se na tuto skutecnost jiz musi myslet. Vzhledem k tomu, Ze
parametry deformace v uzlech jsou posuny a natoCeni, tak se problém okrajovych
podminek zjednodusuje. Okrajové podminky se zadavaji v globalni souradné soustave.

Potencialni energie deformace a kineticka energie konstrukce se poéitaji ze vztahu (n je
rozmér matice tuhosti a hmotnosti)

6.3.1

Plati-li pro |-ty parametr deformace A; = 0 => A;= 0, potom kazdy ¢len sumace ve
vztahu 6.3.1, jeZ obsahuje alespon jeden |-ty parametr deformace (rychlosti deformace), je
roven 0.

Al klj A] =0 j=1,2,.....n
Ai kil Al =0 i=1,2,.....n
Aymy; A;=0 J=12,...n
A;my A=0 i=1,2,....n

6.3.2

Strucné fe€eno vSechny prvky matice tuhosti a hmotnosti, jez maji alesponl jeden index
roven |, tedy ki, ki, mii, mii (i=1,2,.....n) se pii vypocétu potencialni energie deformace a
kinetické energie neuplatni. To znamena, Ze je nepotfebujeme a muizeme je z matic
tuhosti a hmotnosti vySkrtnout. Prakticky to znamend, Ze z globdlni matice tuhosti a
hmotnosti vyskrtneme |-ty fadek a I-ty sloupec a zredukujeme pocet hledanych parametrd
deformace.

Prakticky se to tak ovSem neprovadi. Standardné se nulovému parametru deformace pfi
Cislovani parametrii pfifadi ¢islo 0. Rozmér matice tuhosti a hmotnosti se rovna poctu
hmotnosti je jiz redukovana o nulové (nehledané) parametry. Pti tvorbé kodovych cisel
pro kazdy element se kazdému lokalnimu parametru ptifadi jeho globalni ¢islo, tzn., ze
nulovym parametrim se piifadi 0. Ty prvky matic tuhosti a hmotnosti elementt, které
obsahuji v popisu jejich pozice v globalni matici tuhosti nebo hmotnosti alespon jednu 0,
se viubec nerozesilaji (neni ani kam) a timto krokem se neuplatni pfi vypoctu potencidlni
energie deformace a kinetické energie konstrukce.
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7 SOUSTAVA DIFERENCIALNICH ROVNIC

V ptedeslych odstavcich byl vysloven Hamiltonliv princip a dale byla stru¢né popsana
diskretizace hledanych poli posun pomoci metody konec¢nych prvki.
Hamiltontv princip po provedeni diskretizace hledanych poli posunt Ize psat ve tvaru

JS8(m —K)de =75 (5 (A7 [K] [A] - AT [£] =5 [A17 [M] []) dt = 0

7.1
Vyraz lze upravit nasledujicim zpiisobem
t2 1 1
[, 8 (G AT 1K1 141 - 47 [F] =5 (817 (M) [81]) de =
t2
= | ([6A]" [K][A] — [8A]7[f] — [6A]"[M][A]dt =
t1
d d
= <[6A]T[K] [A] = [8A]"[f] = = ([SAI" [M]IAD) + [6A]" — ([M] [A'])> dt =
t2 d
= f [5A]" ([K][A] - [f1+ a(W][M)) dt — ([8A]"[M][ADE =
t1
= [2[68]" (IM1[A] + [K1[A] - [fDdt = 0
7.2
Jestlize plati
[6A] ([M][A-] + [K][A] = [fD =0
7.3

prot € (ty,t,), potom plati vztah 7.2.

Jestlize vektor [6A] zobrazuje vektor virtualnich zmén parametri deformace konstrukce,
potom musi platit

[M][A-] + [K][A] = [f]

7.4
V naSem piipad¢ pouze

[M][A-]+ [K][A] =0
7.5

nebot’ feSime problém vlastniho netlumeného kmitéani.

Dostavame soustavu simultannich linearnich diferencialnich rovnic druhého fadu v tomto
pfipadé homogennich.
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Poznamka.

Pii upravach ve vztahu 7.2 byl pouZit vztah pro derivaci sou¢inu funkci (uv)’ = u'v +

!

uv .

d T 1) — AT . Ti .
E([SA] [M][A]) = [6A]" [M][A] + [6A] dt([M][A])

d d
=> [SAT [MI[A] = — ([SAI"[M]IAD) — [6A]" — ([M][AD)

7.6

Tento vztah se potom dosadi do vztahu 7.2. Jednd se o Casovy integral, takze prvni ¢ast
vztahu 7.6 lze ihned integrovat a protoze matice hmotnosti [M] je nezavisla na Case, tak
Vv druhé ¢asti vztahu 7.6 se jiz objevuje zrychleni parametri deformace.

Dale ve vztahu 7.2 byl uplatnén vztah
([BA]"[M][A])2 = 0

7.7
ktery vyplyva z definice Hamiltonova principu (viz odst. 4.1.).
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8 VLASTNI KMITANI NETLUMENE KONSTRUKCE

Pro matice [K] a [M] je definovan zobecnény problém vlastnich hodnot vztahem

8.1
kde
[A;] — i-ty vlastni vektor
A; — i-té vlastni ¢islo
N — pocet stupiili volnosti konstrukce
Jestlize matice [K] a [M] jsou pozitivné definitivni, potom vSechna vlastni ¢isla 1; > 0.

Vlastni vektory maji jednu velmi dilezitou vlastnost a tou je jejich ortogonalita (dikaz viz
napt. lit. [7]).

[A]T[M][A]] =0 proi=#j
[A]T[K][A] =0 proi#j

8.2
JestliZze jsou vlastni vektory normované na matici hmotnosti, to znamena, ze
8= —20
([A 1" M][A; D2
8.3
kde
[A}] - vlastni vektor nenormovany
potom plati
[ANTIMI[] =8 (j=12...n)
[ATIKI[A] = A8y (6 = 1,2, um)
8.4

kde &;; je Kroneckeriv symbol.

Sefadime-li vlastni vektory do matice [V] a to tak, ze i-ty vlastni vektor tvoii i-ty sloupec
matice [V], potom plati

[VIT[M][V] = [1]
[VIT[K][V] = [2]

8.5
kde

[I] — jednotkova matice
[A]- diagonalni matice, ktera ma v i-té pozici na diagonale umisténo i-té vlastni ¢islo 4;
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Vlastni kmitani netlumené konstrukce je popsano rovnici
[M][A-] + [K][A] = [O]

8.6
Vektor parametrii deformace lez ptedpokladat ve tvaru
n
[Aw] = Z qiey[A:] = [VI[q]
i=1
8.7
kde
T
[q] = [ql(t)J qz(tyr == = :Qn(t)]
Po dosazeni do rovnice 8.6 dostavame
n
> (it M1 + qico K141 = [0]
i=1
8.8
nebo zapsano maticove
[M][V]lg-]1+ [K][V][q] = [O]
8.9
Nyni vynasobime rovnici 8.9 zleva transponovanou matici vlastnich vektort [A]”.
[VI"[M][V][g-] + [VI"[K][V][q] = [0]
8.10
Po aplikaci vztahti 8.5 dostavame
[11lq-] + [A][q] = [0]
8.11

Dostavame soustavu separovanych obycejnych homogennich linearnich diferencialnich
rovnic druhého fadu pro nezndmé funkce q;y).

Napf. i-ta rovnice

9iey + Aiqiry = 0

8.12
Zavedeme-li oznaceni
w =T
8.13
potom feSenim rovnice 8.12 je funkce
Qi) = qisinw;t + qi' cosw;t = g;sin(w;t + @;)
8.14

Integraéni konstanty q!, q!’, q, ¢ jsou navzajem vazany vztahy
I _ n_ ;
q; = q.CosQ; qi = q.5Ing;
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Z uvedeného vyplyva, ze parametry w;, kterych je pravé n, maji vyznam vlastnich
uhlovych frekvenci netlumené soustavy.

Jestlize jsou matice [K] a [M] pozitivné definitni, potom vSechna vlastni ¢isla A; (i =
1,2, ...,n) jsou kladna, tudiz mtizeme ziskat n vlastnich thlovych frekvenci.

Vlastni thlové frekvence standardné fadime (zna¢ime) vzestupné

0<w <wy < <w; < <wy

8.15
Odpovidajici doby cyklu (periody) a vlastni kmitocty se stanovi
211 1 wi
=% ST a
8.20

Vlastni vektory [A;] se nazyvaji vlastni tvary.
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9 PREHLED POUZIVANYCH MKP PROGRAMU

KfeSeni problematiky prutovych konstrukci pomoci MKP lze pouzit celou fadu
programi, nebot” prut jako konstrukéni prvek je jednim z nejuzivanéjSich. Z bézné
uzivanych SW mizeme zminit napi. ANSYS, SYSTUS, COSMOS, ABAQUS, SCIA
ENGINEER, NEXIS, FEAT, NASTRAN, RSTAB, RFEM, DYNA.

Kazdy z uvedenych programt poskytuje uzivateli relativné velmi silné prostiedky k feSeni
prutovych konstrukci. Nema smysl se detailn¢ zabyvat jednotlivymi programy ohledné
jejich moznosti, nebot’ se da fici, ze veétSinou maji vic znakli a moznosti spolecnych, nez
odlisnych. Nicmén¢ Ize uvedené programy rozd¢lit do dvou hlavnich skupin.

1) Programy spiSe obecné&jsiho charakteru s Sirokou moznosti pouziti, ale bez
specialnich nastroji ke zjednoduSeni a zkvalitnéni prace v oblasti prutovych
konstruket.

2) Specialni programy pro prutové konstrukce nabizejici specialni nastroje pro
prutové konstrukce.

Zatimco u prvni skupiny programt je vidét, Ze prut je prosté jednim z mnoha prvkd, tak u
druhé skupiny programi je vidét, ze vSechno co neni prut, je tam doddno navic a neni
feSeno do stejnych detailll jako prutové prvky i kdyz mohou byt vyjimky.

Do prvni skupiny programti patii ANSYS, SYSTUS, COSMOS, ABAQUS, DYNA.

Struéné se zminime o ANSYS u jako pravdépodobné nejrozsifenéjSimu MKP programu
tohoto typu.

ANSYS

Program ANSYS je univerzalni vypoctovy program schopny fesit statické a dynamické
ulohy v roving i prostoru s prutovymi, skofepinovymi a objemovymi kone¢nymi prvky.

Program umoziiuje aplikovat zatizeni jak osamélymi silami a momenty, tak spojita
zatiZzeni povrchovad a objemova. Dale je mozno povazovat obecna dynamické zatiZeni
(Casova historie) tak specialni dynamickd zatizeni jako napf. seizmickd zatiZeni,
harmonické zatizeni atd. Dale je mozno uvazovat teplotni zatiZzeni na prvcich i v uzlech
véetné gradientl teploty a predpéti.

Prutovy prvek je uvazovan se smykem od smykovych sil. Matice hmotnosti mlze byt ve
varianté soustfedénych hmotnosti nebo konzistentni matice hmotnosti véetné rotaci a
prahybd od smyku. Lze uvazovat osam¢lé hmoty i hmotné momenty setrvacnosti.

Analyzy potom mohou byt provadény linearni nebo nelinearni jak geometricky, tak
materidlové. Do nelinearit také patii nelinearni okrajové podminky.

V oblasti dynamické analyzy se provadi linearni analyzy. Vypocet vlastnich frekvenci a
vlastnich tvarti konstrukce. Zde je zafazena také linedrni stabilita. Je mozno provadét
vypocet odezvy pomoci rozvoje do vlastnich tvar. Také 1ze provéadét pfimou integraci
pohybovych rovnic bez rozvoje do vlastnich tvarti. Kromé silového dynamického zatizeni
je mozno uvazovat deformacni dynamické zatizeni (napf. posun zakladové spary
Vv zavislosti na Case popt. zrychleni zdkladové spary — akcelerogram). Je mozné feSeni
odezvy konstrukce na seizmicka zatizeni pomoci spekter odezvy. Déle je samoziejmé
mozna dynamicka nelinedrni analyza.
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Vv v

moment setrvacnosti. Také vyslednice zatizeni ve smérech souf. os a momenty zatizeni
k souf. osam.

Nicméné napéti se pocitaji pouze normalova od ohybu a od normalové sily. Napéti se
pocitaji pouze maximalni.

Do druhé skupiny programu patii napt. SCIA ENGINEER, NEXIS, FEAT, RFEM,
RSTAB atd. Typickym pfedstavitelem této skupiny programii je SCIA ENGINEER.

SCIA ENGINEER

Da se fici, ze v oblasti prutovych konstrukci program obsahuje vSe co ma ANSYS
(nebudeme jiz znovu popisovat) a néco navic. Program je urCen také pro konstruktéry a
projektanty, proto nepracuje ptimo s koneénymi prvky ale s konstrukénimi prvky — pruty.
Teprve pted vypocltem je generovana sit’ kone¢nych prvka.

Oproti ANSYSu ma program rozsahlé databaze materiald, valcovanych a svafovanych
profill (prufezové charakteristiky). Priifez je také mozno zapsat pomoci prifezovych
charakteristik. Jinak je mozné zadat obecny priifez jeho obrysem.

Program provadi nejen vypocet odezvy az do Urovné vnitinich sil a momentd, ale také
hodnoceni dle norem véetné EC3 (Eurocode pro ocelové konstrukce). Ohyb s tlakem i
tahem je hodnocen nelinearné i pro malé deformace v souladu s EC3. U kazdého prutu je
uvedeno jeho vytizeni i typ limitujiciho kritéria.

Je tfeba si dat pozor pfi sestavovani vstupnich tdaji. Jestlize totiZ nékteré nejsou zadany,
potom je ma program néjak nastaveny a s t€émi pocita.

Déle program provadi posudek feSené¢ konstrukce a tisk posudku, a to jak ve stru¢né
podobé, tak v plné verzi.

Kromé moduli pro vypocty ocelovych konstrukci provadi program také vypolty a
posudky Zelezobetonovych prutovych konstrukei.

Dale existuje cela fada programu, které sice pouzivaji prutové prvky, ale pouze jako
piivések k jiné problematice. Napi. se jednd o programy na vypoCty potrubi. Napf.
CAESAR II, SYSPIPE, AUTOPIPE atd.
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10 POUZITE TECHNOLOGIE PROGRAMOVANI

Praktickéd cast prace byla zpracovana prostfednictvim jazyka Python [lit. 4]. Ten jsme
zvolili vzhledem k jednoduchosti a expresivité syntaxe, popularité¢ ve védecké komunité a
mnozstvi relevantnich knihoven.

10.1 Python

Coby vysokouroviiovy obecny programovaci jazyk je Python Siroce popularni v mnoha
vyjadfovaci schopnost (tj. stejna funkcionalita dand méné tadky kodu). Mezi jeho
charakteristické vlastnosti patii predev§im: dynamicky typovy systém (typ proménné je
kontrolovan az za béhu), podpora nckolika programovacich paradigmat (objektové,
funkcionalni, proceduralni), automaticka sprava paméti a obsahla standardni knihovna.

Existuje fada implementaci obou verzi Pythonu (2.7.9 a 3.4.3 v okamziku psani této
prace) pro vSechny vyznamné desktopové platformy. Nékteré distribuce (napt. Enthought
Canopy nebo Anaconda) navic kromé samotného prostiedi Pythonu obsahuji spravce
roz§ifeni, prostfednictvim kterého lze snadno instaloval dodate¢né knihovny.

10.2 SciPy

Ptestoze standardni knihovna Sifena jako soucdst Pythonu obsahuje mnozstvi funkci,
specialné pro potieby védecké komunity je urcen dodate¢ny balik rozsifeni SciPy [lit. 5].
Ptidava na ptiklad moduly pro linedrni algebru, integraci, feSeni diferencidlnich rovnic,
optimalizaci, zpracovani signalu ¢i vizualizaci dat.

Konkrétné program vyvinuty jako soucast prace pouziva piedevsim modul SciPy.linalg, a
to jednak funkci solve k feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic a dale funkci

eigh kvypoc¢tu vlastnich hodnot (vlastnich ¢isel a vlastnich vektord) matic
prostfednictvim dqds algoritmu [lit. 6].
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11 TESTOVACI ULOHY PROGRAMU BEAMER

Program BEAMER byl odladén ve dvou zékladnich krocich.

V prvnim kroku byl odladén na statickou ulohu, ktera byla omezena silovym zatizenim
osamélymi silami v uzlech. Vystupem, ktery byl ovétovan, byl vzdy vektor parametrii
deformace a vnitini sily. Ulohy se provadély pro rtizné pozice konstrukci v globalni
soufadné soustavé. Tim se ladily matice tuhosti elementl, celkova matice tuhosti,
transformace souradnych soustav a zavadéni okrajovych podminek. Tyto ulohy nebyly
predmétem bakalaiské prace a tudiz nejsou pfilozeny.

V druhém kroku se jiz feSily vlastni frekvence a vlastni tvary prutové konstrukce, které se
porovnavaly s vysledky z ANSYSu a kde to bylo mozné, tak s vysledky analytickych
vypoctli. Tim se odladily matice hmotnosti elementii, matice hmotnosti konstrukce, jejich
transformace a zavadéni okrajovych podminek do matice hmotnosti konstrukce.

Testovaci ulohy jsou uvedeny v ptiloze B bakaldiské prace. Nékterd jejich zadani jsou
uvedena na CD spolu s dokumentaci k programu.

V pftiloze B je uvedeno 5 uloh.
1) Prosty nosnik, rozpéti 8 m, I ¢. 100, pouze vlastni hmotnost nosniku. Prvkovani
4,8,16 prvku.

2) Prosty nosnik, rozpéti 8 m, I ¢. 100, spojitd hmotnost nosniku zanedbatelna.
Soustfedéna hmotnost uprostied rozpéti.

3) Konzola 8 m dlouha, I ¢. 100, pouze vlastni hmotnost konzoly. Prvkovani 4,8,16
prvk.

4) Konzola 8 m dlouha, I ¢. 100, spojita hmotnost konzoly zanedbatelna, na konci
je osaméla hmota. Prvkovani 4,8,16 prvkai.

5) Jednoduchy ram, I ¢. 100, pouze vlastni hmotnost ramu. Pocet prvku 3,6,12.

Vysledky byly porovnany se stejnymi tlohami feSenymi programem ANSY'S v¢. stejného
prvkovani. V. ANSYSu je navic vZdy feSena loha s prvkovanim 160 prvki.

Ulohy 1 a 3 byly feSeny zarove analyticky.
U uloh 2 a 4 byly feSeny analyticky prvni 2 frekvence.
Uloha 5 nebyla fe$ena analyticky.

Vysledky programu BEAMER jsou uvedeny pro konzistentni matici hmotnosti i pro
matici soustfedénych hmotnosti.

Z vysledkli uvedenych v ptiloze B Ize konstatovat dvé skutecnosti:

1) ANSYS i BEAMER konverguji zhlediska vlastnich frekvenci k stejnym
hodnotam.

2) Program BEAMER konverguje ke spravnym hodnotam vlastnich frekvenci
pfiblizné stejné€ rychle jako ANSY'S pii vhodné volbé prutového prvku.
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12 ZAVER

Bakalarska prace se skldda z teoretické cCasti, programovani ptevzaté nebo odvozené
teorie a verifikace vytvofené¢ho programu. Program, ktery fesi vlastni frekvence a vlastni
tvary prostorovych prutovych konstrukei metodou kone¢nych prvkl, se jmenuje
BEAMER. V kap. 2 jsou uvedeny zakladni pfedpoklady a tim i omezeni ulohy z hlediska
teorie prutovych konstrukci. Od kap. 5 jsou detailné uvedeny vSechny postupy MKP pro
dany problém. Skutec¢nosti nebo operace MKP, jez nebyly nalezeny v literature nebo byly
Vv literatufe nalezeny rozpornym zpiisobem, byly odvozeny a uvedeny v teoretické Casti
prace. V kap. 10 je strucny popis pouzité technologie programovani (programovaci jazyk
Python) a dodate¢ného baliku rozsifeni SciPy pouzitého pro feSeni nékterych tloh
navazujicich na MKP. V kap. 11 jsou potom uvedeny testovaci ulohy. Vysledky
testovacich uloh jsou uvedeny v ptiloze B. V piiloze A je uvedena stru¢na dokumentace
k programu BEAMER. Program BEAMER je vypalen na CD spolu se v§emi prostifedky
nutnymi k jeho spusténi a praci. Na stejném CD jsou uvedeny i ptiklady vstupnich
soubort nékterych uloh.

Prvnim cilem bakaladfské prace bylo sestaveni a odladéni programu feSiciho vlastni
frekvence a vlastni tvary prutovych konstrukei. Tento cil programu BEAMER plni spolu
s teoretickou Casti prace, kterd detailné popisuje vSechny postupové kroky MKP a
konkretizuje ji pro program BEAMER.

Druhym cilem bakalatské prace bylo provéteni moznosti efektivniho vyuziti prostfedkd,
které nabizi programovaci jazyk Python popt. dodate¢ny balik rozsifeni SciPy, pro feSeni
problémi mechaniky kontinua specialné pii pouziti MKP. Tim, Ze byl program BEAMER
sestaven V relativné kratké dobég, je funkéni a uspél ve verifikaci pomoci programu
ANSYS, bylo provéteno, ze alespon ty prostfedky, jeZ byly pouZity, jsou vhodné pro
efektivni feSeni uloh mechaniky kontinua MKP.

Poslednim cilem bakalafské prace byla verifikace vysledkt ziskanych programem
BEAMER pomoci programu ANSYS. N¢kolik testovacich tloh je uvedeno v kap. 11 a
jejich vysledky jsou uvedeny v ptiloze B prace. Jsou uvedeny pouze vysledky testovacich
uloh pro dynamickou ulohu. Testovani na statické tlohy uvedeno neni, protoZe toto
testovani bylo pouzito pfi vyvoji programu pouze jako mezikrok na provétreni spravnosti
tuhostnich a napjatostnich charakteristik prutové konstrukce. Navic byla kazdd tloha
feSena pomoci ANSY Su s vétSim poctem prvkill neZ srovnavaci ulohy. Nékteré tlohy byly
feSeny pro porovnani i analyticky.

Z vysledkli uvedenych v ptiloze B vyplyvaji dvé skutecnosti:

1) ANSYS a BEAMER konverguji z hlediska vlastnich frekvenci ke stejnym
hodnotam.

2) Program BEAMER konverguje ke spravnym hodnotam vlastnich frekvenci
pfiblizné stejné€ rychle jako ANSY'S pii vhodné volbé prutového prvku.
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14 PRILOHY

Priloha A - Dokumentace programu BEAMER
Ptiloha B — Vysledky testovacich tloh
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Priloha A — Dokumentace programu Beamer

Ptiloha A obsahuje informace k instalaci a pouziti praktické ¢asti prace, programu
Beamer.

A.1 Instalace

Prilozena distribuce Beamer nevyzaduje zddnou instalaci, nicméné ke svému béhu
potiebuje nainstalované prostiedi Pythonu 2.7.9 a knihovny SciPy. Uzivatelé systému MS
Windows mohou oboji snadno ziskat naptiklad prostfednictvim baliku Enthought
Canopy.

A.2 SpuSténi

Adresat Beamer oObsahuje soubor beamer.py, ktery lze zpiikazové fadky spustit
S parametry popisujicimi cestu k vstupnimu souboru a méd vypoctu piikazem:

python beamer.py cesta_k_vstupnimu_souboru méd

Vypocet Beameru muize probehnout ve tfech modech: urceni vnitinich sil a deformaci
zatizené prutové soustavy — linearni statika (mod none), uréeni vlastnich frekvenci a
vlastnich tvari prutové soustavy pomoci matice soustiedénych hmotnosti (mod lumped)
nebo urceni vlastnich frekvenci a vlastnich tvarti prutové soustavy pomoci konzistentni
matice hmotnosti (m6d consistent).

Priklad spoustéciho piikazu:

python beamer.py test_inputs/beaml6elements.txt consistent

A.3 Format vstupniho souboru

Validni vstupni soubor musi obsahovat matice:
¢ nodes (udavajici soutfadnice uzl v globalni soufadné soustave),

e links (udéavajici pocatecni a koncové body prvkd, jejich materidlové a prifezové
charakteristiky a thel alfa, ur€ujici otoceni kazdého prvku kolem vlastni osy),

e matice popisujici jednotlivé materidly?, jejichz jména se musi shodovat
s identifikatory pouzitymi v matici 1inks,

e obdobné matice popisujici prifezy?,

e boundary_conditions (urcujici okrajové podminky uzla).

L https://www.enthought.com/products/canopy/
2 Material je popsan modulem pruznosti, Poissonovou konstantou, mezi kluzu, mezi pevnosti a hustotou

3 Priifez je definovan prafezovou plochou, momenty setrvaénosti v ohybu k osdm y a z (hlavni centralni osy
setrvacnosti prirezu) a momentem setrvacnosti v krouceni pro urceni vztahu mezi krouticim momentem a
pomérnym zkroucenim
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Kromé vyse uvedenych matic, mize (nebo musi v ptipadé mdédu none) vstupni soubor
dale v zavislosti na modu obsahovat:

e loads obsahujici zatizeni uzli osamélymi silami (mdd none),

e weights popisyjici piidanou hmotnost jednotlivych uzli (mody lumped a
consistent),

Zadévani vstupnich matic mé své pravidla a ta nesmi byt porusena. Nezalezi na potadi ve
kterém jsou matice zadany, program je rozezna podle jejich nazvu. Kazda matice zacina
slovem matrix na zacatku fadku, po ném nasleduje nazev matice, dal§im parametrem je
pocet fadki (naptiklad v pfipadé matice nodes a boundary_conditions je roven poctu
uzli, v pfipadé matice links zase poctu prvkil), nasleduje pocet sloupcu (ten je roven
poctu parametrti uvedenych v zavorkach v ptikladech vstupnich soubord, jejich pofadi
musi byt dodrzeno). Matice neni nutné zadavat celé, pokud je za poctem sloupcti napsano
-default, tak se vSechny parametry vSech nezadanych fadka zaplni hodnotou uvedenou
jako dal$i parametr po —default.

Ptiklady vstupnich soubori jsou uvedeny na piilozeném CD.

A.4 Vystup

Vystupem programu je podle médu bud’ vektor vnitinich sil (m6d none) nebo vektor
vlastnich frekvenci a matice vlastnich tvari (mody lumped a consistent). Vysledek
kazdého vypoctu je zapsan do souboru output.txt V kofenovém adresdfi programu
BEAMER.
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Priloha B - Vysledky testovacich uloh

Popis SW ANSYS se zamérenim na prutové konstrukce

Program ANSYS je univerzalni vypoctovy program schopny fesit statické i dynamické
ulohy v roving i prostoru s prutovymi, skofepinovymi a objemovymi konecnymi prvky.
neni piimo zaméfen na prutové prvky a konstrukce, obsahuje pouze univerzalni nastroje
pro praci s kone¢nymi prvky véetné prutovych.

Pouzity element byl dvouuzlovy prutovy kone¢ny prvek BEAM188. Prvek ma v kazdém
uzlu Sest stupni volnosti a je zalozen na prutové teorii TimoSenka (zahrnuje vlivy
smykové deformace). Prvek byl zaddn tak, aby mél bez ohledu na prafezové
charakteristiky vysokou smykovou tuhost v obou smérech kolmych na osu prutu. Tim
byly vylouceny vlivy smykovych deformaci. Matice hmotnosti byla formulovana jako
konzistentni. Geometrie, okrajové podminky, vlastnosti materidlu, pocet prvki, orientace
kone¢nych prvkd a geometrie priiezu jsou uvedeny u kazdého jednotlivého vypoctu.
Prifezové charakteristiky byly zaddny pfimo, odpovidaji vlastnostem otevieného
valcovaného profilu 1100.

Pro feSeni vlastnich tvarQi byl pouzit feSi¢ Block Lanczos, vypocet byl proveden pro
prvnich 36 vlastnich tvarii bez horniho nebo spodniho omezeni frekvence. Vlastni tvary
byly normovany k matici hmotnosti.

Kromé srovnévacich tloh byla vzdy feSena 1 tloha s velmi hustou siti kone¢nych prvk,
jako srovnavaci tlloha, k niz by mély ostatni ulohy konvergovat.
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Priklad ¢. 1:

Vlastni tvary prutu se spojité rozlozenou hmotou

S =0,00106
L=8
Jy=171e-6
Jz =0,122e-6
J =0,128e-7
E=21ell
mi = 0,33
ro= 7850

pp = 4/8/16/160
prut = 188

tvaru = 36

plocha pti¢ného priifezu prutu/profilu [m?]

délka nosniku [m]

moment setrvaénosti k ose Y [m*]

moment setrvaénosti k ose Z [m*]

torzni konstanta (moment setrvacnosti) v krutu [m4]
Youngtiv modul pruznosti [Pa]

Poissonova konstanta [-]

hustota materidlu nosniku [kg/m?]
pocet prvki po délce prutu [-]

typ prutu [-]

pocet tvard [-]

Obr.1.1 Souradny systém I profilu
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Obr.1.2 Okrajové podminky prutu
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vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 4 8 16 160

. program | ANSYS [Consist. | L.M. |ANSYS [Consist. | L.M. [ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS anit.
smér Y 1,47 1,36| 1,35| 1,39 1,36 1,36| 1,37 1,36 1,36 1,36 1,36

! smér Z 5,52 510| 5,07| 5,20 510 5,09| 5,12 510| 5,10 510| 5,10

5 smér Y 7,65 547| 529| 5,89 5,45 541| 5,55 5,45 5,44 5,45 5,45
smér Z 28,61 | 20,47| 19,82| 22,06| 20,39 | 20,27| 20,78 20,39| 20,36| 20,39| 20,40
smér Y 30,00 12,36| 11,17 | 14,71| 12,27 | 12,08| 12,81 | 12,26 | 12,22 | 12,26| 12,26

3 smér Z 111,81 | 46,67 | 42,55| 55,01 | 45,90| 44,68 | 47,89| 45,84 | 45,72| 4586| 45,89
smér Y -| 24,18 | 31,99 30,59 | 21,87 | 21,18 | 23,58| 21,79| 21,66| 21,80| 21,79

‘ smér Z -| 91,03| 63,68 (114,17 | 81,74| 79,25| 88,08| 81,44| 81,04| 81,48| 81,58
smér Y -| 3843|3739 59,84| 34,36| 32,33| 38,57| 34,06| 33,71| 34,08| 34,05

> smér Z -| 226,52 (172,57 222,54 | 128.25 | 134,39 143,89 | 127,15 | 129,31 | 127,23 | 127,47

Tab.1.1 Prut bez pridané hmoty L=8m, charakteristiky priirezu 1100, vysokd smykovd tuhost priirezu (na
urovni Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy linedrni prvek
vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 4 8 16 160

. program | ANSYS (Consist. | L.M. |ANSYS [Consist. | L.M. [ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS anit.
smér Y 1,36 1,36| 1,35| 1,36 1,36 1,36| 1,36 1,36 1,36 1,36 1,36

! smér Z 5,10 510| 5,07| 5,10 510 5,09| 5,10 510| 5,10 510| 5,10

5 smér Y 5,45 547| 529| 5,45 5,45 541| 5,45 5,45 5,44 5,45 5,45
smér Z 20,39| 20,47| 19,82| 20,38 | 20,39| 20,27| 20,38 | 20,39| 20,36| 20,39| 20,40
smér Y 12,28 | 12,36 11,17 | 12,26 12,27 | 12,08| 12,26 | 12,26 | 12,22 | 12,26| 12,26

3 smér Z 45,93 | 46,67 | 42,55| 45,84 | 45,90 | 44,68 | 45,84 | 45,84| 45,72 | 45,83 | 45,89
smérY - 24,18 | 31,99 21,79| 21,87| 21,18| 21,79| 21,79 21,66| 21,79| 21,79

‘ smér Z -| 91,03| 63,68 | 81,43| 81,74| 79,25| 81,42| 81,44| 81,04| 81,42| 81,58
smér Y -| 38,43|37,39| 34,07| 34,36| 32,33| 34,04| 34,06| 33,71| 34,04| 34,05

> smér Z -| 226,52 (172,57 (127,17 | 128.25 | 134,39 (127,08 | 127,15 | 129,31 | 127,08 | 127,47

Tab.1.2 Prut bez pridané hmoty L=8m, charakteristiky priirezu 1100, vysokd smykovd tuhost priirezu (na

urovni Youngova modulu pruZnosti v tahu), dvouuzlovy kubicky prvek

ANSYS - vysledky vypoctu programem ANSYS, konzistentni matice hmotnosti

Consist. - vysledky vypoctu programem BEAMER, konzistentni matice hmotnosti

L.M. - vysledky vypoctu programem BEAMER, soustfedéna matice hmotnosti

anlt. - analyticky vypocet




UMTMB

BAKALARSKA PRACE VUT FSI

Priklad ¢. 2:

Vlastni tvary prutu se soustfedénou hmotou

S =0,00106
L=8
Jy=171e-6
Jz =0,122e-6
J =0,128e-7
E=21ell
mi = 0,33
Ro=1

Pp = 4/8/16/160

prut = 188
tvaru = 36
amas = 130

plocha pti¢ného priifezu prutu/profilu [m?]

délka nosniku [m]

moment setrvaénosti k ose Y [m*]

moment setrvaénosti k ose Z [m*]

torzni konstanta (moment setrvacnosti) v krutu [m4]
Youngtiv modul pruznosti [Pa]

Poissonova konstanta [-]

hustota materidlu nosniku [kg/m?]

pocet prvki po délce prutu [-]

typ prutu [-]

pocet tvard [-]

Vvoey

Obr.2.1 Souradny systém I profilu
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Obr.2.2 Okrajové podminky prutu

vl. frekvence pro pocet konecnych prvkl

vlastni
tvar 4 8 16 160
¢ program | ANSYS |Consist. | L.M. | ANSYS |[Consist. | L.M. | ANSYS |Consist. | L.M. [ ANSYS anit.
1 smér Y 0,71 0,68 0,68 0,69 0,68 0,68 0,69 0,68 0,68 0,68 | 0,68
smér Z 2,65 2,56 2,56 2,58 2,56 2,56 2,57 2,56 2,56 2,56 | 2,56
smérY 677,58 | 484,54 | 469,06 | 522,24 | 482,76 | 479,70 | 492,08 | 482,65 | 481,93 | 482,73 -
2 smérZ |(2534,87 (1813,22 |1755,91 |1954,19 |1806,56 |1795,72 |1841,41 {1806,12 | 1804,0 | 1806,4 | -
smérY |[1515,05| 760,95 | 712,76 | 865,71 | 754,45 | 748,19 | 779,38 | 754,00 | 752,67 | 754,22 | -
> smérZ |5663,61 (2855,77 |3265,22 |3239,01 |2823,03 |2800,71 |2916,25 [2821,36 | 2817,5| 2822,1| -
smér Y - 2142,52 (2668,24 |2709,86 |1937,96 |1876,21 |2088,72 |1930,85 | 1918,7 | 1931,8| -
N smér Z - 8006,29 (5642,46 |10115,0 |7242,07 |7021,14 |7803,80 |7215,47 | 7180,0 | 7219,1 -
smér Y - 2847,33 (15289,9 |3971,65 |2458,31 |2351,02 |2716,38 |2444,08 | 2426,6 | 2445,5| -
> smér Z - 20069,8 (15289,9 |14809,7 |9783,14 |11329,6 |10146,3 |9131,96 | 9144,7 | 9137,4| -

Tab.2.1 prut L=8m, soustredénd hmota 130kg (195%), charakteristiky priirezu 1100, vysokd smykovd

tuhost priirezu (na trovni Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy linedrni prvek




UMTMB BAKALARSKA PRACE VUT FSI
vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 4 8 16 160
c. program | ANSYS |Consist. | L.M. | ANSYS |[Consist. | L.M. | ANSYS |Consist. | L.M. [ ANSYS anit.
L smér Y 0,68 0,68 0,68 0,68 0,68 0,68 0,68 0,68 0,68 0,68| 0,68
smér Z 2,56 2,56 2,56 2,56 2,56 2,56 2,56 2,56 2,56 2,56 | 2,56
5 smér Y 482,74 | 484,54 | 469,06 | 482,64 | 482,76 | 479,70 | 482,64 | 482,65 | 481,93 | 482,64 | -
smérZ |1806,46 [1813,22 (1755,91 (1806,09 [1806,56 {1795,72 |1806,09 [1806,12 | 1804,0 |1806,09 | -
smér Y 754,37 | 760,95 | 712,76 | 753,98 | 754,45 | 748,19 | 753,97 | 754,00 | 752,67 | 753,97 -
3 smérZ |1955,84 |2855,77 |3265,22 |2821,27 [2823,03 (2800,71 (2821,24 |2821,36 | 2817,5 |2821,24 | -
smér Y - 2142,52 |2668,24 |1930,74 |1937,96 {1876,21 (1930,35 |1930,85 | 1918,7 |{1930,34 | -
4 smér Z - 8006,29 (5642,46 |7215,06 |7242,07 |7021,14 |7213,61 |7215,47 | 7180,0 |7213,58 -
smér Y - 2847,33 |15289,9 | 2443,9 |2458,31 [2351,02 (2443,08 |2444,08 | 2426,6 [2443,07 -
> smér Z - 20069,8 |15289,9 |9131,24 |9783,14 (11329,6 (9128,19 |9131,96 | 9144,7 [9128,13 -

Tab.2.2 prut L=8m, soustredénd hmota 130kg (195%), charakteristiky priirezu 1100, vysokd smykovd

tuhost priirezu (na trovni Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy kubicky prvek

ANSYS - vysledky vypoctu programem ANSYS, konzistentni matice hmotnosti

Consist. - vysledky vypoctu programem BEAMER, konzistentni matice hmotnosti

L.M. - vysledky vypoctu programem BEAMER, soustfedéna matice hmotnosti

anlt. - analyticky vypocet
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Priklad ¢. 3:

Vlastni tvary, konzola se spojité rozlozenou hmotou.

S =0,00106
L=8
Jy=171e-6
Jz =0,122e-6
J =0,128e-7
E=21ell
mi = 0,33
ro= 7850

pp = 4/8/16/160
prut = 188

tvaru = 36

plocha pti¢ného priifezu prutu/profilu [m?]

délka nosniku [m]

moment setrvaénosti k ose Y [m*]

moment setrvaénosti k ose Z [m*]

torzni konstanta (moment setrvacnosti) v krutu [m4]
Youngtiv modul pruznosti [Pa]

Poissonova konstanta [-]

hustota materidlu nosniku [kg/m?]
pocet prvki po délce konzoly [-]

typ prutu [-]

pocet tvard [-]

Obr.3.1 Souradny systém I profilu
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8m

Obr.3.2 Okrajové podminky konzoly

Viastni vl. frekvence pro pocet koneénych prvki
tvar 4 8 16 160
& lorogram |ANSYS |Consist. | LM. |ANSYS |Consist. | LM. |ANsys (O™t M. [Ansys anit
smérY | 049] 049] 047| 049 049] 048] 049| 049| 048 049 0,49
vV kmerz | 183 182 176| 182| 182| 180 182| 182 18| 18| 1,8
, pmérY | 355 304| 273| 36| 304| 295| 307| 3,08| 302| 304|304
smérz | 13,27| 11,39| 10,22 | 11,82| 11,38| 11,06| 11,49| 11,38 11,30 11,38(11,38
sméry |13,61| 858| 7,15| 952| 852 810| 875| 851| 840| 852| 851
> lmerz | s087| 32,09| 3349| 3560| 31,86| 3030| 3273| 31,84| 3145| 3185|3187
smér Y - 16,92 | 14,92| 21,02| 16,72| 1549| 17,64| 16,68| 1636| 16,69 |16,68
b ez - 80,11 | 5531 | 7851| 6249| 57,99| 6593| 62,36| 61,23| 62,38 (62,46
smér Y - 31,47 | 26,76 | 41,28 27,73| 2496 | 30,32| 27,58| 26,85| 27,60|27,58
> kmérz - | 162,67|155,64|153,81| 109,53 | 118,41 |113,15|103,00 | 103,21 | 103,0 |103,2

Tab.3.1 konzola L=8m, charakteristiky prurezu 1100, vysokd smykovd tuhost prirezu (na trovni
Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy linedrni prvek
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vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 4 8 16 160
c. program |ANSYS [Consist. | L.M. | ANSYS [Consist. | L.M. [ ANSYS [Consist. | L.M. ANSYS anit
L smér Y 0,49 0,49 0,47 0,49 0,49 0,48 0,49 0,49 0,48 0,49| 0,49
smér Z 1,82 1,82 1,76 1,82 1,82 1,80 1,82 1,82 1,81 1,82 1,82
5 smér Y 3,04 3,04 2,73 3,04 3,04 2,95 3,04 3,04 3,02 3,04 | 3,04
smér Z 11,38 11,39 10,22 11,38| 11,38 11,06| 11,38| 11,38| 11,30 11,38 | 11,38
smér Y 8,52 8,58 7,15 8,51 8,52 8,10 8,51 8,51 8,40 8,51| 8,51
3 smér Z 31,86 32,09| 33,49| 31,84| 31,86| 30,30| 31,84| 31,84 3145 31,84 | 31,87
smér Y 16,75 16,92 | 14,92| 16,68| 16,72| 15,49| 16,68| 16,68| 16,36 16,68 | 16,68
‘ smér Z 62,59| 80,11| 5531| 62,35| 62,49| 57,99| 62,35| 62,36| 61,23| 62,35| 62,46
smér Y - 31,47 | 26,76 | 27,58| 27,73| 24,96| 27,57| 27,58| 26,85 27,57 | 27,58
> smér Z - 162,67 | 155,64 | 102,99 | 109,53 | 118,41 | 102,95 | 103,00 | 103,21 | 102,95| 103,2

Tab.3.2 konzola L=8m, charakteristiky prirezu 1100, vysokd smykovd tuhost prirezu (na trovni

Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy kubicky prvek

ANSYS - vysledky vypoctu programem ANSYS, konzistentni matice hmotnosti

Consist. - vysledky vypoctu programem BEAMER, konzistentni matice hmotnosti

L.M. - vysledky vypoctu programem BEAMER, soustfedéna matice hmotnosti

anlt. - analyticky vypocet

-10-
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Priklad ¢. 4:

Vlastni tvary, konzola se soustfedénou hmotou.

S =0,00106
L=8
Jy=171e-6
Jz =0,122e-6
J =0,128e-7
E=21ell
mi = 0,33

ro=1

Pp = 4/8/16/160

prut = 188
tvaru = 36
amas = 100

plocha pti¢ného priifezu prutu/profilu [m?]

délka nosniku [m]

moment setrvaénosti k ose Y [m*]

moment setrvaénosti k ose Z [m*]

torzni konstanta (moment setrvacnosti) v krutu [m4]
Youngtiv modul pruznosti [Pa]

Poissonova konstanta [-]

hustota materidlu nosniku [kg/m?]

pocet prvki po délce konzoly [-]
typ prutu [-]
pocet tvard [-]

hmota soustfedéna na konec konzoly [kg]

Obr.4.1 Souradny systém I profilu

-11-
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Obr.4.2 Okrajové podminky konzoly
vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 4 8 16 160
. program | ANSYS |Consist. | L.M. [ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS anit.
smér Y 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20| 0,20 0,20 0,20 0,20( 0,20
! smér Z 0,74 0,73 0,73 0,73 0,73 0,73| 0,73 0,73 0,73| 0,73| 0,73
5 smérY |216,44| 188,62 | 187,05 | 194,85| 188,51 | 188,17 | 190,05 | 188,50 | 188,42 |188,51 | -
smérZ |810,17| 706,06 | 700,25 | 729,39 | 705,64 | 704,45 | 711,43 | 705,61 | 705,39 |705,67 | -
smérY |993,14| 614,65| 587,77 | 679,19 | 611,09 | 606,67 | 626,79 | 610,85 | 609,86 |610,99 | -
3 smér Z 3714,4| 2446,9 | 2967,1| 2541,3 | 2286,6 | 2271,0 | 2345,3 | 2285,7 | 2282,9 |2286,3 | -
smérY - 1303,1 | 1323,9|1598,6 | 1276,6 | 1330,3 | 1344,4 | 1274,4 | 1331,9 (1275,0| -
‘ smér Z - 6274,6 | 4417,7 | 5976,1 | 4809,1 | 4692,6 | 5027,4 | 4766,4 | 4752,8 |4768,4| -
smér Y - 2299,9 | 2200,2|3272,6| 2190,0 | 2109,0 | 2388,8 | 2179,8 | 2165,3 [2181,1| -
> smér Z - 9217,9| 11080, | 12210, | 8218,6 | 8610,1 | 8924,1 | 8145,4 | 8102,5 [8149,9| -

Tab.4.1 konzola L=8m, charakteristiky prurezu 1100, vysokd smykovd tuhost pririezu (na trovni
Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy linedrni prvek

-12 -
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vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 4 8 16 160
. program | ANSYS |Consist. | L.M. [ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS anit.
1 smér Y 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20| 0,20| 0,20
smér Z 0,73 0,73 0,73 0,73 0,73 0,73 0,73 0,73 0,73| 0,73| 0,73
5 smérY 188,5| 188,62 | 187,05| 188,5| 188,51 | 188,17 | 188,50 | 188,50 | 188,42 [188,50 | -
smérZ |705,62| 706,06 | 700,25 | 705,62 | 705,64 | 704,45 | 705,62 | 705,61 | 705,39 |705,62 | -
smérY |611,05| 614,65 | 587,77 | 610,84 | 611,09 | 606,67 | 610,84 | 610,85 | 609,86 |610,84 | -
3 smér Z 2320,5| 2446,9 | 2967,1| 2285,8| 2286,6 | 2271,0 | 2285,7 | 2285,7 | 2282,9 |2285,7 | -
smérY - 1303,1 | 1323,9|1274,5| 1276,6 | 1330,3 | 1274,4 | 1274,4 | 1331,9 |1274,4| -
4 smér Z - 6274,6 | 4417,7 | 4766,2 | 4809,1 | 4692,6 | 4765,9| 4766,4 | 4752,8 |4765,9| -
smér Y - 2299,9 | 2200,2 | 2179,8| 2190,0 | 2109,0 | 2179,2 | 2179,8 | 2165,3 |2179,2| -
> smér Z - 9217,9 | 11080, | 8144,9 | 8218,6 | 8610,1 | 8142,8 | 8145,4|8102,5|8142,7| -

Tab.4.2 konzola L=8m, charakteristiky prirezu 1100, vysokd smykovd tuhost priirezu (na
Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy kubicky prvek

ANSYS - vysledky vypoctu programem ANSYS, konzistentni matice hmotnosti

Consist. - vysledky vypoctu programem BEAMER, konzistentni matice hmotnosti

L.M. - vysledky vypoctu programem BEAMER, soustfedéna matice hmotnosti

anlt. - analyticky vypocet

-13-
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Priklad ¢. 5:

Vlastni tvary, ram.

S =0,00106 plocha pti¢ného prafezu prutu/profilu [m2]
a=>5 délka ramu [m]

b=3 vySka ramu [m]

Jy=171e-6 moment setrvacnosti k ose Y [m4]

Jz =0,122e-6 moment setrvacnosti k ose Z [m4]

J =0,128e-7 torzni konstanta (moment setrvac¢nosti) v krutu [m4]
E=21ell Youngtiv modul pruznosti [Pa]

mi =0.33 Poissonova konstanta [-]

ro=7850 hustota materialu nosniku [kg/m3]

pp = 1/2/3/160 pocet prvki po délce prutu [-]

prut = 188 typ prutu [-]

tvaru = 36 pocet tvart [-]

Obr.5.1 Souradny systém I profilu

-14 -
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Obr.5.2 Okrajové podminky ramu
vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 3 6 12 160
. program | ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS |Consist. | L.M. |ANSYS | Consist. | L.M. |ANSYS Gllis
1 v roviné 254,03 2,48 | 2,26 2,85 2,48 2,44 2,55 2,48 2,47 2,48 | -
pricné 6,8 7,60 551| 6,10 574| 5,72| 5,83 573| 5,73| 5,74| -
5 v roviné | 270,13 5,80| 5,38| 10,56 563| 522| 6,37 558| 554| 5,58]| -
pricné 9,59 886| 9,66 9,23 885| 7,49| 9,04 884 | 8,43| 896| -
Vv rovine 381,63 | 19,43 | 11,83 | 45,47 15,88 | 11,73 | 18,92 14,88 | 14,43 | 14,84 | -
3 pricné 28435| 70,46 30,96 | 29,31| 22,60| 15,84 | 24,32 22,55 | 20,32| 22,67| -
A vroviné | 384,51| 25,47|17,41|333,81| 18,56| 11,78| 22,56 18,35 | 18,18 | 18,33 -
pricné 396 40 - - 90,86 | 63,52| 43,26 | 67,93 54,49 | 46,32| 54,52 -
v roviné 8892,1 - - 343,21 25,99 | 16,31 | 34,72 23,04 | 22,29| 2294 -
> pficné | 526 818 - - 125,82 | 72,14| 56,38 | 76,95 67,58 | 51,42| 66,97 | -

Tab.5.1 ram délky a=5m, vysky b=3m, charakteristiky priirezu 1100, vysokd smykovd tuhost prurezu (na
urovni Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy linedrni prvek

-15-
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vlastni vl. frekvence pro pocet konecnych prvki
tvar 3 6 12 160
c. program |ANSYS [Consist. | L.M. |ANSYS | Consist. | L.M. |[ANSYS | Consist. | L.M. |ANSYS .
vroving | 2,48| 2,48| 226 248 2,48 2,44| 2,48 2,48| 2,47| 248] -
1 pticné 5,74 7,60 5,51 5,74 5,74 5,72 5,73 5,73 5,73 574 | -
5 v roviné 5,78 5,80 5,38 5,58 5,63 5,22 5,57 5,58 5,54 557 -
pricné 8,97 8,86 9,66 8,95 8,85 7,49 8,95 8,84 | 843 8,95 | -
vroviné | 17,11 19,43 | 11,83 | 14,98 15,88 | 11,73 | 14,84 14,88 | 14,43 | 14,83 -
3 pricné 61,27 70,46 | 30,96 | 22,68 22,60 | 15,84| 22,67 22,55| 20,32 | 22,67 -
A v roviné | 23,53 25,47 | 17,41| 18,35 18,56 | 11,78 | 18,33 18,35| 18,18 | 18,32 -
pficné 73 06 - - 54,92 63,52 | 43,26| 54,52 54,49 | 46,32| 54,51 | -
v roviné | 36,84 - - 23,27 25,99 | 16,31| 22,94 23,04 | 22,29| 22,94 -
> pricné 85,94 - - 67,15 72,14 | 56,38 | 66,96 67,58 | 51,42| 66,96 | -

Tab.5.2 ram délky a=5m, vysky b=3m, charakteristiky priirezu 1100, vysokd smykovd tuhost priifezu (na

urovni Youngova modulu pruznosti v tahu), dvouuzlovy kubicky prvek

ANSYS - vysledky vypoctu programem ANSYS, konzistentni matice hmotnosti

Consist. - vysledky vypoctu programem BEAMER, konzistentni matice hmotnosti

L.M. - vysledky vypoctu programem BEAMER, soustfedéna matice hmotnosti

anlt. - analyticky vypocet

-16 -
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Priklad ¢. 6:

Srovnéni posuvill pro prvni a druhy tvar prostého podepteného prutu.

S =0,00106
L=8
Jy=171e-6
Jz =0,122e-6
J =0,128e-7
E=21ell
mi = 0,33
ro= 7850

pp =38
prut = 188

tvaru = 36

plocha pti¢ného priifezu prutu/profilu [m?]

délka nosniku [m]

moment setrvaénosti k ose Y [m*]

moment setrvaénosti k ose Z [m*]

torzni konstanta (moment setrvacnosti) v krutu [m4]
Youngtiv modul pruznosti [Pa]

Poissonova konstanta [-]

hustota materidlu nosniku [kg/m?]

pocet prvki po délce prutu [-]

typ prutu [-]

pocet tvard [-]

Obr.6.1 Soutadny systém I profilu
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Obr.6.2 Okrajové podminky prutu

posuvy ve sméru osy Y

. uzlu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Zdroj
1. 0 0,3827 0,7071 0,9239 1,0 0,9239 0,7071 0,3827 0 Beamer
vlastni 0 0,3827 0,7067 0,9237 1,0 0,9237 0,7067 0,3827 0 ANSYS
tvar 0 0,3827 0,7072 0,9239 1,0 0,9239 0,7072 0,3827 0 anlt.

2. 0 0,7071 1,0 0,7071 0 -0,7071 1,0 -0,7071 0 Beamer
vlastni 0 0,7068 1,0 0,7068 0 -0,7068 1,0 -0,7068 0 ANSYS
tvar 0 0,7072 1,0 0,7072 0 -0,7072 1,0 -0,7072 0 anlt.

Tab.6.1 Tabulka srovndni posuvii pro prvni a druhy vlastni tvar prostého podepreného prutu

Beamer - vysledky vypoctu programem BEAMER
ANSYS - vysledky vypoctu programem ANSYS

anlt - vysledky analytického vypoctu

-18-
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LINE STRESS AN SYS
STEP=1 R16.0
SUB =1
FREQ-1.36194 PLOT Ko, 1
TRAN Y TREN Y .
M = 00170 elemer.)t. BEAM188
BIEM=1 deleni: 160
MAY =.173321 + I
ELR=81 tvary: 36
|
.001702 .039839 077977 .116114 .154252
.02077 .058908 .097046 .135183 .173321

Obr.6.3 Prvni vlastni tvar vose Y, f=1,362Hz
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LINE STRESS AN SYS
STEP=1 R16.0
Eggcig.44841 PIOT No. 1
TRAN Y TREN Y element: BEAMISS

deleni: 160

MIN =-.173283

Tl l%%’SZSE
MAX =. + R
ETRM=AT tvary: 36

-.09 - .05 2134775
096268 019254 057761 [ 134775 -

=.173283
175283 .019254

—.134775 —.057761

Obr.6.4 Druhy vlastni tvar v ose Y, f=5,448Hz

-20-




