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Abstrakt

Tato prace se zabyva studiem teorie her a kooperativni teorie her v kombinaci s teorii
grafl. Vyuzivanym matematickym modelem hry je zde hra ve tvaru s charakteristickou
funkci. Pro urceni optimalniho rozdéleni zisku u kooperativnich her je zavedeno jadro hry a
Shapleyho hodnota. Na prikladech je ukdzan vyznam jejich pouziti. Z teorie grafi jsou zde
vyuzity orientované i neorientované ohodnocené ¢i neohodnocené grafy pro reprezentaci
vztahti mezi hradi a siti, na kterych se hra a mozna rozhodnuti hrac¢t odehréavaji.

Summary

The subject of this thesis is to introduce game theory and cooperative game theory in
relation to graph theory. Game in characteristic function form is used to model the coope-
rative game. The optimal division of payoff among the players is determined by means
of Shapley value and game kernel. Examples of practical use are presented. To examine
more complicated game network or to express relationship between players both directed
and undirected graphs are used.
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Uvod

Predstavte si sami sebe v situaci, kdy se ocitnete pred néjakym dtlezitym rozhodnutim.
Nejste vSak v této tzv. rozhodovaci situaci sami. Jsou zde zaroven i jiné subjekty, které
se soucasné rozhoduji. Tato rozhodnuti se samoziejmé mohou do zna¢né miry ovliviiovat.
Vy napriklad vite, co by pro vas ve finale bylo nejvyhodnéjsi, ale s neurcitosti rozhodnuti
ostatnich nevite, které vase rozhodnuti k nejvyhodnéjsimu vysledku povede. Jak se tedy
v takové situaci zachovat?

Na tuto a ostatni s ni spojené otazky odpovidéd matematickd disciplina zvand teorie
her. S tou se seznamime v prvni kapitole. V té dalsi se potom zaméfime na specifi¢téjsi
oblast teorie her, a to na hry kooperativni. Neni totiz od véci uvazovat, ze néktefi tcastnici
tohoto rozhodovani spoji sily a domluvi se na spolecné strategii. Potom se ale okamzité
nabizi dalsi otazka. Jak se za takovou spolupraci odvdécit? I na to budeme hledat odpovéd.

A co kdyz jesté k tomu uvazujeme specifické vztahy mezi Gcastniky rozhodovani? Nebo
se ono rozhodovani mize tykat néjaké sité, napft. silni¢ni sité mezi mésty. Potom uz je
tfeba zapojit i teorii grafii. Takové situace jsou pak naplni tieti a ¢tvrté kapitoly, kde je
vSe nazorné ukazano na konkrétnich prikladech.



Kapitola 1

Teorie her

Tato i nasledujici kapitola vychazi z [2], [3], [5], [6].

Nejprve se seznamime s teorii her. Rozhodovaci situaci zde nazveme hrou a jeji icast-
niky hrdaci. Mozné rozhodnuti vSech hract oznacime jako strategie a pro vyjadieni vy-
hodnosti neboli zisku pro urcitého hrace pri volbé urcitych strategii zavedeme hodnotu,
kterou budeme nazyvat vyplata.

Nyni potfebujeme hru vyjadiit ve tvaru, se kterym budeme schopni dale operovat.
Takovych matematickych modelt hry existuje vice, my si zde pfedstavime pouze ty hlavni
a pro nas uzitecné.

1.1 Hra v explicitnim tvaru

Explicitni tvar je nejkomplexn€jsi popis dané hry. V tomto modelu uvazujeme nad postup-
nymi po sobé probihajicimi rozhodnutimi. Neomezuje néas to vsak pouze na hry, ve kterych
nemuze vice rozhodnuti nastat ve stejny moment. V takovém pripadé mtizeme zavést tzv.
informac¢ni mnoziny, které nam rozlisi predesla rozhodnuti na ta, ktera aktualné jednajici
hrac zna, a ta, ktera nikoliv. Tento model tedy dokaze zaznamenat vSechny situace, které
ve hfe mohou nastat, tak, ze je vyjadri ve stromovém diagramu, kde uzly predstavuji kaz-
dou konkrétni situaci, hrany z uzlu vychézejici predstavuji mozna ucinitelna rozhodnuti
a kazdému hraci odpovida urcité patro ¢i patra onoho diagramu.

Pro kazdou hru je model velice specificky a musime na kazdou hru nahlizet jednotliveé.
Zde tento model nebudeme déle pouzivat. Uvedeme jen priklad.

Priklad 1.1. Méjme hromddku se tremi kulickami a dva hrace, kteri postupné kulicky
z hromadky tahaji. Kazdy z hracu md moznost vzit jednu ¢i dvé kulicky. Hrac, ktery vytdhne
posledni kulicku, hru vyhrdva.

Model nam zobrazuje obrazek 1.1, kde uzly znazornuji zbyvajici kulicky na hromadce
a hrany pocet kulic¢ek, které hrac¢ na tahu v daném kole bere.

1.2 Hra v normalnim tvaru

Pro snadnéjsi operace s modelem je tfeba ve hfe v explicitnim tvaru néco zanedbat. A
kdyz zanedbame, ze vSechna rozhodnuti prichazi v urcitém poradi, dostaneme tzv. hru
v normalnim tvaru. Jedna se o zménu v tom, ze v tomto modelu provadi hraci vsechna
rozhodnuti soucasné. Lze vSak ukazat, Ze kazdou hru v explicitnim tvaru jde na hru
v normalnim tvaru prevést se zachovanim i této vlastnosti, nemusime o ni tedy nutné
prijit.



hrac 1

hrac 2

hrac 1

vyhréva vyhravé
hrac 2 hrac 2

vyhrava
hrac 1

Obrazek 1.1: Hra v explicitnim tvaru z ptikladu 1.1

Definice 1.2. Necht N = {1,...,n} je neprdzdnid mnoZina o n prvcich, které pred-
stavuji hrace, jez budeme pro ptfehlednost znacit ¢isly 1,...,n. Dale méjme n mnozin
Aq, ..., A,, kde A; je mnoZina strategii i-tého hrdace, a kartézsky soucin téchto mnozin
oznatme A = A; X --- x A,. Nakonec budiz déna funkce 7: A — R", kde 7(a) =
(m1(a),...,mn(a)) pro vSechna a € A. Funkci m;: A — R pak budeme nazyvat vyplatni
funkci i-tého hrdce. Hrou v normdlnim tvaru potom rozumime trojici (N, A, 7).

Opét si uziti modelu ukazeme na prikladu konkrétni hry.

Priklad 1.3. Uvazujme aukci se tremi zdjemci o jeden proddvany predmét. Prodej probihd
systémem tzv. Vickreyovy aukce, ve které aukci vyhrdva ten, kdo nabidne nejvyssi nabidku,
ale zaplati cenu, kterou nabidl ucastnik s druhou nejvyssi nabidkou. Proni zdjemce si
predmet ceni na hodnotu 100, druhy na hodnotu 150 a treti na hodnotu 200. Tyto hodnoty
tedy budou 1 jejich nejvyssimi nabidkami. Nejnizsi nabidku limituje minimalni cena, za
kterou bude predmét prodan, ktera cini 10. Pri shodé nabidek vyhrdvd aukci zdjemce s
vyssim poradovym cislem.

Mnozina hract je zfejma:

N ={1,2,3}
Strategie vyjadiime nasledovné:
A= {(&1,@2,@3) ‘ a) € <10, 100),(12 S <10, 150),@3 € <10,200>}
Vyplatni funkce obdrzime v nasledujicim tvaru:

100 — max{as,as} kdyz a1 >ay a a; > as

7T1(a1,a2,a3) = {

0 jinak
150 — max{aj,a3} kdyz ay>a; a as > ag
7T2(661,a2,a3) = 0 ok
jina
200 — max{ay,as} kdyz az>a; a az > as
0 jinak

7T3(G1, a2, Cls) = {



1.3 Hra ve tvaru s charakteristickou funkci

Jelikoz se v druhé kapitole budeme bavit o kooperativnich hrach s pfenosnou vyhrou, t;j.
hrach, kde mohou urciti hraci vytvorit dohodu, spolupracovat pii volbé strategii a nasledné
si vyplatu hry prerozdélit, jsou zde nejdiive uvedeny definice nékterych dilezitych pojmi.

Definice 1.4. Mé&jme hru v normalnim tvaru s mnozinou hrac¢u N = {1,...,n}. Mnozinu
S C N nazveme koalici. Specialné mnozinu S = @ budeme nazyvat prazdna koalice a
mnozinu S = N wvelkd koalice. Mnozinu vsech koalic budeme znacit 2V = {S | S C N}.
MnoZinu strategii koalice S potom definujeme jako Ag =[], ¢ Ai.

Pro vyplatni funkci koalice S budeme uzivat oznaceni mg(a), kde a € A. Protoze se
nam bude jednat o pfenosnou vyhru a jeji nasledné prerozdéleni, mizeme za vyplatu
koalice povazovat soucet vyplat jednotlivych ¢leni této koalice. Vyplatni funkce libovolné
koalice S bude tedy pro vSechna a € A vypadat nasledovné:

ms(a) = Z mi(a)

€S

Ziejmé a = f(5,as,an\s), kde f je funkce slouzici k uspofadani jednotlivych slozek
vektorit ag a ans do vektoru a pro kazdou koalici S maticové definovand ve tvaru
f(S,as,ans) = as - K +ang - L, kde ag € Ag,an\s € An\g, K je matice |S| x |N|
ve schodovitém tvaru, kterda ma pravé jednu jednicku v kazdém radku a v kazdém i-tém
sloupci, jestlize i-ty hra¢ je v koalici S, jinak nuly, a L je matice (|[N| — [S]|) x |N]|
ve schodovitém tvaru, kterd ma prave jednu jednicku v kazdém tadku a v kazdém i-tém
sloupci, jestlize i-ty hrac¢ neni v koalici S, jinak nuly. Mtzeme tedy vyplatni funkci znacit
ms(f(S,as,anms)). Je ziejmé, Ze koalice S bude volit strategii ve snaze tuhle hodnotu
maximalizovat. Pokud se vSak dale budeme bavit o minimalni dosazitelné vyplaté, je
tfeba uvazovat vyplatu, kterou ma koalice zarucenu pfi libovolné volbé strategii ostatnich
hract. Muzeme predpokladat, Ze ti vytvoii koalici N\S a my potom hleddme minimalni
vyplatu koalice S pres vSechny strategie koalice N\ S. Tuhle tvahu vyjadiime jako dvé
funkce pro S € 2V\ {2, N}:

v (S) = max ( migl (Wg(f(S,aS,aN\S)))> (1.1)
as€As \an\s€AN\s

VP (S) = migl (majc (ms(f(S, ag,aN\S)))) (1.2)
an\sE€AN\s \asEAs

Pro libovolnou funkci F: R? — R, pro niz nasledujici minimum a maximum existuje,
ziejmé pro vSechna x,y, na kterych je funkce definovana plati tato nerovnost:

min (F(z,y)) < max (F(z,y))
Jelikoz nerovnost plati pro vSechna z,y, nezméni se znaménko nerovnosti ani pii této
uprave:

max (min (F(z, y))) < min (mgx (F(z, y)))

T Y

Pro libovolnou koalici S € 2V\{&, N} tak snadno vidime platnost nasledujici nerov-
nosti:

v*(S) < v9(S)



7 tohoto divodu, kdyz se budeme déle bavit o miniméalni dosazitelné vyplaté, budeme
mit na mysli funkci ve tvaru (1.1). Funkci v nyni zavedeme pomoci v a dodefinovanim
hodnot pro prazdnou koalici S = @ a velkou koalici S = N:

max( min (Wg(f(S,ag,aN\S)))> pro S € 2N\{@, N}

as€As \an\s€AN\s

v(S) =9 max (rs(as)) pro S=N (1.3)
ag€Ag
0 pro S=0

\
Nyni mtzeme pfejit k samotné definici hry ve tvaru s charakteristickou funkeci.

Definice 1.5. Necht N je mnozina hract a v: 2V — R je funkce, ktera pfifazuje kazdé
koalici S € 2V minimalni dosazitelnou vyplatu v(S) ve tvaru (1.3). Tuto funkci nazveme

charakteristickd funkce. Hrou ve tvaru s charakteristickou funkci potom rozumime dvojici
(N, v).

Vidime, Ze pouzitim tohoto modelu zanedbame mnoho informaci o samotné hie. Ne-
vime naptiklad, ktera volba strategii povede k jakému vysledku, ale pouze, jaky vysledek
maji hraci zajistén. Nicméné budeme model pouzivat z toho divodu, Ze pfimo podava
informace o vyhodnosti tvorby urcitych koalic.

Opét si uziti modelu priblizime pfikladem.

Priklad 1.6. Pokracujme v rozboru aukce uvedené v prikladu 1.3 a prevedme hru do tvaru
s charakteristickou funkci.

MnozZina hract zistava nezménéna.
N ={1,2,3}

2% = {o, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {13}, {2,3},{1,2,3}}
Nyni z vyplatnich funkei jednotlivych hraci uréime vyplatni funkce koalic a nasledné
hodnoty charakteristické funkce.

100 — max{as,as} kdyz a3 >ay a a; >as
Z mi(a1,ag,a3) = ¢ 150 — max{ai,as} kdyz as>a; a ag > as
e 0 jinak
100 — max{ag, a3} kdyz a3 >ay a a; > a3
Z mi(a1,az,a3) = ¢ 200 — max{ay,ax} kdyz a3z >a; a az>ay
1e{L.3} 0 jinak

(150 — max{ay,a3} kdyz ays>a; a as > a3

Z mi(a1,az,a3) = ¢ 200 — max{ay,ax} kdyz a3 >a; a az> as
ie{23) L 0 jinak

100 — max{ag,as} kdyz a3 >ay a a3 > ag

Z mi(ay,az,a3) = ¢ 150 — max{ai,az} kdyz a2 >a; a ay > as

1e{1,2,3} 200 — max{ay,as} kdyz az>a; a az > ay



min (7 al,ag,ag))) =0
asz,as

v({1}) max(
v({2}) = max <m1n o al,ag,ag))> —0

al,a:

v({3}) = max <m1n 3 al,aQ,ag))) =50

ay,a2

v({1,2}) = max min Z mi(a1, ag, as) =0

ai,a2
1€{1,2}

v({1,3}) = max mln ( mi(a1, as, az)
ai,as
1€{1,3}

az,as

ai,a2,a3

v({2,3}) = max mln mi(ay, az, ag) =100
16{2 3}

({1,2,3} = Imnax v al,&g,ag =190
16{123}

Hru tedy timto mame vyjadienu dvojici (N, v)



Kapitola 2

Kooperativni hry

Existuje mnoho riznych déleni her, jako napiiklad hry kooperativni a nekooperativni, hry
konec¢né a nekonecné, hry s konstantim souctem a s nekonstantnim souctem a dalsi. My
se zde zaméfime na prvni zminéné deéleni, presnéji na hry kooperativni. Ptjde o hry, kde
spolu mohou hraci tvotit koalice a nasledné si prerozdélit vyplatu ze hry. Pro vyjadieni
téchto her budeme vyuzivat uvedeny model hry ve tvaru s charakteristickou funkci.

Nejprve si predstavime nékteré dulezité vlastnosti takovych her a potom piejdeme
k riznym pohlediim na prerozdéleni vyplat mezi hrace.

2.1 Zakladni vlastnosti

Definice 2.1. Necht M je systém mnozin takovy, ze pokud S, T € M, pak i SUT € M.
Rekneme, ze funkce F: M — R je superaditivni, pokud pro vsechny mnoziny S,7 € M
takové, ze S N'T = &, spliuje nerovnost

FSUT)>F(S)+ F(T). (2.1)
Pokud je splnéna pouze rovnost
F(SuT)=F(S)+ F(T), (2.2)
funkce F' se nazyva aditivni.

Véta 2.2. Charakteristickd funkce v je superaditivni.

Vétu neni slozité dokazat, vyzaduje to vSak jisté preznaceni, a proto pro jeji dikaz
odkazuji na [5].

Definice 2.3. Necht v je charakteristicka funkce hry (N, v). Je-li funkce v aditivni, potom
hru (N, v) nazveme nepodstatnou. Hru, kterd neni aditivni, nazveme podstatnou.

Véta 2.4. Hra (N,v) je nepodstatnd prdvé tehdy, kdyz plati

S u({i}) = o). (2.3)

1EN

Hra (N,v) je podstatnd pravé tehdy, kdyZz plati

> w({i}) < v(N). (2.4)

1EN



Dikaz. Pro nepodstatnou hru vlastnost plyne pfimo z definice aditivity.
Z vlastnosti (2.4) vidime, ze neni splnéna aditivita, ¢ili se jedna o hru podstatnou.
V opacném sméru ze superaditivity charakteristické funkce v dostaneme nerovnici

> o({i}) < v(N),
ieN
ale jelikoz dle definice je podstatna ta hra, ktera neni aditivni, musi platit i
> o({i}) # v(N),
iEN
z ¢ehoz dostavame vlastnost (2.4). O

Kdyz budeme dale premyslet nad vytvofenim velké koalice a nasledném prerozdéleni
vyhry, je tfeba jej urcit tak, aby pro zadného hrace nebylo vyhodné koalici opustit. Proto
zde definujeme vektor moznych vyplat jednotlivych hraci, ktery budeme nazyvat impu-
tace.

Definice 2.5. Imputace hry n hracu (N,v) je vektor z = (z1,...,x,) € R™, pro ktery
plati
i) 2z =wu(N),
iEN
(i)  x; > v({i}) pro vSechna i € N.
Pro mnozinu vSech imputaci hry potom budeme pouzivat znaceni I(v).

Vlastnost (i) pfedstavuje tzv. kolektivni racionalitu a vlastnost (ii) tzv. individudlni
racionalitu.

Piiklad 2.6. Urceme mnoZinu vSech imputaci nami rozebrané aukce (priklady 1.3, 1.6).

Ty + X9+ 23 = U({l, 2, 3}) = 190,
1 >v({1}) =0, z3>v({2})=0, z3>v({3}) =50

I(v) = {(x1,x2,23) | 1 + 29 + 23 = 190,21 > 0,29 > 0,23 > 50}
U her t¥i hra¢t budeme ke grafickému znézornéni ¢asto uzivat tzv. 2—simplex (tj.
trojtihelnik), kde je FeSeni nazorné. Obecné mizeme pouzit n—simplex ke znézornéni pro
hry n + 1 hrach. Mnozina vSech imputaci této hry je zndzornéna na obrazku 2.1.

7 definice imputace snadno vidime, Ze nepodstatné hry budou mit pravé jednu im-
putaci a podstatné hry nekoneéné mnoho imputaci. ReSeni rozdéleni vyplat mezi hrace
je tedy pro nepodstatné hry elementarni. Ve zbylé casti této kapitoly se budeme zabyvat
zpusoby rozdéleni vyplat pro hry podstatné.

2.2 Jadro hry

Definice 2.7. Rekneme, 7e imputace z € I(v) dominuje imputaci y € I(v), pokud
existuje neprazdnd koalice S € 2V takov4, Ze plati

1) > @ <w(S),

1€S

(i) = >wy; pro vsechnaie€ S.



(0,0, 190)

[N

(190,0,0) (0,190, 0)

Obrazek 2.1: 2—simplex zobrazujici mnozinu vSech imputaci pro priklad 2.6

Tedy pokud imputace x dominuje imputaci y, pak existuje koalice, ktera uprednostinuje
rozdéleni vyplat x pred y a mlze si je sama zajistit.

Definice 2.8. Jddrem hry n hrac¢a (N, v) nazveme mnozinu C(v) pfedstavujici mnozinu
vektortt © = (x1,...,2,) € R", pro které plati

i€N
(i) >SS a; >w(S) pro viechny koalice S € 2V,
i€s
Z definice je tedy ziejmé, ze C'(v) C I(v).

Véta 2.9. Imputace © € I(v) je prvkem C(v) prdvé tehdy, kdyZ neezistuje imputace
y € 1(v), kterd by imputaci x dominovala.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze takova imputace y existuje. Potom existuje neprazdna
koalice S € 2V takova, Ze plati
Z yi < v(S)

ics
a zaroven
y; > x; pro vSechna i € S

Zyi > sz

i€S €S

a tedy i

Tim se vSak dostavame ke sporu

v(S) > Zyl > sz > v(9).

i€S ieS

Nyni predpoklddejme, %e x € I(v) neni prvkem C(v). Pak existuje koalice S € 2V

takova, ze plati
in < v(9).

i€S
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Koalice S si v8ak vyplatu v(S) dokaze zajistit, ¢ili existuje imputace y € I(v) spliiujici

Z?Jz’ = v(5)

€S

a tedy

oy w

i€S €S

Pak 1ze ziejmé zvolit imputaci y takovou, ktera pro vSechna ¢ € S spliuje
Yi > Ly,
a ta imputaci x dominuje. Tim se opét dostavame ke sporu a véta je dokazana. O

Piiklad 2.10. Nyni pro nasi aukci (priklady 1.3, 1.6, 2.6) urceme jadro hry.

1+ x2 + 23 = v({1,2,3}) = 190,
1 >v({1}) =0, x2>v({2}) =0, z3>v({3}) =50,
1+ 22 > 0({1,2}) =0,
1+ x3 > v({1,3}) = 50,

xe + 23 > v({2,3}) = 100

C(v) = {(x1, 22, 23) | x1 + 22 + x5 = 190,21 > 0,29 > 0,23 > 50, 25 + 23 > 100}
Obrazek 2.2 ndm zobrazuje jadro hry graficky.

(0,0,190)

@
\\\) x3 = 50
2

(190, 0, 0) (0,190, 0)

Obrazek 2.2: Grafické feseni ptikladu 2.10

Jadro vsSak nemusi pokazdé néjakou imputaci obsahovat. Ukazeme si ptiklad, kde
Cv) = 2.
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Priklad 2.11. Urcéeme jadro hry tii hrdci s ndsledugjici charateristickou funkci:
v({1}) =0, v({2})=0, v({3})=0, v({1,2})="7,
v({1,3}) =7, v({2,3})=7, wv({1,2,3})=10
l'1+l’2—|-l'3 = 10,

.7)120, x2207 IgZO,

.’113'1—{—1'227, $1+$327, 332—1—95327

Cv)=0
Obrazek 2.3 nam ukazuje grafické feseni.
(0,0, 10)
r1+x0 =7
N
V4
rSj‘:)
N
@N
(10,0,0) (0,10, 0)

Obréazek 2.3: Grafické feseni ptikladu 2.11, kde C'(v) = @

Jelikoz jadro mnoha her vychazi prazdné, je na misté uvazovat nad vytvorenim i jinych
koalic nez velké, s kterou pocita jadro. Proto definujeme, kdy je koalice stabilni.

Definice 2.12. Koalici S oznac¢ime jako stabilni, existuje-li feSeni soustavy

Z Ty = U(S)7

i€s
> a; >wv(T) pro vSechna T C S.
i€T

Je ziejmé, ze jadro hry je prazdné pravé tehdy, kdyz velka koalice neni stabilni.

Priklad 2.13. Urceme stabilni koalice hry s prdzdnym jadrem uvedené v prikladu 2.11.
J:

{1}:
{2}
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{3}:
z3 =v({3}) =0

{1,2}:

r+xy=0v({1,2}) =7z >v({1l})=0, z2>v({2})=0

{1,3}:

vty =v({1,3}) =7, = >v({1}) =0, z3>v({3})=0
(2,3}
ma+ws=v({2,3}) =7, w>0({2}) =0, x3>0({3})=0
{1,2,3}:
v+t =0({1,2,3}) =10, 21+ 3 > 0({1,2}) =7,

1 +x3 >v({1,3}) =7, xe+x3>0({2,3}) =7,
1 2 v({1}) =0, =z >0v({2}) =0, wz3=v({3})=0

Snadno vidime, ze existuje Teseni vSech soustav kromé posledni. Velka koalice tedy
neni stabilni, vSechny ostatni koalice stabilni jsou.

Pro uplnost prikladu nasi aukce (ptiklady 1.3, 1.6, 2.6, 2.10) si pouze uvedeme, Ze zde
vSechny koalice jsou stabilni. Neni slozité to ovérit.

Dalsi problém muze pfedstavovat, ze hrac¢i vzdy nemusi byt schopni vytvorit vsechny
koalice. Neni tézké si predstavit situaci, kdy napfiklad jeden hra¢ miize spolupracovat
s druhym hracem pouze za pritomnosti hrace tretiho. Pro tyto situace pouzijeme lehce
upravenou definici jadra hry.

Definice 2.14. Necht Q C 2% je mnozina vSech koalic, které jsou hraci schopni vytvofit.
{2—jddrem hry n hrac¢a (N,v) pak nazveme mnozinu C(f2,v) pfedstavujici mnozinu vek-
tora x = (x1,...,x,) € R", pro které plati
(i) > wi=v(N),
iEN
(ii) > a; > v(S) pro vsechny koalice S € Q.
i€s
Zde vsak jiz obecné nemusi platit C'(£2,v) C I(v).
Kdyz to nyni shrneme, jadro hry nam pti vytvoreni velké koalice vyjadiuje ty imputace,
které jsou pro vSechny hrace vyhodné v tom smyslu, Ze si zadny z nich nepomuze k vyssimu
zisku vytvorenim koalice jiné.

2.3 Shapleyho hodnota

Definice 2.15. Necht GV je mnozina vsech charakteristickych funkci na mnoZiné hract
N = {1,...,n}. Shapleyho hodnotou potom rozumime funkci ¢: G¥ — R™ s nasledujicimi
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vlastnostmi pro viechna v, w € GV:

i) > wilv) =v(N)

i€N
(i) ¢i(v) =0 pro viechna i € N takova, ze v(S) = v(S\{i}) pro vsechna S € 2V

(i) ©;(v) = ¢j(v) pro vSechna i,j € N takova, ze v(S U {i}) = v(SU{j}) pro
111 vsechna S € 2% takova, ze i,j € S
(iv)  pi(v 4+ w) = ¢;(v) + ¢;(w) pro vSechna i € N

7 predchozich vlastnosti jednoznac¢né plyne nasledovné vyjadieni Shapleyho hodnoty.

o= 3 BEDIUNIZISDE ) sy (2.5)

. [N|!
Se2N:ieS

Pro odvozeni odkazuji na [2] ¢ [6].
Vidime, Ze narozdil od jadra hry je rozdéleni vyplat ur¢eno Shapleyho hodnotou vzdy
a jednoznacné.

Priklad 2.16. Nyni urceme Shapleyho hodnotu pro nami rozebranou aukci (priklady 1.3,

1.6, 2.6, 2.10).
0!2! 111! 11! 210!
SOI(U): 3] -0+ 30 . ‘I‘T'O—f—T'gO:SO
0! 2! 111! 111! 210!
902(’0): 3' '0+ 3' 'O+T'50+T'140:55
0! 2! 111! il 210!

o(v) = (30,55, 105)

Graficky znazornénou Shapleyho hodnotu miizeme vidét na obrazku 2.4.

(0,0, 190)

Obrazek 2.4: Grafické znazornéni feseni prikladu 2.16
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Priklad 2.17. Uvazujme hru s prazdnym jddrem zavedenou v prikladu 2.11 a vypocitejme
pro ni Shapleyho hodnotu.

o({1}) =0, v({2}) =0, v({3})=0, v({1,2})=7,
v({1,30) =7, v({2,3) =7, v({1,2,3}) =10

0!2! 11! IRk 210! 10

pi(v) = 0 5 T 5 T 5 3=
0!2! 11! 11! 210! 10

(V) = 30+ 3 T 5 T 3
B 0!2! 111! 1! 210! 10

palo) =g O T g T 8=y

(v) 10 10 10
v)=\—,—, =
4 333
V nésledujicim prikladu si jesté ukazeme, Ze Shapleyho hodnota nutn€ nemusi byt

imputaci lezici v jadru hry i v pfipadé, Ze je jadro neprazdné.

Priklad 2.18. Urcéeme jddro a Shapleyho hodnotu hry tii hracu s ndsledugict charakteris-
tickou funkci:

o({1}) =0, v({2}) =0, v({3})=0, v({1,2}) =5,
v({1,3)) =10, »({2,3}) =0, v({1,2,3}) =10

1+ 22 + 23 = v({1,2,3}) = 10,
r1 20, 2220, x32>0,
T14+ x>, x+ax3>10, x9+23>0
C(v) = {(z1,m9,23) | 22 = 0,21 + 23 = 10,27 > 5}

012! 11 U1 210! 35

_ 0 5 104+ 22 =2

pr(v) == 0+ =54 T 6
R DS (VR [} IR T
P2l = g 31 3] 376

0! 2! 11 11 210! 10

— 0 104+ —— 04+ 22 =
ps(v) = = 04 AR TR Y 3

()= (22310
U= \606 3

Graficky vyznacené jadro C'(v) a Shapleyho hodnotu ¢(v) ¢ C(v) ndm ukazuje obréa-
zek 2.5.

Shapleyho hodnotu muzeme vyuzit také u her, kde zisk mé pouze urcity pocet hracu
a ostatni tento zisk pouze zvysuji pfipadnou spolupraci. Rozdéleni dané Shapleyho hod-
notou pak muze slouzit jako urcita kompenzace za spolupraci. Vsechno bude zfejmé z na-
sledujiciho ptikladu.
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(0,0,10)

(10,0,0) (0,10,0)

Obrazek 2.5: Grafické feseni piikladu 2.18, kde ¢(v) & C(v)

Priklad 2.19. TFi podnikatelé provozuji kazZdy svou webovou stranku. Proni md 100 od-
bératelii novinek a proddvd zde produkt za cenu 100 K¢. Priblizné kaZdy druhy ctenar
st produkt zakoupi. Zbyli dva nic neproddvaji. Maji vsak 250 a 150 odbeérateli. Moznd
spoluprdce by spocivala ve vzdjemné reklamé a tedy presmérovani svych odbérateli na
odkazovanou stranku. Otdzka potom zni, kolik by mel proddvagici za takovou reklamu na-
bidnout.

Priklad na prvni pohled nemusi vypadat jako problém z teorie her. My vsak i zde
vyuzijeme Shapleyho hodnotu. Nejdfive urc¢ime charakteristickou funkci hry.

v({l}):loo-%-100:5000, o(2) = 0, v({3}) = 0,

v({1,2}) = (100 + 250) - = - 100 = 17500, v({1,3}) = (100 + 150) - = - 100 = 12500,

N | —
DN | =

v({2,3}) =0, o({1,2,3}) = (100 + 250 + 150) - = - 100 = 25000

N —

Shapleyho hodnota dané hry potom vychazi nasledovneé:
e(v) = (15000, 6250, 3750)

Dle Shapleyho hodnoty by tedy mél prodavajici za reklamu nabidnout 6250 K¢ a
3750 K¢ a stale bude mit trojnasobny zisk, nez by mél bez reklamy.

Shapleyho hodnotu dokézeme urcit pro kazdou charakteristickou funkci hry, tedy
funkci v: 2 — R. Pokud uvazujeme schopnost hract vytvorit pouze koalice z mnoziny
Q C 2V, kde @ € , miizeme pomoci funkce v: Q — R vytvofit novou funkci vg: 2V — R.
Potom jiz nebude problém Shapleyho hodnotu ¢(vg) urcit.

Funkci vg definujeme nasledovné:

va(S) = max <Z v(n)> (2.6)

i=1

Defini¢nim oborem je nyni 2%V a pro kazdou koalici S € ) ze superaditivity funkce v
plyne vo(S) = v(95).
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Vypocet Shapleyho hodnoty takto upravené hry si na prikladech ukazeme v kapitole 3.

Nyni si shrneme poznatky o Shapleyho hodnoté. Zatimco jadro urcuje imputace, proti
kterym nemitize zadny z hraca nic udélat, jelikoz by si tim nepolepsil, Shapleyho hod-
nota urcuje konkrétni rozdéleni férové z hlediska ptinosu jednotlivych hract do kazdé
utvoritelné koalice a je pro kazdou hru jednoznac¢né definovana.

Dale jako G budeme znacit mnozinu vsech her definovanych na kone¢né mnoziné hrac.
¢= U {uleegh
N={1,...,n}: neN

Definice 2.20. Méjme libovolnou funkci F: G — R. Potom definujeme margindlni prispé-
vek i-tého hrdace dle vztahu

DiF(N,v) = F(N,v) — F(N\{i},v).

Definice 2.21. Hart—Mas-Colellovou potencidlovou funkci (déle jen HM —potencidlova
funkce) nazveme funkci W: G — R, pro kterou plati

Y D;¥(N,v) = v(N)
ieN
pro kazdou hru (N,v) € G a
U(z,v) =0
pro kazdou hru ¥ (g, v).

Véta 2.22. Na mnozine vsech her G existuje prave jedna HM —potencidalovd funkce a je
ddna ve tvaru

\NI!
Se2N\g

Dikaz. Ve vlastnosti

Y D;U(N,v) = v(N)
1€EN
rozepiseme marginalni ptispévek nasledovne:

[N]-W(N,0) = > U(N\{i},v) = o(N)

ieN
Nyni z rovnice vyjadiime funkci V.
v(N) Y(N\{i},v)
(V) = S+ 3 e
\N\ 2T
Z v(N\{:}) Y Z N\{Z j},v)
<IN (N[ 1) " &2 2= TN (N - 1)

U(S) v(S) 2-¥(S,v)
S@NZ;'N' N B VTN 2NN -

Snadno vidime, ze

W(N.0) = 3 (N - IS)) % o(S).

Se2N\z

a véta je tim dokazana. O]
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Disledek 2.23. Pro kaZdou hru (N,v) a kaZdé i € N plati
D;¥(N,v) = ¢;(N,v).
Dikaz.

D;¥W(N,v) = V(N,v) — U(N\{i},v)
3 (|5|—1)!(|N|—|5|)!U(5)_ 3 (|S|_1)!(|N|_1_|S|)!U<S)

[N ]! . (IN] =1t
Se2N\g Se2N\z:i¢S
(1] = DYAN] =[S
= Z v(S)
Se2N\g: iesS |N|'
(IST=DHANT = [SD! = INT (ST = DN =1 = [S])!
+ Z N v(S)
Se2N\gz: i¢S
S|—DI(|IN|—|S])! SI'(|N|—1—|S]|)!
B V- B TEC P S TSI
Sea2N\g: ieS ' Se2N\g: i¢S ’
S|—D!(|IN|—|S])! S| — D! (IN] —|S])! .
B SR BTSSP S GRS ECI ey
Se2N\g: ieS ' SeaN\g: ieS '
S|—D!(|IN|—|S])! .
-y BRI ) - wsi i) = o)
Se2N\g: ieS ’
Tim je tedy dusledek dokéazan. O

Snadno vidime, ze nam HM —potencidlova funkce zna¢né zjednodusuje vypocet Sha-
pleyho hodnoty hry (N,v) a jejich podher (S, v), kde S C N.

Priklad 2.24. Naposledy se vratme k nasi aukci (priklady 1.3, 1.6, 2.6, 2.10, 2.16) a
urceme Shapleyho hodnotu jeji a jejich podher uzZitim HM —potencidlové funkce.
Dle véty 2.22 a disledku 2.23 snadno vypocteme hodnoty v nasledujici tabulce.

S () W(Sv) @i(Sv) @a(S0) ps(S,v)

{1} 0 0 0 — —
{2} 0 — 0 —
{3} 50 50 — — 50
{12} 0 0 0 0 —
{1,3} 50 50 0 — 50
(2,3} 100 75 — 25 75
{1,2,3} 190 105 30 55 105
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Kapitola 3

Vztahy mezi hraci

Mnoho realnych situaci lze znazornit grafem, tedy urcitou mnozinou bodi, které jsou
spolu néjak propojeny. Mize se jednat o dopravni sit, hierarchické usporadéani ¢i napr.
znazornéni néjakého procesu a samoziejmé i mnoho dalsiho. Grafem vlastné dokazeme
vyjadrit jakoukoliv binarni relaci. Proto se jevi vyhodné se na grafy soustfedit i v ramci
teorie her. My se nyni zaméfime na grafy, které vyjadiuji néjaké usporadani hraca a
vztahy mezi nimi.

Tato kapitola ¢erpé z [1], [2], [7].

3.1 Graf

Teorii her vsak nejprve na chvili opustime a uvedeme si nékolik podstatnych pojmi z teorie
grafli, bez nichz nemizeme pokracovat.

Definice 3.1. Orientovany graf je dvojice G = (V, E) tvofend neprazdnou kone¢nou
mnozinou V', jejiz prvky nazyvame vrcholy, a kone¢nou mnozinou E C {(z,y) | z,y € V'},
jejiz prvky nazyvame orientovangmi hranami. O hrané e = (z,y) fikdme, Ze je incidentni
s vrcholy x a y, vrchol x nazyvame pocdtecnim vrcholem hrany e a y koncovym vrcholem
hrany e. Hrana e = (x, z) se nazyva orientovand smycka.

Neorientovany graf je dvojice G = (V, E) tvofena neprazdnou kone¢nou mnozinou V',
jejiz prvky nazyvame vrcholy, a koneénou mnozinou E C {{z,y} | =,y € V'}, jejiz prvky
nazyvame neorientovanymi hranami. O hrané e = {x, y} fikdme, Ze je incidentni s vrcholy
x a y. Hrana e = {x} se nazjva neorientovand smycka.

Pti kresleni grafu vyznacujeme vrcholy jako body a hrany jako ¢ary spojujici prislusné
vrcholy. Smér hran orientovaného grafu potom rozlisujeme Sipkami vedoucimi od poca-
tecniho ke koncovému vrcholu.

Priklad 3.2. Na obrazku 3.1 vidime ukézku orientovaného i neorientovaného grafu. Zob-
razeny orientovany graf vyjadiuje skupinu lidi jako vrcholy a hrana zde vede z vrcholu
x do vrcholu y, pokud je c¢lovék x starsi nez ¢lovék y. V neorientovaném grafu vrcholy
predstavuji mésta a hrany silnice mezi mésty existujici.

Nebude-li nam zalezet na tom, zda se jedna o graf orientovany ¢i neorientovany, bu-
deme dale psat pouze graf.

Definice 3.3. Graf, jehoz hrany nebo vrcholy jsou opatfeny néjakymi hodnotami, nazy-
vame ohodnoceny graf nebo téz sit.
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Martina
Karel

Ignéc

Jana

Oskar

(a) Orientovany graf (b) Neorientovany graf

Obrazek 3.1: Orientovany a neorientovany graf z prikladu 3.2

Tyto hodnoty miizou vyjadifovat napt. ¢as potiebny k priichodu hranou, cenu za
prichod, propustnost atd. Slouzi k odpovidajicimu popisu situace, kdyz samotny graf
nestaci.

Priklad 3.4. Vezméme si neorientovany graf z prikladu 3.2. Jeho hrandm pfifadime
hodnoty tak, ze ohodnoceni hrany mezi vrcholy x a y bude rovno délce cesty mezi mésty
témto vrcholiim pfislusejicimi. Takto ohodnoceny graf vidime na obrazku 3.2.

Obrazek 3.2: Ohodnoceny graf z prikladu 3.4

Definice 3.5. Graf G’ = (V', E’), kde V! C V a E' C E, budeme nazyvat podgraf grafu
G = (V, E), jestlize pro kazdou hranu z E’ plati, Ze vrcholy, s kterymi je hrana incidentni,
jsou prvky V’.
Podgraf G' = (V', E’) grafu G = (V, E) nazveme faktor grafu G, jestlize V' = V.
Podgraf G’ = (V’, E’) grafu G = (V, E) nazveme podgraf indukovany mnoZinou vrcholi
V') jestlize E' je mnoZina vSech hran z E incidentnich pouze s vrcholy z V.

Priklad 3.6. Opét pouzijeme neorientovany graf z prikladu 3.2 a tentokrat budeme pred-
pokladat, ze napriklad v zimé nejsou vsechny cesty sjizdné, tyto tedy odstranime a tim
dostaneme faktor grafu. Kdyz naopak predpokladame sjizdnost vSech cest, ale moznou
uzavienost nékterych krizovatek a tedy nemoznost prijezdu nékterym z vrchol, odstra-
nime tyto vrcholy z mnoziny vrcholt a obdrzime podgraf indukovany touto novou mnozi-
nou vrcholi.

Oba tyto podgrafy vidime na obrazku 3.3.
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G
(a) Faktor grafu (b) Podgraf indukovany mnoZinou
vrcholt

Obrazek 3.3: Podgrafy z prikladu 3.6

Definice 3.7. Méjme orientovany graf G = (V, E'). Potom posloupnost vrcholi a hran
Vo, €1, V1,€2,V2,...,€L, Uk

takovou, ze vg,...,vx € V, e1,...,ex € E a e; = (v;_1,v;) pro 1 < i < k, nazveme
orientovany sled.
Podobné u neorientovaného grafu G = (V, E) posloupnost vrcholi a hran

Vo, €1,V1,€2,V2,...,€Ek, Uk

takovou, ze vg,...,vr € V, e1,...,ep € E a e; je incidentni s vrcholy v;_; a v; pro
1 <@ < k, nazveme neorientovany sled.

Sled, ve kterém se neopakuje zadna hrana, oznacime tah. Sled, ve kterém se neopakuje
zéddny vrchol, oznacime cesta.

Tah i cesta se také znaci jako orientované ¢i neorientované. U nich i u sledu budeme
tento privlastek vynechavat, nebude-li na ném zalezet nebo bude-li zfejmy z vlastnosti
diskutovaného grafu.

Definice 3.8. Sled, ktery ma alespon jednu hranu a u kterého plati vy = v, nazveme
uzavreny sled. Podobné tah, ktery ma alespon jednu hranu a u kterého plati vg = vy,
nazveme uzavieny tah.

Uzavieny sled, v némz se neopakuji hrany ani vrcholy (kromé vy = v), nazveme uza-
vrend cesta. Neorientovanou uzavienou cestu oznac¢ime kruznice a orientovanou uzavienou
cestu oznacime cyklus.

Definice 3.9. Délku sledu v ohodnoceném grafu definujeme jako soucet ohodnoceni vsech
hran a vrchold v daném sledu. Analogicky zavedeme délku cesty, tahu, kruzZnice, cyklu.

Definice 3.10. Neorientovany graf nazveme souvislym, pokud kazdé jeho dva vrcholy
jsou spojeny neorientovanou cestou.

Priklad 3.11. Jako ukézka souvislého a nesouvislého grafu ndm poslouzi podgrafy z pii-
kladu 3.6. U podgrafu indukovaného mnozinou vrcholi na obrazku 3.3 vidime, Ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta. Jednd se tedy o graf souvisly. Naopak u zde uve-
deného faktoru grafu napr. mezi mésty D a E zZadnou cestu nenajdeme. Tudiz jde o graf
nesouvisly.
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Definice 3.12. Souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici, budeme nazyvat strom.

V takovém grafu tedy existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy pravé jedna cesta (respek-
tive pravé jeden tah).

Definice 3.13. Faktor grafu, ktery je stromem, budeme nazyvat kostra grafu.

Priiklad 3.14. Nyni opét pouzijeme neorientovany graf z prikladu 3.2. Jak uz jsme jednou
zminili, nejsou vzdy vSechny cesty sjizdné, proto se miize vyplatit udrzovat cesty tak, aby
mezi kazdymi dvéma vrcholy vedla pravé jedna cesta. Ostatni cesty se potom nemusi
udrzovat a tyto hrany se mtzou z takového grafu odstranit. Timto postupem dostaneme
kostru grafu jako naptiklad tu na obrazku 3.4.

Obrazek 3.4: Kostra grafu z prikladu 3.14

3.2 Hry s omezenou tvorbou koalic

Nyni, kdyz jsme se jiz seznamili se zakladnimi pojmy teorie grafti, je na Case se opét vratit
k teorii her. Zde si uvedeme nékolik prikladid her, kde graf slouzi jako informace o vztazich
mezi hraci a omezuje tak vytvareni nékterych koalic.

Piiklad 3.15. Ctyrem osobdm se naskytla prileZitost jednordzové prdice. Osoba é. 4 je
nejzkusenéjsi, ostatni jsou zkuseni méné a nedokdZou zajistit takovy zisk. Cim vice osob
bude spolupracovat, tim vyssi zisk kazZdému pripadne. JelikoZ vsak prace obndsi i urcité
riziko, jsou vsichni ochotni spolupracovat pouze v koalici, kde maji alespon jednoho znd-
meého. Vztahy mezi osobami nam zobrazuje graf na obrazku 3.5 a hrana spojujici dvé osoby
vyjadruge, Ze se znaji. Zisk jednotlivych koalic bude uveden ddle. Otdzka zni, zda se néjakd
spoluprdace vyplati a jak st v pripade jejiho uskutecnéni rozdelit zisk.

1

Obrazek 3.5: Graf zobrazujici vztahy mezi hraci z prikladu 3.15
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Nejprve ur¢ime mnozinu vsech utvoritelnych koalic 2. Hra¢ vstoupi do koalice pouze
tehdy, je-li v koalici hra¢, kterého zna. Utvoritelnymi koalicemi jsou tedy vSechny koalice .S
takové, ze podgraf grafu z obrazku 3.5 indukovany mnozinou vrchold S je souvisly.

Q={,{1},{2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{3,4},{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4},
{1,2,3,4}}

Na této mnoziné je definovana charakteristicka funkce hry, jejiz zadani je nasledovné:
v(@) =0, wv({l}) =3000, wv({2})=3000, wv({3})=3000, wv({4})= 9000,

v({1,2}) = 6000, w({1,3}) =6000, wv({2,3})=6000, v({3,4})= 15000,
v({1,2,3}) = 12000, v({1,3,4}) = 18000, v({2,3,4}) = 18000,
v({1,2,3,4}) = 24000

Jiz z charakteristické funkce vidime, ze kazda spolupréace se vyplati. Rozdéleni zisku
potom uré¢ime Shapleyho hodnotou. Jelikoz 2 # 2V, je vSak tfeba nejprve upravit hru dle
vztahu (2.6).

vo(S) = v(9) pro S € Q,

va({1,4}) = v({1}) + v({4}) = 3000 + 9000 = 12000,
va({2,4}) = v({2}) + v({4}) = 3000 + 9000 = 12000,
va({1,2,4}) = v({1,2}) + v({4}) = 6000 + 9000 = 15000

Shapleyho hodnota takto upravené hry a tedy hledané rozdéleni zisku vychéazi nasle-
dovné:
(vg) = (4000, 4000, 5500, 10500)

Shapleyho hodnota urcuje tretimu hraci viditelné vyssi zisk nez prvnim dvéma. Tato
skutecnost je zptisobena pozici v grafu, kde tfeti hra¢ spojuje prvniho a druhého hrace
s hracem c¢tvrtym. Odstoupeni tietitho hrace od spoluprace by tedy mélo horsi nasledky
nez odstoupeni nékterého z prvnich dvou hraci.

Priklad 3.16. Pripomenme si provozovatele webovych stranek z prikladu 2.19. Pruni
podnikatel opét na své strance prodavd produkt za cenu 100 K¢é. Priblizné kaZdy druhy
ctenar si produkt zakoupi. Spoluprdce spocivd v reklamé a presmérovdani svych odbérateli
na odkazovanou stranku. Nyni vsak spoluprdci nenabizi pouze dvema dalsim. Tt dale,
pokud do toho pujdou, mohou spoluprdci nabidnout dalsim podnikatelim. BlizZsi pohled
na tuto situaci ndm poskytne graf na obrazku 3.6. Pocet odbérateli novinek jednotlivych
webovych stranek je uveden v zdvorce u popisu vrcholu v grafu. Kolik by mél proddvajici
za takovou reklamu nabidnout nyni, pokud na spoluprdci vsichni kyvnou?

Z grafu na obrazku 3.6 zapiseme vSechny utvoritelné koalice, pro které potom urc¢ime
hodnoty charakteristické funkce.

Q = {®7 {1}7 {1’ 2}7 {17 3}7 {17 27 3}’ {17 27 4}7 {17 37 5}’ {17 37 6}7 {17 27 37 4}7 {17 27 3’ 5}7
{1,2,3,6},{1,3,5,6},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,5,6},{1,2,3,4,5,6}}

1 1
0(2) =0, v({1}) =100 -100 = 5000, v({1,2})=350- 7 - 100 = 17500,
1 1
0({1,3}) =250 - 5 100 = 12500, ({1,2,3}) = 500 - 5 - 100 = 25000,
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1(100)
2 (250) 3 (150)

4(150)  5(200)  6(100)
Obrazek 3.6: Orientovany graf z piikladu 3.16

v({1,2,4}) = 500 - % -100 = 25000, w({1,3,5}) =450 - % - 100 = 22500,
v({1,3,6}) = 350 - % -100 = 17500, v({1,2,3,4}) = 650 - % - 100 = 32500,
v({1,2,3,5}) = 700 - % -100 = 35000, v({1,2,3,6}) = 600 - % - 100 = 30000,
v({1,3,5,6}) = 550 - % .100 = 27500, w({1,2,3,4,5}) = 850 - % - 100 = 42500,
v({1,2,3,4,6}) = 750 - % -100 = 37500, v({1,2,3,5,6}) = 800 - % - 100 = 40000,

1
v({1,2,3,4,5,6}) = 950 - 3 100 = 47500
Nyni pro vypocéet Shapleyho hodnoty upravime hru dle vztahu (2.6) a spo¢teme ¢(vg).
va(S) = v(9) pro S € Q,

va({1,4}) = v({1}) = 5000, wva({1,5}) =v({1}) = 5000, wa({L, 6})=v({1})= 5000,
va({1,2,5}) = v({1,2}) = 17500, va({1,2,6}) = v({1,2}) = 17500,
va({1,3,4}) = v({1,3}) = 12500, wva({1,4,5}) = v({1}) = 5000,
va({1,4,6}) = v({1}) = 5000, va({1,5,6}) =v({1}) = 5000,
va({1,2,4,5}) = v({1,2,4}) = 25000, vq({1,2,4,6}) = v({1,2,4}) = 25000,
va({1,2,5,6}) = v({1,2}) = 17500, va({1,3,4,5}) = v({1,3,5}) = 22500,
va({1,3,4,6}) = v({1,3,6}) = 17500, vq({1,4,5,6}) = v({1}) = 5000,
va({1,2,4,5,6}) = v({1,2,4}) = 25000, wva({1,3,4,5,6}) = v({1,3,5,6}) = 27500,
vo(S) =v(@) =0 jinak

10000 5000

o(vg) = (22500, 8750, 8750, 2500, —— T) = (22500, 8750, 8750, 2500, 3333, 1667)

Prvnimu podnikateli by tentokrat mél pripadnout zisk 22500 K¢ a za reklamu by mél
ostatnim zaplatit dle vypoctené Shapleyho hodnoty.
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Kapitola 4

Hry na sitich

Graf vzdy nemusi vyjadifovat pouze vztahy mezi hraci ¢i n€jaké jejich usporadani. Zde si
predstavime ptiklady her, kde se graf vyskytuje ve formé sité, ktera nam poskytuje lepsi
nahled na zkoumanou situaci.

Déle se budou v grafech hledat nejkratsi cesty, minimalni kostry a dalsi. K tomu
existuje mnoho riznych algoritmt. My si je zde nebudeme uvadét. V nasich ptikladech
bude Teseni snadno viditelné. Pro blizsi informace k témto algoritmtm odkazuju napt. na
[1] a [4].

4.1 Vldastnictvi hran

Jednou z moznosti vySe uvedenych her jsou hry, kde rtazni hraci vlastni rtizné hrany.
Kooperaci v takovych hrach by se potom mohlo chapat poskytovani ¢i proptijcovani hran
mezi hradi.

Jako prvni ptiklad budeme uvazovat ohodnoceny graf, kde kazda z hran je ve vlastnic-
tvi jednoho ¢i vice hracu. Zajmem nékterych hrac¢ia muze byt hledani nejkratsi cesty (tj.
s nejmensi délkou) mezi néjakymi dvéma vrcholy. Hradi tuto cestu vybiraji pouze z cest
tvofenych hranami vlastnimi nebo hract, se kterymi jsou v koalici. Délka této nejkratsi
cesty se projevi v charakteristické funkci hry.

Priklad 4.1. Ve meésté sidli tri tovarny se stejnym zamerenim. Tim je vyroba rozdélend
na tri po sobé jdouci technologické procesy (ddle znacené A, B, C). Viastnik pruni to-
vdarny md domluveného odbératele, ktery zaplati 400 K¢ za viysledny produkt. Procesy A,
B, C pro zpracovani jednoho vyrobku stoji postupné 150, 80 a 150 K¢ v proni tovdrne,
120, 80 a 130 K¢ ve druhé tovdrne a 160, 60 a 110 K¢ ve treti tovdrnée. Prevoz jednoho
vyrobku mezi pruni a druhou a mezi druhou a treti tovdarnou vyjde na 10 K¢. Mezi prond
a treti tovarnou neni primy prevoz mozny. Naskytuje se moznost provadét rizné procesy
v ruznych tovdarndch. Jaky postup bude nejuyhodnéjsi a jak si ddle rozdélit zisk?

Procesy a ceny znézornime v orientovaném grafu na obrazku 4.1.

V tomto grafu nyni hleddme nejkratsi cestu z prvniho do posledniho vrcholu prvni
tovarny. Uréime tedy charakteristickou funkci hry.

v(@) =0, v({2}) =0, »({3})=0, v({2,3}) =0,
v({1}) = 400 — 150 — 80 — 150 = 20,
v({1,2}) = 400 — 10 — 120 — 80 — 130 — 10 = 50,
v({1,3}) =400 — 150 — 10 — 10 — 60 — 110 — 10 — 10 = 40,
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proces A proces B proces C

, , 150 80 150
prvni tovarna Q) Q)
10 10 101} 10 101} 10 10 10
, ., 120 80 130
druhd tovarna
10 10 10 10 10 10 10 10
i B 160 60 110
treti tovarna »0 »0

Obrazek 4.1: Orientovany graf znazornujici situaci z piikladu 4.1

v({1,2,3}) =400 — 10 — 120 — 10 — 60 — 110 — 10 — 10 = 70

Shapleyho hodnota vychazi nasledovné:

o(v) = (45, 15,10)

proces A proces B proces C
) , 150 80 150
prvni tovarna > >
101 ] 10 10( ] 10 10( ] 10 10( ]10
) i} 120 80 130
druha tovarna
10( | 10 101 ] 10 10( | 10 10( ] 10
o , 160 60 110
treti tovarna

Obrazek 4.2: Nejkratsi cesta v grafu z prikladu 4.1

Nejvyhodnéjsim postupem tedy je provedeni procesu A ve druhé tovarné a procest
B a C v tovarné tieti. Tato cesta je v grafu znazornéna na obrazku 4.2. Rozdéleni zisku
urc¢ené Shapleyho hodnotou potom bude postupné 45, 15 a 10 K¢ na jeden vjrobek pro
prvni, druhou a tfeti tovarnu.

Dalsi priklad bude analogicky, pouze misto hledani nejkratsi cesty budeme tentokrat
hledat cestu nejpropustnéjsi. Propustnost cesty je miniméalni ohodnoceni ptfes vSechny
hrany a vrcholy v dané cesté. Zde tedy hleddame cestu s nejvétsi propustnosti.

Piiklad 4.2. Spolecnost zabyvajici se lodni prepravou aut dostala zakdzku k prevezeni
co nejvice aut z mésta A do mésta B. Mezi témito mésty vsak musi dojit k uskladnent
aut pres noc a preloZeni na jiny trajekt. Spolecnost md k dispozici na obou cdstech trasy
trajekty o kapacite 180 aut a sklad o kapacité 240 aut. Zakaznik zaplati 1000 K¢ za kazZdé
prevezené auto. Md vsak podminku, Ze se auta nesmi rozdélit na vice lodi ¢i do vice skladi
a must celou dobu zistat pohromadé. Proto wvazuje magitel firmy o spoluprdci s dalsimi
spolecnostmi. Na stejné trase zprostredkovdvaji dopravu dalsi dve firmy. Ty maji na proni
casti trasy trajekty o kapacitach 260 a 200 aut, na druhé 180 a 220 aut o sklady o kapacité
200 aut. Zrejmejsi nahled na situaci poskytne obrazek 4.3. Magitel proni spolecnosti chce
nyni védeét, jak je to s vyhodnosti spoluprdce s ostatnimi spolecnostmi a jak v pripadé
jejiho uskutecnéni rozdelit zisk.

Pro kazdého hrace ¢i koalici nyni hleddme nejpropustnéjsi cestu, jejiz propustnost
zaznamename v charakteristické funkci hry.
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trajekt sklad trajekt
180 240 160

prvni spole¢nost

druhé spoleénost A

tfeti spole¢nost

Obrazek 4.3: Orientovany graf znazornujici situaci z prikladu 4.2

v(@) =0, v({2}) =0, o({3})=0, v({2,3}) =0,
v({1}) = min(180, 240, 160) - 1000 = 160000,
v({1,2}) = min(260, 240, 180) - 1000 = 180000,
v({1,3}) = min(200, 240, 220) - 1000 = 200000,
v({1,2,3}) = min(260, 240, 220) - 1000 = 220000

Nejvyhodnéjsi tedy bude vyuziti nejprve trajektu druhé spole¢nosti, skladu prvni spo-
lecnosti a poté trajektu spole¢nosti tfeti. Shapleyho hodnota a tedy hledané rozdéleni
zisku pak vychazi nasledovné:

(v) = (190000, 10000, 20000)

Dalsi moznosti hry mize byt zadjem jednoho z hract o vytvoreni minimalni kostry. Tedy
ze vSech utvoritelnych koster grafu té, ktera ma nejmensi soucet ohodnoceni vsech hran,
ze kterych se sestava. Tato minimalni kostra se hleda pouze mezi kostrami utvoritelnymi
z hran onoho hrace ¢i hract s nim v koalici.

Priklad 4.3. Mezi sedmi mésty pusobi tri letecké spolecnosti. Spolecnosti vlastni riznd
letadla, proto se ceny i na stejnych trasach mohou lisit. Take je kaZda spolecnost opravnéna
uZivat pouze urcité trasy. Tato situace je zndzornéna na obrdazku 4.4, kde jsou hrany
ohodnoceny cenou v tisicich K¢ za uskutecnéni jednoho letu. Ohodnoceni md barvu pouze
téch hrdacu, kteri danou hranu mohou vyuzit. Proni spolecnost vyjadruje cervend barva,
druhou zelend a treti modrd. Kazdd ze spolecnosti ma priblizne 500 zakazniku tydné, kteri
za letenku zaplati v pruméru 2000 K¢. K pokryti poZadavki zdkazniki kaZdé spolecnosti
je potreba tydne na kazdé lince jedno letadlo. Jevi se vghodné uzavrit dohodu a vyuZzit tzv.
code-sharing (let uskutecnény jinou spolecnosti nez tou, kterd s nim obchoduje). Jak si
potom rozdélit zisk?

Hraci a koalice hledaji nejvyhodnéjsi feSeni ve tvaru minimalni kostry. Na této kostie
je potom potieba tydné na kazdé lince tolik letadel, kolik je v koalici hrac¢t. Nyni tedy
ur¢ime charakteristickou funkci hry.

v(2) =0,
v({1}) = 500 - 2000 — (60 + 135 + 150 + 120 + 90 + 105) - 1000 = 340000,
v({2}) = 500 - 2000 — (75 + 150 + 120 + 60 + 75 + 75) - 1000 = 445000,
v({3}) = 500 - 2000 — (45 + 135 + 90 + 105 + 135 + 120) - 1000 = 370000,
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Obrazek 4.4: Sit linek z ptikladu 4.3

v({1,2}) = 2-500 - 2000 — 2 - (60 + 75 + 120 + 60 + 75 + 75) - 1000 = 1070000,

v({2,3}) = 25002000 — 2 - (135 + 45 + 90 + 60 + 75 + 75) - 1000 = 1040000,
v({1,2,3}) = 3500 - 2000 — 3 - (60 + 45 + 90 + 60 + 75 + 75) - 1000 = 1785000

60
45
90

Obréazek 4.5: Miniméalni kostra z ptikladu 4.3

(

v({1,3}) = 25002000 — 2 - (60 + 45 + 90 + 120 + 105 + 90) - 1000 = 980000,
(
(

Minimalni kostru pfi spolupraci vsech t¥i spole¢nosti vidime na obrazku 4.5. Rozdéleni
tydenniho zisku ur¢ime Shapleyho hodnotou.

©(v) = (567500, 650000, 567500)

4.2 Vlastnictvi vrcholu

Kdyz mtzou hraci vlastnit hrany, je zifejmé, Ze mizou rovnéz predstavovat vlastniky
vrcholi.

Méjme nyni ohodnoceny graf, kde kazdy z vrcholi je ve vlastnictvi jednoho ¢i vice
hracta. Hrac¢i muzou chtit propojit vSechny své vrcholy, a to co mozna nejlevnéji. Tedy
nyni hledaji minimélni kostru podgrafu indukovaného mnozinou svych vrcholi. Pro koalici
vice hraci mize byt levnéjsi vytvoreni spolecné minimalni kostry podgrafu indukovaného
mnozinou vrcholt vSech nebo nékterych hraci.
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Priklad 4.4. V jednom patre budovy sidli t7i spolecnosti. VSechny planuji propojit kan-
celdre vsech svych pracovniki a vytvorit tak pocitacovou sit. Kanceldve jedné firmy vsak
spolu vZdy nesousedi. Vsechno bude zrejméjsi z obrazku 4.6, kde vidime graf zobrazujici
kancelare vsech spolecnosti jako barevneé rozlisene uzly a hrany mezi nimi ohodnocené ce-
nou mozného primého propojeni v K¢. Nabizi se moznost vytvorit sit spolecnou, pokud to
bude vyhodneéjsi, a celkové naklady si rozdelit.

240

180 180

240

Obrazek 4.6: Kancelafe a jejich mozna propojeni z piikladu 4.4

Kazdéa ze spolecnosti se snazi vytvorit co nejlevnéjsi propojeni, tedy miniméalni kostru
podgrafu indukovaného mnozinou svych vrchold. Jestlize oznac¢ime cervené vrcholy za
vrcholy prvniho hrace, zelené za vrcholy hrace druhého a modré za vrcholy hrace tretiho,
dostaneme nasledujici charakteristickou funkci hry. Jelikoz nejde o zisk, nybrz o naklady,
bude se jednat o zaporné hodnoty.

v(2) =0,

v({1}) = —(100 + 220 + 100) = —420,
v({2}) = —(100 + 280) = —380,
v({3}) = —(100 4 180) = —280,

v({1,2}) = —(5- 100 + 180) = —680,

v({1,3}) = —(2- 100 + 180 + 3 - 100) = —680,
v({2,3}) = —(3 - 100 4 220 + 100) = —620,
v({1,2,3}) = —(9-100) = —900
Nejvyhodnéjsi se tedy jevi spoluprace vsech tii spole¢nosti. Tuto minimalni kostru
vidime na obrazku 4.7. Rozdéleni celkovych nakladi uréime Shapleyho hodnotou.

o(v) = (=350, —300, —250)

Jinou moznosti je, ze mizou hrac¢i pozadovat propojeni vSech svych vrcholi uzavienym
sledem s minimalni délkou. Opét se miize pro koalici hraci vyplatit vytvoreni spole¢ného
sledu, ktery pokryje vrcholy vice hraci.
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100 100 100

100 100

100 100

100 100

Obrazek 4.7: Minimalni kostra z ptikladu 4.4

Priiklad 4.5. V regionu na obrdzku /.8 pisobi tri dodavatelské firmy. KaZdd md jedno
auto a mista, kterd musi navstivit a dorucit zde balicek v cené 250 K¢. Zanedbame misto,
odkud se vyjizdi a kam se ndsledné vraci, a budeme predpoklddat, Ze auto miZe vyjet
odkudkoliv, ale po navstiventi vsech zastdvek se tam must i vrdtit. Mista k navstivent pruni
dodavatelskou firmou jsou zndzornéna cervené, druhou firmou zelené a treti firmou modre.
Ohodnoceni hran vyjadruje cenu za projeti onou hranou. Vyplati se firmdam spojit a pouZit
pouze jedno auto k navstiveni vsech zastavek? Jak si potom rozdélit zisk?

Obrazek 4.8: Sit z prikladu 4.5, na které ptisobi dodavatelské firmy

Pro kazdého hrace a kazdou koalici nalezneme nejvyhodnéjsi moznost, kterou je zde
ve vSech pfikladech jeden nejkratsi uzavieny sled. Dale ur¢ime charakteristickou funkci

hry.
v(2) =0,
v({1}) =3-250 — 20 — 15— 25 — 20 — 20 — 20 — 5 — 20 = 605,
v({2}) =2-250 — 35 — 20 — 20 — 35 = 390,
v({3}) = 3-250 — 30 — 45 — 45 — 30 = 600,
v({1,2}) =5-250—20 — 5 — 20 — 20 — 20 — 35 — 55 — 15 — 20 = 1040,
v({1,3}) =6-250 — 20 — 15 — 25 — 45 — 50 — 35 — 40 = 1270,
v({2,3}) =5-250 — 30 — 45 — 40 — 35 — 20 — 25 = 1055,
v({1,2,3}) =8-250 —20 — 5 — 10 — 25 — 35 — 40 — 50 — 35 — 40 = 1740

30



Obrazek 4.9: Nejvyhodnéjsi sled z prikladu 4.5

Vyplati se tedy spoluprace vsech tii firem a vytvoreni sledu na obrazku 4.9. Nasledné
rozdéleni zisku stanovime Shapleyho hodnotou.

o(v) = (650,435, 655)

4.3 Toky v siti

Nyni se podivame na asi nejcastéji aplikované tlohy z teorie grafi. Jedna se o tok v siti.
V mnoha aplikacich se vsak Tesi pouze optimalizace takového toku. My se zde zamétime
na situaci, kdy se v jedné siti nachazi vice tokd a my tak miizeme vyuzit znalosti z teorie

her.
Definice 4.6. Tokem v siti G = (V, E) rozumime ohodnoceni hran ¢isly f: E — R,

které splnuje
S fe= Y fe

e€EER: e=(zv),z€V ecE:e=(v,z),z€V

pro kazdy vrchol v € V kromé dvou, které nazveme zdroj a spotrebic.
V pripadé, zZe je vlastnost splnéna pro vsechny vrcholy v € V| bavime se o cirkulaci.
Velikost toku v jednotlivych hranéch je ¢asto omezena na interval f(e) € (l(e),c(e)).
Cislo c(e) nazyvame hornim omezenim toku v hrané e a l(e) dolnim omezenim toku
v hrané e. Pokud je l(e) = 0, ¢islu c(e) fikdme kapacita hrany e.

V prvnim prikladu budeme predpokladat situaci, kdy se v jedné siti vyskytuje vice

hract, z nichz kazdy ma sviij vlastni zdroj i spotfebi¢. Hrany grafu jsou ohodnoceny
cenou (respektive délkou) a kapacitou. Stfet zajmu nastane pii nedostatecné kapacité
hran, jejichz vyuziti je vyhodné pro vice hract.
Priklad 4.7. TFi firmy potrebugi dostat své vyrobky k zdkaznikim. Na obrdzku 4. 10 vidime
sit aerolinek, kterou maji v pldnu pouZit k piepravé. KaZdd z firem md k dispozici 150
vyrobku denné a za kaZdy ispésné prepraveny obdrzi 70 K¢. Prond firma sidli ve vrcholu A
a dodava vyrobky do wvrcholu D, druhd je dopravuje z wvrcholu B do vrcholu E a treti
z vrcholu C' do vrcholu F. Ohodnocent hran na obrdazku se vztahuje vZdy k obéma hrandm,
mezi nimiz se nachazi, a vyjadruje cenu za prepravu jednoho vyrobku onou linkou. Zdroven
md kazdd z linek kapacitu 180 vyrobku denné. Aerolinky uspokojuji zajem o misto v letadle
rovnomérné. Firmy zjistuji, zda se vyplati néjaka spoluprace a jak si v pripadé jejiho
uskutecnént rozdelit zisk.

U kazdého hrace ¢i koalice nyni hledame nejlevnéjsi tok siti za predpokladu, ze ostatni
hraci se jej snazi minimalizovat. Tak ziskavame nasledujici charakteristickou funkci, z které
spoc¢teme Shapleyho hodnotu.
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Obréazek 4.10: Sit k prikladium 4.7, 4.8, 4.9, 4.10

v(@) =0,

v({1}) =150-70 — (11 +7+44+8+8)-60 + (11 + 11+ 10 + 8+ 11 + 10) - 60
+ (10 + 12+ 114+ 8+ 11 4+ 12) - 30) = 2640,
v({2})=150-70 — ((12+9+44+6+11)- 60+ (10+114+6+7+7+14) - 60
+(15+10+9+8+7+11)-30) = 2880,
v({3}) =150-70 — ((13+7+4+104+11)-60+ (11 +94+9+8+8+12) - 60
+ (11 + 114+ 9+ 11 4+ 12 4+ 10) - 30) = 2460,
v({1,2}) =2-150-70 — ((11 +6 +9+8+8)- 120+ (12+9+4+6+11) - 120
+(114+11+10+7+14+10)-30+ (15+ 10+ 9+ 8+ 7+ 11) - 30) = 7230,
v({1,3}) =2-150-70 — (11 +6+9+8+8)- 120+ (13 +7+4+10+11) - 120
+(11+11+10+8+ 11+ 10)- 30+ (11 + 10 + 8 + 11 + 10 + 12)- 30) = 6870,
v({2,3}) =2-150-70 — ((12+9+4+6+11)- 120+ (13+ 7+ 8+ 8+ 11) - 120
+(10+114+6+7+7+14)-30+ (11+9+ 9+ 8+ 8+ 12) - 30) = 6960,
v({1,2,3}) =3-150-70 — (11 +7+44+8+8)- 150+ (12+9+4+6 +11)- 30
+(134+74+8+8+11)-30+ (124+11+9+6+11) - 120
+(134+6+9+10+11)-120) = 11490

o(v) = (3850,4015, 3625)

Vidime, ze se zde jakakoliv spoluprace vyplati. Shapleyho hodnota ndm potom urcuje
hledané denni rozdéleni zisku pfi spolupraci vSech tii firem.

Déle budeme uvazovat podobné, pouze tentokrat misto toho, aby mél kazdy z hraci
svilj vlastni spotiebi¢, bude se v siti nachazet pouze jeden spolec¢ny.

Priklad 4.8. Zaddni nyni bude stejné jako v prikladu 4.7, jenom budou vSechny firmy
dopravovat své vyrobky pouze do vrcholu D.

Charakteristickou funkci uré¢ime analogicky a opét spocteme Shapleyho hodnotu dané
hry.
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v(9)

v({1}) = 15070 — (11 +7+4+8+8) - 60 +
_l’_

0,

(11+11+10+8+11+10) - 60
(10 4+ 12+ 1148+ 11+ 12) - 30) = 2640,
v({2}) =150-70 — (12+9+4+8+38)-60+ (15+ 10+ 8+ 10+ 12) - 60
+(10+11+6+7+ 8+ 11+ 10) - 30) = 2850,
v({3}) =150-70 — (13 +7+4+8+38)-60+ (11 + 10+ 8+ 11+ 10) - 60
+(11+114+9+ 11+ 8+ 11+ 12) - 30) = 2910,
v({1,2}) =2-150-70 = ((124+9+4+8+8)-120+ (11 + 6+ 7+ 8 + 11 4 10)-120
+(15+10+8+10+12) - 30+ (10 + 15+ 10 + 8 + 10 + 12) - 30) = 6120,
v({1,3}) =2-150-70 — (11 +7+4+8+8)-120+ (11 + 10+ 8 + 11 + 10) - 120
+(10+12+11+8+11+12)-304+(134+6+9+ 10+ 11 + 12) - 30) = 6690,
v({2,3}) =2-150-70 — ((12+9+4+8+8)-120+ (11 + 10+ 8 + 11 + 10) - 120
+(15+10+8+10+12)-30+ (13+6+ 9+ 10+ 11 + 12) - 30) = 6600,
v({1,2,3}) =3-150-70 = (11 +7+4+8+8)-150+ (12+9+4+8+38)-30
+ (12411 4+8+11+12) - 120 + (11 + 10 + 8 + 11 + 10) - 150) = 10590

o(v) = (3385, 3445, 3760)

Timto mame tedy urceno denni rozdéléni zisku v pripadé pouze jednoho spotiebice
v siti.

Nyni se dostavame ke zbyvajici moznosti, kdy budeme mit libovolny pocet spotiebici,
které mize vyuzit kterykoliv z hracu.

Priklad 4.9. Zadani bude opét stejné jako v prikladu 4.7, jenom nyni budou firmy své
vyrobky prepravovat do kteréhokoliv z vrcholi D, E, F, G.

Opét urc¢ime charakteristickou funkci a Shapleyho hodnotu hry tak, jako v pfedchozich
prikladech.

v(@) =0,

v({1}) =150-70 — (11 +6 +7) - 60 + (11 + 11 + 10) - 60
+(10+124+9+4+6+8) - 30) = 5670,
v({2}) =150-70 — (10 +114+6+7)-60+ (12+9+44+6+8)-60
+ (1541048 +10) - 30) = 4830,
v({3}) =150-70 — ((11 +10) - 60 + (13 + 6+ 7) - 60
+(11+11+7+44+6+38)-30) = 6270,
v({1,2}) =2-150-70 — ((11 +6+7) - 120 4 (11 + 11 + 10) - 30
+(124+9+4+6+8)-120+ (10 + 11 + 11 4 10) - 30) = 11220,
v({1,3}) =2-150-70 — ((11 +10) - 120+ (1346 +7) - 30+ (11 + 6+ 7) - 90
+(114+7+4+64+8)-30+ (10+12+9+446+8)-30) = 12990,
v({2,3}) =2-150-70 — ((11 +10) - 120 + (13 +6 + 7) - 30
+(104+1146+7)-90+ (12+9+4+8+38)-60) = 12180,
v({1,2,3}) =3-150-70 — ((11 + 10) - 150 4 (11 + 6 + 7) - 150
+(124+94+6+7)-30+ (12+9+4+ 6 + 8) - 120) = 19050

o(v) = (6365, 5540, 7145)
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Tak tedy mame urceno rozdéleni denniho zisku i pro pfipad vyuziti libovolného spo-
tfebice.
Jako posledni priklad pouze upravime predchozi tak, ze na hranadch budeme uvazo-

vat neomezenou kapacitu. Naproti tomu v tomto pfipadé budou mit spotiebice kapacitu
omezenou.

Priklad 4.10. Uvazujme nyni, Ze firmy z piikladu 4.7 k prepravé vyuZiji silniéni sit.
Vezmeéme si opét sit z obrdzku 4.10. Jako v prikladu 4.9, 1 zde firmy své vijrobky pFepravuji
do kteréhokoliv z vrcholi D, E, F, G. Ohodnoceni hran opét vyjadruje cenu za prepravu
jednoho vyrobku touto hranou. Hrany vsak memaji Zddnou kapacitu. Naopak je omezena
poptavka v kaZdém z cilovych vrcholi na 120 vyrobkii.

Opét hledame nejlevnéjsi tok siti za predpokladu, Ze ostatni hraci se jej snazi mini-
malizovat. Ziskavame charakteristickou funkci hry a Shapleyho hodnotu.

v(@) =0,

v({1}) =150-70 — (11 +6+7)- 40+ (11 +7+4+8+38)-40
+ (11 +7+4+6+11)-404+ (11 +7+4+10+11)-30) = 5170,
v({2}) =150-70 — ((10+114+6+7)-40+ (124+9+4+8+8)-40
+(124+9+4+6+11)-40+ (124 11+ 8+ 11) - 30) = 4560,
v({3}) =150-70 — (11 +10) - 40+ (13 + 7+ 4+ 8+ 8) - 40
+(114+10+8+11)-40+ (13+ 744+ 10+ 11) - 30) = 5110,
v({1,2}) =2-150-70 — ((11 +6+7)-80+ (11 +7+4+6+11)-70
+(124+9+4+8+38)-80+ (12+ 11+ 8+ 11) - 70) = 10130,
v({1,3}) =2-150-70 — ((114+10) - 80+ (11 + 10+ 8+ 11) - 70
+(11+74+4+8+8)-80+ (11 +7+4+ 10+ 11) - 70) = 10470,
v({2,3}) =2-150-70 — ((11 4+ 10) - 80+ (11 + 10+ 8+ 11) - 70
+(124+9+4+8+8)-80+ (12+ 11+ 8+ 11) - 70) = 10300,
v({1,2,3}) =3-150-70 — ((11+10) - 120+ (11 + 7+4 +8+8) - 120
+ (12411 +8+11)-1204+ (11 +7+4+6+11)- 30
+(12494+4+6+11)-30+ (11 +10+ 8+ 11) - 30) = 15750

() 16085 14915 16250

v) =

4 3 ' 3 ' 3
Tak mame urceno denni rozdéleni zisku i v pfipadé neomezené kapacity hran a omezené

kapacity spottebicii.

) = (5362, 4972, 5417)
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Z.aver

Cilem prace bylo studium teorie her a teorie her na grafech s jeji naslednou aplikaci pfi
feseni konkrétnich problémt.

Nejprve byly predstaveny hlavni myslenky teorie her, predevsim pak kooperativni
teorie her. Soustiedili jsme se na hledani vyhodné kooperace a nasledného rozdéleni zisku
ze hry mezi spolupracujici hrace. Pro takové rozdéleni jsme si predstavili jadro hry a
Shapleyho hodnotu a studovali jsme jejich vlastnosti. Uvedli jsme si i varianty pro hry,
ve kterych nejsou hraci schopni utvorit vsechny koalice.

Déle jsme se zamérili na zaklady teorie grafii, po jejichz uvedeni jsme jiz pokracovali
konkrétnimi piiklady her. Prvnim druhem her z kombinace teorie her a teorie graft byly
hry, v nichZ jsme méli usporadani hract zobrazené orientovanym ¢i neorientovanym gra-
fem. Toto usporadani predstavovalo omezeni na tvorbu koalic a my jsme si u takovych
her ukazali pouziti Shapleyho hodnoty.

Jinym druhem takovych her byly hry, kde graf znazornoval situaci s moznymi roz-
hodnutimi. Na tomto grafu hledal kazdy z hract néjaké optimum. Jednalo se o hry, kde
jsou ve vlastnictvi hrac¢t hrany ¢i vrcholy grafu nebo je zajmem hract najit optiméalni tok
onim grafem. U téchto her jsme opét vyuzili znalosti o Shapleyho hodnoté a ukazali si
jeho vyuziti a vyhodnost.
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