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Abstrakt

Tato prace se zabyva urenim rozdili mezi vySkami v systému Bpv a vyskami zalozenymi na geopotencidlnim
modelu EGM96. Vyskovy rozdil je vypocten jako rozdil odlehlosti geoidu a vyskové anomalie kvazigeoidu, kde
ob¢ veli¢iny jsou vztazeny ke stejnému referenénimu elipsoidu. Cast prace se vénuje uréeni odlehlosti geoidu ze
sady Stokesovych koeficientti pro model gravitacniho pole EGM96. Dale jsou pro potieby této prace pouzity
modely kvazigeoidu CR-2005 a QGZU-2013, které jsou popsany hodnotami vyskové anomalie v pravidelné siti.
Dalim pouzitym zdrojem dat je soubor bodii vyb&rové tdrzby ZU. Tyto body maji mé&fenou elipsoidickou
vysku metodou GNSS a také nivelovanou vysku v Bpv. Prostfednictvim téchto hodnot je na nich mozno
vypocétem uréit hodnotu vyskové anomalie.
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Abstract

This work deals with determining the differences between heights in the Bpv system and heights based on the
geopotential model EGM96. The height difference is calculated as the difference between the geoid undulation
and the height anomaly of the quasigeoid, where both quantities are related to the same reference ellipsoid. Part
of the work is devoted to determining the undulation of the geoid from a set of Stokes coefficients for the
gravitaty field model EGM96. Furthermore, the quasigeoid models CR-2005 and QGZU-2013 are used for the
needs of this work, which are described by the values of the height anomaly in the regular grid. Another source
of data used is a set of selective maintenance points.
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1 UVOD

Tato prace se zabyva vyskovym systémem baltskym po vyrovnani (dale jen Bpv) a geopotencialnim modelem
EGMY6. Jejim cilem bylo uréit pro uzemi CR rozdily vysek v systému Bpv a vysek vztazenych ke
geopotencialnimu modelu EGM96, a to na zékladé dat dvou modelti kvazigeoidu (CR-2005 a QGZU-2013)
a souboru Stokesovych koeficientt, jimiz je popsan model EGM96.

Motivaci k realizaci této prace jsou potieby civilniho letectvi, kde jsou mezinarodné urovany vysky
zaloZzené na modelu EGM96. V zavazném vyskovém systému CR se viak uréuji vysky v systému Bpv, z ¢ehoz
vyplyva potieba pievodu vyiek pro tizemi CR.

Uvedeny rozdil vysek neni konstantni, ale méni se v zavislosti na zemépisné poloze. Proto bylo uvazovano
takové feSeni, pomoci kterého by bylo mozno ur¢it vyskové rozdily pro body v pravidelné siti na feSeném tizemi.
A to s dostatecnou hustotou tak, aby vyskovy rozdil pro konkrétni soufadnice mohl byt snadno dopocten
interpolaci z okolnich hodnot s dostacujici ptesnosti. Takovéto feSeni bylo vhodné jak z hlediska vyuziti
vysledkt, tak z hlediska feSeni vypoctu jako takového. Vypocet bod po bodu by byl sice teoreticky snadny,
ovsem Casove velice narocny pro uvazované velké mnozstvi vypocetnich bodu. Tedy cilem bylo upravit vypocet
tak, aby byly vysledky hromadn¢ urceny pro celou sit’ vypocetnich bodu.
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2 LITERARNI PREHLED/POPIS SOUCASNEHO STAVU

Vyikové rozdily na zékladé dat modelt kvazigeoidu CR-2005 a QGZU-2013 a modelu EGM96 dosud nebyly
uréeny globalng pro izemi CR. Obdobné problematice se vénuje prace [1], oviem je feSena pro star§i model
kvazigeoidu (CR2000). Metodice efektivniho vypoctu sféricko-harmonického rozvoje, ktery je v praci obsazen,
se vénuje [2]. Obecné se tématu teorie vysek vénuje napiiklad [3].

3 METODIKA

Primarné bude nasledujici kapitola vénovana obecnému nastinéni teoretického kontextu vypoctu, ¢imz bude
v podstaté shrnut obecny princip feSeni. Konkrétni feSeni bude shrnuto pouze okrajoveé (detailné je zpiisob
vypoctu fesen napiiklad v [1]).

ResSeni obecné

Vysky v systému Bpv odpovidaji Molodénského feSeni tvaru Zemé, které vychazi ze vztahu:
het = Hq + ¢, (1)

kde hq je elipsoidicka vyska, Hq je normalni Molodénkého vyska a { je vyskova anomalie. Ani jedna
z uvedenych vysek nema fyzikalni vyznam. Elipsoidicka vyska je vzdalenost mezi bodem na povrchu Zemé
a jeho primétem po normale na zvoleny elipsoid. Vyznam Molodénského vysky je znazornén na Obr.1 jako
vzdalenost méfena po normale mezi bodem Q a elipsoidem. Bod Q byl nalezen na normale k elipsoidu
prochéazejici bodem P na zemském povrchu jako bod, v némz je normalni tihovy potencial roven tihovému
potencialu v bod¢ P. Mnozina takovych bodu tvofi plochu zvanou teluroid. Vzdalenost mezi zemskym povrchem
a teluroidem je oznacovana jako vySkova anomalie. Pokud by (pro jistou analogii s geoidem) byly vyskové
anomadlie vyneseny nad elipsoidem, byla by ziskana plocha zvana kvazigeoid.

zemsky
povrch

teluroid

elipsoid

Obr. 1 Molodénského vyska Hy, elipsoidicka vyska 4, vyskova anomalie (' a teluroid [3].

Na zéakladé Stokesovy teorie, jiz odpovidaji ortometrické vysky vztazené k modelu EGM96, lze zapsat
obdobny vztah jako (1):

hey =H +N, @

kde he znaci opét elipsoidickou vysku, H je ortometricka (geoidickd) vyska a N je odlehlost geoidu od
elipsoidu. Ortometrické vysky udavaji vzdalenost bodu na zemském povrchu od jeho primétu podél tiznice na
geoid a maji fyzikalni vyznam. Mohly by vyvstat pochybnosti o rovnosti ve vztahu (2) z diivodu, Ze elipsoidické
vysky se méfi po normale a ortometrické vysky podél tiznice. Timto zpisobeny rozdil je vsak velmi maly, tudiz
pro potieby této prace zanedbatelny. Kombinaci vztahi (1) a (2) je po upravé ziskan vztah pro rozdil vysek:

Ho—H=N-{. 3)

Uvedeny vztah (3) umoziuje urcit hledany rozdil vysek jako rozdil odlehlosti geoidu a vyskové anomalie,
coz je vzhledem k podkladovym datim vhodné feseni. VySe uvedené skutecnosti jsou pro lepsi predstavu
o vztahu vysek zobrazeny na Obr.2, z néhoz je napiiklad patrné, Ze hledany rozdil vysek (oznacen jako Ah) je
v podstaté vzdalenost mezi bodem na geoidu a odpovidajicim bodem na kvazigeoidu [3], [4], [S].
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Obr. 2 Vztahy vysek.
Pouzita data

Pro realizaci vypoétu je nezbytna znalost pouzitych dat. Cast vstupnich dat tvoii geopotencialni model EGM96.
Model je popsan sadou plné normovanych Stokesovych koeficienti, coz jsou harmonické geopotencialni
koeficienty v rozvoji tithového potencialu v fadu kulovych funkci, a to do stupné (resp. fadu) 360.

Modely kvazigeoidu (CR-2005 a QGZU-2013) jsou popsany hodnotami vyskové anomélie pro body
v pravidelné siti na izemi CR s danymi geodetickymi soufadnicemi. Jde o hodnoty vztazené k elipsoidu GRS80.

Realizace vypoctu

Vypocet byl realizovan v programu Matlab. Podle vztahu (3) je rozdil vysek vypocten jako rozdil odlehlosti
geoidu a vyskové anomalie. Vyskova anomalie je v ramci podkladovych dat znama. Je tedy nutno vénovat se
ur¢eni odlehlosti geoidu.

V ramci vypoctu bylo feseno nékolik dilcich ¢asti, kde jadro tvofi vypocet normovanych Legendreovych
ptidruzenych funkci. Pomoci nich je poté realizovan vypocet privodice geoidu, ktery je odvozen ze vztahu pro
tihovy potencial. Celkovy vypocet pak fesi uréeni odlehlosti. Komplikovanost tohoto vypoctu vychazi ze
skuteCnosti, ze dané vstupni soufadnice jsou geodetické, ale jako vstup do vSech dil¢ich vypocti jsou potiebné
soufadnice geocentrické. Vypocet geocentrickych soufadnic vSak zavisi na hodnoté privodice, kterou bez
znamych geocentrickych soufadnic nelze presné uréit. Finalni vypocet z tohoto dtivodu obsahuje vnitini a vnéjsi
iteraci. Vnitini iterace fesi hodnotu odlehlosti a zpétné urceni geodetickych soufadnic pomoci aktualni hodnoty
soufadnic geocentrickych a pravodice. Vnéjsi iterace pak fesi opravu geocentrickych soufadnic na zakladé
vysledku vnitini iterace a vypocet nové hodnoty privodice. Nutnost tohoto feseni zcela zjevné navySuje ¢asovou
naroc¢nost vypoctu.

Vzhledem k mnozstvi dat (body v siti po 1° zemépisné Sitky a po 1,5° zemépisné délky) je vypocet bod po
bodu nevhodny a je tieba provést tipravu takovou, aby byl vypocet feSen nardz pro celou sit’ bodi. Aby to bylo
mozné, je potieba upravit dil¢i vypocty. Postup upravy vypoctu pravodice je feSen napiiklad v [2]. V podstaté
jde o nahrazeni sumace maticovym nasobenim, coz vyznamné urychli vypocet a umozni vypocitat hodnoty
naraz, pokud se jedna o body v pravidelné siti. Za zminku v tomto kontextu stoji nutnost zavedeni metody
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fadkovych pramért podle [1], aby byly vyfeseny neodpovidajici rozméry matic v jejich soucinu podle [2]
(problém s rozméry matic totiz pii vypocCtu pro vice zemépisnych délek nezbytné nastane). Tato metoda spociva
v prumérovani fadkd matice, v niz fadky odpovidaji zemépisnym $itkam a sloupce zemépisnym délkam (tedy
hodnoty v ramci jednoho fadku odpovidaji neménné zemépisné Sifce a postupné po sloupcich viem zemépisnym
délkam). Uvedenym fadkovym primeérem je pro jednu zemépisnou Sitku ziskana odpovidajici primérna hodnota
podle vice zemépisnych délek. Aby byl vypocet realizovan s dostate¢nou piesnosti, je nutné hodnoty zemépisné
délky rozdélit na neékolik past (intervalll) a vypocet, tedy i fadkové primeéry, realizovat pouze v ramci pasu (na
zaklad¢ testovani vybérové mnoziny bodt bylo pro tuto praci stanoveno jako dostate¢né ptesné pouziti 10 past
zemepisné sitky pro CR).

Dale byl upraven i vypocet normovanych ptidruzenych Legendreovych funkei, pro n€jz byly pouzity vztahy
uvedené napiiklad v [6]. Protoze jiz nebyla potieba celd matice téchto funkci, byl vypocet upraven tak, aby byla
vzdy uréena potiebna konkrétni ¢ast této matice.

Zavérem pak byl vypocten hromadné pro vSechna data rozdil odlehlosti geoidu a vyskové anomaélie (tedy
rozdil vysky v systému Bpv a rozdil vysky vztazené ke geopotencialnimu modelu EGM96).

4 VYSLEDKY

Vysledkem préace jsou textové soubory s uréenymi hodnotami rozdilu vysek v gridu na tizemi celé CR s body
po 1° zemépisné Sitky a po 1,5° zemépisné délky. Vysledné rozdily vySek ziskané na zékladé¢ dat modelu
QGZU-2013 se pohybovaly mezi -4 cm a 121 cm. Vysledky ziskané na zéklad dat modelu CR-2005 byly
v intervalu od 0 cm do 122 cm. Tyto vystupy byly dale zpracovany v softwaru ArcGIS Pro. Pomoci interpolace
metodou inverznich vzdalenosti byly vyhotoveny rastry vyskovych rozdilti jako podklad pro posouzeni
vysledku.

Pro prezentaci vysledkti byl vyhotoven graficky vystup zobrazujici vyskové rozdily pomoci barevné
hypsometrie a vrstevnic (viz Obr.3). Jde o vysledky vyhotovené na zékladé dat modelu QGZU-2013, vysledek
na zakladé dat modelu CR-2005 byl v tomto métitku obdobny.

Rozdil vy3ek v systémech Bpv a EGM96
na zékladé modelu kvazigeoidu QGZU-2013 pro tzemi CR

14°30'E

Rozdil vydek [cm]
-40 25 50 75 100121

Ah = HQ (Bpv) _ {(EGM96)

Soufadnicovy systém mapy: S-JTSK

Geodetické soutadnice a zemépisna sit; v systému ETRS89

Mapovy podklad: © Cesky tfad zeméméficky a katastralni, www.cuzk.cz
Autor: Ing. Varikova Zuzana

Obr. 3 Vizualizace rozdila vysek.

Srovnani vysledktl podle obou modeli je vizualizovano v Obr. 4 jako diference vytvofenych rastra
vyskovych rozdili, tedy v podstaté¢ jde o rozdil hodnot vyskové anomalie. Vysledky se lisily v extrémnich
prfipadech o 14 cm.
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Rozdil vyskové anomalie model QGZU-2013 a CR-2005
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Soufadnicovy systém mapy: S-JTSK

Geodetické soutadnice a zemépisna sit: v systému ETRS89

Mapovy podklad: © Cesky ufad zeméméticky a katastralni, www.cuzk.cz
Autor; Ing. Vankova Zuzana

Obr. 4 Srovnani modeli CR-2005 a QGZU-2013.

5 DISKUZE

Pro posouzeni vysledki byla vyuzita data GNSS-nivelace na bodech vybérové udrzby ZU, na nichz byla znama
meétend vyska v systému Bpv a také vyska elipsoidicka. Jednoduchym rozdilem byla ur¢ena hodnota vyskové
anomalie na téchto bodech a poté na nich byla vypoctena hodnota vyskového rozdilu. Takto ziskané vyskové
rozdily byly povazovéany za vysledky s vyssi pfesnosti nez vysledky feSené na zakladé dat modelt kvazigeoidu,
protoze byly zalozeny na pfimo méfenych hodnotach. Jejich vyuziti pro komplexni vystup ale nebylo mozné,
z divodu malého mnozstvi bodii a jejich nepravidelného rozmisténi pro oblast CR.

Vysledné hodnoty byly porovnany pomoci vypocteni diference vyskovych rozdila. A to mezi vysledky
ziskanymi pomoci dat GNSS-nivelace a vysledky vypoctenymi na zédkladé dat modelt kvazigeoidu, pro néz byly
prislusné vyskové rozdily odecteny z vyhotovenych rastri v pozadovanych bodech. Byly urceny statistické
hodnoty popisujici rozlozeni diferenci vySkovych rozdilt. Pro porovnani na zakladé modelu CR-2005 byla
smérodatna odchylka 2,12 cm, aritmeticky primér 0,81 cm a stfedni hodnota 0,80 cm. Diference vyskovych
rozdilii na zékladé modelu QGZU-2013 mély smérodatnou odchylku 2,37 cm, aritmeticky pramér 0,30 cm
a stfedni hodnotu 0,40 cm. Smérodatna odchylka tedy vychazela spise ve prospéch vysledkt na zakladé modelu
CR-2005, ovsem stfedni hodnota i hodnota aritmetického primeéru hovofila jednoznacné ve prospéch modelu
QGZU-2013.

Nejvyssi diference ve vysledcich byly pozorovany v pohrani¢nich oblastech a to pro oba modely
kvazigeoidu, coZ je jisté ovlivnéno nizsi presnosti modelti na okrajich CR a v horskych oblastech. (,,Upind
stredni chyba vyskové anomdlie zeta ¢ini na tizemi CR 1 cm, v horském terénu a v prihranicnich oblastech (do
10 km od statnich hranic) mize dosahovat hodnot vyssich, nejvyse vsak 3 cm.* [8])

Déle je nutné v uvedeném posouzeni piihlédnout k té skutecnosti, ze vznik modelu CR-2005 je vazan na
body GNSS-nivelace: ,,...model kvazigeoidu CR-2005, ktery byl odvozen navazanim modelu CR-2000 na sit
1024 bodii vpbérové iidrzby, jejichz vyska byla urcena nivelaci.* [7] Oproti tomu model QGZU-2013 je vazan na
jina data, ktera s daty GNSS-nivelace nesouviseji: ,, Model kvazigeoidu byl ziskan kombinovanym regiondalnim
reSenim linearni gravimetrické okrajové ulohy pro poruchovy gravitacni potencial zemského télesa, a to za
vWznamného prispéni revidovaného kompletniho souboru podrobnych bodii gravimetrickych mapovini CR
zamérenych pri geofyzikalnim prizkumu mezi lety 1950 az 2010 a dalsich dat.* [8] Tedy lze predpokladat, ze
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srovnani vysledkt ziskanych na zéklad¢ dat GNSS-nivelace s vysledky na zakladé modelu CR-2005 tim bude do
zna¢né miry ovlivnéno.

Model QGZU-2013 je dle [8] pravidelng aktualizovan a obsahuje podrobngjii data nez model CR-2005.
Podrobnost dat neni vzdy vyhodou, naptiklad pro ucely globalniho vypoctu jsou data az pfili§ podrobna. Proto
ani v ramci této prace nebyla vyuzita vSechna data (byla redukovana na stejnou podrobnost, jakou ma model
CR-2005). Tento model by se rozhodné vice hodil pro vypocet rozdilti vysek pro mensi oblasti, nikoli pro celou
CR, kde nemize byt vyuzit celkovy potencial modelu vychazejici z podrobnosti dat.

S prihlédnutim k vyse uvedenym skuteénostem, byl nakonec vybran model QGZU-2013 jako podklad pro
vyskové rozdily, které budou dale prezentovany. Nelze ovSem fici, ze by byl n¢ktery z modelti vyrazné horsi
nebo lepsi.

6 ZAVER

Stanoveny cil prace, tedy uréit rozdily vysek v systému Bpv a vySek vztazenych k modelu EGM96 pro uzemi
CR na zéklad¢ riiznych vstupnich dat, byl splnén. Vyskové rozdily byly také porovnany mezi sebou a byl vybran
model QGZU-2013 jako podklad pro vysledky, které budou piipadné dale feeny a prezentovany. Vystupy prace
byly zpracovany formou textového souboru obsahujiciho body v pravidelné siti s odpovidajicimi hodnotami
rozdili vysek, odlehlosti geoidu od elipsoidu a vyskové anomalie. Z tohoto souboru je mozné pomoci
interpolace vypocitat hodnoty pro body mimo sit’. Pro ziskani mnohem piesnéjsich hodnot vyskovych rozdilt
konkrétnich bodi by bylo mozno na vysledky prace navazat vytvorenim vypocetni aplikace s vyuzitim
obdobnych metod a modelt.

V prubéhu cesty vedouci k naplnéni stanovenych cilii se vyskytlo mnoho komplikaci, které bylo nutno
korektné vyftesit. Za zminku stoji naptiklad vypocet privodi¢e geoidu, kde se vyskytlo potizi nejvice, a to
zejména z diivodu vypocetni rychlosti a kapacity operacni paméti vypocetniho zafizeni. Proto musela byt vyuzita
metoda fadkovych pramért (podle [1]), diky které sice pocitame hodnoty piiblizné, ale s dostate¢nou piesnosti
pro cilovy vysledek (pro rozdéleni na 10 past zemépisné délky nepiesahuje maximalni odchylka 1 mm). Tento
krok vedl k vyraznému zvySeni vypocetni rychlosti, protoze velikost priivodice mize byt urena naraz pro velké
mnozstvi bodli pomoci maticového nasobeni.

Dal3i vyraznou komplikaci bylo p¥ili§ velké mnozstvi dat soubort pro model kvazigeoidu QGZU-2013. Data
bohuzel nemohla byt vyuzita vSechna ze zifejmych vypocetnich ditvodt. Také pro realizaci vystupu by data byla
ptilis podrobna, proto byl problém vyfesen redukei vstupnich dat na méné podrobnou sit’ (ze sité se zemépisnou
sitkou i délkou po 3" byla data redukovana na sit’ po 1° zemépisné $itky a po 1,5° zemépisné délky).
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