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ABSTRAKT

Prace je v prvni ¢asti vénovana uvodu a ucelenému popisu vsech dilezitych pojmi teorie
grafii, na kterou navazuje popis a modifikace dvou vybranych typt okruznich problému:
problému obchodniho cestujiciho a problému planovani rozvozu. Dalsi ¢ast prace se
vénuje nasledné moznosti feSeni probléml skrze deterministické a stochastické
algoritmy. Soucasti je taktéz Cast prakticka, ktera se v zavéru prace zabyva optimalizaci
nejkratsi cesty dvou vytvofenych modelt pomoci metody nejbliz§iho souseda,
genetického algoritmu a fesice v modelovacim jazyce GAMS.

ABSTRACT

The first part of the thesis is devoted to an Introduction and a comprehensive description
of all important concepts of graph theory, which is followed by descriptions and
modifications of two selected types of routing problems: the travelling salesman problem
and the vehicle routing problem. The next part of the thesis deals with subsequent
possibilities of solving problems through deterministic and stochastic algorithms. It also
includes a practical part, which at the end of the thesis deals with the shortest path
optimization of the two created models using Nearest neighbour algorithm, Genetic
algorithm and solver in GAMS.

KLIiCOVA SLOVA

Okruzni problémy, Problém obchodniho cestujiciho, Problém planovani rozvozu, Metoda
nejbliz§iho souseda, Geneticky algoritmus, optimalizace nejkratsi cesty

KEYWORDS
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1 UVOD

S planovanim riznych cest a tras se ¢lovek setkava jiz od pradavna, ale vytvofit
ru¢né jednoduchou a efektivni trasu se mize zdat jako prakticky nemozny tkol, a proto
se vV dnesni dobé& ve spolecnosti rozsifuji stale vice okruzni problémy, které se planovanim
nejriznéjsich cest a tras zabyvaji. ReSeni téchto optimalizagnich problémd pomaha
predevsim S minimalizaci nakladd na cestu. Své vyuziti v praxi nalézaji témér v kazdém
scénafi, kde je potieba provést jakoukoliv dodavku, at’ uz se jedna o zbozi nebo 0 pouhou
ptepravu osob.

Cilem diplomové prace je Ctenafe seznamit s problematikou tykajici se okruznich
problémd, jejich vyvojem, zakladni charakteristikou a pfiblizit dva vyznamné problémy:
problém obchodniho cestujiciho a problém planovani rozvozu. Déle rozebrat jejich
mozné feSeni skrze deterministické a stochastické algoritmy a nasledné vytvofeni
testovacich modeli pro redlnd data. Smyslem je tedy vytvofeni uceleného piehledu
daného tématu, provedeni nasledné optimalizace a porovnani testovacich modelti pomoci
deterministického a stochastického pfistupu.

K zakladnimu pochopeni daného tématu autor vyuzil doporucené literatury, ktera
mu dodala zékladni poznatky a pomohla s vybérem danych metod k feseni okruznich
problému a naslednou implementaci.
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2 OKRUZNI PROBLEMY

2.1 Ziaklady teorie grafa

Teorie grafii je pomérn¢ mlady obor matematiky, ktery se zabyva sitémi boda
(uzlr), které jsou spojeny useckami (hranami). Tento obor mél své pocatky spise
v rekreacnich matematickych tlohach, ale pierostl do diilezité oblasti matematiky
s vyuzitim v mnoha oblastech. Své uplatnéni nachazi v informatice, chemii, biologii, ale
také naptiklad ve spolecenskych védach [1].

Za pocatek teorie grafii lze povazovat rok 1736, kdy Svycarsky matematik
Leonhard Euler poprvé predstavil tzv. ,problém Sedmi mosti mésta Konigsbergu*
(dnesniho Kaliningradu v Rusku). Tento problém spocival ve vyieseni hadanky, ktera
m¢éla za ukol najit cestu pres kazdy ze sedmi mostii, které se tyCily nad rozvétvenou fekou
tak, aby osoba prosla ptfes dany most pravé jednou a vratila se zpét do mista pocatku.
Euler prevedl danou hadanku na graf, kde kazdy bieh reprezentoval jeden vrchol a mosty
predstavovaly hrany grafu. Matematicky dokazal, ze dané tloha je netesitelna [1,2].

Obr. 1: Problém Sedmi mostl mésta Konigsbergu. Zdroj: [1]

Dalsi zminky o teorii grafii se objevily v roce 1847, kdy se Gustav Kirchhoff
zabyval vypoctem proudu v elektrickych siti pomoci teorie stromil. Problematiku stromil
rozvijel i matematik Arthur Cayley v oblasti chemie [3].

Roku 1859 byla vytvofena hra ,,The Icosian Game*, jejimZ autorem je William
Rowan Hamilton. Hra spoc¢iva na principu nalezeni hamiltonovské kruznice v grafu, ktery
odpovida pravidelnému dvanactisténu [3].

Nejroz§ifengjSim problémem teorie grafti v 19. stoleti se stal bezpochyby
»problém ctyf barev. Jednd se o obarveni libovolné mapy pouze Ctyimi barvami.
Problém se podafilo vyftesit az v roce 1976 s vyuzitim pocitace [3].

17
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Obr. 2: Reseni problému étyi barev na mapé svéta. Zdroj: [4]

O rozvoj teorie grafii ve 20. stoleti se zaslouzil také brnénsky matematik Otakar
Bortvka, ktery se zabyval ekonomickou elektrifikaci moravskych vesnic. Zaslouzil se
0 vytvofeni vlastniho algoritmu (Boruvkiv algoritmus) pro nalezeni minimalni kostry
ohodnocené¢ho grafu. Stejny problém pozdéji vytesil 1 Vojtéch Jarnik pomoci vlastniho
algoritmu (Jarnikav algoritmus) [3].

2.1.1 Zakladni pojmy

V realném svété 1ze mnoho situaci popsat grafem, ktery udava piehled o danych
objektech a vztahy mezi nimi. Matematicky takovy graf Ize popsat uspofadanou dvojici
G = (V, E), kde oznaceni V a E jsou odvozena od anglickych slov vertices (vrcholy)
a edges (hrany). Z tohoto zapisu vyplyva, ze graf se sklada z vrchold a hran [5].

Podle vlastnosti se grafy déli na rizné druhy. Grafy mizeme délit podle poctu
vrcholl, poctu hran, vzajemné propojenosti a jejich celkové struktute [6].

K popisu byly vybrany zakladni typy grafi: nulovy, neorientovany, orientovany,
souvisly, Uplny, biparitni a ohodnoceny. Déle byly do popisu zafazeny dal§i pojmy
(stupeit vrcholu, Hamiltonova cesta a Eulerovsky tah), které jsou vyuZivany
Vv nasledujicich ¢astech prace.

Nejzakladnéj$im typem grafu je nulovy, nékdy také oznaCovany jako prazdny
graf. Jde o pfipad, kde mezi jednotlivymi vrcholy neexistuji Zadné hrany.

Neorientovany graf je takovy, jehoZ hrany nemaji dany smér. Graf, ve kterém
z kazdého vrcholu vede cesta do vSech ostatnich, se nazyva souvisly [6].

18



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brng&, 2022

& ", # ",
f % { %
| ., 1 |
5 ' LY ')
T \h_J\
o
i A
| |
\ J
‘/\h o
e P
i % { %
| | 1 |
5 7 LY I
. A %, A

Obr. 3: Neorientovany souvisly graf

Naopak, pokud budou mit hrany Vv grafu dany smér, bude se hovofit
0 orientovaném grafu.

Uplny graf je takovy, ktery obsahuje viechny mozné hrany. Tudiz kazda dvojice
vrcholi je spojena hranou [6].
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Obr. 4: Orientovany graf (vlevo) a Gplny graf (vpravo)

Pokud lze graf rozdé€lit na dv€ mnoZiny tak, Ze hrany spojuji vrcholy pouze mezi
mnozinami, nikoli uvnitf nich, jedna se o biparitni graf.

Hrany hraji v grafu velikou roli, jelikoz mohou byt orientované, neorientované,
ale také mohou mit svou délku. Jestlize se takové hrany v grafu nachazeji, jde o graf
ohodnoceny [6].
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Obr. 5: Biparitni graf (vlevo) a ohodnoceny graf (vpravo)
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Dalsim velice dilezitym pojmem je stupen vrcholu. U orientovaného grafu se
urci po¢tem hran, se kterymi je dany vrchol incidentni. Jedna se o takové hrany, které
z vrcholu vystupuji nebo naopak do néj vstupuji. U neorientovaného grafu je stupen
vrcholu roven poctu hran, které jsou s danym vrcholem spojeny [5].

N
3

. 'I-—_._______________'_.r"'_"‘\
S 1 ]
~_/

Obr. 6: Graf s oznacenymi stupni vrcholi

Hamiltonova cesta (nebo také hamiltonovska) je takova, ktera prochazi vSemi
vrcholy grafu pravé jednou. Podminkou nalezeni této cesty je, ze graf musi byt souvisly
a kazdy uzel musi mit stupeii roven alespoii 2 [5].

I/_‘\

\
/ Y

A,
™

|/ )
-

Vv

Obr. 7: Priklad nalezeni nejkratsi hamiltonovské cesty

Eulerovsky tah je tah v neorientovaném souvislém grafu, ktery prochdzi vSemi
hranami pravé jednou. Jestlize tah zacind i1 kon¢i ve stejném vrcholu, jedna se o tah
uzavieny, v jiném piipadé je tah otevieny. Podminkou pro nalezeni uzaviené¢ho
eulerovského tahu je, aby byl graf souvisly a mél vSechny vrcholy sudého stupné [5].

20
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Obr. 8: Graf, ktery obsahuje uzavieny eulerovsky tah

2.2 Klasifikace problémi

V informatice se pouzivaji dvé zakladni klasifikace tiloh, P a NP ulohy [7]:

e P (Polynomial) — tulohy, které je mozno feSit v polynomialnim case
(linearni, kvadraticky nebo logaritmicky ¢as). P tlohy jsou podmnozinou
NP duloh. Mezi tyto ulohy lze zafadit naptfiklad vSechny zakladni
matematické operace, algoritmy nejkratsi cesty (Dijkstra, Bellman-Ford,
Floyd-Warshall) a jiné.
e NP (Non-deterministic Polynomial) — ulohy, které neni mozno fesit
V polynomidlnim Case, ale daji se v tomto Case ovétit. Mezi zékladni ulohy
lze povazovat faktorizaci celych ¢isel nebo izomorfismus grafu.
NP ulohy lze dale rozdélit na NP-tézké a NP-Uplné tlohy, které se pouzivaji pro

Vv wr

NP-tézké Nejtezsi
NP-aplné Tézkeé

NP Stredni
P Lehké

Obr. 9: Klasifikace tloh. Upraveno ze zdroje: [7]
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP — Travelling Salesman Problem) a problém
planovani rozvozu (VRP — Vehicle Routing Problem) spadaji do kategorie NP-tézkych
a NP-tuplnych uloh.

vvvvvv

ale také ovérit. Nemusi se jednat o problém s rozhodovanim. Jako dal$i ukézkové
problémy lze uvést shlukovani metodou nejblizsich stiedi (K-means clustering) nebo
obarveni grafu. Za NP-tuplné ulohy se povazuji takové, které spadaji zaroven do NP
a NP-t¢zkych uloh a mohou byt feSeny nedeterministickym algoritmem v polynomialnim
case. Dalsi ptiklad této tfidy je Knapsack problem [7].

22
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3 PROBLEM OBCHODNIHO CESTUJICIHO

Problém obchodniho cestujiciho (TSP) je kombinatoricky problém v oblasti
teoretické informatiky, ktery se zabyva hledanim nejkratsi a nejucinngjsi cesty, kterou lze
pouzit pro dosazeni definovanych oblasti. Jedna se tedy o optimaliza¢ni problém v teorii
grafti, kde je ukolem projet vSechna mésta (uzly) pravé jednou a vratit se zpét do
vychoziho uzlu za pouziti minimalnich nakladl na cestu (cestovni vzdalenost) [8].
Ukolem je nalezeni hamiltonovské cesty v ohodnoceném grafu.

Jestlize je zadany pocet mést n, které je potieba navstivit, tak pocet moznych cest
S je vyjadien nasledujici rovnici (1) [9].

_ (n—1)! 1)

S
2

Tab. 1. Celkovy pocet moznych cest pro n mést

pofet mést n | pocet moZnych cest S
3 1
4 3
5 12
6 60
7

8

9

360

2520

20 160

10 181 440

15 43 589 145 600

TSP patfi mezi NP-uplné tlohy, jelikoz je moZzno jeho fteSeni testovat
V polynomidlnim case, ale nalézt nikoliv. Problém optimalizace TSP je vSak NP-téZka
uloha, ale ne NP, z ¢ehoZ vyplyva, Ze feSeni a ovéfeni nelze provést v polynomialnim
Case [10]. SloZitost feSeni vypoctu nejkratsi cesty se s kazdym ptfidanym uzlem zvySuje
(viz Tab. 1).

Matematicky model TSP Ize popsat nasledovné [30]:

Zéakladem matematického modelu je ucelovd funkce (2), kterda minimalizuje
celkové naklady na vysledné cesté. Do modelu jsou zapracovany dvé podminky (3) a (4),
které¢ zarucuji, ze dany vrchol bude navstiven pravé jednou. Posledni rovnice (5)
zamezuje vzniku subcykli.
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n n
min Z z CijXij (2)
n
inj=1, j=1,.,n 3)

n
inj:]" i:].,...,n (4)

u—u+nx;; <n-—1, i=12,..,n, j=2,3,...,n, i #j 5)
j j ] ]

Vysvétleni symboli:

e N —pocet mést

e Cij—naklady na cestuzi do ]

e Xjj—nasleduje-li j po i, tak rovno 1, jinak 0
e Ui — poradové Cislo mista i v ramci okruhu

3.1 Historie

Pivod TSP neni znamy, ackoliv se prvni zminky objevily v roce 1800, kdy
William Rowan Hamilton a Thomas Penyngton Kirkman feSili matematické problémy,
které izce souvisely s problémem obchodniho cestujiciho. Ptikladem je velice znamy
problém The Icosian Game z roku 1859 [11].

O obecné form¢ problému bylo mozno poprvé slyset ve 20. letech 20. stoleti diky
propagaci Karla Mengera mezi svymi kolegy ve Vidni. V psané podob¢ se problém
vyskytuje poprvé v roce 1932, kdy Menger publikoval ,,Das botenproblem* v Ergebnisse
eines Mathematischen Kolloquiums. Ozna¢il problém jako ,,problém posli* a prohlasil,
ze hledani trasy, kde se z vychoziho bodu jde do bodu, ktery je mu nejblize a takto
pokracovat, obecn¢ nevede k nejkratSimu feseni [12].

Pii prizkumu zemédélské puady v Bengalsku vroce 1938, kde hlavnim
problémem byla pieprava pracovnikil a vybaveni z jednoho mista do druhého. Resenim
TSP prosttednictvim ndhodné vybranych mist v euklidovské rovin€ se zabyvali ve 40.
letech statistici Mahalanobis, Jessen, Gosh a Marks. V této dobé proslavil TSP také Merill
Meeks Flood mezi svymi kolegy v americké spolecnosti RAND Corporation jako
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prototyp tézkého problému, jelikoz bylo obtizné prozkoumdvat vSechny cesty kvili
velkému poctu bodu [12].

V néasledujici tabulce (Tab. 2) Ize nalézt postupné rostouci velikost instanci
Vv pritbéhu let.
Tab. 2: Vyvoj velikosti feseni TSP v prabéhu let. Zdroj: [11,13,14]

Rok vyreSeni Pocet mést
1954 49
1971 57
1971 64
1975 67
1977 120
1980 318
1987 532
1987 666
1987 1002
1987 2 392
1992 3038
1993 4 461
1994 7397
1998 13 509
2001 15112
2004 24 978
2004 33810
2006 85900
2020 1437 195

V 50. letech Merill Meeks Flood popsal nékteré heuristické metody k ziskani
vhodnych cest, nejznamé;jSim popsanym algoritmem byl algoritmus nejblizsiho souseda.
V roce 1957 L. L. Barachet vydal dokument, ve kterém se zabyval grafickym feSenim
TSP, popsal a vytesil ru¢né problém s instanci 10 mést. Konec 50. let znamenal pro TSP
velky krok kuptedu, jelikoZz se k jeho feseni zacal vyuZivat pocitac, jednim takovym
ptikladem je aplikace na problému s 10 mésty v roce 1958 na pocitaci IBM 650 [12].

V roce 1963 byl aplikovan na TSP novy algoritmus, metoda vétvi a mezi (B&B —
Branch and Bound), ktery byl implementovan na po¢itaci IBM 7090. O jeho publikovani
se postarali J. D. C. Maly, K. G. Murty, D. W. Sweeney a C. Karel. Roku 1965 byl
publikovan ¢lanek, ktery fesil problém az pro 105 mést, jeho autorem byl Shen Lin.
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O aplikaci celoc¢iselného programovani a vyuziti algoritmu Branch-and-Cut se
v roce 1976 postaral P. Miliotis. O rok pozd¢ji byl pouzit pro instanci 120 mést dalsi
algoritmus, a to algoritmus fezné roviny. Autorem byl M. Grtschel a M. Padberg [12].

3.2 Vyuiziti v praxi

Aplikace a vyuziti TSP saha az daleko za hranici pouhého planovani trasy pro
projiti ur¢itého poétu mést. Své vyuziti naléza pii optimalizaci v oblasti matematiky,
informatiky, elektrotechniky, strojirenstvi ¢i genetiky.

3.2.1 Logistika

Nejcastéjsi aplikaci je samoziejmé pohyb osob, vozidel ¢i vybaveni. B&zné
planovani vyletii ¢i pracovnich cest je provadéno pomoci softward, které dokazi vytesit
TSP jen pro malé instance a jsou dostacujici pro tuto aplikaci. Jako dalsi ptiklad 1ze uvést
vySe zminénd pieprava osob a vybaveni v Bengélsku. Co se tyc€e vice sofistikovangjsich
problémi, tak sem lze zaradit naptiklad planovani rozvozu $kolnich autobusi. Timto
problémem se zabyvad mnoho velkych spolecnosti a nabizi Skolnim institucim jejich
sluzby pfii optimalizaci vyzvednuti déti do Skol [14].

Velké vyuziti nachazi TSP u poStovnich sluZzeb. Mohou nastat situace takové, Ze
neni nutno projizdét dim od domu nebo napiiklad domy se nachazeji daleko od sebe.
Jsou vytvofeny poStovni aplikace pro dorucovani balikli, kde aplikace dodrzuji rizna
dopravni omezeni. Nejde jen o doruovani dopist ¢i balikil, ale také o pomoc potiebnym
pfirozvazeni jidla ¢i 1€kt [14].
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Obr. 10: Pouziti TSP pro rozvoz $kolniho autobusu. Zdroj: [14]
3.2.2 Strojirenstvi a elektrotechnika

Vrtani desek ploSnych spoji patii mezi Casty problém obchodniho cestujiciho.
Nutnost vyvrtat desitky otvorti riizného primeéru pfinasi optimalizacni problém. Cilem je
minimalizovat dobu piejezdu hlavy stroje tak, aby vyvrtal v§echny diry jednoho priméru,
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nasledné prob¢hla vymeéna hlavy a postup se opakoval [9]. Tato aplikace mize byt pouzita
u jakéhokoliv problému s nutnosti vyvrtani velkého mnozstvi dér.

K vyuziti TSP dochézi i v integrovanych obvodech, kde je nutno optimalizovat
skenovaci fetézce, coz jsou trasy zahrnuté na ¢ipech. Dochazi k minimalizaci jejich délky
skrze casovou a energetickou ulevu [11].

3.2.3 Genetika

V genetickém inZenyrstvi je TSP vyuzito pro vypocet sekvenci DNA. Zde se TSP
aplikovalo na kolekci fetézci DNA, které jsou vlozeny nasledné do jednoho
univerzalniho, je potieba minimalizovat délku tohoto fetézce [11].

Dalsim ukazem diilezitosti feSi¢e TSP je ke konstrukei radia¢nich hybridnich map,
které jsou vyuzivany pro sekvenovani genomu. Problém tkvi v sestaveni optimalni
hybridni mapy z vice mistnich map [11].

3.2.4 Dal$i moZnosti vyuZiti

Pti pouziti farmaceutickych robotli pro automaticky vydej potfebnych 1¢ki
klientem je nutno vyuzit TSP. Ukolem je vyfesit problém minimalizace uraZzené
vzdalenosti manipulatoru pro dosazeni urcitych 1€ka [15].

Jednim z dalSich ptikladd Ize uvést pouziti k analyze struktury krystalt.
K ziskani informaci o struktufe je pouzit rentgenovy difraktometr, ktery méfi intenzitu
rentgenovych odrazii z riznych pozic. Zisk téchto informaci je realizovan ze stovek tisic
pozic, a tudiz zde nastava problém optimalizace celkového Casu pohybu pii polohovani
[9].
Mezi dal$i mozné ptiklady vyuZiti TSP patii [9,14]:

e modelovy problém pfi minimalizaci plytvani tapetami

e vyskladnovani pfedméth ve velkych skladech

e ve sklafstvi pfi planovani vyroby pro fezani

e shromazdovani geofyzikalnich seismickych dat

e komprese velkych datovych sad poli

e spojovani soucastek na desce pocitace

e planovani vojenskych misi kviili optimalizaci urazené vzdalenosti a Casu

e navrh mapovacich siti globalniho navigaéniho satelitniho systému

3.3 Varianty problému

U problému obchodniho cestujiciho dochazi k mnoha modifikacim a Gpravam
zadani ulohy a problematiky. Mezi nejznaméjs$i patii problém cinského listonose
a problém kanadského cestujiciho.
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3.3.1 Problém ¢inského listonoSe

Poprvé se o tomto problému zminil ¢insky matematik Kwan Mei-Ko pocatkem
60. let. Jde o problém velmi podobny TSP, avSak sjednim velkym rozdilem, jde
0 nalezeni nejkratsi cesty v grafu, ktera prochazi nikoliv vSemi uzly, ale vSemi hranami
ohodnoceného grafu. Inspiraci ziskal u ¢inského postaka, ktery kazdy den dorucoval
dopisy napii¢ méstem a musel projit vSechny ulice tohoto mésta. Jestlize je dana iloha
reprezentovana souvislym grafem a ma vSechny stupné vrchold sudé, tak je nejkratsi
cestou nalezeny uzavieny eulerovsky tah. V jiném ptipad¢ je potieba k nalezeni nejkratsi
mozné cesty navstivit nékteré hrany vicekrat. Pokud jsou vSechny hrany grafu
neorientované, 1ze problém fesit v polynomialnim case [16,17].

Problém naléza vyuziti u planovani tras pti dorucovani posty, svozu odpadu,
uklidu silnic od nedistot ¢i odhrnovani sn¢hu [17].

Reseni jednoduchych tloh lze vidét na obrazku (Obr. 11). V piikladu &. 1 se
nachazi o dvé hrany vice, ale v délkach nejkratsich cest neni velky rozdil. Pokud graf
spliuje podminky existence eulerovského tahu, je optimalni feseni jim urc¢eno, protoze
kazdou hranu obchodnik projde pouze jednou.

Mejkratsl cesta: B-D-E-C-B-E-F-D-C-A-BE =58
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Nejkratsi cesta: B-D-F-E-F-D-E-C-A-B-A-C-B = 56
Obr. 11: Aplikace problému ¢inského listonose na trivialnich prikladech
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3.3.2 Problém kanadského cestujiciho

Tento optimalizacni problém byl predstaven informatiky Christosem
Papadimitrouem a  Mihalisem Yannakakisem roku 1991. Nazev je odvozen od
kanadskych fidict, kterym cestovani komplikoval snih na silnicich. Problém spociva
V nalezeni nejkrats$i cesty z vrcholu A do vrcholu B za nepfedvidatelného omezeni.
Nékteré hrany mohou byt zablokovany, ale pro zjisténi, zda je dand hrana volna, musi
cestujici dorazit do vrcholu, ze kterého hrana vychazi. Ukolem je vytvofeni idealni
strategie, ktera zajisti minimalni cestovni naklady na zaklad¢ dil¢ich informaci [18,19].
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4 PROBLEM PLANOVANI ROZVOZU

Problém planovani rozvozu (VRP) je kombinatoricky problém Vv oblasti
optimalizace. Prvni zminky o VRP vznikly roku 1959, kdy byl problém popsan jako
zobecnéna forma problému obchodniho cestujiciho. Autofi této studie, ktera byla
zaméfena na dodavku benzinu, byli George Dantzig a John Ramser. Casto je tento
problém formulovan jako rozvoz zbozi zakazniktim do Sirokého okoli z centralniho depa.
[20]. VRP spada do NP-tézkych uloh.

Silniéni sit, ktera je vyuzivana pii feSeni VRP, byva popsana grafem, kde hrany
reprezentuji silnice a vrcholy zédkazniky, depa nebo pouhé kiizovatky. Hrany jsou bud’
orientované nebo neorientované v zavislosti na silni¢nich omezenich. Kazd4 hrana je
taktéZ ohodnocena svou cenou z hlediska vzdalenosti mezi vrcholy nebo ¢as potfebny
k pfekonani dané hrany.

Vrcholy grafu nabyvaji riiznych vlastnosti, od informaci o mnozstvi zbozi, které
je nutno dodat ¢i vyzvednout, az po ¢asové rozmezi, kdy je mozno dany vrchol navstivit.
Cesty, které jsou vytvoreny za ucelem obsluhy zdkaznika, zacinaji a kon¢i v jednom ¢i
vice centralnich dep, které jsou pfedem urceny [21].

Na obrazku nize (Obr. 12) 1ze vidét nalezeni cesty u TSP (graf vlevo) a tras u VRP
(graf vpravo), kde se mohou vyskytnout riznd omezeni, naptiklad kapacita vozidla pfi
rozvozu osob. Cerny vrchol se bere jako podatedni uzel, miize byt oznacovéan i jako
centralni depo.
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Obr. 12: Porovnani hledani cesty mezi TSP a VRP

V praxi je tento problém rozsifen o mnohé podminky a omezeni. Tato omezeni se
mohou tykat napiiklad kapacity vozidla, maximalni délky jedné trasy, doby trasy, doby
dodani a mnoho dalSich. Mezi TSP a VRP je zasadni rozdil v moznosti vyuziti vozidel,
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TSP vyhleda takovou trasu, kterou cestujici projede jednou a zamiii do vSech mést. VRP
nachéazi mnoho riznych tras pro vice vozidel.

U problému planovani rozvozu lze brat v tivahu vétsi pocet cilt k jeho ukonceni,

vvvvvv

¢ minimalizace nékladi na dopravu
e minimalizace poctu vozidel potiebnych k obsluze vsech zakaznikt

e vyvazeni vSech tras z dlivodu zatiZeni vozidel a dobu jizdy

4.1 Typy dopravnich okruznich dloh

Na zéklad€¢ rlznych omezeni a Uprav zékladniho problému vzniklo mnoho
roz§ifeni. K detailnéjSimu rozboru byly vybréany tyto typy VRP:

e S omezenim kapacity

e s omezenim vzdalenosti

e S casovymi okny

e Svyzvednutim a doru¢enim
e se zpétnym chodem

e dynamicky

CVRP délka trasy > DCVRP
backhauling kombinace sluzeb
casova okna
VRPB VRPTW VRFPD
VRPBETW VRPPDTW

Obr. 13: Zavislosti mezi jednotlivymi typy VRP. Upraveno ze zdroje: [21]

32



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

4.1.1 VRP s omezenim kapacity nebo vzdalenosti

Problém planovani rozvozu s omezenim kapacity (CVRP - Capacitated
Vehicle Routing Problem) patii mezi nejjednodussi a nejstudované;si typy VRP. U tohoto
problému jsou pozadavky deterministické, tedy predem znamé. Vsechna vozidla jsou
stejna a existuje pouze jedno centralni depo, ze kterého vSechna vozidla vyrazeji
a zaroven zde i jejich trasa konéi. Jedinym omezenim je kapacita vozidel, ktera se
oznacuje pismenem C. Hlavnim cilem je minimalizace celkovych nékladi na cestu, které
jsou umérné celkové ujeté vzdalenosti vozidel k obslouzeni vSech zakaznika [21].

Matematicky model VRP s omezenim kapacity l1ze popsat nasledovné [30]:

Zakladem celého modelu je ucelova funkce (6), kterd minimalizuje ndklady na
rozvoz. Rovnice (7) a (8) v tomto potadi znazornuji, ze k zakaznikovi j pfijede pravé
jedno vozidlo a od zakaznika i pravé jedno vozidlo odjede. Dalsi rovnice zaznamenavaji,
ze praveé K vozidel se od zakaznikt vrati zpét do depa (9) a pravé K vozidel vyrazi z depa
k zékaznikim (10). Rovnice (11) zaznamenava balanci pfevozu nakladu a zaroven
eliminuje subcykly. Aby byla dodrZzena stanovena kapacita vozidel zajist'uje rovnice (12).

n n
min z Z Cijxij (6)
xij,ui :

i=0 j=0
n
inj = 1, _] = 1, W, n (7)
i=0
n
inj:]., i=1,...,n (8)

Z xi0 = K ©)
Zn:xoj =K (10)

w—u+d < C(l — xij), i,j=1,..,n (11)

diSui<C, i=1,...,n (12)

Vysvétleni symboli:

e n-—pocet zdkazniki

e 0 — centralni depo
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e K —pocet dostupnych vozidel

e d;— poptavka zakaznika (dj > 0)

e C —Kkapacita vozidla (C > 0)

e Cjj—naklady na cestuzidoj

e Xjj—nasleduje-li j po i, tak rovno 1, jinak 0

e Uj—horni odhad doposud pievezeného nékladu po navstiveni zakaznika |

K feSeni toho typu problému se vyuzivaji ptredevSim heuristické algoritmy,
nejéastéji pouzivany je algoritmus mravenci kolonie (ACO — Ant Colony Optimization),
ktery je podrobné&ji popsan v kapitole 5 [22].

Dalsim typem je problém planovani rozvozu s omezenim vzdalenosti (DVRP
— Distance-Constrained Vehicle Routing Problem). Zde je omezeni kapacity vozidel
nahrazeno maximalni délkou nebo Casem, po kterém se dané vozidlo musi dostat zpét do

centralniho depa. Cilem je tedy minimalizace celkové délky tras nebo jejich doba trvani
[21].

Muze dojit 1 ke kombinaci dvou piedeslych rozsifeni zdkladniho problému
(DCVRP - Distance-Constrained Capacitated Vehicle Routing Problem), kdy nastane
omezeni kapacitni i vzdalenostni ¢i ¢asové.

4.1.2 VRP s ¢asovymi okny

Velice podobny CVRP je problém plianovani rozvozu s ¢asovymi okny
(VRPTW - Vehicle Routing Problem with Time Windows), ktery taktéz pracuje
s kapacitami vozidel. Navic je tento problém spojen s ¢asovymi okny, coZ jsou ¢asové
intervaly, ve kterych je zdkaznik k dispozici pro ptijeti dodavky. Intervaly mohou byt
nastaveny na libovolnou casovou S§itku, od minut az po dny. Zékaznik muize byt
obsluhovan pouze v tomto ¢asovém intervalu. Je nutno zohlednit taktéz dobu, béhem
které je zakaznik obsluhovan [20,21].

Kteseni VRPTW jsou vyuZivany metaheuristiky, mezi které patii: geneticky
algoritmus (GA — Genetic Algorithm), evoluéni algoritmy (EA — Evolutionary
Algorithms) a jiz dfive zminény ACO [23].

Cilem je obslouzeni vSech uréenych zdkaznikl v ptedem definovanych ¢asovych
oknech s minimalnimi naklady na cestu. Velké vyuziti tento problém naléza
pfi poStovnim dorucovani.
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Obr. 14: Ptiklad nalezeni tras pro VRPTW
4.1.3 VRP svyzvednutim a doru¢enim a s blackhaulem

V praxi je potieba fesit i takové problémy, ve kterych nejde pouze o doruceni
zbozi zakaznikiim, ale soucasné i o jeho vyzvednuti a dovoz zpét do centralniho depa.
O takovém problému Ize mluvit jako o problému plianovani rozvozu s vyzvednutim
a dorucenim (VRPPD — Vehicle Routing Problem with Pickup and Delivery). Vrcholy
maji dvoji oznaceni, vrcholy pro doruceni a vrcholy pro vyzvednuti zbozi. Mohou nastat
situace takové, ze jeden vrchol ma dvoji oznaceni. Predpoklada se, ze nejprve dané
vozidlo v daném vrcholu zbozi doru¢i a nasledné jej vyzvedne. Je potiebné zohlednit jak
kapacitu vozidel, tak v ptipadé nutnosti i ¢asova okna (VRPPDTW — Vehicle Routing
Problem with Pickup and Delivery with Time Windows), ve kterych je mozno zékazniky
obsluhovat [21].

Velice podobny je problém planovani rozvozu s blackhaulem (VRPB — Vehicle
Routing Problem with Backhauls), kde je velky rozdil v oznaceni vrchol. U jednoho
zakaznika muze vozidlo zbozi pouze dorucit nebo vyzvednout. Kdykoliv trasa zahrnuje
ob¢ moznosti, musi nejprve obslouzit vSechny zakazniky, u kterych ma byt zbozi
doruceno a nésledn¢ muze byt provedeno vyzvednuti zboZzi a pfevoz do centralniho depa
[21]. Stejné jako u VRPPD je nutno splnit kapacitni omezeni vozidel a taktéz je v urcitych
ptipadech nutno pracovat s ¢asovymi okny (VRPBTW — Vehicle Routing Problem with
Backhauls with Time Windows).
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Cilem obou verzi problému je vytvoteni tras s minimalnimi ndklady na cestu.
4.1.4 Dynamicky VRP

Ve vSech predeslych piipadech rozsiteni VRP se predpoklada, ze
informace o0 poptavce zakaznikti a dobé jizdy vozidla jsou znamé a vytvorena trasa se jiz
nebude ménit. U dynamického problému plianovani rozvozu mohou nové pozadavky
zakaznikil ptichazet béhem provadéni distribuce a S rozvojem inteligentniho dopravniho
systému se dopravni situace na urcitych usecich tras méni.

Systém nejprve podle dostupnych informaci naplédnuje trasy vozidel tak, aby
naklady na cestu byly minimdlni. V pribéhu distribuce mohou byt obdrzeny nové
informace a systém musi zajistit rychlou odezvu. Nasleduje pteplanovani tras vozidel do
momentu, kdy se neobjevi novéjsi informace.

Hlavnimi divody pteplanovani tras byvaji [22]:

e dopravni zacpy nebo nehody

e obsluha novych zakaznikt

e zruSeni objednavky stavajicich zakazniki
e zména mista dodani nebo vyzvednuti zbozi

e zména Casovych oken zdkaznikt

4.1.5 Dal$i mozné typy VRP

v

Existuje mnoho dal$ich rozsiteni zakladniho problému [20, 24]:

e Problém plianovani rozvozu se zisky — cilem je maximalizace ziskl
Z obslouZenych zakaznikli, neni nutno navstivit vSechny zékazniky,
vozidla za¢inaji 1 kon¢i v centralnim depu.

e Problém planovani rozvozu (LIFO — Last In First Out) — zbozi, které
je jako posledni naloZeno je jako prvni doruc¢eno kvili zkraceni doby
setrvani v mistech dodani.

e Green VRP — cilem problému je minimalizace spotieby paliva.

e Problém planovani rozvozu elektrickymi vozidly — problém se zabyva

planovanim tras pro elektromobily a zahrnuje do nich 1 v pfipad€ nutnosti
polohy a vyuZiti dobijecich stanic.
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Obr. 15: Priklad kombinace VRP s blackhaulem a VRP s elektrickymi vozidly

37



POSPISIL, Véclav. Okruzni problémy a jejich Fesenf

38



Ustav automatizace a informatiky, FSI VUT v Brné, 2022

5 METODY RESENi PROBLEMU

Okruzni problémy se daji implementovat pomoci mnoha riznych metod, pro
mensi instance jsou vhodnéjsi deterministické algoritmy, a naopak pro velké instance
mést se pouzivaji algoritmy stochastické. Nize jsou popsany rtizné metody piistupu feseni
téchto problémii.

5.1 Deterministické algoritmy

Deterministické algoritmy patii mezi nejstudovanéjsi a nejpraktictéjsi algoritmy
vibec, jejich chovani je pfedvidatelné a vzdy probiha stejna sekvence kroku k jejich
kompletaci. Pro dany konkrétni vstup bude mit dana uloha vzdy stejny vystup (Obr. 16).
Diky tomu se tyto algoritmy daji povazovat za spolehlivé a dokaZzi nalézt optimalni feSeni
[25,26].

L )| Vstup

7y | Vystup

Frijmout / Odmitnout

Obr. 16: Postup feseni deterministickych algoritmi. Upraveno ze zdroje: [29]

Ulohy se daji fesit v polynomialnim &ase, vzdy se d4 uréit dalsi krok provedeni
atento pocet krokii je pevné dany. Na konci kazdého feSeni nastane faze piijeti Ci
odmitnuti stejného vysledku [27].

Deterministickych algoritmi pro feSeni OkruZnich problémid je mnoho,
k detailnéj$imu popisu byly vybrany tyto metody: metoda hrubé sily, metoda vétvi a mezi
a metoda nejblizsiho souseda.
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5.1.1 Metoda hrubé sily

Metoda hrubé sily neboli metoda pokusu a omylu, je nejzakladnéjsi
anejjednodussi typ algoritmu. Metoda je snadno implementovatelna a vzdy najde
optimalni feSeni, pokud existuje. Zaroven poskytuje vSechna moznd feseni daného
problému, avSak pii rostoucich velikostech problému roste i nadro¢nost vypoctu tohoto
algoritmu. Je velice vyhodné ji pouzit, pokud je problém maly a jednoduchy [31]. Jako
ukazkovy piiklad lze uvést prolomeni 4-mistného ¢iselného kodu, kde by tato metoda
vyprodukovala 10* moznosti pro nalezeni spravného vysledku [32]. Z pohledu aplikace
na okruznich problémech je tato metoda tou nejvhodnéjsi, jelikoz umozni vzdy cestovat
mezi mésty ¢i zdkazniky s minimdlnimi ndklady. Nevyhodou metody je vypocetni
narocnost a jeji vyuZiti pro tento typ problémi se pfili§ nepraktikuje.

Casté vyuziti metody hrubé sily nastava v situacich, kdy neni k dispozici zadny
jiny algoritmus, ktery by dany proces zrychlil a je tfeba zkontrolovat vSechny mozné
varianty. Algoritmus nepfinasi zadné kreativni nebo konstruktivni vysledky. Velice Casto
se pouziva pro porovnani s jinymi algoritmy [31].

5.1.2 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi (B&B) je paradigma navrhu algoritmu, ktery se pouziva pro
feSeni diskrétnich optimalizacnich problému. K zisku optimalniho vysledku algoritmus
prohledava cely prostor feSeni. Prvni zminky o metodé B&B pfisly od A. Landa
a A. Doiga, kdy se zabyvali fesenim problémi celoéiselného programovani [33].
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Obr. 17: Ukazka prohledavaného prostoru pfi pouziti B&B. Upraveno ze zdroje: [34]
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Zakladni kdmen celého algoritmu tvofi dynamicky se generujici prohledavaci
strom. Na pocatku celého procesu vzdy existuje mnozina vSech feSeni S, ktera je
oznacovana za koten stromu (Obr. 17), zahrnuje vS§echna mozna feSeni a nejlepsi feSeni
problému je nastaveno na hodnotu co. Nastava situace, kdy se mnozina S rozdéli na vicero
podmnozin. V kterémkoliv okamziku procesu je stav feSeni popsan dosud
neprozkoumanymi podmnozinami. Neprozkoumané podmnoziny jsou reprezentovany
jako vrcholy stromu. Kazda iterace algoritmu zpracovava jeden takovy vrchol a sklada se
ze tii dulezitych casti. Jednd se o vybér vrcholu ke zpracovani, vypocet mezi
a Vv neposledni fadé¢ vétveni daného stromu. U kazdé podmnoziny se ovétuje, zda se
podmnozina skldda pouze zjednoho mozného fteseni. Jestlize ano, tak se feSeni
porovnava s doposud optimalnim feSenim. V opacném piipadé dochézi k vypoctu tzv.
mezni funkce, kterd ohrani¢uje danou podmnozinu a dany proces se znovu opakuje.
Pokud je horni mez feSeni z S1 niz$i nez dolni mez feseni v S2, pak zjevné nemé cenu
zkoumat feSeni v S2. Pokud tato situace nastane, tak je mozno celou tuto podmnozinu
vypustit a dale s ni nepracovat (podmnoziny S2 a S3). Proces vyhledavani je ukoncen
Vv pripad¢, kdy ve vyhledavacim prostoru neziistavaji zadné neprozkoumané podmnoziny
a optimalnim feSenim se stava doposud nejlepsi nalezené [34].

Velkou vyhodou metody B&B je zcela jisté to, Zze neni potieba prohledavat
vSechny vrcholy stromu, a to je divodem, Ze Casova naro¢nost je v porovnani s piredchozi
metodou mnohem mensi [35]. Diky faktu, Ze algoritmus postupné poskytuje lepsi a lepsi
feSeni a meze se postupné zuzuji, muze i1 pii predéasném preruSeni procesu dojit ke
smysluplnému vysledku.

5.1.3 Metoda nejbliz§iho souseda

Metoda nejblizSiho souseda (NN — Nearest Neighbour) patii mezi nejjednodussi
algoritmy, které se vyuzivaji pro feSeni Okruznich problémi. Poprvé byl tento algoritmus
piedstaven J. G. Skellamem a jeho zakladni princip spoc¢iva v presunu do doposud
nenavstiveného mésta, které je nejblize naposledy navstivenému méstu. Tento postup se
opakuje, dokud nedojde k navstiveni vSech mést. Poté nasleduje navrat do mésta
pocatec¢niho [36].

Kroky NN algoritmu jsou nasledujici:

1. Vybér ndhodného vrcholu, ktery se oznaci jako pocatecni.

2. Vybér hrany s nejmenSim ohodnocenim, kterd spojuje aktudlni vrchol
a vrchol nenavstiveny. Pfesun po zvolené hrané¢ do nenavstiveného
vrcholu.

3. Jestlize stale existuji néjaké nenavstivené vrcholy, opakuje se krok ¢. 2.

4. Pokud jsou navstiveny vSechny vrcholy, nasleduje ptfesun zpét do
pocatecniho vrcholu.

41



POSPISIL, Vaclav. Okruzni problémy a jejich Fedeni

Vystupem algoritmu je sekvence vSech navstivenych vrcholt. Tato vysledna cesta
nemusi byt nutné optimalni. Napiiklad na obrazku (Obr. 18) si lze povSimnout, ze
nalezend cesta, kterd méla pocatek v cerném vrcholu neni optimdlni a lze nalézt cestu
kratsi.

Pro zlepSeni nalezeného feSeni 1ze NN algoritmus aplikovat vice nez jednou,
pricemz se jako pocatecni vrchol vybere jiny, nez byl jiz pouzit. Algoritmus se opakuje
do té doby, nez se jako pocatecni vrchol vyuziji vSechny vrcholy grafu. Tento zptsob lze
nazvat jako opakujici se metoda nejblizsiho souseda [37].
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Obr. 18: Nalezeni cesty pomoci NN algoritmu (vlevo) a optimalni cesta (vpravo)

5.2 Stochastické algoritmy

Stochastické algoritmy, téz znamé jako nedeterministické, jsou takové, které pro
dany vstup mohou vykazovat rizné vysledky a jejich chovani je neptfedvidatelné.
Pouzivaji se pro nalezeni aproximace feSeni u takovych problémi, kde by bylo velice
naro¢né a nakladné nalezeni presného feseni. Oproti deterministickym algoritmim se 1isi
Vv tom, ze cesta k vysledku mutize probihat pomoci riiznych cest (Obr. 17) [28].

Tyto algoritmy byvaji oznaovany jako nespolehlivé, jelikoz vykazuji riizné
vysledky pro rizna provedeni. Problémy nelze feSit v polynomialnim case [27].
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Obr. 19: Postup feSeni stochastickych algoritmi. Upraveno ze zdroje: [29]

Pro feSeni Okruznich problémi je vhodné vyuzit geneticky algoritmus nebo
algoritmus mravenci kolonie. Bliz8i charakteristiky obou metod jsou popsany v dalsi ¢asti

kapitoly.
5.2.1 Geneticky algoritmus

Geneticky algoritmus (GA), ktery patii mezi evolucni algoritmy, je vyhledavaci
heuristika, kterd nasla inspiraci v procesu piirozené evoluce. Prvni zminky pochazi od
Johna Hollanda béhem 70. let 20. stoleti. Algoritmus je reprezentovan populaci
chromozomi a naslednou simulaci jejiho vyvoje. Reseni z jedné populace se vyuzivaji
Kk vytvareni novych populaci. Motivace celého procesu spo¢iva v tom, Ze nova populace
bude vykazovat jiné vysledky neZz ta predesla. Kazdy chromozom je ohodnocen fitness
funkeci f(x) a podle ni mohou byt chromozomy vybrany k reprodukci. Do novych populaci
se mohou pfijimat jak potomci s lepSim ohodnocenim, tak i s hor§Sim. Tento pfistup
pfijimani i horsich feseni je zakladem toho, aby algoritmus neuvazl v lokalnim extrému
[38].

Kwvili spravnosti fungovani GA, tak aby nové populace nebyly stejné, je proto
proti tomu nutné zavést rizna opatieni. Bézné jsou vyuzivano tfech riznych operatort:
selekce, kfizeni a mutace.

V piipadé selekce jde o vybér vhodnych chromozomi pro reprodukci. Cim je
chromozom vhodnéjsi, tim vétsi Sance je, Ze bude pro reprodukcei vybran. Existuji razné
druhy selekce [38,39]:

e Turnajova selekce — dojde k nahodnému vybéru nékolika chromozomui
a z n¢j vybere ten nejlepsi.
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Selekce  ruletou — kvybéru jsou chromozomy vybirany
s pravdépodobnosti, ktera je umérna kvalité fitness funkce.

Selekce ruletou zaloZena na poradi — velice podobny systém jako
u pfedchoziho piipadu, rozdil je vtom, ze nejprve dojde K rozdéleni
pravdépodobnosti a to tak, Ze nejhor§i chromozom bude mit novou
hodnotu fitness funkci rovnu 1, druhy nejhorsi rovnu 2, a to az se dojde
k nejlepsimu, ktery bude mit hodnotu fitness funkce rovnu poctu
chromozomu v populaci.

Operator kFiZeni predstavuje proces, pii kterém standardné vzniknou ze dvou
rodic¢a dva novi potomci. Moznosti kiizeni [45]:

Jednobodové kiiZeni — je vybran jeden bod kiizeni, do bodu kiizeni je
fetézec prevzat od jednoho rodiCe a za nim nasleduje fetézec, ktery
obsahuje zbyla mésta v potadi tak, jak jsou uspofadana v druhém rodici.
Dvoubodové kiiZeni — jsou vybrany dva body kiiZeni, do prvniho bodu a
od druhého bodu kiizeni je fetézec prevzat od jednoho rodice, sttedova
cast obsahuje mésta, kterd se nachézeji ve sttedové casti prvniho rodice,
ale v poradi takovém, jak se vyskytuji v rodi¢i druhém.

Jednobodove kriZzeni

Rodice Potomci
1/6(3|2|5|4 1/6|2 4|53
2lalels]3]1 2/ala]e|3]s
Rodite Dvoubodoveé krizeni botomei
1/6(3|2|5|4 |1 6|2/ 5(3|4
2/ale6ls5|3|1] | 2 | 2 FRSRS 1 |

Obr. 20: Operatory kfizeni

U operatoru mutace dochazi ke zménam v samotnych jedincich. Muze jit

0 bitovou inverzi nebo o zménu potadi. U bitové inverze jsou vybrané bity invertovany.

Pii zméné poiadi dojde Kk vybrani a vzajemné vyméné dvou ¢isel [38].

Jako nevyhodu GA lze povaZovat nepfimocarost implementace, velké mnozstvi

vyhodnocovéani vysledného feSeni a problém s nalezenim presného optima [41].
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Kroky zékladniho genetického algoritmu mohou probihat nasledovné [38]:

Vytvoreni nahodné populace chromozomi o velikosti N
Vyhodnoceni fitness funkce kazdého z chromozomu v populaci
Provedeni selekce

Provedeni ktizeni

Provedeni mutace

o gk whE

Umisténi novych potomkll vytvorenych pomoci operatort do nové
populace

Pouzit novou generaci pro dalsi béh algoritmu

Pokud je splnéna ukoncovaci podminka, tak najit optimalni feSeni, jinak
cely proces opakovat od kroku €. 2

5.2.2 Algoritmus mraven¢i kolonie

Algoritmus mravenci kolonie (ACO) patii mezi dal$i zastupce evolucnich
algoritmt. Algoritmus byl poprvé predstaven Marcem Dorigem na konci 20. stoleti.
Inspiraci Cerpa z chovani mravencich kolonii, které se snazi hledat potravu [42].

Hlavni myS$lenkou fungovani algoritmu je pozorovani pohybu mravenct pii
hledani potravy zjejich hnizd. Nejprve se mravenci pohybuji zcela ndhodné, tento
nahodny pohyb nabizi mnoho moznych cest. Na zikladé mnozstvi potravy, kterou
mravenci nosi zpét do hnizda, vypoustéji na zpateni cesté potiebnou koncentraci
feromont. Na zakladé této koncentrace ostatni mravenci vybiraji novou adekvatni cestu
K potravé, ktera by méla byt co nejkratsi [42].

Jednoduchy princip ACO Ize popsat na nasledujicim obrazku (Obr. 21):

e A —pocatecni situace je takova, Ze mravenci maji jedinou a volnou cestu
Z hnizda k potravé.

e B —na cesté vznikla pfekazka, kterou je nutno pfekonat, ¢imz vznikaji dvé
mozn¢é piistupové cesty.

e C — mravenci se sur¢itou pravdépodobnosti (vétSinou 0,5) vydavaji
jednou ¢i druhou cestou.

e D — mravenci, ktefi nosi potravy vice a absolvuji krat$i vzdalenost, tak
vypoustéji vice feromonové stopy, které¢ se nadéle piizpisobi 1 ostatni
mravenci.
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Obr. 21: Postupny postup ACO. Upraveno ze zdroje: [43]
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6 MODELY PRO RESENi ULOH

Pro fesSeni uloh byly vytvoreny dvé sady dat, které podstoupily otestovani pomoci
tf riznych ptistupti. Modely se lisi primarné v poctu obsazenych meést. K testovani bylo
vyuzito deterministického pfistupu pomoci metody nejblizs§iho souseda, stochastického
pristupu pomoci genetického algoritmu a jako posledni byly modely otestovany pomoci
GAMS.

6.1 Vizualni zobrazeni pomoci knihovny Pygame

Veskeré vizualni zobrazeni vyslednych cest je provedeno v jazyce Python
s vyuzitim knihovny Pygame. Knihovna Pygame je primdrné urcena pro tvorbu
pocitacovych her, ale slouzi také pro praci se zvukem ¢i grafikou. Vyslednd zobrazeni
cest vznikaji v samostatnych oknech a maji rozliseni 1080 x 720.

Vytvoreni okna je provadéno pomoci nasledujicich ptikazi.
Vypis 1: Koéd pro vytvoreni okna.

import pygame

WIDTH, HEIGHT = 1080, 720 # Siika a vyska okna

WINDOW = pygame.display.set_mode((WIDTH, HEIGHT)) # Zobrazeni okna
pygame.display.set_caption("VOLITELNY POPISEK") # Popisek okna

FPS = 60

V dalsi ¢asti kodu je vytvorena paleta barev, se kterou se v dalsich ¢astech pracuje.
Vypis 2: Kéd pro vytvoreni palety barev.

WHITE = (255, 255, 255)  # bild

BLACK = (0, 0, 0) # Cerna
RED = (255, 0, 0) # Cervend
GRAY = (127,127, 127)  #3edd
GREEN = (0, 255, 0) # zelend
BLUE = (0, 0, 255) #modra

Posledni nedilnou sloZkou pro vytvoieni zdkladniho okna v Pygame je hlavni
smycka, kde dojde na konci k vyvolani funkce draw window(), ktera zajisti zakresleni
mést, jejich vzajemné propojeni a vyslednou optimalni cestu.

Vypis 3: Kod hlavni smycky Pygame.

clock = pygame.time.Clock()
run = True
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while run:
clock.tick(FPS)
for event in pygame.event.get():
if event.type == pygame.QUIT: # Pri kliknuti na tlacitko X dojde k zavieni okna
run = False
if event.type == pygame.KEYDOWN
if event.key == pygame.K_ESCAPE: # Pri stisknuti klavesy ESC dojde K zavieni
okna
run = False

draw_window()

Vypis 4: Zobrazeni mést, vzajemného propojeni a vysledné cesta v okné.

def draw_window():
WINDOW. fill(BLACK) # Vyplneni okna ¢ernou barvou

# Vypsani hodnoty nejkratsi vzdalenosti v okné

pygame.font.init()

font = pygame.font.Font(pygame.font.get_default_font(), 25)

text = font.render("The shortest path has the value: %d" %(shortest_distance), True,
WHITE)

WINDOW.blit(text, (20,HEIGHT-50))

# Vzdjemné propojeni vsech mést
for i in range(CITIES):
for j in range(CITIES):
ifil=j:
pygame.draw.line(WINDOW, GRAY, (CITY_INFOIi][1], CITY_INFO[i][2]),
(CITY_INFO[j][1], CITY_INFO[j1[2]), 1)

# Zvyrazneni nejkratsi cesty
for i in range((len(Path))-1):
pygame.draw.line(WINDOW, GREEN, (CITY_INFO[final_Path[i]][1],

CITY_INFOI[final_Path[i]][2]), (CITY_INFO[final_Path[i+1]][1], CITY_INFO[final_
Path[i+1]]1[2]), 3)

pygame.draw.line(WINDOW, GREEN, (CITY_INFO[final_Path[(len(Path))-1]][1],
CITY_INFO([final_Path[(len(Path))-1]]1[2]), (CITY_INFO[final_Path[0]][1],
CITY_INFOI[final_Path[0]][2]), 3)
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# Zobrazeni vsech mést
for i in range(CITIES):

pygame.draw.circle(WINDOW, RED, (CITY_INFO[i][1], CITY_INFO[i][2]), 7)
pygame.draw.circle(WINDOW, BLUE, (CITY_INFO[final_Path[0]][1],
CITY_INFOI[final_Path[0]][2]), 7) # Pocdtecni mésto

pygame.display.update() # Aktualizace okna

6.2 Krajska mésta Ceské republiky

Pro méné naro&na feseni byla vybrana viechna krajska mésta Ceské republiky, a
tedy nalezeni nejkratsi trasy, kterd mé za ukol navstivit kazdé mésto prave jednou a vratit
se opct do mésta, ve kterém byla trasa zapocata.

V testovacim modelu jsou tedy zahrnuta tato mésta: Praha, Brno, Ostrava,
Olomouc, Zlin, Jihlava, Pardubice, Hradec Kralové, Liberec, Usti nad Labem, Karlovy
Vary, Plzeii a Ceské Budgjovice.

Na obrazku (Obr. 22) lze nalézt polohy viech mést na mapé Ceské republiky
pomoci OpenStreetMap. Dale byla vytvofena matice sousednosti jednotlivych mést, ktera
je zobrazena v tabulce (Tab. 3), kde jsou jednotlivé vzdalenosti uvadény v kilometrech.
Pro lepsi piehled byly jednotlivé vzdalenosti zaokrouhleny na jednotky kilometr. Ve
vypoctech se pracuje s nezaokrouhlenymi daty. Posledni obrazek (Obr. 24) zobrazuje
rozlozeni meést a jejich vzajemné propojeni, které bylo vytvofeno pomoci knihovny
Pygame V jazyce Python. Tato knihovna je pouZita i pro nasledné vykresleni nejkratSich
cest tohoto modelu.
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Obr. 22: Rozlozeni krajskych mést CR
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Tab. 3: Matice sousednosti vybranych mést

Pr | Br [Os | Ol [ Z | Ji | Pa | HK| Li |UnL|KV | PI | CB
Pr 183 | 276 | 208 | 250 | 110 | 95 [ 100 | 90 | 73 | 114 | 84 | 121
Br | 183 140 | 64 | 77 | 77 | 112 | 126 | 208 | 246 | 293 | 242 | 158
Os | 276 | 140 79 | 81 (200 | 181 | 180 | 251 | 315 | 389 | 352 | 292
Ol (208 64 | 79 51 | 122 | 117 | 122 | 204 | 258 | 321 | 279 | 213
ZI | 250 77 | 81 | 51 152 | 163 | 171 | 253 | 305 | 362 | 315 | 234
Ji | 110 | 77 | 200 | 122 | 152 73 | 92 | 157 | 179 | 216 | 164 | 94
Pa | 95 | 112|181 | 117 | 163 | 73 19 | 96 | 142 | 208 | 175 | 151
HK | 100 | 126 | 180 | 122 | 171 | 92 | 19 83 | 137 | 211 | 183 | 169
Li | 90 | 208 | 251 | 204 | 253 | 157 | 96 | 83 73 | 166 | 165 | 204
UnL | 73 | 246 | 315 | 258 | 305 | 179 | 142 | 137 | 73 95 | 112 | 190
KV | 114 | 293 | 389 | 321 | 362 | 216 | 208 | 211 | 166 | 95 65 | 181
Pl | 84 |242 (352|279 | 315|164 | 175|183 | 165 | 112 | 65 117
CB | 121|158 [ 292 | 213 | 234 | 94 | 151 | 167 | 204 | 190 | 181 | 117

g Regional cities of the Czech republic

Obr. 23: Zobrazeni a vzajemné propojeni krajskych mést pomoci knihovny Pygame

Vytvoreni matice v jazyce Python, ktera obsahuje informace o méstech (pozice
meésta, souradnice x a soufadnice y), je k dispozici v souboru dataset_cz.py (Vypis 5).

Cely kod vyuziva knihovnu NumPy a je napsan v jazyce Python. Nejprve je
vytvofena prazdna matice o rozmérech 13x3, kterd je nasledné postupné zaplnéna
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hodnotami, které nesou informace o Cislovani mést a jejich poloze. Veskeré hodnoty
0 poloze byly stejné posunuty tak, aby s nimi bylo mozné dale pracovat s vyuzitim
knihovny Pygame.

Vypis 5: Ukédzka kédu pro vytvoreni matice, kterd nese informace o vSech
krajskych méstech

import numpy as np

CITY INFO _COMPUTE = np.zeros((13, 3)) # vytvoreni matice 13x3
# Praha

CITY_INFO_COMPUTEIO0][0] =0  # pozice mésta
CITY INFO COMPUTE[0][1] = 300 # souradnice x
CITY INFO COMPUTE[0][2] = 300 # souradnice y
# Brno

CITY_INFO_COMPUTE[1][0] =1
CITY_INFO_COMPUTE[1][1] = 455.9652231
CITY_INFO_COMPUTE[1][2] = 396.47657264

# Ostrava

CITY_INFO_COMPUTE[2][0] =2
CITY_INFO_COMPUTE[2][1] = 574.492928
CITY_INFO_COMPUTE[2][2] = 324.9808134

# Olomouc

CITY_INFO_COMPUTE[3][0] =3
CITY_INFO_COMPUTE[3][1] = 501.228419
CITY_INFO_COMPUTE[3][2] = 351.779

# Zlin

CITY_INFO_COMPUTE[4][0] =4
CITY_INFO_COMPUTE[4][1] = 531.916507
CITY_INFO_COMPUTE[4][2] = 392.619157

# Jihlava

CITY_INFO_COMPUTE[5][0] =5
CITY_INFO_COMPUTE[5][1] = 382.234066
CITY_INFO_COMPUTE[5][2] = 373.810319

# Pardubice

CITY_INFO_COMPUTE[6][0] =6
CITY_INFO_COMPUTE[6][1] = 395.18087149
CITY_INFO_COMPUTE[6][2] = 302.342792584

# Hradec Kralové

CITY_INFO_COMPUTE[7][0] =7
CITY_INFO_COMPUTE[7][1] = 398.83250592
CITY_INFO_COMPUTE[7][2] = 283.3546965
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# Jihlava

CITY_INFO_COMPUTE[8][0] =8
CITY_INFO_COMPUTE[8][1] = 343.3650335
CITY_INFO_COMPUTE[8][2] = 220.9559815

# Usti nad Labem

CITY_INFO_COMPUTEI9][0] =9
CITY_INFO_COMPUTE[9][1] = 271.0308531
CITY_INFO_COMPUTE[9][2] = 233.1842685

# Karlovy Vary

CITY_INFO_COMPUTEJ[10][0] = 10
CITY_INFO_COMPUTE[10][1] = 187.7091511
CITY_INFO_COMPUTE[10][2] = 281.0074245
# Plzen

CITY_INFO_COMPUTE[11][0] = 11
CITY_INFO_COMPUTE[11][1] = 223.42393
CITY_INFO_COMPUTE[11][2] = 334.68811186
# Ceské Budéjovice
CITY_INFO_COMPUTE[12][0] = 12
CITY_INFO_COMPUTE[12][1] = 302.000946366
CITY_INFO_COMPUTE[12][2] = 420.6687111

6.3 Model s velkym poctem instanci mést

Pro druhy testovaci model bylo vybrano 50 mést. Tato varianta modelu byla
vybrana z dlivodu vétSi naro€nosti na vypocet a s tim 1 spojend moznost rozdilnosti
vysledkt k porovnani.

Na obrazku (Obr. 24) lze nalézt vykresleni vSech mést s vyuzitim knihovny
Pygame.

Tak jako u prvniho modelu byl k vytvofeni matice nesouci informace o méstech
pouzit jazyk Python s vyuzitim knihovny NumPy. V nize uvedené &asti kodu pro
vytvofeni tohoto modelu je vytvotfeno pouze prvni mésto. Cely vycet informaci je plné
k dispozici v souboru dataset_50_cities.py.
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Q Instance of 50 cities

Obr. 24: Zobrazeni a vzajemné propojeni 50 mést.
Vypis 6: Kod pro vytvofeni matice, ktera nese informace o vSech 50 méstech.

import numpy as np
CITY_INFO_COMPUTE = np.zeros((50, 3)) # vytvoreni matice 50x3

CITY_INFO_COMPUTE[0][0], CITY_INFO_COMPUTE[0][1], CITY_INFO_COMP
UTE[O][2] = 0, 485, 142 # pozice mésta, souradnice x, souradnice y
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7 OPTIMALIZACE POMOCI METODY
NEJBLIZSIHO SOUSEDA

Prvni pfistup k nalezeni nejkrat$i cesty ve vytvoifenych modelech je pouziti
deterministického algoritmu. Pro ziskani co nejlepSich vysledki byla aplikovana
opakujici se metoda nejblizs§iho souseda. I vétsi pocet spusténi algoritmu nemusi vést
k optimalnimu feseni.

Vypis 7: Ukazka kodu metody nejblizsiho souseda.

final_Path =[]
shortest_distance = 9999999
for j in range(CITIES):
CITY_INFO_COMPUTE = CITY_INFO.copy()
starting_city = j
actual_city = starting_city
Path =[]
Path.append(actual_city)
Total distance =0

n=20
while n < CITIES-1:
Distances = []

for i in range(CITIES):

D = math.sqrt((int(CITY_INFO_COMPUTE[actual_city][1]) - int(CITY_INFO_
COMPUTE[I][1]))**2 + int((CITY_INFO_COMPUTE[actual_city][2]) - int(Cl
TY_INFO_COMPUTE[I][2]))**2)

if D==0:
D = np.inf
Distances.append(D)

min = np.min(Distances)

Total_distance += min

min_index = Distances.index(min)
CITY_INFO_COMPUTE[actual_city][1] = 9999999
CITY_INFO_COMPUTE[actual_city][2] = 9999999
actual_city = min_index

Path.append(actual_city)
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n+=1
Path.append(starting_city)
LAST_PATH = math.sqrt((int(CITY_INFO[actual_city][1]) - int(CITY_INFO[starting_
city][1D)**2 + int((CITY_INFO[actual_city][2]) - int(CITY_INFO[starting_city][2]))*
*2)
Total_distance += LAST_PATH

if Total_distance < shortest_distance:
shortest_distance = Total_distance
final_Path = Path

Kompletni kod je k nahledu v souboru tsp_nn.py

7.1 Aplikace prvniho modelu

Nejkratsi nalezena cesta je dlouha 1120 km. Jako poéateéni i kone¢né mésto bylo
zvoleno meésto Pardubice. Trasa tedy vypada nasledovné: Pardubice — Hradec Kralové —
Liberec — Usti nad Labem — Praha — Plzeii — Karlovy Vary — Ceské Budgjovice — Jihlava
— Brno — Olomouc — Zlin — Ostrava — Pardubice. Z obrazku (Obr. 25) lze posoudit, ze
nalezend cesta neni nejkrat§i mozna, jelikoz dochézi ke zbyte¢nému prodlouzeni trasy,
které je zplsobeno tim, ze algoritmus vyhledava nejbliz§i nenavstivené mésto z mésta
naposledy navstiveného.

Q Travelling salesman problem - Nearest Neigbour algorithm

!

| A

The shortest path has the value: 1120.007528

Obr. 25: Nalezené feSeni pro prvni model pomoci NN.
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7.2 Aplikace druhého modelu

Nejkratsi nalezend cesta ma délku 4414,2 km.

:E Travelling salesman problem - Nearest Neigbour algorithm

The shortest path has the value: 4414.209096

Obr. 26: Nalezené feSeni pro druhy model pomoci NN.
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8 OPTIMALIZACE POMOCI GENETICKEHO
ALGORITMU

Druhy pfistup testovani vytvofenych modeli byl pomoci stochastického
algoritmu, pfesnéji pomoci genetického algoritmu. Algoritmus pro oba modely obsahoval
nasledujici vstupni parametry: pocet mést, velikost populace, pravdépodobnost mutace,
pravdépodobnost kiizeni, velikost turnaje a poCet generaci.

Jako prvni krok celého algoritmu je vytvofeni pocate¢ni populace. Pocatecni
populace nese ndzev POP_SET a sklada se z ur¢itého poctu ndhodnych tras.

Vypis 8: Funkce pro vytvoireni po¢ate¢ni populace.

def initial_population(CITY_INFO_COMPUTE,N_POP):
POP_SET =[]

for i in range(N_POP):
np.random.shuffle(CITY_INFO_COMPUTE)
SET =]

for j in range(CITIES):
SET.append(int(CITY_INFO_COMPUTE[;j][0]))

POP_SET.append(SET)

return np.array(POP_SET)

V dalSich kroku algoritmu je pro tyto ndhodné trasy vypoctena hodnota fitness
funkce, kterd se rovna vzdalenosti mezi vSemi meésty.

Vypis 9: Funkce pro vypocet hodnoty fitness funkce a pro vypocet vzdalenosti
mezi mesty iaj.

def compute_distance(first, second):

return math.sgrt((int(CITY_INFO[int(first)][1]) - int(CITY_INFO[int(second)][1]))**2
+ Int((CITY_INFO[int(first)][2]) - int(CITY_INFO[int(second)][2]))**2)

def fitness(POP_SET):
total =0
for j in range(CITIES-1):
first = int(POP_SET[j])
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second = int(POP_SET[j+1])
total += compute_distance(first, second)
total += compute_distance(POP_SET]0], second)

return total

Po vypoctu hodnot fitness funkci pro v§echny mozné cesty obsazené v populaci
je provedena nasledna selekce nejlepsich jedinci, na které je dale aplikovan operator
ktizeni a mutace. Tyto cesty jsou nasledné ptidany do nové populace, ktera bude znovu
testovana v nové generaci. Pro operator selekce byla vybrana turnajova selekce, jako
operator kiizeni bylo testovano jednobodové i dvoubodové kiizeni a pro operator mutace
byla vybrana inverze dvou meést.

Vypis 10: Funkce pro selekei, kiizeni a mutaci.

def selection(POP_SET):
selection_index = random.randint(0, N_POP-1)

for i in range(TS_VEL):
index = random.randint(0, N_POP-1)

if fitness(POP_SET[index]) < fitness(POP_SET][selection_index]):
selection_index = index

return POP_SET][selection_index]
def crossover(parent_1, parent_2):

if np.random.rand() < R_CROSS:
crossover_point = random.randint(0, CITIES)
cross_1 = parent_1[:crossover_point]
cross_2 = parent_2[:crossover_point]

cross_3 = [city for city in parent_2 if city not in cross_1]
cross_4 = [city for city in parent_1 if city not in cross_2]

child_1 = np.concatenate((cross_1, cross_3))
child_2 = np.concatenate((cross_2, cross_4))

else:
child_1, child_2 = parent_1.copy(), parent_2.copy()
return child_1, child_2
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def two_point_crossover(parent_1, parent_2):
if np.random.rand() < R_CROSS:
crossover_pointl = random.randint(0, CITIES)
crossover_point2 = random.randint(crossover_pointl, CITIES)

cross_1_start = parent_1[:crossover_pointl]
cross_2_start = parent_2[:crossover_pointl]

cross_1 _end = parent_1[crossover_point2:]
cross_2_end = parent_2[crossover_point2:]

cross_1_mid = [item for item in parent_2 if item not in cross_1_start and item not
incross_1_end]

cross_2_mid = [item for item in parent_1 if item not in cross_2_start and item not
in cross_2_end]

child_1 = np.concatenate((cross_1_start,cross_1 mid,cross_1_end))

child_2 = np.concatenate((cross_2_start,cross_2_mid,cross_2_end))
else:

child_1, child_2 = parent_1.copy(), parent_2.copy()

return child_1, child_2

def mutation(child):
if np.random.rand() < R_MUT:
mut_1 = random.randint(0, CITIES-1)
mut_2 = random.randint(0, CITIES-1)
mut_city_1 = child[mut_1]
mut_city_2 = child[mut_2]
child[mut_1] = mut_city 2
child[mut_2] = mut_city 1

return child
Béh celého algoritmu probihd a spousti se pomoci funkce genetického algoritmu.
Vypis 11: Funkce pro béh genetického algoritmu.

def genetic_algorithm(SP = 99999):

POP_SET = initial_population(CITY_INFO_COMPUTE, N_POP)
pop_fitness = np.zeros(N_POP)
generation =0
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while generation <= 50:
for i in range(N_POP):
distance = fitness(POP_SET(i])
pop_fitness[i] = distance
min = np.min(pop_fitness)
min_idx = np.argmin(pop_fitness)

if min < SP:
SP = min
shortest_path =[]

for i in range(CITIES):
shortest_path.append(int(POP_SET[min_idx][i]))

shortest_path.append(int(POP_SET[min_idx][0]))

selected = [selection(POP_SET) for _in range(N_POP)]
new_population = []

for i in range(0, N_POP, 2):
parent_1, parent_2 = selected[i], selected[i+1]
child_1, child_2 = crossover(parent_1, parent_2)
child_1 = mutation(child_1)
child_2 = mutation(child_2)
new_population.append(child_1)
new_population.append(child_2)

POP_SET = new_population

print("Generation: %d, The shortest path has the distance: %f" % (generation, SP))
generations.append(generation)

dist.append(SP)

generation +=1

return shortest_path, SP

8.1 Aplikace prvniho modelu
Pro aplikaci na prvnim modelu byly zvoleny nasledujici vstupni parametry:

e CITIES =13 — pocet mést
e N_POP =100 — velikost populace
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R_MUT = 0.03 — pravdépodobnost mutace
R_CROSS = 0.9 — pravdépodobnost kiizeni
TS_VEL = 20 — velikost turnaje

N_GEN =50 — pocet generaci

Ukoncovaci podminkou algoritmu je splnéni pfedem stanoveného poctu generaci.

1450 —— Prilbéh genetického algoritmu
1400 -
1350 4
1300 -
1250 -

1200 -

hodnota nejkratsi vzdalenosti

1150 +

1100

1050 +

T
0 10 20 30 40 50
pocet generaci

Obr. 27: Graf zavislosti nejkratsi urazené vzdalenosti na poctu generaci.

Nalezena nejkratsi cesta je dlouhd 1059,9 km. Pocate¢ni a koncové mésto cesty
jsou Karlovy Vary. Trasa tedy vypada nasledovné: Karlovy Vary — Plze — Praha — Ceské
Budgjovice — Jihlava — Brno — Zlin — Ostrava — Olomouc — Pardubice — Hradec Kralové
— Liberec — Usti nad Labem — Karlovy Vary.

Kompletni kéd pro feSeni prvniho modelu pomoci genetického algoritmu je
k dispozici v souboru tsp_ga.py.
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Q Travelling salesman problem - Genetic algorithm

The shortest path has the value: 1059.897804

Obr. 28: Nalezené feSeni pomoci GA pro prvni model.

8.2 Aplikace druhého modelu

Pro ziskani vysledkt pro druhy model byly pouZity nasledujici vstupni parametry:

CITIES =50 — pocet mést

N_POP = 150 — velikost populace

R_MUT = 0.2 — pravdépodobnost mutace
R_CROSS = 0.5 — pravdépodobnost kiizeni
TS_VEL = 4 — velikost turnaje

e N_GEN =1500 — pocet generaci

Stejné jako u piedchoziho modelu je ukoncovaci podminka splnéni piedem
stanoveného poctu generaci. Nejkratsi nalezena cesta je dlouha 4611,53 km.
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Obr. 29: Graf zavislosti hodnoty nejkratsi vzdalenosti na poctu generaci.

? Travelling salesman problem - Genetic algorithm

The shortest path has the value: 4611.529194

Obr. 30: Nalezena cesta pro 50 mést pomoci GA.
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9 OPTIMALIZACE POMOCI GAMS

Jako posledni pfistup k otestovani modeld byl zvolen modelovaci systém GAMS.
GAMS (General Algebraic Modeling System) je modelovaci jazyk, ktery umoznuje
rychlé ptevedeni optimalizanich probléma do pocitacového kodu. Jazyk je velmi

flexibilni, a to hlavné diky tomu, ze umozituje ménit pouzité fesice, zatimco model

zustava beze zmény [44].

Vypis 12: Ukazka kodu, ktery slouzi k nalezeni nejkratsi cesty v GAMS.

sets
I /i1*i13/

alias (i,j);
table c(i,j)

set arcs(i,));
arcs(i,j)$(not sameas(i,j)) = yes;

c(arcs(i,j)) = max(c(i,j),c(,i));

scalar n ‘pocet uzlit';
n = card(i);

binary variables x(i,j);
positive variables y(i,j);
variable z;

scalar f/0.01/;

equations
delkatrasy
FlowY (i)
TotalX
ArcGain(i,j)
FlowX(i)

set i2(i);
i2(i)$(ord(i)>=2) = yes;

delkatrasy.. z =e= sum(arcs, c(arcs)*x(arcs));

FlowY(i2(i)).. sum(arcs(i,j), y(i,j))) - sum(arcs(i,j), y(j,i)) =e=f;
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TotalX.. sum(arcs, x(arcs)) =L=n;
ArcGain(arcs).. y(arcs) =l= (1+n*f)*x(arcs);
FlowX(i2(i)).. sum(arcs(i,j),x(i,j)) =e= sum(arcs(i,j),x(j,i));

option optcr=0;
option iterlim=10000000;

model tsp/all/;
solve tsp minimizing z using mip;

display x.I;

9.1 Aplikace prvniho modelu

Nejkratsi nalezena cesta je dlouha 1065 km. Za pocéatecni i kone¢né mésto bylo
zvoleno mésto Brno. Optimalni trasa tedy vypada nasledovné: Brno — Zlin — Ostrava —
Olomouc — Pardubice — Hradec Kralové — Liberec — Usti nad Labem — Karlovy Vary —
Plzei — Praha — Ceské Budgjovice — Jihlava — Brno.

Q Travelling salesman problem - GAMS solution

The shortest path has the value: 1065

Obr. 31: Vizualni zobrazeni trasy prvniho modelu pomoci GAMS.

V uvedené ukazce kodu (Vypis 13) je na misté table c(i,j) matice sousednosti
vSech mést. Kompletni kdéd je k nahledu v souboru TSP_13_cities.gms.
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Vypis 13: Matice sousednosti mést.

table c(i,j) 'matice sousednosti (km)'
il i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 9 il0

i1 183276208 250 110 95 100 90 73
12 140 64 77 77112 126 208 246
i3 79 81200 181 180 251 315
14 51122 117 122 204 258
15 152 163 171 253 305
16 73 92 157 179
17 19 96 142
18 83 137
19 73
110
111
112
113

9.2 Aplikace druhého modelu

111

114
293
389
321
362
216
208
211
166

95

Nejkratsi nalezena cesta ma délku 4181 km.

.?j. Travelling salesman problem - GAMS solution

The shortest path has the value: 4181

Obr. 32: Vizualni zobrazeni trasy druhého modelu pomoci GAMS.

112

84
242
352
279
315
164
175
183
165
112

65

113
121
158
292
213
234

94

151
169
204
190
181
117
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Pii feSeni druhého modelu byl v jazyce GAMS pouzit rozdilny pfistup, kdy
namisto matice sousednosti byla definovana poloha kazdého z mést a z téchto informaci
nasledné vypoctena vzdalenost mezi jednotlivymi mésty.

Kompletni kéd je k dispozici v souboru TSP_50_cities.gms.
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10 ZAVER

Prace je rozdélena do dvou zakladnich ¢asti, jedna se o ¢ast reSerSni, ktera dodava
piehled o daném tématu a Cast praktickd, ktera se zabyva naslednou aplikaci problému
obchodniho cestujiciho. Uvod prace je vénovan zasvéceni do problematiky teorie grafi,
jeji historii a jsou zde podrobné popsany zakladni pojmy teorie graft, které je potieba
znat k pochopeni problematiky okruznich problémi. V dal$i kapitole je podrobné
rozepsan problém obchodniho cestujiciho, jeho historie, charakteristika a moznosti
vyuziti v praxi a s nim spojené i rtizné varianty problémy. Na tuto kapitolu navazuje ¢ast
o dal$im okruznim problému, a to problému planovani rozvozu. Kapitola je ptredevsim
zamétena na zakladni charakteristiku problému a jeho rtizné modifikace zplisobené
riznymi podminkami a omezenimi. V posledni Kapitole reSer$ni ¢asti prace jsou vice
pfiblizeny vybrané metody feSeni problému, Kk detailnéj§imu popisu bylo vybrano par
deterministickych i stochastickych algoritmu.

Cilem prace bylo provést rozbor problémii a pro realna data v zavislosti na jejich
poctu implementovat jejich feSeni. Prvni cil prace byl splnén v ¢asti reSersni a pro splnéni
druhého ze zadanych cili byly vytvofeny dva testovaci modely, kde prvni model
predstavoval nalezeni nejkratsi cesty mezi viemi krajskymi mésty Ceské republiky. Jako
variantu problému. Pro testovani téchto dvou modeld byly implementovany dvé metody,
deterministicka (opakujici se metoda nejblizs§iho souseda) a stochasticka (geneticky
algoritmus). Na zavér celého testovani byl vytvoren i model v GAMSu, ktery slouzil
pfedevSim pro vyhodnoceni a ur€eni spravnosti ziskanych vysledkii pomoci algoritmii
predeslych.

Pro oba modely probéhlo nejprve nalezeni vysledkti pomoci metody nejblizsiho
souseda, model stacilo spustit pro kazdy model pouze jednou, jelikoZ se jednd o
deterministickou metodu, tak vysledek je pii kazdém béhu stejny. Naopak pomoci
genetického algoritmu bylo testovdni obou modeld spusténo hned nékolikrat, a to
z divodu rozdilnosti vysledkd kazdého béhu a hledani nejoptimalngjsiho feseni. Taktéz
se pfi riznych bézich algoritmt ménily vstupni parametry, které mohly ovlivnit nalezené
vysledky.

Pro prvni model krajskych mést byla nalezena nejkratsi cesta (1059.9 km) pomoci
genetického algoritmu, jehoZ feSeni v kazdém spusténém béhu bylo velice presné
a pohybovalo se s rozdilem par jednotek kilometrii od nalezené nejoptimalnéjsi trasy. Co
se tyce metody nejblizsiho souseda, tak zde feseni bylo horsi (1120 km), coz bylo
zpusobeno stavbou algoritmu, ktery jako dal$i navstivené mésto vybira to nejblizsi, coz
nemusi byt vzdy nejoptimalnéjsi volbou. Vytvofeny model v GAMSu vykazoval velice
podobnou hodnotu (1065 km) i cestu jako geneticky algoritmus, vznikla zde mala
odchylka vysledku kviili zaokrouhleni hodnot ve vytvorené matici sousednosti, ktera zde
byla k vypoctu pouzita.
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Nejkratsi nalezena cesta pro druhy model byla pomoci modelu v GAMSu, ktera
m¢éla délku 4181 km, z autorovych implementovanych algoritmi dopadla Iépe metoda
nejblizsiho souseda, coz bylo u vétsiho poctu instanci mést velice piekvapivé. Pro tuto
metodu méla nalezena cesta délku 4414,2 km. Pfi feSeni pomoci genetického algoritmu
bylo po velkém poctu béhi a upravam vstupnich parametrii nalezena nejkratsi cesta
4611,53 km, coz muze byt zplsobeno nepiimocarosti implementace genetického
algoritmu, ktera méla za nasledek, Ze populace v novych generacich mnohdy vykazovala
horsi vysledky. Obecné je znamo, Ze feSeni pomoci genetického algoritmu muize mit
problém s nalezenim ptesného optima a v tomto piipadé pro vétsi pocet mést se toto
tvrzeni potvrdilo i praxi.
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