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Stru€éna charakteristika problematiky ukolu:

Uréovani vyslednych vnitinich aginka (VVU) je v pFipadé prut(, jejichZ stfednici je uzavfena kfivka,
vzdy Uloha staticky neurgita. VVU tedy u t&chto pruttl nezavisi jen na vnéjsim zatizeni a vychozi
geometrii stfednice, ale také na materialovych vlastnostech a geometrickych charakteristikach
pricného prufezu. PFi vypoctu je tedy nutné — na rozdil od staticky urcitych Uloh — uvazovat souasné
také deformaci prutu. Obecné se navic jedna o ulohy s vy§§im stupném statické neurditosti, a to
i tehdy, omezime-li se na rovinné pfipady; feSeni proto mize byt zna¢né pracné. Vyznamného
zjednodu$eni je mozné dosahnout, je—li prut symetricky z hlediska geometrie a materialovych
pfipadé je mozné ulohu zredukovat a feSit pouze nékterou ze symetrickych €asti. V pfipadé
nesymetrického zatizeni je stejné redukce mozné dosahnout, vyuzijeme-li princip superpozice.

Cile bakalarské prace:

1. Vysvétlit pojem VVU ve vztahu k plonym silam v pFiéném prafezu (staticka ekvivalence), vysvétlit
prakticky vyznam VVU pro vypodet napéti v prutech, popsat princip uréovani VVU s dirazem na
specifika uzavienych prutd.

2. Samostatné provést a pfehledné zpracovat fedeni vzorovych uloh, které budou zahrnovat:
symetrické pruty zatizené symetricky nebo antimetricky (redukce ulohy zuzitkovanim symetrie),
symetrické pruty zatiZzené obecné (feSeni superpozici), nesymetrické pruty (obecné feseni, ukazka
riznych moznosti ¢aste€ného uvolnéni).

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké u€eni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Seznam doporuéené literatury:

JANICEK, Pfemysl. Mechanika téles: pruznost a pevnost |. 3. vyd. Brno: CERM, 2004. 287 s. ISBN
80-21-2592-X.

GERE, James M. a GOODNO, Barry J. Mechanics of materials. 7th ed. Stamford: Cengage Learning,
2009. 1002 s. ISBN 978-0-495-43807-6.

Termin odevzdani bakalarské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2020/21

V Brné, dne

L.S.

prof. Ing. Jindfich Petruska, CSc. doc. Ing. Jaroslav Katolicky, Ph.D.
feditel ustavu dékan fakulty

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké u€eni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Abstrakt

Bakalafska prace se zabyva uréovanim vyslednych vnitinich G¢inka (VVU) rovinnych
prutl S uzavienou stiednici. V prvni ¢asti prace je uveden teoreticky zaklad, ktery je nasledné
aplikovan v druhé c¢asti prace K vyfeseni tfi vzorovych ptikladt. V prvni tloze je aplikovana
teorie symetrického a antimetrického priibéhu VVU ke sniZeni stupné statické neuréitosti
symetrického rovinného prutu zatizeného symetrickou a antimetrickou silovou soustavou.
V druhé tuloze je vyuzit princip superpozice K nahrazeni obecného vnéjsiho zatizeni prutu
symetrickym a antimetrickym vngj§im zatizenim. Uloha je dale feSena stejné jako V piipadé
prvni tlohy. Tteti uloha je feSena obecnym postupem s uvedenim vicero moznosti ¢aste¢ného
uvolnéni. Dale je ovéfen predpoklad umoziujici feSeni energie napjatosti vlivem pouze
ohybového momentu. Na zavér tfeti ulohy jsou analyticky zjiSténé hodnoty porovnané
S hodnotami ur¢enymi numerickou metodou pomoci programu ANSYS.

Abstract

The bachelor's thesis deals with the determination of the internal stress resultants (ISR)
of planar beams with a closed centerline. The first part of the thesis presents a theoretical basis,
which is then applied in the second part to solve three tasks. In the first task, the theory of
symmetrical and antimetrical course of ISR is applied to reduce the degree of static
indeterminacy of a symmetrical planar beam loaded by a symmetrical and antimetrical force
system. In the second task the method of superposition is used to replace the general external
load of the beam by symmetrical and antimetrical external loads. The task is further solved in
the same way as in the case of the first task. The third task is solved by a general procedure
with several options of released structures. Furthermore, the assumption enabling the solution
of the stress energy due to the bending moment only is verified. At the end of the third task, the
analytically determined values are compared with the values determined by the numerical
method using the software ANSYSS.

Klicova slova

vysledné vnitini Gginky (VVU), uzavieny prut, symetrie, antimetrie, deformace, Castiglianova
véta, energie napjatosti

Keywords
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BAKALARSKA PRACE FSI VUT v Brné
1 Uvod

vvvvv

Navrhovana soucast musi byt zkonstruovana tak, aby se predeslo meznim staviim, které by
mohly ohrozit zivotnost této soucasti nebo bezpecnost vici okoli. Pfi navrhu soucasti jsou
potieba znalosti z riznych védnich disciplin, dle kterych se voli napt. vhodna konstrukce nebo
material.

Mezi tyto discipliny patii také mechanika téles, jejiz soucasti je pruznost a pevnost
zabyvajici se napjatosti a deformaci téles. Tato télesa Se Vv pruznosti a pevnosti nahrazuji
vhodnymi vypocétovymi modely, mezi nimiz jsou pravé prutova télesa, kterd budou blize
rozebrana V této praci. Model prutového télesa umoznuje zavést predpoklady, kterymi lze
usnadnit urc¢ovani napjatosti a deformace. Problematiku ur¢ovani napéti 1ze u prutovych téles
nahradit uréovanim vyslednych vnitfnich u¢ink (VVU) a ty pak zpétné pievést na napéti [1].
Vyhodou VVU je jejich jednoduché grafické znazornéni, diky kterého lze velmi snadno uréit
potencialni kriticka mista v prutu. Vyjimkou jsou vSak uzaviené pruty, které jsou vzdy staticky
neurcCité a pii jejich feSeni je potieba uvazovat také s deformaci prutu, ¢imz se zvysi naro¢nost
feSeni ulohy.

V dnesni dobé& se vSak analytické fesSeni, diky rozvijejici se vypocetni a simulaéni
technice, nahrazuje numerickymi vypocty v modernich vypocetnich softwarech, zaloZzenych
napt. na metodé kone¢nych prvki (MKP) [7]. O rozdilech vypoctenych hodnot (analyticky a
numericky) je poté kratce hovofeno na zavér této prace.

Teoreticka ¢ast bakalarské prace se zabyva zéklady linearni pruznosti a teorii prutovych
téles se zaméfenim na rovinna prutova télesa s uzavienou stfednici. Dale se prace zabyva
analytickym uréovanim prabéhu VVU v prutu. V piipadé uzavienych prutii jsou zavedena
kritéria, podle kterych lze uréovani VVU znaéné zjednodusit. V praktické &asti prace jsou tyto
teoretické zaklady aplikovany na feSeni tii vzorovych ptiklada.

Bakalatska prace je koncipovana tak, aby doplnila védomosti problematiky urcovani
VVU uzavienych pruttll, vychazejicich z literatury [1] (zakladni literatura k pfedmétu Pruznost
a pevnost 1, vyu¢ovaném na Fakulté strojniho inZenyrstvi, VUT v Brng), ve které se z davodu
¢asové narocnosti analytického feSeni, probiraji tlohy s uzavienymi pruty pouze okrajové.
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2 Teorie linearni pruzZnosti

Pojem linearni pruznost je pro tuto bakaldiskou praci velmi zasadni. ReSeni pomoci
linearni pruznosti vychazi z toho, Ze veskera problematika ma linearni charakter. Bude-li se
vySetfovat napjatost a deformace téles, zavede se predpoklad, ktery zavadi linearni zévislost
mezi parametry vnéjsiho zatiZeni, napéti a deformace. Tento piedpoklad zna¢né snizi naro¢nost
feseného problému, av§ak vyvolava nutnost zavést potfebné podminky linedrni pruznosti [1]:

- material t¢lesa je dokonale pruzny,
- deformace télesa je mala,

- slozky tenzoru pietvoreni jsou malé,
- okrajové podminky jsou linearni,

- napjatost a deformace je ur¢ena okamzitymi parametry zatizeni.

2.1 Vlastnosti linearné pruzného materialu

Je-li zaveden pojem dokonale pruzny material v zavislosti K pojmu linearni pruznost, je
potieba definovat chovani materidlu také linedrni zéavislosti. Vyhodou je, ze vétSina
konstrukénich materialt v praxi vykazuje do uréité miry zatizeni pravé linearni chovani.
Takové materidly Ize povazovat za tzv. Hookovské materialy. Linearni zavislost mezi napétim
a deformaci poté popisuje Hooktv zakon [1]:

o=Eeg, (2.1)

kde o je napéti, E Youngtiv modul (modul pruznosti v tahu) a & pfetvoreni. Tato zavislost ma
charakter pfimky (obr. 2.1), kde E je smérnice zatézné piimky a zaroven jednou z charakteristik
pruzného materidlu. Dals$i charakteristikou je Poissonovo ¢islo u (soucinitel pficné kontrakce),
Které v zavislosti s délkovym pietvofenim udava pficnou kontrakci materialu. Je-li naptiklad
téleso natahovano, pak pro délkové pietvoreni €, a pti¢nd pietvoreni &, £, plati vztah [1]:

Ey = &, = —lEx . (2.2)
G - zatézovani

—— odleh¢ovani

€

Obr. 2.1: Zavislost napéti na pretvoreni linedrné pruzného materidlu. Prevzato z [3].

U prutt se objevuje tzv. prutova napjatost (viz kap. 3.1.4), ktera rovnéz obsahuje slozky
smykového napéti. Z tohoto ditvodu je potfeba Hooktiv zdkon definovat také pro smykoveé
napéti [1]:

T=aGY, (2.3)
kde y je uhlové pietvoreni a G modul pruznosti ve smyku, ktery se ziska ze vztahu:

E

b TeEnt

(2.4)
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Jedna-li se o izotropni material (vlastnosti nezavisi na sméru zatéZovani), sta¢i znat pro popis
linearné pruzného chovani materialu pouze dvé materialové charakteristiky, ato E a u [3].

2.2 Deformacni prace a energie napjatosti

Je-li téleso deformovano, musi na né&j puisobit vné&jsi zatizeni. Toto zatizeni po celou dobu
zatézovani kona deformacni praci A, a pokud v télese vznikaji pouze pruzné deformace, ,,pak
podle zakona o zachovani energie se tato deformacni prdace preméni v energii napjatosti, kterda
Jje akumulovana v télese* [1]. Pro piirtstek deformacni prace a piirtstek energie napjatosti
télesa poté plati:

dA = dW . (2.5)

Je-li téleso zatézovano z nezatizeného stavu (neni v ném naakumulovana zadna energie
napjatosti) a je v pruzném stavu po celou dobu zatézovani, je celkova deformacni prace rovna
celkové energii napjatosti [1]:

A=W. (2.6)
2.3 Vybrané véty linearni pruznosti
V praktické ¢asti bakalarské prace je vyuzivano postupt, které zavadéji nasledujici véty
linearni pruznosti, pfi¢emz je pfidana také véta o mechanické ekvivalenci, neboli Saint
Venantlv princip.

2.3.1 Saint Venantiiv princip

Nahradi-li se silova soustava IT (obr. 2.2a), ktera pusobi v blizkém okoli bodu A télesa Q
ekvivalentni silovou soustavou I1° (obr. 2.2b), pak napjatost télesa Q) bude pro oba typy zatizeni
témef stejna s vyjimkou blizkého okoli nahrady Qg [1].

Obr. 2.2: Saint Venantitv princip. Prevzato a upraveno z [1].

Saint Venantiv princip dovoluje realné zatizeni a redlné vazby mezi télesy nahradit modelovym
zatizenim a modelovymi vazbami mezi télesy, které jsou pro analyticky vypocet mnohem
vyhodnéjsi. Tato nahrada je vSak zavisla na skutecném feSeném problému, a je tedy potieba
zvazit, zdali je mozna [1].

2.3.2 Véta o superpozici napjatosti a deformace

Napjatost a deformace télesa, ktera je zpusobena silovou soustavou II je rovna souctu
napjatosti a deformaci télesa, zpisobenych jednotlivymi slozkami silové soustavy IT [1].
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2.3.3 Véta o vzajemnosti praci (Bettiho véta)

Bettiho véta tika, ze ,,prdce silové soustavy I1; na slozkach deformace vyvolanych silovou
soustavou I1,, je rovna prdci silové soustavy I, na slozkdach deformace vyvolanych silovou
soustavou I1;“ [1]. Odvozeni je provedeno pomoci nosniku (obr. 2.3), ktery je z nezatizeného

stavu zatizeny silami F; a Fz) Pro piehlednost je posuv pusobisté sily F{ po jeji nositelce

vyvolany silou F; oznacen u;;.

= =
P|¢ ¢F2
/7777777
Obr. 2.3: Bettiho véta — zatizeny nosnik. Prevzato z [3].
Zatizi-li se nosnik nejdfive silou E) (obr. 2.4a), vyvola tato sila posuv u;4 a vykona deformacni
praci A,;. Piida-li se sila Fz) (obr. 2.4b), vyvola posuv u,, a vykona praci 4,,. Sila Fz) taktéz

zpisobi posuV piisobiste sily Fl), oznacen U, a sila FT tak vykona dalsi deformacni praci A;,.
Soucet téchto praci je roven [1]:

1 1 1
Al = All + A22 + A12 = EFlull + EFZuZZ + EFlulz . (27)
I Fl¢ F2
ﬁ_? e -~ /,é%\j?:‘- ______ ~~f;A-
=S ”12%5'—' Usy
a) b)

Obr. 2.4: Bettiho véta — zatizeni prvné silou Fl) Prevzato z [3].

Analogicky, pokud se za¢ne zatéZovat nejdiive silou F, (obr. 2.5) bude celkova deformacni
prace:

1 1 1
Ay =Agy + A1+ Ay = Equzz + §F1u11 + §F2u21 . (2.8)
= .
lﬂ2 F}* *FZ
Y ST AN —— A

***** 77777777 555 IR
Uz Uy Uy,

Obr. 2.5: Bettiho véta — zatiZeni prvné silou Fz) Prevzato z [3].

V linearni pruznosti deformace ani napjatost nezavisi na historii zatéZovani, a proto ani
deformacni prace nezavisi na historii zaté¢Zovani. Potom plati:

A1 = AZ . (29)

Dosazenim rovnic (2.7) a (2.8) do rovnice (2.9) a Gpravé vyjde vztah, jenz je oznacovan jako
Bettiho véta [1]:

F1u12 = F2u21 . (2.10)
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2.3.4 Véta o vzajemnosti posuvi

Vyjde-li se z Bettiho véty, pak zavedenim jednotkovych sil do rovnice (2.10) a ndhradou
posuvll U, a Uyq, tzv. pii¢inkovymi souciniteli n;, a 1y, Vyjde vztah popisujici vzajemnost
posuvil

N2 = M21 - (2.11)

Jinak feceno, posuv 14, je posuv pusobisté sily F; od jednotkové sily F, a obracené posuv 1,
je posuv pusobisté sily F, od jednotkové sily F;. Poté Ize napt. posuv pasobisté sily F; vyjadrit
ve tvaru [3]:

uy = Fini1 + Fonga (2.12)
2.3.5 Véta o deformacni praci silové soustavy

Pro vyjadfeni véty o deformacéni praci jsou vyuzita pouze zatizeni, objevujici se
ve vypocetni Casti bakalaiské prace. Celé znéni véty lze nalézt v literatuie [1, s. 41].

Je-1i pruzné téleso Q zatizeno silovou soustavou I, ktera obsahuje osamélé sily Fl) E{,
osamélé silové dvojice E) m a liniové sily uréené rozloZenim ¢ na stiednici prutu y, pak
deformacni prace A vykonana touto silovou soustavou je dle [1]:

n m
1 1 1
i=1 j=1 %

kde u je posuv pisobisté osamélych nebo elementarnich sil ve sméru jejich nositelek, ¢ thlové
natoCeni (dale jen natoCeni) pfimky pevné spojené s psobistém osamélé silové dvojce a ds
znadi integraci po délce stfednice.

2.3.6 Véta Castiglianova

Castiglianova véta je ze vSech diive zminénych vét ta nejdilezité)si, jelikoZz umoziuje
fesit posuvy a natoceni pruzné¢ deformovaného télesa, je-li znama energie napjatosti tohoto
télesa. Obecné odvozeni Castiglianovy véty lze nalézt v [1, s. 41]. V této praci je K odvozeni
Castiglianové véty vyuzito piedchozich vét aplikovanych na nosnik dle obr. 2.3 [3].

V kap. 2.3.4 je uréen posuv pusobisté sily F; pomoci pfi¢inkovych souéiniteld 1. Tento
posuv se vyjadii také pro pasobisté sily F, v nasledujicim tvaru [3]:

Uy = Folap + FiNpy . (2.14)

Pro celkovou deformacni praci A vykonanou silami F; a F, se vyuzije véty o deformacni praci
silové soustavy:

1 1 1
A= —Z Fiu; = =Fju; + = Fu,, (2.15)

kde po dosazeni posuvi z rovnic (2.12), (2.14) a upravé ziska deformacni prace tvar:

1
A= E (F127711 + F1Fong, + F227722 + F1F27721) . (2.16)
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Pro ptirtstek dF kterékoliv sily, poté odpovida ptirtstek deformacni prace dA. Bude-li

se predpokladat piirastek sily dF;, lze rovnici (2.16) derivovat podle této sily do tvaru (2.17).

Pti¢inkovi soucinitelé byli definovani pro jednotkové zatizeni a vystupuji v derivaci jako
konstanty.

0A

1
a_Fl = E (2Fin11 + Fongp + Fongy) . (2.17)

Z véty o vzajemnosti posuvl plati n;, = 1, a pro linearni pruznost také dA = oW, poté pro
prirastek energie napjatosti se ziska vztah:

ow 1
6_F1 = 2 (2Fim11 + 2Fomy,) (2.18)
Vynasobi-li se zavorka % , bude prava strana rovnice rovna posuvu u, podle (2.12). Stejnou

upravou lze pro piirastek sily d F, ziskat posuv u,. V tomto piipadé Ize vysledny vztah zobecnit
a ziskat tak 1. ¢ast Castiglianovy véty [3]:

ow
aF,

w; = (2.19)

Pokud by na nosnik ptsobila osaméla silova dvojice M, lze stejnym postupem pro natoceni ¢;
V misté€ plisobisté silové dvojice M: odvodit 2. ¢ast Castiglianovy véty [3]:

oW
oM,

@ (2.20)

Prvni a druhou ¢ast Castiglianovy véty 1ze slovné vyjadiit nasledovné: ,, Posuv piisobiste
sily Fl po jeji nositelce je dan parcialni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy)
podle této sily. Uhel natoceni v misté piisobeni silové dvojice Vl V roviné jejiho piisobeni je dan
parcialni derivaci celkové energie napjatosti télesa (soustavy) podle této silové dvojice* [3].

Nevyhodou Castiglianovy véty je, Ze pomoci ni Ize feSit pouze posuvy a natoceni
v mistech, kde ptisobi bud’ osaméla sila F nebo osaméla silova dvojice M. Pokud by bylo
potieba vyfesit posuv €i natoCeni v misté, kde nepiisobi zadné z téchto dvou zatiZeni, je
nezbytné do tohoto mista tato zatizeni zavést a pii vyjadieni posuvu nebo natoceni tato zatizeni
polozit rovny nule [1].

Déle je potieba si uvédomit, ze posuv u;, resp. natoceni ¢; feSené¢ pomoci Castiglianovy
veéty respektuji smér pisobeni sily F[ resp. silové dvojice ﬁ{ Vyjde-li tedy posuv u;, resp.
natoceni ¢; se zapornym znaménkem, pak je tento posuv, resp. nato¢eni v opa¢ném smyslu nez
pusobici sila F{, resp. silova dvojice M{
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3 Prut v pruznosti a pevnosti

V pruznosti a pevnosti (PP) je nejjednodussim modelem realného télesa z hlediska

napjatosti a deformace tzv. prutové téleso (obr. 3.1). Toto modelové t€leso vSak musi spliiovat

urcité

geometrické, vazbové, zatézovaci, deformacni a napjatostni predpoklady. Tyto

predpoklady jsou pak spole¢né oznaCovany jako prutové predpoklady [1].

'E> —>
Zh q
)

Y% M
vZ, , )
normalova rovina

Obr. 3.1: Prut v pruznosti a pevnosti. Prevzato z [3].

3.1 Prutové predpoklady

Tato kapitola vychazi z literatury [1], neni-li uvedeno jinak.

3.1.1

3.1.3

Geometrické piredpoklady

Prut je jasn¢ definovan stiednici y a v kazdém bod¢ stfednice pficnym prifezem i,
ktery lezi v roviné kolmé na te¢nu stfednice (normalova rovina). Stiednice y je soustava
bod, tvotena tézisti T jednotlivych pricnych prifeza .

Stfednice y je hladka a spojita kiivka kone¢né délky.

Délka stiednice y je fadove vEétsi nez nejvetsi rozmeér pricného prirezu .

Pti¢ny prifez Y je tvofen jednondsobné nebo vicendsobné spojitou rovinnou oblasti,
kterou lze popsat charakteristikami pti¢ného prufezu.

Vazbové a zatézovaci predpoklady

Vazby omezuji pouze posuvy a natoceni stiednice.

Veskeré vnéjsi zatizeni plisobi pouze na stiednici a jedna se o osamélé a liniové sily
nebo silové dvojice. Pokud zatizeni nepiisobi na stfednici, je potfeba jej nahradit
staticky ekvivalentnim zatiZzenim, které jiz plisobi na stfednici.

Deformacni predpoklady

Béhem deformace prutu zlistava stfednice stale spojitou a hladkou kiivkou.
Béhem deformace prutu zlstavaji pficné prlfezy stdle rovinné a vzdy kolmé
k deformované stiednici. Dle typu zatézovani se pricné prifezy:
e vzajemn¢ oddaluji (tah), pfiblizuji (tlak) a deformuji (obr. 3.2a, obr. 3.2b),
e nataceji kolem osy lezici v pfi¢ném prurezu a deformuji (ohyb) (obr. 3.2d),
® nataceji kolem osy kolmé k pficnému prifezu a nedeformuji (krut) (obr. 3.2c),
® posouvaji kolmo ke stiednici a nedeformuji (smyk) (obr. 3.2e).
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Obr. 3.2: Deformace pricnych prurezii: a) tah, b) tlak, ¢) ohyb, d) krut, €) smyk. Prevzato z [3].
3.1.4 Napjatostni piredpoklady

V prutu vznika zvlastni typ dvojosé napjatosti, ktera se oznacuje jako prutova napjatost.
Tu lze popsat tenzorem napéti, jehoz jedinymi nenulovymi slozkami je normalové napéti a
smykové napéti pusobici v roviné pfi¢ného prafezu [3]:

O-x Txy O O-x 0 TXZ
T, = (Tyx 0 O) nebo T, = < 0 0 O )
0 0 0 0 0

Tzx

~Mrw r

3.2 Geometrické charakteristiky pri¢éného prurezu

V ptedchozi kapitole byl prutu ptifazen model télesa, jenz je popsan stiednici y a pti¢énym
prufezem . V nasledujicich kapitolach je zaveden piedpoklad, ktery umozni fesit pouze
zatiZeni stfednice. Napéti se pak ziska vztazenim silového pusobeni na stfednici ke geometrii
pii¢ného prufezu, jenz je definovan prufezovymi charakteristikami. Mezi tyto charakteristiky
pak patii napf. plocha pticného prifezu S, hlavni kvadratické momenty k osam pii¢ného
prifezu J,, J, nebo polarni kvadraticky moment J,. Pro jednoduché tvary pii¢nych prifezi,
které obsahuji aspon jednu osu symetrie 1ze zavést nasledujici vztahy napt. pro [6]:

= kruhovy pti¢ny praiez (obr. 3.3):

4 4
]y=12=% . ]p=%' (3.1)a(32)

) '(] 1

Obr. 3.3: Kruhovy pricny priirez. Prevzato a upraveno z [6].
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= obdélnikovy pii¢ny prutez (obr. 3.4):
bh3 b3h
Iy = 17 a ], === (3.3)a(3.4)

——

ST
Pl
Q

h

b
2

Obr. 3.4: Obdélnikovy pricny prurez. Prevzato a upraveno z [6].

3.3 Uzavrené pruty — ramy

Prutové ptedpoklady pouze definuji model realného prutového télesa. Tato realna télesa
vsak Vv praxi vykazuji vysokou riznorodost, co se tyce geometrie, zatiZzeni nebo vazeb. Pro tcely
definice uzavienych pruti je potieba rozliSovat urCitd kritéria, podle kterych lze pruty
rozliSovat. VSechna kritéria lze nalézt v [1, s. 59]. Tato kapitola se zaméfi pfimo na uzaviené
pruty.

Uzavieny prut je takovy prut, jenz lze rozdé€lit na dva prvky fezem vedenym prave (n+1)
body stiednice. O takovém prutu lze fict, Ze je n-krat uzavieny. V piipadé obr. 3.5a lze prut
rozdélit fezem vedenym dvéma body stiednice a je tedy jedenkrat uzavieny. V piipadé obr.
3.5b je prut trikrat uzavieny [1].

a) b)

Obr. 3.5: Pruty s uzavienou strednici. Prevzato a upraveno z [1].

Z principu uzavienosti prutu, musi jejich stfednice obsahovat zakiivené tiseky (obr. 3.6a)
nebo kone¢ny pocet bodl nespojitosti hladkosti sttednice. Pokud je v téchto bodech zamezena
vzéajemna pohyblivost prvki, hovoti se 0 lomenych prutech nebo tzv. ramech (obr. 3.6) [1].

|

a) b)
Obr. 3.6: a) Zkiiveny prut, b) Ram

20



UMTMB

Zakiivené casti prutu lze rozliSovat dle poméru charakteristického rozméru h pficného
prufezu vzhledem k poloméru kiivosti stiednice r na pruty slabé (obr. 3.7a) a silné (obr. 3.7b)
zakiivené. U slabé zaktivenych prutl (r >> h) lze napjatost a deformace fesit stejné jako u
ptimych prutt. U silné zakiivenych prutl (r = h) se musi napjatost a deformace fesit pomoci
teorie siln¢ zakiivenych prutd, a proto zde pro jednoduchost budou uvazovany pouze pruty
slab¢ zakiivené [1].

r>>h

|

|
L
)

Obr. 3.7: a) Slabé zakriveny prut, b) Silné zakriveny prut. Prevzato a upraveno z [1].

V piipadé lomenych pruti nejsou v mistech zlomu splnény prutové predpoklady, protoze
zde neni hladky prub¢h stiednice a nelze tedy tato mista fesit pomoci prosté pruznosti. Pokud
vsak soucet délek prutu ovlivnénych zlomy je mnohonasobné mensi nez celkova délka feseného
prutu (obr. 3.8), Ize zlomy povazovat za tuhé a lze fesit pouze blizké okoli téchto zlomd. Pro
tuhy zlom plati, ze po celou dobu zatéZovani zustava zlom nedeformovany a pouze se nataci
nebo posouva jako celek. Pokud se ve zlomech neuvazuje s deformaci lze energie napjatosti
télesa feSit pouze pro ¢asti prutu s hladkou stiednici [3].

>

&

O

oblast
ovlivnéni

Obr. 3.8: Prut ovilivnéeny zlomy. Prevzato z [3].

3.4 Staticka urcitost uzavirenych rovinnych prutu
Je-li rovinné prutové téleso vazano nepohyblivé, a zaroven na néj puisobi obecna rovinna
silova soustava, poté mohou nastat dva ptipady [5]:

a) prut je ulozen staticky urcité¢ (v = ),
b) prut je uloZen staticky neurcité (v < p),

kde v je pocet pouzitelnych rovnic statické rovnovahy (pro prut zatizeny obecnou rovinnou
silovou soustavou je v = 3) a u je pocet neznamych vazbovych parametrt. Stupen vnéjsi
statické neurcitosti se ur¢i z:

S=U—v. (3.5)

Je-li s = 0, jedna se o ulohu vné staticky urcitou. Je-li s > 0, je uloha vné staticky neurcita.
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F
o f’g,ﬁ
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'\-ni

|
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Obr. 3.9: Otevieni uzavieného prutu.

Problém vsak nastava pii ¢asteéném uvolnéni uzavieného prutu (obr. 3.9). Uvolnénim
vzniknou v fezu tfi nezndmé parametry NP = {IV, T, Mg}, které zajiStuji hladkost a spojitost
stfednice. Pro tyto neznamé parametry Ize sestavit téi rovnice vnitini statické rovnovahy, av§ak
vSechny tyto rovnice maji nekone¢né mnoho feseni (0 = 0). To z hlediska po¢tu pouzitelnych
rovnic vnitini statické rovnovahy dava v = 0 a uzavieny prut je vzdy 3-krat vnitiné staticky
neurcity [1].

Uzavieny prut se neda fezem rozdélit na dva prvky, ale pouze se z uzavieného prutu
vytvofi prut otevieny. U uzavienych prutt také plati zavislost stupné vnitini statické neurcitosti
na stupni uzavienosti prutu. Napt. pro rovinné Glohy plati, je-li prut n-krat uzavieny, tak je také
3n-krat vniting staticky neurcity [1].

4 Vysledné vnitini u¢inky (VVU)

Jak je uvedeno v [1, s. 76]: ,.Znalost urcovani VVU je nutnym predpokladem zviadnuti
problému pruznosti prutii,” a proto je této kapitole vénovana nejvétsi pozornost.

4.1 Vnitini sily a VVU prutu

Vnitini sily v télese vznikaji jako reakce materialu na vnéjsi zatizeni a jeho deformaci.
Plsobi-li v oblasti elastickych deformaci, pak tyto sily po odlehéeni navraceji deformované
téleso do jeho ptivodniho nedeformovaného stavu [2]. Je-li téleso v nezatizeném stavu, pak
V ném nepusobi Zadné vnitini sily.

Pokud je teleso (prut) Q (obr. 4.1a) ve statické rovnovaze (SR), musi byt ve statické
rovnovaze kazda jeho uvolnéna ¢ast Qy; (obr. 4.1b), ptipadné Q. Je-li téleso (prut) Q zatizené
silovou soustavou I, pak na jeho uvolnénou ¢ast Q,; pisobi silova podsoustava I1;. Aby byl
uvolnény prvek ,; opét ve statické rovnovaze, musi v uvolfiovacim fezu w pusobit

elementarni plosné sily E (obr. 4.1b), neboli také obecna napéti v bodech fezu w [3].

Obr. 4.1: Prutové téleso: a) piisobeni silové soustavy I1, b) uvolnény prvek 2y4, C) staticka
ekvivalence vnitinich sil. Prevzato a upraveno z [3].

22



UMTMB

Vyjde-li se z obecnych prutovych predpokladu (viz kap. 3.1), poté vnéjsi zatizeni ptisobi
na stfednici y prutu a je poteba obecna napéti f,,; nahradit staticky ekvivalentni (SE) silovou

Vv

prufezu R (t&zist€¢ je znaCeno R misto obvyklého T, aby nedoslo k zaméné s oznacenim
posouvajici sily T). Vyslednice Fy1, My, musi byt ve statické rovnovaze s vné&jsi silovou
soustavou I1; [3].

Analogicky to stejné plati pro uvolnény prvek (y,. Protoze jsou prvky gy, a Qg Ve
statické rovnovaze, musi pro vyslednice platit podminky [1]:

Fyi+Fp=0, (4.1)
My, + My, = 0. (4.2)

2%

kde osa x;, je totozna se smérem normaly fezU w a 0SYy y;, z;, vedou v tecném sméru K roviné
fezu w, neboli k ptiénému prifezu . Takto zavedené sméry jsou vyuzivany v literatufe [1], a
aby nedochazelo ke komplikacim, jsou tyto sméry zavedeny i v této praci, ackoliv je volba
soutfadnicového systému individudlni.

Obr. 4.2: Rozklad vyslednic Fy, a My. Prevzato a upraveno z [3].

Jiz obecné znacené vyslednice F_V) a W, které jsou obecné orientovany v prostoru lze
rozlozit do téchto os a ziskaji se tak jednotlivé slozky vyslednic E,) a W, které se oznacuji jako
vysledné vnitini ucinky (VVU) (obr. 4.2) [3]. Slozky VVU se oznaduji podle sméru jejich
pusobeni, v zavislosti k roviné pti¢ného prufezu . Ve sméru

— —
= normaly ptisobi normdlova sila N a kroutici moment M,

= tecném plsobi posouvajici sily Ty), ?z a ohybové momenty M,,,,, M,,,.

oy
Analogicky totéz plati, uvolni-li se prvek Q,,. Aby byla zachovana znaménkova konvence, je
potieba slozky VVU zavést v opaéném smyslu lokalniho soufadnicového systému (obr. 4.3).
Musi tedy platit vyslednicova podminka (4.1), (4.2) [3].

Obr. 4.3: Znaménkova konvence VVU uvolnéného prvku g,. Prevzato a upraveno z [3].

V ptipadé rovinnych tloh, vngjsi zatizeni vyvolava pouze slozky VVU N, T, Fo, pficemz
ohybovy moment M, je chapan jako silova dvojice pisobici Vv této rovin€. Znaménkovou
konvenci Ize zavést dle obr. 4.4.
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Obr. 4.4: Znaménkova konvence VVU v roviné. Prevzato a upraveno z [3].

Jak je uvedeno v kap. 3.3, musi se u uzavienych prutt objevovat zlomy nebo zaktivené
Casti, coz zpusobuje nataceni lokalniho soutfadnicového systému. Pokud se bude postupné
uvolnovat leva ¢ast prutu (L), bude znaménkova konvence zachovana dle obr. 4.4a a pokud se
bude fesit prava ¢ast prutu (P), plati znaménkova konvekce dle obr. 4.4b.

4.2 VVU v zavislosti na typu namahani prutu

Bakalatské prace se zabyva rovinnymi ulohami, a proto bude od této kapitoly veskera
teorie vztaZzena pouze na rovinné ulohy.

Pojem VVU byl zaveden v zavislosti k vn&jsimu zatizeni, pficemz VVU jsou popsany
funkcemi zavislymi pravé na vnéjsim zatizeni a také na tvaru stiednice. Je-li prut definovan
ptimou stiednici, muzou pro n&j nastat tyto typy namahani [3]:

a) jednoduché — v celém pribéhu stiednice paisobi pouze jedna nenulova slozka VVU.
Namahani 1ze oznacit jako:
e prosty tah— N > 0 (obr. 3.2a),
e prosty tlak— N < 0 (obr. 3.2b),
e prosty smyk — T # 0 — (obr. 3.2e),
e prosty ohyb — M, # 0 — (obr. 3.2d), realizovan pouze osamélym momentem.

b) kombinované — vznika tehdy, pisobi-li alespon v jednom bod¢ stiednice dvé nenulové
slozky VVU.

Uzaviené pruty jsou nejcastéji namahany kombinovang, avsak v ptipadech, kdy je jeden
typ naméhani ptevladajici nad ostatnimi, napiiklad namahani ohybem, lze tlohu fesit
zohlednénim pouze ohybového momentu (viz kap. 6.1) [1].

4.3 Pristupy k uréovani pribéha VVU

Pribéh VVU lze uréit diferencidlnim nebo integralnim pfistupem. V praktické &asti
bakalarské prace je vyuzit integralni piistup, ktery je pro ureni priabéhu VVU vhodnéjsi,
z hlediska jeho obecné pouzitelnosti.

4.3.1 Diferencialni pristup

Diferencialni pfistup vychdzi z podminek SR elementdrniho prvku prutu. Napiiklad
u ptimého rovinného prutu (obr. 4.5a), zatizeného obecnym liniovym zatiZzenim ¢ (x), se uvolni
jednonasobné elementarni prvek (obr. 4.5b) a do fezi se zavedou pattiéné slozky VVU. Je-li
zaveden pocatek soutradnicového systému Vlevé Casti prutu, je potieba do pravého fezu

uvolnéného elementarniho prvku také piidat elementarni prirastky dN(x),dT(x), dm(x) [3].
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q(x) q(x) 4r(x)
[\'TU(' M<B(X)+dMa)(X)
y QT >N N(x)+dN(x)
2
Z¥ dx 1) 4 T}x)rdﬁx)
a) b)

Obr. 4.5: Diferencialni pristup — Uvolnéni prvku prutu ,. Prevzato z [3].

Pusobeni liniového zatizeni na elementarni prvek lze povazovat za konstantni co se tyce
jeho velikosti i sméru. Uvolnény prvek musi byt ve statické rovnovaze, a lze zapsat
nasledujici podminky:

Z E,=0: —N(x)+qy(x)dx+ N(x) +dN(x) =0, 4.3)
Z E =0 —T(x) + qp(x)dx + T(x) + dT(x) = 0, (4.4)
Z Mg, = 0: — M,(x) + qT(x)dx% — T(x)dx + M,(x) + dM,(x) =0, (4.5)

kde: qv(x) =q(x)cosa , qr(x) =q(x)sina. (4.6), (4.7)

Protoze se jedna o velmi malé ptirtstky, 1ze zanedbat diferencidly 2. fadu a upravit rovnice do
nasledujicich vztah:

dN
D g, “8)
dT (x)
dx = —qr(x), (4.9)
Mo _ iy, (4.10)
dx

které se znaci jako Schwedlerovy véty [3]. Derivaci vztahu (4.10) se ziska vyraz:

d2M,(x) dT(x)
dx?2 dx =—ar(x), (4-11)

ktery udava zavislost ohybového momentu a posouvajici sily na vné&jSim zatiZzeni. Ackoliv je
Vv praktické Casti vyuzit integralni pfistup, znalost prave této zavislosti (4.11) znacné usnadni
grafické znazornéni prubéhu VVU.

4.3.2 Integralni pristup

Uréeni priibéhu VVU integralnim p¥istupem je ndzorn& ukazano v praktické &asti prace,
avSak je k tomu potieba nejdiive zavést par podminek. Integralni ptistup vychazi z podminek
SR kone¢ného prvku prutu. V kterémkoli bod¢é R stfednice rozdélit fezem w a v ném zavést
patfiéné slozky VVU. Jelikoz jsou slozky VVU na pravém a levém uvolnéném prvku staticky
rovnovazné, pak z hlediska uréovani priibdhu VVU nezéleZi, ktery prvek je pro uréovani VVU
zvolen.
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Voli se ten prvek, ktery je pro uréovani VVU jednodussi [3]. Pro uvolnény prvek se zavedou
podminky statické rovnovahy:

= silové: ) F, =0, X E, = 0 pro normalovy a te¢ny smér,

= momentové: ), M,z = 0,

2

posouvajici sily T anormalové sily N je nulovy. Potom plati, Ze slozky VVU jsou dany souétem
VVU vzniklych od jednotlivého vngjsiho silového piisobeni, coz umozni princip superpozice
(viz kap. 2.3.2) [3].

Pribéh VVU podél celé stiednice lze urdit, jako funkci s koneénym poétem bodi
nespojitosti 4; (obr. 4.6), ve kterych nemusi mit funkce pribéhu VVU spojity pribéh ani
spojitou derivaci. Body A; a A; 4 tvofi hranice intervali, ve kterych je volen vzdy jeden fez w;.
Body nespojitosti je potfeba volit v mistech, kde dochazi ke zméné priabehu vnéjsiho zatizend,
nebo ke zmén¢ tvaru stfednice (mista kde dochazi ke zlomu stiednice nebo ke zméné kiivosti
stfednice) [3]. V ptipadé staticky neuréitych pruti je potieba k uréeni pribshu VVU volit bod
nespojitosti také v misté zmény piiéného prifezu [1]. Na vysledny prabéh VVU tento bod sice
nema vliv, ale je potfeba vymezit intervaly s riznymi pii¢nymi prufezy, jelikoz v kazdém z nich
se naakumuluje jina energie napjatosti.

Napt. u prutu na obr. 4.6, pro uréeni pribéhu VVU podél celé stiednice stati zavést tfi
intervaly a v nich tii fezy w, az ws.

Obr. 4.6: Integralni pristup — Volba fezii w; a body nespojitosti 4;.

Polohu fezu w; (bodu R; stiednice) definuje kartézska lokalni soutadnice x; (obr. 4.7a)
Vv ptipad¢ pfimych prutl a v piipadé¢ zakiivenych prutti polarni lokalni soutadnici ¢; (obr. 4.7b)
[3]. Lokalni soufadnice maji pocatek a konec urceny hranicemi A; a A;,, kazdého i-tého
intervalu, pti¢emz pocatecni hodnota lokalni soufadnice je rovna nule. To zna¢né zjednodusi
feSeni integralt vyskytujicich se v energii napjatosti (viz kap. 6.1.), nebot’ pravé hranice
intervaltl jsou také mezemi feSenych integralti.

Obr. 4.7: Souradnice polohy fezu w;: a) kartézskd, b) polarni.
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4.4 Symetrické a antimetrické slozky VVU

Znaéného zjednoduseni feSeni pribdhu VVU lze dosahnout, je-li prut symetricky
z hlediska materialu, geometrie a vazeb, viz kap. 4.6. Zavede-li se fez na ose symetrie (0.5.)
prutu (obr. 4.8) a zakresli slozky VVU, pak viuci ose symetrie prutu jsou v fezu [1]:

- N, MZ — Symetrické,

- T — antimetrické.

O;S
- ! >
RE | R P
L i — o
— -
r e Mo

Obr. 4.8: Symetrické a antimetrické slozky VVU. Prevzato a upraveno z [3].

Pro symetricky prut, mohou nastat dva specialni typy vnéjsiho zatizeni [1]:
- symetrické zatizeni — jedna Se o symetricky prut (obr. 4.9a),

- antimetrické zatizeni — jedna se 0 antimetricky zatizeny symetricky prut (obr. 4.9b).

Symetrické zatiZeni Antimetrické zatizeni
| l
— —T
1 | F) _‘1 | F Fi
'— i —- -— | ~—
v D,]j],],]] v ¢ 3 m v M
| P A ma e

a) b)

Obr. 4.9: Symetrickeé (a) a antimetrické (0) zatiZeni uzavieného prutu. Prevzato a upraveno z [1].

Je-1i prut zatizeny symetricky nebo antimetricky vié¢i ose symetrie prutu, plati Zze prub&hy
VVU budou mit viiéi této ose také symetricky nebo antisymetricky priib&h. Z pribéhu VVU na
obr. 4.10 lze vidét, ze prubéh ohybového momentu M,, je vici ose symetrie symetricky a viaci
ose antimetrie (0.a.) antimetricky. Prabéh posouvajici sily T je vi¢i ose symetrie antimetricky
a vuci 0se antimetrie symetricky.

|
i /7777777 /. /Tl//
I
I

Obr. 4.10: Pribéh VVU prutu a) symetricky, b) antimetricky zatizeného. Pievzato a upraveno z [3].
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Z tohoto poznatku Ize zavést, ze [1]

- symetrické slozky VVU (N,M,) — maji symetricky pribéh viéi ose symetrie a
antimetricky prab¢h vici ose antimetrie,

- antimetrické slozky VVU (T) — maji antimetricky prabéh vici ose symetrie a
symetricky prubeh viic¢i ose symetrie.

Pro slozky VVU (obr. 4.10) také plati, Ze na ose symetrie jsou

= Symetrické slozky vVvU - N, M, # 0,
= antimetrické slozky VVU-T =0,
a na ose antimetrie jsou

= symetrické slozky vvU - N, M, =0,
- antimetrické slozky VVU - T # 0.

4.5 Zavislost symetrickych a antimetrickych slozek VVU na
deformaci

V ptipad¢ symetrického/antimetrického zatizeni prutu vic¢i ose symetrie prutu, musi byt
taktéz i deformace prutu symetricka/antimetricka podle této osy (obr. 4.11).

Je volen bod A na ose symetrie (obr. 4.11a) a bod B na ose antimetrie (obr. 4.11b)
nezatizeného prutu. Aplikaci vnéjsiho zatizeni se bod A ptesune do bodu A (posuv v pficném
sméru bodu A je znacen jako prihyb wy). Pro natoceni stfednice v bodé A plati ¢, = 0, a aby
byla zachovéana nulovost nato¢eni musi v bodé A ptsobit ohybovy moment M, ,. Protoze na
prut neptisobi zadné vnéjsi zatizeni ve vodorovném sméru, je normalova sila N nulova a rovnéz
posuv u, = 0. V bodé A stiednice tedy ptisobi jedina nenulova slozka VVU M, ,. Posouvajici
sila T4, = 0 nebrani prihybu stfednice wy, [1].

Pro antimetrické zatiZzeni (obr. 4.11b) v bodé B plati krom¢ posuvu ug = 0 také wy = 0,
¢emuz odpovidé nenulova posouvajici sila Tg. V bodé B také dochazi k nenulovému natoceni
@g, cemuz odpovida moment M,z = 0.

a) Fl o.|s l]: 0,=0
7l Al WA-_#O

Y ey Y

| Wa
b) o.a. F

e = - ! \' UBZO
BBl gvf- wi=0

A __)T i%{ JJA!? 070

F

Obr. 4.11: Deformace prutu symetricky (a) a antimetricky (b) zatizeného.
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4.6 Vyuziti symetrie a antimetrie u uzavienych pruti

V kap. 3.4 jsou uvedeny uzaviené pruty jako minimalné vzdy tfikrat vnitiné staticky
neurdité a pro uréeni pribéhu VVU je potieba vyfesit tfi rovnice o tiech neznamych, které se
ziskaji z deformacnich podminek zajistujicich nulovost relativnich posuvii u,,, w,- a natoceni ¢,
V misté otevieni prutu (obr. 4.12b) [1].

Analytické feSeni tiikrat staticky neurCitych tloh by bylo zna¢né pracné, a proto
zkombinuji-li se znalosti z kap. 4.4 a 4.5, dojde k znaénému zjednoduseni vypoctu. Prut dle
obr. 4.12a je symetricky podle dvou os, a zatiZeni je vuci jedné ose symetrické a vici druhé
antimetrické. Pokud se prut rozdé€li na dvé poloviny fezem vedenym 0sou symetrie (obr. 4.12c),
poté staéi fesit VVU pouze na jedné poloviné prutu, protoze deformace a odpovidajici slozky
VVU budou vii¢i této ose symetrické ¢i atimetrické, viz kap. 4.4. Posouvajici sily Ty, T¢ budou
nulové a pro zbylé nenulové slozky VVU v bodé C, se piedepisou deformaéni podminky pro
nulovy posuv us = 0 a natoeni ¢, = 0 (viz kap. 4.5). Uloha se takto zredukuje na dvakrat
staticky neur€itou. Vyuzije-li se i 0sa antimetrie (obr. 4.12d), kde je znama nulova normalova
sila Nz a nulovy ohybovy moment Mz, Ize tlohu zredukovat na jedenkrat staticky neuréitou,
pricemz se zavede deformaéni podminka pro nulovy pruhyb v bodé¢ B wgz = 0. Plati, ze
s kazdym vyuzitim 0sy symetrie nebo antimetrie se staticka neurcitost tlohy zredukuje vzdy o
jeden stupen [1].

0.s

e ———— e ——— ——_— e 4

Obr. 4.12: Redukce ulohy vyuzitim 0Sy symetrie a antimetrie.

Pii ¢astetném uvoliiovani uzavienych pruti je vhodné volit vazbu vetknutim na ose
symetrie. V ptipad¢ prutu na obr. 4.12d je to bod A, avsak zobrazi-li se deformovany tvar prutu
(obr. 4.13a), lze vidét, ze v bod¢é A dochazi k prihybu w, a vazba vetknutim by zde tedy nebyla
mozna.

Z hlediska feSeni energie napjatosti (viz kap. 6.1) je vSak potfeba zachovat pouze
deformovany tvar prutu, nikoliv jeho polohu v prostoru. Lze ptidat vazbu A (obr. 4.13b),
pti¢emz nedojde ke zméné vnéjsiho zatizeni, protoze ze statické rovnovahy vyplyva, ze silovy
ucinek od vazby A je nulovy. Deformovany tvar ziistane zachovdn a v bod¢ A jsou nyni
zamezeny posuvy i natoceni a je zde mozné aplikovat vazbu vetknutim [1].
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Obr. 4.13: Zachovani deformovaného tvaru v prostoru.

4.7 Priklady ¢asteéného uvolnéni

Na obr. 4.14 lze vidét rizné zpusoby casteéného uvolnéni s vyuzitim symetrie a
antimetrie pro feSeni rizné zatizenych uzavienych rovinnych prutt. Na obr. 4.14a, 4.14b, a
4.14c jsou ramy symetrické dle dvou os, a proto je mozné ulohy zredukovat na jedenkrat
staticky neurcité a feSit pouze ¢tvrtinu ramu. Ram na obr. 4.14d je symetricky pouze podle
jedné osy (dvakrat staticky neurcita tiloha) a ram na obr. 4.14e je sice symetricky z hlediska
geometrie 1 materidlu vi¢i dvéma osam, avSak zatizeni je symetrické pouze vici jedné ose, a

proto Ize tuto ulohu zredukovat pouze na dvakrat staticky neurcitou.
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Obr. 4.14: Typy édstecného uvolnéni ramii s vyuzitim symetrie/antimetrie.

5 Zavislost napéti na VVU

V pruznosti a pevnosti pruti K uréovani riiznych meznich stavu je potieba znat prib&hy
napéti v prutu. Vyjadieni napéti v prutu ptimo v zavislosti k vnéj§imu zatizeni je sice mozné,
avSak doslo by k znaénému zkomplikovani analytického vypoctu, protoze by bylo potieba do
vypoctu také zahrnout geometrii piiénych prufeza [1]. Predpoklada-li se, ze vlastnosti
prutového télesa, které jsou jasné definované prutovymi predpoklady, 1ze vztahnout na stfednici
prutu, pak pro feSeni ulohy jiz neni potfeba znat geometrii pfiénych prufezt. Takto bylo
nahrazeno feseni priib&hii napéti priibéhy VVU, jenz maji silovy charakter a jejich zavislost
vii¢i vngjsimu zatizeni je linearni. Vyfesenim VVU je mozné ziskat piiblizny néhled na priibéhy
napéti, avSak pro urceni pfesného pritbéhu napéti je potieba se vratit zpét a vztdhnout silové
pisobeni VVU k dané geometrii pii¢ného prifezu. V této kapitole jsou zavedeny vztahy pro
uréeni napéti pro rovinné zpiisoby namahani, a tedy i zavislosti napéti na VVU a
charakteristikach pti¢ného prufezu prutu.

5.1 Namahani tahem a tlakem

Normalové napéti, které je konstantni v celém pficném prufezu 3 a je vyvolané
normalovou silou N [3]:

oy = )

_N (5.1)
S

kde S je plocha pti¢ného prufezu .

5.2 Namahani ohybem

Napéti vyvolané ohybem ma také charakter normalového napéti, které¢ méa po vysce z
pfi€ného prifezu linedrni pribch. Pro pifimé a slabé zakiivené pruty l1ze zavést neutrdlni osu
ptiéného prifezu, ktera je totozna s 0SoU y pro dané piicné prufezy. Neutralni osa jej poté
rozdéluje na dvé poloviny [4], z ¢ehoz také vyplyva, Ze normalové napéti vyvolané ohybovym
momentem ma na jedné strané charakter tahového napéti a na druhé strané charakter tlakového
napéti, pficemz normalova napéti na neutralni ose (z = 0) jsou nulova.

BRNO 2021 31



BAKALARSKA PRACE FSI VUT v Brné

Normalové napéti ma poté v daném piicném prifezu pribéh:
M,

OMoy = %z. (5.2)

y

5.3 Namahani smykem

Smykové napéti 1ze urcit dvéma zptsoby. Pokud se vnéjsi zatizeni pfenasi pouze z jedné
Casti télesa na druhou, napf. u velmi piesného stiihani materialu (obr. 5.1), a predpoklada se
rovnomérné rozlozené napéti po prifezu [1], I1ze pak zavést tzv. smluvni hodnotu smykového
napéti 5. Smykové napéti plisobi pouze ve stfizné rovin€ a ma stejny smér jako posouvajici
sila [4]. Lze jej urcit ze vztahu:

LS (5.3)

StiiZzna rovina ¢
N
|
| -
.

| ds
s | e

T |
y | l___ — X

e

|

A E\

Obr. 5.1: Namdhani smykem ve strizné roviné. Prevzato a upraveno z [4].

Toto namahani je vSak velmi ojedinélé. V ostatnich pfipadech lze za ptedpokladu, ze se
jedna o prizmaticky prut urcit smykové napéti vyvolané posouvajici silou T pro nasledujici
ptipady [3]:

a) pricné prufezy s alespon jednou osou symetrie,
b) tenkosténné pifi¢né prutezy — napf. profily I, T, U.

Je-li nositelka posouvajici sily T zaroven 1 osou symetrie pti¢ného prifezu i a smykova
napéti jsou po §ifce 1 rozlozena rovnomérmé, lze odvodit tzv. Zuravského vzorec pro
smykova napéti (obr. 5.2) [3]:

T(®)Uyy, (2) (5.4)
b))y

kde T (x) je posouvajici sila, Uy, (z) linedrni moment plochy ¥, K neutrélni ose y, b(z) Sitka
pficného prifezu a J,, osovy kvadraticky moment k neutralni ose y.

Y fﬁ neutrdlni osa
\ _ b(z 5/ N
% y(z)

Obr. 5.2: Odvozeni Zuravského vzorce. Prevzato z [3].

T(x,z) =

z
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6 Energie napjatosti a deformace prutu

V uvodu o vétich linearni pruznosti byl zaveden pojem Castiglianova véta, ktera
umoziuje velmi snadno fesit posuvy a natoceni stiednice prutu pii znalosti celkové energie
napjatosti télesa. Vztahy pro energii napjatosti a jejich odvozeni pro jednotlivé typy naméahani

vvvvvv

napjatosti oznacovan jako Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty [1].

6.1 Energie napjatosti

Stejné jako u Castiglianovy véty i v piipadé Maxwell-Mohrovy varianty musi byt splnény
vSechny podminky linearni pruznosti, které byly zminény diive. Maxwell-Mohrovu variantu
1ze zavést na zaklad¢ nasledujicich piedpokladu [1]:

- materidlové a geometrické charakteristiky, které vystupuji ve vztazich pro energii
napjatosti jsou nezavislé na veli¢inach F a M, podle kterych se energie napjatosti
derivuje,

- slozky VVU jsou linearné zavislé na veli¢inach F a M.

Obecny tvar energie napjatosti pro jednotliva jednoducha namahani je ve tvaru [1]:

1 V?
Wz—f—ds, (6.1)
2) Ky
Y
kde V je slozka VVU a Ky je tuhost pfi¢néeho prifezu pro jednoducha naméhani. Za tyto vyrazy
1ze dosadit pro jednotliva namahani veliiny z nésledujici tabulky:

Tab. 6.1: Vyrazy V a Ky, pro riizné typy jednoduchého namahdni. Prevzato z [1].

Naméhani Prosty tah/tlak Prosty ohyb
|4 N M,
Ky ES EJy

Pokud je téleso namahano kombinovang, je potfeba secist energie napjatosti pro vSechny
typy namahani. V tab. 6.1 je zamém¢é vynechano namahani prostym smykem vlivem
posouvajici sily T. Pokud by byl prut namahan pouze smykem, dochazelo by k deformaci dle
obr. 6.1 a byly by poruseny prutové piedpoklady. Namahani prostym smykem z tohoto dtvodu
neni mozné [1].

N
%
\ e U
Y
Neni zachovan T~
—

pravy uhel

Obr. 6.1: Deformace prutu namahaném prostym smykem. Prevzato a upraveno z [1].
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V nékterych piipadech vSak vliv posouvajici sily T nelze zanedbat. Napiiklad u prutu
zatizeném na ohyb dle obr. 6.2 dochazi kromé vzniku normalového napéti vlivem ohybového
momentu M,, a normalové sily N, také ke vzniku smykového napéti vlivem posouvajici sily T
Do feSeni celkové energie napjatosti se prirtustek od posouvajici sily T vyjadii dosazenim
smykového napéti z Zuravského vzorce, priemz vysledny vztah pro energii napjatosti je [3]:

ﬁf —ds, (6.2)

kde B je tvarovy soucinitel pti¢ného prufezu, ktery je zavisly pouze na tvaru pti¢ného prufezu
1 a nabyva hodnot napft. pro kruhovy prifez f = 1,185 = 1,2 nebo pro obdélnikovy prifez
B =12.

F—)

§ 2
a

==

Obr. 6.2: Vetknuty nosnik zatizeny osamélou silou.

Pfed dokonéenim odvozeni Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy véty, je vhodné
také zminit vliv ohybového momentu na energii napjatosti. Zna¢ného zjednoduseni lze
dosahnout, pokud se jedna o dlouhé a §tihlé pruty. Jeli prut zatizen dle obr. 6.2, celkovou energii
napjatosti lze vyjadtit vztahem [1]:

W=%J Zids j—ds+ﬁf—ds (6.3)

Vyjadienim slozek VVU, lIze upravit vztah do podoby:

] (_ V2F x)z ] <_ m)z ] <ﬁp>2
1 2 1 2 ﬁ 2

Pro prut kruhového pritezu o pruméru d lze celkovou energii napjatosti upravit do tvaru:

< a® a 2401+ ,u)a) F?

533 — + — + = (6.5)

d*  d? d?

kde v zavorce jsou jednotlivé prirtistky od ohybového momentu (prvni vyraz), normalové sily
(druhy vyraz) a posouvajici sily (tfeti vyraz). Z pohledu na vztah pro energii napjatosti (6.5) je
patrné, ze pokud by se zvétSovala délka a a zmenSoval primér d, neboli prut by byl Stihlejsi,
pak priristek do energie napjatosti od ohybového momentu bude nartistat oproti zbylym

o 1
piirtstkim o a? a —
d2
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Da se dokazat, ze je-li a = 10d, vypocet S uvazovanim energie napjatosti pouze od ohybového
momentu se dopousti maximalné 1% chyby [1] oproti vypoctu S uvaZzovanim energie napjatosti
od vsech slozek VVU. V treti uloze (kap. 9.12) jsou tyto rozdily porovnany.

6.2 Deformace prutu

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty se pro posuv ziska dosazenim energie
napjatosti (6.1) do Castiglianovy véty (2.19) pficemz vztah [1]

ow 1f2V6V

il 6.6
9F, 2 ds, (6.6)
Y

= K, oF

lze upravit do finalni podoby Maxwell-Mohrovy varianty Castiglianovy véty pro posuv
pusobiste sily F;:

4 V
— 6.7
f Ky F 67)
14
Analogicky pro nato¢eni v misté puisobeni silové dvojice M; je [1]:
f VoV 63)
;= | — s. .
) Kyom;
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7/ Prvni uloha — vyuzZiti symetrie

U uzavieného rovinného ramu (obr. 7.1) je uréen pribéh VVU a vyhledano misto s
maximalnim ohybovym momentem. Ram ma rozméry a = 400 mm a kruhovy pii¢ny priiez
s pramérem d = 10 mm. Je zatizeny osamélymi silami F = 100 N a liniovym zatizenim q =
0,8 Nmm~1. R4m je uloZen na dvou podporach, které jsou z diivodu montazni nepiesnosti
roz$ifené 0 vzdalenost § = 10 mm a je vyroben z oceli s modulem pruznosti E = 210 GPa. K
feSeni a Giprave rovnic je vyuzit program MATLAB.

li— B — o
M ;
atd —»
A C_ — a
Tl - T
[— —
— b —
[ L3
2 N
F l=—=1F
a a

Obr. 7.1: Symetricky zatizeny rovinny rdam.

7.1 Rozbor ulohy

Jedna se o symetricky ram z hlediska geometrie i materialu. Ram je jako celkové téleso
ve statické rovnovaze. Vnéjsi zatizeni je symetrické a to ve dvou nezavislych osach symetrie
prochazejicich body AC a BD. Proto se nabizi vyuziti obou 0s symetrie a tim redukce naro¢nosti
feSeni tlohy.

7.2 Uplné a ¢astecné uvolnéni celého ramu

Uvolnéni vazeb a otevieni prutu fezem v obecném bodé E se provede dle obr. 7.2a.
Zavedou se potiebné slozky VVU a takto uvolnény prut je tiikrat vniting staticky neurdity a
jedenkrat vné staticky neurcity (viz kap. 3.4). Pii ¢aste¢ném uvolnéni a sepsani deformacnich
podminek (obr. 7.2b) by vyfeSeni vyzadovalo ¢tyfi rovnice o Ctyfech neznamych, pri¢emz
v kazdé by bylo potieba vyftesit 11 integral, coZ je vzhledem k analytickému feSeni tlohy
velmi nepraktické.

B T, * B e
B AN, Fg wg=0
A ] ] | TAR — 9=
T i ¢ 9 7 c q
1 F| -
' D ¢

T T

Obr. 7.2: Symetricky zatizeny rovinny ram — a) uplné uvolnéni, b) castecné uvolnéni.
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7.3 Uplné a ¢astecné uvolnéni s vyuzZitim dvou os symetrie

Z poznatki z kap. 4.6 se vyuZije obou os symetrie a prut se Gplné uvolni dle obr. 7.3a,
pti¢emz se do bodu B lezicim na ose symetrie zavedou patii¢né nenulové slozky VVU. Jedinou

neznamou silou v ose X je normalova sila Ny, kterou lze ihned vyfesit z rovnice statické
rovnovahy

a

Provede se ¢asteéné uvolnéni ¢tvrtiny prutu (obr. 7.3b) a predepiSou se deformacni
podminky pro natoceni stfednice v bodé B ¢z = 0 a posuv bodu B horni ¢tvrtiny ramu ug =

- g, kde hodnota posuvu je zaporna dle teorie uvedené v kap. 2.6.4. ProtoZe sila Fgz pusobila
v 0se symetrie, pak dle Saint Venantova principu (kap. 2.3.1) musi na levou polovinu prutu
pusobit pouze polovic¢ni sila

Fp

2
y
—x . N ¢p=0
F F
i My l Mp
I . —
| > NB J'\= T\H
r - 4
q 5. Tg —7' i q 2 iTH
I I v T
My ¥
Na
a) b)

Obr. 7.3: Symetricky zatizeny rovinny ram — a) uplné, b) c¢dstecné uvolnéni s vyuzitim dvou os
symetrie.

Vyuzitim obou os symetrie se uloha zredukovala na dvakrat staticky neurCitou a je

potieba fesit pouze dvé rovnice o dvou nezndmych, pficemz v kazdé budou pouze tii integraly.
Z hlediska analytického feSeni je toto mnohem priivétive)si.

7.4 Priabéh VVU

Priibéh VVU se uréi integralnim piistupem (viz kap. 4.3.2). Prut je potieba rozdélit tremi
fezy a v kazdém intervalu uréit podminky statické rovnovahy uvolnéného prvku. Uvoliiovani
se provede od volného konce, pticemz VVU vyjdou pro:

1. interval

Obr. 7.4: Symetricky zatizeny rovinny ram — 1. interval.
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BAKALARSKA PRACE
N; = Ng, (7.3)
T, =Tg, (7.4)
My, = Mp — Tpxy, (7.5)
a
2. interval
®, F -
M02 ) i MB
N 4(% S N,
| v
T, a T,
2 B
= *2 [ 2 =]
Obr. 7.5: Symetricky zatizeny rovinny ram — 2. interval.
N, = Ng, (7.6)
TZ = F + TB ) (77)
MZZMB_TB(E"I‘Xz)_FxZ (78)
o 2 )
a
3. interval
a a
F
|
S N
Xi q .
©3 . To
WE Kv T
N
Obr. 7.6: Symetricky zatizeny rovinny ram — 3. interval.
Ny =-Tz —F, (7.9)
T3 = NB - qX3 , (710)
2
a X
M, =MB—TBa—F§—NBx3+q73, (7.11)
a
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7.5 Vyjadreni deformacni podminky wp = — g Vv silovém tvaru

K vyjadieni posuvu vlivem ohybového momentu se vyuzije Maxwell-Mohrovy varianty
Castiglianovy véty, viz rov. (6.7) pro posuv bodu B ve tvaru:

Wp =

oW M, (x) M )

=f 0 (x) OM, (x) ar =2 (7.12)
0Ty EJ, 0Tg 2
Y

Vyjadii-li se energie napjatosti celého prutu pro jednotlivé feSené intervaly a dosadi parcialni
derivace momentt podle Ty, Ize rovnici (7.12) upravit nasledovné:

N Q

Mp — Tgxy
—]y( x1) dx; + f

MB—TB(%+x2)—Fx2( a

E]y _E_xz)dxz‘l'

O\)Nlp

2
Mg —Tga— F5 — Ngxs + ¢ 5

+ (7.13)

E]y (—a)dx; = T3

O\ng

pficemz meze integrald jsou mezemi intervalti hledanych ohybovych momenti. VyfeSenim

integrald a dosazenim sily Ny ze vztahu (7.1) lze deformaéni podminku wy = —g upravit do
tvaru:
a? (40Tgza — 48My + 17Fa + 2qa? _ _g. (7.14)
EJ, 48 2
7.6 Vyjadreni deformacni podminky @z = 0 v silovém tvaru
Pro natoceni stfednice v bodé B ma Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty tvar:
ow M,(x) M, (x)
= = dx=0. 7.15
Y5 = oM, f El, oMz (7.15)

Opét se vyjadii energie napjatosti a parcialni derivace momenti pro jednotlivé intervaly:

Mg —Tg (%+x2)—Fx2

a

2
f Mg — TBxl
0

o"n\)lm

1d 1d
_ x1+ E]y x2+
g 2
2 a
Mg —Tga — F 5 — Ngx3 + q =
+f PE T2 P T2 g4y, =0, (7.16)
0 E]y
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Upravou se ziska finalni tvar deformaéni podminky @ = 0:
24Tga — 36Mg + 9Fa + qa? = 0. (7.17)
7.7 ReSeni neznamych silovych t¢inki

Deformacni podminky jsou jiz vyjadiené v silovém tvaru a vhodnou metodou se vyfesi
soustava dvou linearnich rovnic (7.14) a (7.17) o dvou neznamych. Silové u¢inky lze vyjadfit
vztahy:

a
Ng = a5 (7.18)
2qa* + 15Fa® + 72],6E

= — 7.19
Tg Ve , (7.19)

4 3
Mb = _qa+ 6Fa® + 72],6E . (7.20)

36a?

V rovnicich také vystupuje kvadraticky modul kruhového prufezu, jenz je dan vztahem:

nd*
b=

Dosazenim hodnot ze zadani vyjdou vysledné silové ucinky nasledovné:

Nz = 160,0 N,
Ty = —137,5N,
Mg = —23,1Nm.

Sily ve vazbé B a D se urc¢i z rovnice (7.2):

Fy =F, =2750N.

7.8 Grafické zobrazeni pribéhu VVU

Nyni jsou znamy vSechny sily a momenty plsobici na ¢tvrt rAmu a je mozné vykreslit
pribéhy VVU. Nejprve se vykresli pribéhy pouze na jedné ¢tvrtiné (obr. 7.7).

N T Mo

160 N

hy
L—

37.5N ; [ 160 N 11,9 Nm T/;Hl-\[ll\l Nm !
- T
|
|
|

| 3

] 37,5 Y

i | [ | 4,1 Nm
1

————t ————t

a) b) ¢)

23,1 Nm

Obr. 7.7: Prithéh VVU na étvrtiné ramu. &) normdlova sila, b) posouvajici sila, c) ohybovy moment.
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Pribéhy VVU v celém ramu (obr. 7.8) se ziskaji pouhym symetrickym/antimetrickym
zobrazenim dle os symetrie viz kap. 4.4.

160 N

“l 1375 N 37.5N
375N GT 160 N
[ _ =
@ 375N H 160NNES
137.5N

137,5N
375N
160 N é lm—y—r_éP
37,5N JJ_LL’ 160 N
gl ek i 137,5N

160 N
a) b)

11,9 Nm W“Nm 4“\% 11,9 Nm

3 23,1 Nm r}h\
/Z . N X
11,9 Nm | ¢ NI
o d- 4.4 Nm 4.4 Nm 11,9 Nm

B[]
e [T
|

Obr. 7.8: Prizbéh VVU celého ramu. a) normdlovd sila, b) posouvajici sila, c) ohybovy moment.

7.9 Maximalni ohybovy moment

Vykreslenim priibéhu VVU lze ihned nalézt misto s maximéalnim ohybovym momentem.
Ten se nachazi v misté podpory B a D a ma velikost M,y 4x = 23,1 Nm.
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8 Druha uloha — vyuZziti superpozice

U uzavieného rovinného prutu (obr. 8.1) je uréen pribéh VVU a vyhledano misto s
maximalnim ohybovym momentem. Prut ma rozméry a = 400 mm, polomér zaobleni % a
kruhovy pficny prufez s primérem d = 10 mm. Je zatizeny osamélou silou F = 100 N,
liniovym zatizenim q = 0,6 Nmm~! a momentem M = 10 Nm. Prut je vyroben z oceli s
modulem pruznosti E = 210 GPa. K feSeni a uprave rovnic je vyuzit program MATLAB.

Obr. 8.1: Obecné zatizeny symetricky uzavreny prut.

8.1 Rozbor ulohy

Prut je tvofen pfimymi a slabé zakiivenymi Castmi. Je ulozen staticky urcité a je tiikrat
vniting staticky neuréity. ReSeni vyzaduje tfi deformaéni podminky a tfi rovnice o tiech
neznamych, ve kterych je dle volby mista ¢aste¢ného uvolnéni minimalné pét integralt. Prut je
z hlediska geometrie a materialu symetricky vuci jedné ose a je zatizen obecnou rovinnou
silovou soustavou.

8.2 Uvolnéni vazeb

Uvolnénim vazeb dle obr. 8.2 Ize silové ucinky ve vazbach urcit z rovnic statické rovnovahy:

V2
Fszqa_Fz ’ (81)
32 a M
Fay=F—F=—a5-—, (82)
a M V2
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a
|

S|

<=

Obr. 8.2: Obecné zatizeny symetricky uzavieny prut — Uvolnéni vazeb.

8.3 Vyuziti superpozice

Vyuzitim principu superpozice, viz kap 2.3.2, lze prut zatizeny obecnou vnéjsi silovou
soustavou IT nahradit dvéma pruty zatizené silovymi soustavami I1; a I1, (obr. 8.3). Soucet
energii napjatosti vlivem téchto silovych soustav je stejny jako energie napjatosti vlivem
puvodni silové soustavy IT:

M, + 1, =1. (8.4)

Princip superpozice ma smysl pouze tehdy, nahradi-li se ptivodni silova soustava
silovymi soustavami, které jSou vic¢i ose symetrie prutu symetrické nebo antimetrické (obr. 8.3)
a lze tak zredukovat tilohu na polovinu prutu dle teorie v kap. 4.6.

I1 I I,
_ F ~
C .
F 5 C %
M \< M
2 M
2
= T .
q 2 5
B Fa.
2
- p— =] — =
v  Fp Fay  Fa Fg Fay
2 2 2 2 22

Obr. 8.3: Obecné zatizeny symetricky uzaviceny prut — VyuZiti sUperpozice.

Jak je uvedeno nize, tak pavodni uloha o tfech rovnicich a tfech neznamych se
zredukovala na feSeni dvou rovnic o dvou neznamych a jedné samostatné rovnice, coz znacné
snizi naro¢nost analytického vypoctu.
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8.4 ReSeni prutu symetricky zatiZeného

8.4.1 Castecné uvolnéni

Nyni se prejde na feSeni prutu zatizeného soustavou I1; . Casteéné uvolnéni jiz s vyuzitim
osy symetrie (obr. 8.4) se provede zavedenim vazby vetknutim na osu symetrie a do bodu C se
zavedou patfi¢né nenulové slozky VVU NZ, M_g Deformacni podminky v bodé C jsou pro
nulovy posuv u, = 0 a nulové natoceni ¢, = 0.

T
2
Fj\x‘
2 A
Ay lili
2 2

Obr. 8.4: Castecné uvolnéni poloviny symetricky zatizeného prutu.
8.4.2 Pribsh VVU

Pokud se do energie napjatosti uvazuje pouze vliv ohybového momentu, je v této fazi
zbyte¢né urcovat priabéh normalové Na posouvajici sily T, které by se ur€ily az po vyjadieni
neznamych silovych parametri. Tato Uloha ma& vSak demonstrovat vyuZiti principu
superpozice, a proto jsou zde feseny i prab&hy normalové a posouvajici sily, které s vyuzitim
superpozice daji vysledné prub&hy pro levou ¢ast pivodné zatizeného prutu (viz kap. 8.6).

1. interval

Uvolnény prvek pro prvni interval je na obr. 8.5a. Protoze se jedna o zakfivenou ¢ast, je

kartézska soufadnice x; nahrazena polarni soutfadnici ¢;. Kur€eni primétu sily ﬁc) do
jednotlivych slozek VVU lze vyuzit pravouhlého trojuhelniku (obr. 8.5b). Obdobné se da urcit

I rameno sily ﬁc) pro ohybovy moment.

>

M. .
B c T o
MMW N e
> : a _ NC
N T\% 2 N,
RO
N
\
a) b)

Obr. 8.5: Prvni interval symetricky zatizeného prutu.
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N, = N¢cosq,, (8.5)
Tl = NCSin(pl B (86)
a
Moy = M¢ — NCE (1—cosg,), (8.7)
T
(pl E < O ; Z) .
2. interval
Obr. 8.6: Druhy interval symetricky zatizeného prutu.
T F
N; = N¢ cos (ﬁl’z + Z) - Esm((l’z) ) (8.8)
. s F
T, = N¢sin (qoz + Z) + Ecos(goz) , (8.9)
a T a
My, = M, — ch 1 —cos (qoz + Z) - FZsmgoz , (8.10)
/4
3. interval
F
2
M—>
2
q X3
2
3
M:3k" E
N;
Obr. 8.7: Treti interval symetricky zatizeného prutu.
2
4
V2 «x
Ty =Ne+F—+q—=, (8.12)
4 2
45
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BAKALARSKA PRACE
a V2 ,a M x?
M03=MC_Nc(§+X3)_FT(E+x3)_?_qT31 (813)
X3 € (0;a).
4. interval

(e1Ee1]

)

>
S

V2 a Fy
=N, —F——q—+-2% (8.14)
Ny=-Ne—F-—q5+—=,
VZ  Fuy+Fp
= _p¥t (8.15)
Ta=-F 2
3¢ VZ[3a M a? Fy+Fp
Moq = Mc = Ne == 4(2 x4>—?—q4— T (81

Za sily Fyy, Fyy, Fp je potfeba dosadit z rovnic statické rovnovahy (8.1) az (8.3). Priibéhy vvU

pak jsou:
2
N, = —N; — F%, (8.17)
T,=0, (8.18)
3a 3av2 M a?
Mo4=Mc—Nc2 e s Ay (8.19)
X, € <0; > )
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8.4.3 Vyjadreni deformacni podminky u, = 0 v silovém tvaru

K vyjadieni deforma¢ni podminky je opét vyuzita Maxwell-Mohrova varianta
Castiglianovy véty pro posuv bodu B. Protoze se u prutu objevuji zakiivené ¢asti, je potieba
deformacni podminku zapsat v obecném tvaru:

ow M,(s) dM,(s)
_ 9 _ _ 8.20
Y = BN, f £, on, =0 (8:20)

Pro pifimé casti Ize ds nahradit diferencialem dx, a protoZe se pracuje s diferencialy, je
Vv ptipad¢ zakiivené ¢asti prutu mozné délku oblouku ds nahradit useckou, ktera je dana

soucinem poloméru kiivosti % a diferencialem thlu d¢. Nasledné, pro jednotlivé energie
napjatosti a parcialni derivace momentt podle N, ziska deforma¢ni podminka tvar:

a
M¢ — ch(l —C0SP1) g

a
Z —1=
E]y > (cos, ) ) do; +

o —— o3

N Q

E(cos ((pz + E) - 1)gd<p2 +

A
*M,— N, (1 — cos (gaz + %)) - F%simpz a
+0f £, 2) )32

a V2 ra M x2
+]aMC_NC(7+"3)_FT(7+"3)_7_61T3( © ) dx, +
EJ, 2 *) s
0
a
Z 3a 3av2 M a’®
M- NG - P22 -5 0% 3
+| 8 7 3 May=0 (8.21)
£, 2
0

Upravou se ziska finalni tvar deformaéni podminky:

M:(9600 — 168a — 4800m) + N.a(212a — 9600 + 36001)
+ Fa(2400 + v2(53a — 1800 + 1507) + 84Ma + 28qa® = 0. (8.22)

8.4.4 Vyjadreni deformacni podminky ¢, = 0 v silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty pro natoceni stiednice v bod¢ B:

_w _ f Mo(s) OMo(s) o _ (8.23)
Y

Y= oM, El, 0M,
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Energie napjatosti pro jednotlivé intervaly:

T
4

M; — ch(l cosgq) a
| (05 do, +
0

s

i a n a .
fMC N, 7 — cos ((pz + Z)) — Fgsing,
+
0

a
EJ, (DEd(Pz +

q_
2 8 2 "4 ()dx,=0. (8.24)

VyteSeni integrald a uprava rovnice do tvaru:
M (36 + 6m) — Nea(36 + 3m) — Fa(3 +9v2) — 18M — 5a%q = 0. (8.25)
8.5 Reeni prutu antimetricky zatiZzeného

8.5.1 Caste¢né uvolnéni antimetricky zatizeného prutu

q
2
|
F‘A\‘
3 | A b
F.r\}' FB
2 '
b)

Obr. 8.9: Cdstecné uvolnéni prutu zatizeného silovou soustavou: a) antimetrickou, b) symetrickou.

V piipadé antimetrického zatiZzeni prutu silovou soustavou II,, je potieba prut ¢astecné
uvolnit (obr. 8.9a) stejné jako v ptipad¢ symetricky zatizeného prutu (obr. 8.9b). Deformacni
podminka je pro nulovy prihyb v bodé C w, = 0. V bod¢ C puisobi jedina nenulova slozka

VVU a to posouvajici sila T_C)
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V kap. 4.6. je uvedeno, ze neni vhodné volit vazbu vetknutim na osu antimetrie z divodu
nenulového natoCeni, avSak pro ureni energie napjatosti, je potfeba zachovat pouze
deformovany tvar a neni potieba zachovat polohu prutu v prostoru. Pokud se vazba vetknutim
uvolni a sestavi se rovnice statické rovnovahy, vyjde ve vazbé nulovy moment a nulova sila
ve sméru 0sy X. Vazba tedy pienasi pouze silové plsobeni v 0se Yy, coz také odpovida
antimetri¢nosti tlohy (viz kap. 4.4).

8.5.2 Pribéh VVU

Priibéh VVU se uréi obdobnym zptisobem jako u symetricky zatizeného prutu.

1. interval
@
M, >
OIMTC
N; > a
T, {E,:: >
v
Obr. 8.10: Prvni interval antimetricky zatizeného prutu.
N, = —T¢sing,, (8.26)
T, = Tccoseq, (8.27)
a .
My = =T¢ ESIH(<P1) ) (8.28)
s
2. interval
F
2 N
Te
00 a
ML:Z I | 2
T, %

N

Obr. 8.11: Druhy interval antimetricky zatizeného prutu.

: m  F
N, = —T¢ sin (q)z + Z) + Esm(goz) , (8.29)
m F
T, = Tccos (q)z + Z) - Ecos(q)z) , (8.30)
a . T a .
M,, = —Tcism ((pz + Z) + FZsm<p2 ) (8.31)
T
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(SJE)

‘-)
l-Ax <

Obr. 8.13: Ctvrty interval antimetricky zatizeného prutu.

FSI VUT v Brné
3. interval
Obr. 8.12: Treti interval antimetricky zatizeného prutu.
V2
Ny =—Tc+F—, (8.32)
V2 xg
T, =—F—+4qg—, (8.33)
3 2 +q >
a V2.a M x3
= _T.= = (= - 8.34
Mos = =T 5 F4(2+x3) — = (8.34)
X3 € (0;a).
4. interval
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V2 a F
V2 F,,—F
T, = —T. + FT-I_%' (8.36)
a V2 /3a M a? Fyy—Fp
— Z_ i gy 5 8.37
Moa TC(Z %) F4<2 4) 2 1% 2 (8.37)

Opét se za sily Fyy, Fy,, Fp dosadi z rovnic statické rovnovéahy (8.1) az (8.3) a priibéhy VVvU
vyjdou:

N,=0, (8.38)
3V2 a M
T,=-Te+Fo-—qo-—, (8.39)
a 3v2 a xg 1 a a
- _ Z_ T (Z_ R Z — = 8.40
M,y TC(2 x4)+F 2 (2 x4)+M(a 2)+q2(x4 2), ( )
a

8.5.3 Vyjadreni deformacni podminky w, = 0 v silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty pro prihyb stfednice v bodé C:

ds=0. (8.41)

ow M,(s) dM,(s)
ves |
Y

aT, EJ, 0T,

Energie napjatosti pro jednotlivé intervaly:

T
T a.
!%}@(—%sin((pl))%d(pl +

n
X f ~T, 5 sin (¢, ;-]y%) + FZsing, <_gsm (0. + %))%d(pz +

0

2

+f‘—Tc%+F@(%E]+x3)—¥—q%3(_g)dx3+

5 y

e ox) PR D rad (D)
+0f TR (14 =3) i =0,
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VyteSeni integrald a uprava:
T.a(224 + 24m) —V2Fa(120 4 3m) + 224M + 48a%q = 0. (8.43)
8.5.4 ReSeni neznamych silovych ainki

Vhodnou metodou se vyfesi soustava dvou linearnich rovnic (8.22), (8.25) o dvou neznamych
a z rovnice (8.43) se vyjadti sila T;. Vysledné vztahy jsou:

N = 3(12007 — 2400 — 77a)
¢~ 7 2a(33a + 16ma — 15007 + 15072)

(84a — 19200 +VZ(—3600 — 66a — 53ma + 81007 — 1507‘[2))
8(33a + 16ma — 15007 + 1507?)

, (1000 — 2000 - 7a ~ 7ra)
13(33a + 16ma — 15007 + 15072)’

+F

(8.44)

_ 3(1800m — 4800 — 7ma + 22a)
~ 7 4(33a — 15007 + 16ma + 15072)

Mc

a (12007‘[ — 38400 + 212a + vZ(108007 — 7200 — 15072 — 537ta))
16(33a — 15007 + 16ma + 1507?)

N a?(4500r — 12000 + 13a — 21ma)
112(33a — 15007 + 167a + 15072) ’

+F

(8.45)

_ —224M + Fav2(120 + 37m) — 48a’q

€ 8a(3m + 28) (8.46)

Dosazenim hodnot ze zadani vyjde silové pisobeni nasledovné:

N, =—-87,7N,
T =40N,
My = —=55Nm

a sily ve vazbach z rovnic (8.1) az (8.3) vyjdou:

Fp = 1693 N,
Fiy = —389N,
Fy = 109,6 N .
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8.6 Pritbéh VVU celého prutu

Plati-1i pro silové soustavy:
I, +10, =11,

pak soudet slozek VVU v bodé C (I_V_C) + I_W?) + (TZ) pro silové soustavy I1; a I, musi dat
vysledné slozky VVU v bodé C Ng, T,, M, pro silovou soustavu I1 (obr. 8.14).

!

=5

=
Fa
2

Obr. 8.14: Silové piisobeni v bodé C prutu, zatizeného silovou soustavou I1.

ol
|a|§"l

+

ol

JelikoZ na levou &ast prutu nyni ptisobi jiné vn&jsi zatiZeni, bylo by potieba prabéh VVU
ur€it znovu, jiz se znamym silovym psobenim v bod¢ C. Jak je zminéno v kap. 8.4.2, pokud
uz je znam prabéh VVU pro silovou soustavu IT; a IT,, potom celkovy priibéh VVU levé asti
prutu je dan souéty pribéhtt VVU silovych soustav I1; a I, a plati:

1. interval:

(8.5) + (8.26) N, = Nccosp,—Tgsing, , (8.47)

(8.6) + (8.27) T, = N¢sing, + Tecosgq , (8.48)

(8.7) + (8.28) M,, = Mg — N, % (1 = cosg,) — Tcgsin(gol) , (8.49)
T

2. interval:

(8.8) + (8.29) N, = N cos | ¢, + r —Tcsin{ @, + z , (8.50)

4 4
(8.9) + (8.30) T, = Nesin (g2 +7) + Tecos (9, +7) (8.51)
. . 2 C 2 4 C 2 4 ) .

8.10) + (8.31 - 2 T Lsi T 8.52

(8.10) + (8.31) MoZ_Mc_NcE 1—cos(<p2+z) —TC§SLn((p2+Z), (8.52)
T
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3. interval:
(8.11) + (8.32) N; = —-T¢, (8.53)
(8.12) + (8.33) T3 = Nc + qx3, (8.54)
a a x2
(8.13) + (8.34) Moz = Mc = Ne (5 +x3) ~Te5 = M= q =, (8.55)
2 2 2
X3 € (0; a)
4. interval:
2
(8.17) + (8.38) N, =—N, — Fg’ (8.56)
32 M
(8.18) + (8.39) T, = —Tp + Fi _Z_4E (8.57)
4 a 2
3a a 3v2
(819) + (840) MO4- = MC - NC7_TC (E - X4) - FTX4,
Xy a
+M(Z—1)+q5(x4—a), (8.58)
a

C . , I . , o
Lze si vSimnout, Ze poté co vypadla sila > z feseni, jsou VVU v prvnim a druhém intervalu
popsany stejnou funkci a stacily by pouze tii intervaly. Interval zaktivené ¢asti prutu by poté

byl vyjadien tthlem ¢ € < 0; g) Hledani priibéhu VVU pravé &asti prutu je obdobné jako u

levé Casti, a proto jsou V této praci uvedené jiz vysledné vztahy pro Ctyfi feSené€ intervaly. Pro
silové vyslednice v bodé C musi platit zakon akce a reakce (obr. 8.15).

(0]

——— (1)3

-
F, |2 E % ) P
- Wy ﬁ;

Obr. 8.15: Zakon akce a reakce silového pusobeni v bodé C a deéleni pravé casti prutu na ¢tyri
intervaly.
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1. interval
N; = Necosp+Tgsing, (8.59)
Ty = —N¢singq + Tccosgq (8.60)
a a
My, = M, — NCE (1 —cosep,) + T, Esimpl , (8.61)
Vs
2. interval
T T
N, = N, cos ((pz + Z) +T¢ sin (cpz + Z) — Fsin(g,), (8.62)
, T Vs
T, = —N.sin ((p2 + Z) + Tccos ((pz + Z) — Fcos(¢p,), (8.63)
a /i a . i
M02=MC—NCE 1—cos(g02+z) +TC§sm(<p2+Z) 6.64
. (8.64)
— FESLTL((pZ) ,
v
(pz E < O ; Z) .
3. interval
2
Ny =T, — gF, (8.65)
2
Ty = —N; — gF, (8.66)
a a V2 _sa
- M. — e Z_Zr(Z 8.67
M, = M, NC(2+x3)+TCZ 2F(2+x3), (8.67)
X3 € < 0 5 a) .
4. interval
2
N, = =N, — gF, (8.68)
3v2 a M
Ty=-Tc+—F—q=—— (8.69)
e
3a a 32 a M
Mo4 :MC—N(;7+TC (E x4)—FT(a—x4)—q§x4—zx4, (870)
a
x4_ E < O ; E) .
BRNO 2021
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8.7 Grafické zobrazeni VVU

Vykreslenim a spojenim priibéhu VVU pravé a levé ¢asti prutu se ziska prabéh VVU po
celé délce prutu (obr. 8.16). Pokud v ose symetrie prutu neptisobi Zadné vngjsi zatizeni, musi
zde byt pribéh vSech slozek VVU spojity a hladky.

| 4N i
| 66,7 N
IRRERIG N
17N
a) b)
Mo
5,5 Nm
' 0,2 Nm
11,7 Nm N 55Nm
c)
Obr. 8.16: Prizbéh VVU po celé délce prutu. a) normdlova sila, b) posouvajici sila, c) ohybovy
moment.

8.8 Maximalni ohybovy moment

Lokalnich extrému ohybového momentu je po délce prutu vice a bylo by potieba vyc¢islit
vSechny extrémy, aby se naslo nebezpecné misto, avsak z grafického znazornéni (obr. 8.16¢),
1ze ptedpokladat, ze nejvEtsi ohybovy moment je v misté rotacni vazby 0 velikosti M,y 4x =
11,7 Nm.
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9 Treti uloha — obecné resSeni

U uzavieného rovinného ramu (obr. 9.1) je uren prabéh VVU a vyhledano misto s
maximalnim ohybovym momentem. Rd&m ma rozméry a = 400 mm a kruhovy pfi¢ny prifez
s pramérem d = 10 mm. Je zatizeny osamélymi silami F = 100 N a liniovym zatizenim q =
0,4 Nmm~1. Ram je vyroben z oceli s modulem pruznosti E = 210 GPa. K feSeni a Gipravé
rovnic je vyuzit program MATLAB.

—

i

e

=]

= e =

Obr. 9.1: Obecny rovinny rdam.

9.1 Rozbor tlohy

Jedna se o obecny rovinny uzavieny prut zatizeny obecnou rovinnou silovou soustavou.
Z tohoto diivodu nelze vyuzit zadné redukce jako u minulych tloh a k uréeni VVU je potieba
vyrtesit tfikrat vnitfn€ staticky neurCity ram. V tomto pfipad¢ se nabizi vicero moznosti
¢astecného uvolnéni, z nichz je jedno vybrano k feseni tlohy.

9.2 Uvolnéni vazeb

Uvolnénim vazeb dle obr. 9.2, 1ze silové u¢inky ve vazbach urcit z rovnic statické rovnovahy:

a
Fg, = qa, (9.2)
a
f
C
‘_
'—
— _
— 1
[—
[ —
‘_
AT D

_,_
z

Obr. 9.2: Obecny rovinny rdam — Uvolneni vazeb.
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9.3 Typy casteéného uvolnéni

Jednou z moznosti ¢aste¢ného uvolnéni je otevieni prutu a zavedeni vazby vetknutim
(obr. 9.3). Vazbu vetknutim je vhodné volit v misté zlomu prutu, jelikoz pak z feseni vypadne
pravé tento zlom. Poté se piedepisou deformacni podminky, které zajist'uji nulové relativni
posuvy a natoceni stfednice v bodé C [1]:

ow ow _ ow

=—=0, =— =0, == =0.
N, Ve = a1, Yc=am,

Uc

uc=0
F we=0
l M, Pc=0

'\3
Tli“ Ne

E

q

=4

FB\

T

AT B

Fa

=

By

Obr. 9.3: Cdstecné uvolnéni vazbou vetknutim.

Dalsi moznosti je uvolnéni tuhych zlomu a jejich nahrazeni rota¢ni vazbou (obr. 9.4).
Deformacni podminky pak vyjadiuji nulové relativni uhly nato¢eni v uvolnénych zlomech:

_w _w _w
“om, 0 PBTamy o YCT oM,

Pa

Ty zajistuji momenty M,, My, M, které piisobi na jednotlivé pruty 1, 2, 3 (obr. 9.4).

| (

FTTTTTET
®)

lal

F i
i M o ]

b

Obr. 9.4: Cdstecné uvolnéni tuhych zlomii rotacni vazbou.

Casteéné uvolnéni, které je vyuzito k feSeni lohy lze vidét na obr. 9.5. Zlom B se uvolni

rota¢ni vazbou a zavedenim momentu Mg. Zlom A je nahrazen momentem M, a silou F,,, ktera
zajist'uje nulovy relativni posuv prutu 1 a 2 v bodé A. Deformacni podminky prutu 1 a 2
S uvazovanim sméru ptisobeni neznamych slozek vypadaji nasledovné:

Uygr = —Uyz, Pa1 = —Paz, ®¥p1 = —Pp2 -
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—

lF
C
q
M, M,
F Ax A
77 B

w @]

Fo P
.\Aq—g(

7

My
By

Obr. 9.5: Cdstecné uvolnéni s vyuzitim momentu My, Mg a sily Fyy.

9.4 Vyjadreni stykovych vyslednic

Praibéh VVU se uréi od bodu A, a proto je potieba stykovou vyslednici vazby A spravné
vyjadiit. Kazdy prut pienasi pouze c¢ast silového pusobeni od vazby A, ptiCemz stykové
vyslednice F,y,Fy, (0br. 9.6) se vyjadii jako funkce vngjsiho zatizeni (ﬁ ,4) a stykovych
vyslednic (Fyy, My, Mg ), podle kterych je derivovana energie napjatosti [1]. Sily Fyy, Fyy je
vhodné vyjadiit z rovnic momentové rovnovahy k bodu B pro jednotlivé pruty:

aZ

- _MB—MA+Fa+q2 (9.4)
AL 2a ’
F,, = M, — 1;/1: + Fa’ (9.5)
pfi¢emz plati
Fpi+Fpp =Fy. (9.6)

-l

Mg

B

F
l M

P23

Obr. 9.6: Obecny rovinny ram — Vyjadreni stykovych vyslednic.
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9.5 Priabch VVU

Pribéhy VVU budou urdeny jiz s dosazenymi stykovymi vyslednicemi _P:;, F; a prubéhy
ohybovych momentd budou upraveny tak, aby se snadno poté dala vyjadrit parcialni derivace.

VVU prutu 1:
1. interval
=50 %2~ 3 a7 cos(¢1) — Fa, sin(¢q),
1= (G2 =70 7+ 93) o) ~ Funcos(o),
1+ cos 1—cos
M, =M, (¢1) + M, (¢1)
2 2
Fa a? .
+ > +q Y (1 - cos((pl)) - FAxa(SlTl(Ql)l)) .
T
Q€ <0 ; E)
2. interval

=

WV
z|

Ay

Obr. 9.8: Obecny rovinny ram — 2. interval.

(9.7)

(9.8)

(9.9)
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N, = —F,,, (9.10)
Mg M, F a
=5 __4__ = 9.11
I 2a 2a 2 ta 4’ (©11)
a— x, a+ x, a—x, a® + ax,
Mop = My—5—+Mp————Fpxa + F——+q——F—, (9.12)
X, € (0; a)
3. interval
(9.13)
T3 = Fy — qx3, (9.14)
a? — x2
Moz = Mp +q > - Fpr(a —x3), (9.15)
x3€ (0;a).
Prabéh VVU prutu 2:
4. interval
o My,
F ) .
Ax N4
Fol T,
4
Obr. 9.10: Obecny rovinny ram — 4. interval.
N4- = FAx ) (916)
M, My F
T, =4 __B 9.17
= 27 ®.17)
X, — 2a X4 X4
M,=M —Mg—+F— 9.18
04 AT 5 Boo + > (9.18)
X, € (0; a).
BRNO 2021
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5. interval
F s
’ ML)S
Fax 4 X l p’ N
Obr. 9.11: Obecny rovinny ram — 5. interval.
N5 = Fyy , (9.19)
M, My F
7=t Mg P 9.20
>T 20 2a 2 (3.20)
Xy —a a+ Xy a— Xg
M.=M - M F , 9.21
05 4 5 B 5, + > (9.21)
xs € (0;a).
9.6 Vyjadreni deformaé¢ni podminky uyq; = —uy, V silovém tvaru

Vyuzije se Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty:

N ow, _ f MO(S) 6M0(s) ds = — j- MO(S) aMo(S) ds = — ow, - —u (9 22)
AL 9F,, y EJy,  0Fu ¥ EJy  0Fyx OFsx "
3 2

kde W, je energie napjatosti prutu 1 a W, energie napjatosti prutu 2. Dosazenim momentt a
parcialnich derivaci do rov. (9.22) se ziska:

T

> 1+ cos 1 — cos Fa a?® .

fMA 5 (¢1) + Mg > (91) + (7 + qT) (1 — cos(<p1)) - FAxa(sm(gol))
E
0 Jy

. (—a(sin(gol))) adp, +

a . a-—x, atx, a—x, a? + ax,
+fMA za +MB Za FAxa +F 2 +q 4 (_a)dx +
EJ, 2
0
2 _ .2
aMB+qa 2x3—FAx(a—x3)
+J (x5 —a)dx; =
EJ,
0
K20y Xa g
— _J 2a 2a 2 (O)dx4
EJ,
0
a, Xg—da a+ xg a— Xs
M -M + F
_ f 4" 2a ’ 2a 2 (0)dxs. (9.23)
0 Ely
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Finalni tvar deformacni podminky je poté:

24M, + 36Mg — F,,,a(32 + 6m) + 12Fa + 17qa®> =0 . (9.24)
9.7 Vyjadreni deformaéni podminky @41 = —@42 V silovém tvaru
Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty:
ow, M,(s)dM,(s) M,(s)0M,(s) ow,
§0A1:_:J. ds=—f =———==—@a. (9.29)
oM, EJ, M, EJ, oM, oM,

141 Y2

Dosazeni momentl a parcidlnich derivaci:

7 1+ cos(¢,) 1—cos(p,) , (Fa a?
fMA 5 L2+ Mg 5 1 +(7+q7)(1—cos(<p1))—FAxa(sin(<p1))
E
0 Jy
1+ cos
2
a . a—x a+x a—x a’ + ax
fMA sa -t Mg—-2—Fpa +F—2+q—F2a—x,
+ dx, +
EJ, 2a
0
a az—xz
Mg +q— 2 — Fue(a—x3)
+f (O)dx3:
E]y
0
a. . X,—2a X4 X4
=_jMAT—MBE+F7x4—2a .
EJ, 2a 4
0
a Xs —a a+ xs a— Xs
Mg Mg+ F—5 x5 —a
_ dxs . (9.26)
EJ, 2a

0

Finalni tvar deformac¢ni podminky:

M, (120 + 187) + My (48 + 67) — 96F,.a + Fa(6m — 16) + qa?(8 +3m) = 0. (9.27)

9.8 Vyjadreni deformacni podminky @p; = —@p, V silovém tvaru

Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty:

_ an _ j Mo(s) aMO(S)d _ J Mo(s) aMo(S) _ aVVZ _ (9 28)
oM, ~ ) B, Mg El, oMy oMz 7B
Y1 Y2
BRNO 2021
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Dosazeni momentt a parcialnich derivaci:

T
5 1+ cos — coS
fMA 2((p1)+M 2((p1) <2+q4)(1—cos(<p1)) Fyra(sin(py))
E
0 Ty
1—cos
—x a+x a—x a’+ ax
‘M2 5o 2t Mp— 2t —Fpa +F=—=2+q—F2a+x,
+f a de‘l'
E]y 2a
0
2 2
Mp +q 52 = Fip(a — x5)
+f (1)dx3:
E]y
0
a x4—2 X4_
:_fMA 2a MBZa+F2( ﬁ)dx
J EJ, 2a/
aM X5—a_M a+x5+F — Xy
_f 4 2a B 2a 2 x5_adx (9.29)
J EJ, 2 °°

Finalni tvar deformacni podminky:
M, (48 + 6m) + Mp(168 + 18m) — 144F,,.a + Fa(18m — 56) + qa?(36 + 9m) = 0. (9.30)
9.9 ReSeni neznamych silovych ucinki

Vytesi se soustava tfech rovnic (9.24), (9.27), (9.30) o tfech neznamych a vyjadii se
neznamé silové plsobeni:

_ F(1488 + 56m — 247%) + qa(594 + 80w — %)

= 9.31
Ax 2(3m3 + 64n2 + 280w — 184) ’ (©:31)
_ Fa(2304 —280m — 121%) + qa*(896 + 15m) 9.32)
a4~ 6(3m3 + 6412 + 2801 — 184) ’ '
_ Fa(187® + 15672 — 5207 — 2800)
B 6(3m3 + 64n2 + 280w — 184)
2973 4 144m? 4 293w — 1508
_qa 9m T T ) (9.33)

6(3m3 + 64m? + 280 — 184)
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Dosazenim hodnot ze zadani vyjde silové ptisobeni:

Fp, =97,3N,
M, = 13,2 Nm,
Mg = 2,6 Nm,
Fyy =767 N,
Fi, = 633N

a ze statické rovnovahy (9.1) az (9.3) sily ve vazbach:

F, =140 N,
Fs, = 160 N,
FBy=60N'

9.10 Grafické zobrazeni pritbéhu VVU

Priibéhy VVU lze vidét na obr. 9.12.

76, TN
973N
a [ | L[] [ ] /
A\ | n 233N
.Q{\\\\ \'. I| |
973N B
[ 123,IN 233N [
> |
—— | N 36,7 N
——{ 76N N 973N ANRNRNRRRNYSS
P 97,3 N & 633N 62,7N
a) b)
Mo
5 Nm
AT 43Nm
12,1 Nm & 7.5Nm
\CLB ' 2,6Nm
13,2 Nm
c)
Obr. 9.12: Prizbéh VVU obecného rovinného ramu. a) normdlovd sila, b) posouvajici sila, c) ohybovy
moment.
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9.11 Maximalni ohybovy moment

Maximalni ohybovy moment se nachazi v misté vazby A o velikosti M,y 4x = 13,2 Nm (obr.
9.12c).

9.12 Vliv viech sloZzek VVU a numerické ieSeni

V kap. 6.1 je zaveden piedpoklad, ktery umoznil feSit energii napjatosti pouze vlivem
ohybového momentu. Tento piedpoklad do feSeni vnasi urcitou chybu, ktera je ale u Stihlych
pruti minimalni. Aby byl vystizen ptesnéjsi vysledek je potieba do energie napjatosti zahrnout
také vliv normalové a posouvajici sily, viz rov. (6.3). V dnesni dob& uz se ani analytické feSeni
moc nepouzivd a je Castéji Vyuzivano numerické feSeni. V nésledujici tabulce Ize vidét
porovnani hodnot F,,, M4, Mg pro analytické feSeni S Uvazovanim ohybového momentu,
analytické feSeni s uvaZovanim viech slozek VVU a numerické feSeni, provedené v programu
ANSYS Workbench, ktery pracuje na zakladé metody kone¢nych prvkii. Pro numerickou
metodu byly voleny prvky typu BEAM [7] o velikosti 5 mm a 20 mm.

Tab. 9.1: Porovnani hodnot F,,., My, Mg FeSenych riznymi metodami.

Metoda Analyticka — Analyticka — Numericka — Numericka —

vvU vliv M, vlivN,T, M, prvek 5 mm prvek 20 mm
Fir [N] 97,295 97,272 96,792 93,437
M, [Nmm] 13212,6 13209,3 13208,8 13202,2
Mg [Nmm] 2607,1 2602,2 2602,9 2612,3

Jak je patrné z tab. 9.1, rozdil mezi vysledky analytického vypoctu s uvazovanim vlivu
ohybového momentu a vech slozek VVU je pouze v fadech setin procent. Tim byl také ovéfen
predpoklad z kap. 6.1. Na rozdil od analytického feSeni, numerické feSeni pouze aproximuje
vysledné feseni a jeho presnost tak velmi zavisi na velikosti koneénych prvka [7]. Prvky o
velikosti 5 mm tedy lépe aproximuji analytické feSeni (vliv viech VVU) neZ prvky o velikosti
20 mm. Toto srovnani lze vidét na obr. 9.13, kde vyzna¢ené hodnoty jsou ohybové momenty
M, (vlevo) a My (vpravo).

Directional Bending Morment
Type: Directional Bending Morment
Unit: Memm

Solution Coordinate Systern
Tirre: 1

11.05.2021 12:59

12094,14 Max
Q202,695
6471,253
3659,812
48,3608
-1963,072
-A4774,514
-7585,855
-103497,4
-13208.84 Min 200,00 600,00

2602,9 EI

200,00 (rarn)

0,00 400,00
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Directional Bending Moaoment
Type: Directional Bending Mornent
Unit: Mamm

solution Coordinate System

Tirne: 1

11.05.2021 13:08

12092,78 Max
0282,232
6471632
661,132
850,5513
-1953,369
-4770,519
-7531,060
-10391,62
-13202.17 Min 200,00 600,00

b)

Obr. 9.13: Hodnoty ohybovych momentit My, Mg V zavislosti na velikosti konecnych prvkii: a) prvky 5
mm, b) prvky 20 mm.

26123

0,00 400,00 500,00 {rrrn)
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10 Zaveér

Cilem bakalaiské prace bylo uréovani vyslednych vnitinich t¢inkt (VVU) uzavienych
prutd. I kdyz se prace zamétuje pouze na rovinné piipady, jsou ulohy rovinnych uzavienych
prutl vzdy minimalné tiikrat staticky neurcité.

V uvodni cCasti prace byly uvedeny zaklady teorie linedrni pruznosti a vybrané véty
linearni pruznosti, které se vyuzily pfi feSeni vzorovych ptikladt. Dale bylo definovano prutové
téleso pomoci prutovych predpokladi a jeho mozné tvarové varianty, mezi které patii praveé
uzavieny prut.

Rozsahlou &asti prace byla kapitola vénujici se vyslednym vnitinim u¢inkim (VVU) v
prutu a jejich uréovanim. Zavedenim VVU bylo mozné priibéhy napéti v prutovém télese
nahradit silovymi pribéhy na stfednici prutu, jenz maji vzhledem k vnéjSimu zatizeni linearni
charakter. K uréeni pribéhu VVU uzavienych pruti, byla nutnost zavést deformacéni podminky
v misté¢ otevieni prutu, které zajistovaly spojity a hladky prubéh stiednice prutu v misté
otevieni. K jejich vyjadieni byla vyuzita Maxwell-Mohrova varianta Castiglianovy véty.

U prutd, jejichz geometrie a materidlové charakteristiky byly symetrické podle jedné nebo
vice os, doslo k znaénému zjednoduseni uréovani VVU. Pokud byl prut zatizen symetrickou
nebo antimetrickou silovou soustavou vi€i osdm symetrie prutu, bylo mozné stanovit pribéh
VVU a deformaci prutu jako taktéZ symetrickou nebo antimetrickou viiéi osam symetrie prutu.
Na ose symetrie a antimetrie byly zavedeny zavislosti mezi slozkami VVU a deformaci prutu,
které umoznily snizit stupei statické neurcitosti a fesit pouze ¢ast prutového télesa, ¢imz se také
sniZil pocet feSenych integrall v energii napjatosti.

Tento postup byl vyuzit v prvni uloze, pfic¢emz feSeni ptivodné celého prutu, ktery byl
ctytikrat staticky neurcity, bylo mozné nahradit feSenim Ctvrtiny prutu, kterd byla dvakrat
staticky neurcita. Kromé redukce stupné statické neurcitosti doslo také témét ke ctyfnasobnému
sniZzeni poctu integrali.

U druhé ulohy byl vyuzit princip superpozice. ReSeni tiikrat staticky neurditého
symetrického prutu, zatizeného obecnou rovinnou silovou soustavou, se nahradilo souctem
feSeni dvou stejnych symetrickych prutii, zatizenych symetrickou a antimetrickou rovinnou
silovou soustavou. Naslednou aplikaci stejného postupu jako v prvni uloze, byly jednotlivé
pruty feSeny jako dvakrat a jednou staticky neurcité.

V tieti Gloze byl demonstrovan obecny pfistup feSeni uzavienych pruti. JelikoZ prut nebyl
symetricky dle zadné osy, nebylo mozné vyuziti této osy, ani principu superpozice. Z tohoto
ditvodu se nabizelo vicero zpiisobli ¢aste€ného uvolnéni, z nichz nejobecnéjsi bylo ¢astecné
uvolnéni vazbou vetknutim, podobné jako v ptredchéazejicich tlohach. Pro tcely prace bylo
vybrdno méné tradicni Castecné uvolnéni. Prut byl rozloZzen na dvé samostatna télesa a v
mistech styku téles byly zavedeny patiicné deformacni podminky, zajiSt'ujici nulové relativni
posuvy a natoceni stfednic pruti.

Pti feSeni vSech uloh bylo mozné zanedbat energii napjatosti od normalové a posouvajici
sily. To dovoloval ptfedpoklad, zavedeny v teoretické ¢asti prace, ktery zavadi miru vlivu
jednotlivych slozek VVU do celkové energie napjatosti u $tihlych pruti. Tento predpoklad byl
ovéien v zavéru tietiho piikladu, kde hodnoty nezndmého silového pilisobeni vyfeSené s
uvazovanim vlivu pouze ohybového momentu se liSily pouze v fadech setin procent, oproti
presného feseni s uvazovanim vlivu viech slozek VVU. Zanedbanim normalové a posouvajici
sily u Stihlych prutt, doSlo takto k vyraznému sniZeni naro€nosti analytického feSeni, aniz by
doslo k znehodnoceni vysledki.

K ovéfeni vysledku treti tlohy byl rovnéz vyuzit program ANSYS Workbench.
Numerické feSeni, oproti analytickému, pouze aproximovalo vyslednou hodnotu, a jeho
ptesnost byla zavisla na volb¢ velikosti kone¢nych prvku. Byly voleny prvky velikosti 5 a 20
mm.
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V pripad¢ prvku velikosti 20 mm, byla aproximace vyslednych hodnot nedostatecna a bylo
potieba prvky zjemnit. Protoze hodnoty vyieSené analyticky byly zaokrouhleny na desetinna
mista, byla aproximace hodnot numerického feseni s prvky velikosti 5 mm dostate¢na.

Shrnutim celé problematiky Ize na zavér uvést, ze i analytické feSeni pomérné naro¢nych
uloh s vysSim stupném statické neurcitosti, lze zna¢né zjednodusit, pokud je zndma zavislost
VVU na vnéj§im zatiZeni, tvaru a deformaci prutového t&lesa.
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Symboly

A [J] deformacni prace

A; bod nespojitosti

a [m] délkovy rozmér

b [m] Sitka pficného prifezu

d [m] pramér piicného prifezu

E [Pa] Youngtv modul

F [N] osam¢éla sila
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fo [Pa] obecné napéti v fezu

G [Pa] modul pruznosti ve smyku

h [m] vyska pti¢ného praiezu
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Jyr )z [m*] osové kvadratické momenty
Ky [Nm?] tuhost pri¢ného prifezu

M [Nm] osam¢la silova dvojice

M, [Nm] Kroutici moment

M, [Nm] ohybovy moment

Mopax [Nm] maximalni ohybovy moment
My [Nm] Mmomentova vyslednice

N [N] normalova sila

q [Nm?] liniova sila

r [m] polomér zakfiveni stfednice
S [m?] plocha piiéného priifezu

S [m] délka stiednice

S -] Stupen statické neurcitosti
TR t&zi8te€ pricného prifezu

T [N] posouvajici sila

T, tenzor napéti

U, [mq] linedrni moment k ose y

u [m] posuv

Vv slozka VVU

W [J] energie napjatosti

w [m] prihyb

X, Y, 2 [m] soufadnice kartézského souradnicového systému
B ] tvarovy soucinitel pfi¢ného prufezu
% stfednice

4 [rad] uhlové pietvoreni

) [m] piesah

€ [-] délkové pretvoreni

n [m] pri¢inkovy soucinitel

U [-] Poissonovo ¢islo

U [-] pocet neznamych vazbovych parametra
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[-]

[Pa]
[Pa]
[Pa]
[rad]
i [rad]

mﬁlﬁq:<

SRS SRS

ZKkratky

MKP
o.a.
0.S.

PP
SE
SR
VUT
vvU

pocet pouzitelnych rovnic statické rovnovahy

silova soustava
normalové napéti
smykové napéti

smluvni hodnota smykového napéti

uhel natoceni

poléarni soufadnice
ptic¢ny prifez
linearné pruzné téleso
fez prutem

leva cast prutu

metoda kone¢nych prvki
osa antimetrie

osa symetrie

prava cast prutu

pruznost a pevnost
staticka ekvivalence
staticka rovnovaha
vysoké uceni technické
vysledné vnitini G¢inky
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