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ABSTRAKT

Diplomova prace aplikuje k spolehlivostnim Uloham pfistup Voroneho teselace,
ktera se obvykle pouziva pfi vyhodnoceni statistického vzorkovani, nebo pro
pfifazeni vah vzorkdm metody Monte Carlo. Prace ukazuje, Ze takto velmi obecné
pocitané vahy a odhady pravdépodobnosti poruchy konverguji k vaham a
odhaddm metody Importance Sampling, prestoze zddna informace o vahové
funkci neni vyuzita. Tim Ize spolehlivostni analyzu rozdélit na mezi sebou nezavislé
vzorkovani a vyhodnoceni. Posledni ¢ast prace se pokousi provadét adaptivni
statistické vzorkovani s pouzitim knihovny QHull.

KLICOVA SLOVA

Importance Sampling, pravdépodobnostni prostor, Voroneho diagram, teselace,
prehodnoceni vzorkd, adaptivni vzorkovani

ABSTRACT

The thesis apply to reliability problems approach of Voronoi tessellation, typically
used in the field of samples designs evaluation and for Monte Carlo samples
reweighing. It is shown, this general technique estimation converges to that of
Importance Sampling method despite it does not rely on Importance Sampling's
auxiliary density. Consequently, reliability analysis could be divided into sampling
itself and assessment of simulation results. As an extension of this idea, adaptive
statistical sampling using QHull library was attempted.

KEYWORDS

Importance Sampling, probability space, Voronoi diagram, tessellation, samples
reweighting, adaptive sampling
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Uvod

Tato prace je vénovana problematice pravdépodobnostniho posuzovani stavebnich kon-
strukci. Podle osobniho nazoru autoru je to v soucasné dobé jeden z nejaktualnéjsich
sméru vyvoje v oboru stavebnich konstrukci, ktery je tésn€ spojen s vyvojem nume-
rickych metod. S rozvojem vypoctovych modelt konstrukci postupné mizi problém
s vérohodnosti vystupt vypoctovych programu, ale otazka vstupu je stéle na misté.

Zavazné normativni predpisy pfipoustéji zohlednit neurcitosti a nejistoty pomoci
bezpecnostnich soucinitell, dodateénymi kontrolami, parametrickymi studii s nésledu-
jici volbou spolehlivych parametri. Problém je ov§em v tom, Ze soufasné vypocétové
postupy jsou mnohém komplexné;jsi a jednotlivé parametry mezi sebou tésné propoje-
né tak, Ze se neda rict kterd je ta strana bezpecna. Kradsnym piikladem je dynamika,
kde se nezavadéji soucinitele spolehlivosti pro zatiZeni hmotou (ptisné feceno se rov-
na jedné). Ptikladem je predpjaty beton, kde se predpinaci sila taky omezuje ze dvou
stran a ztraty predpéti vzhledem k piedpinaci sile nejsou linearni.

Za podminek, Ze rozdéleni vstupnich hodnot jsou zndma, pravdépodobnostni pii-
stup je ta alternativa, kterd je schopna dokonce i néco zjednodusit, nahradit rozsah-
1é parametrické studie a dava jeSté néco navic. Tfeba moZnosti Setrné rekonstrukce
a kvantifikace rizik.

Autor je ptan, co je se vstupy pravdépodobnostnich metod? Co se tyce vstupu — tak
v ptipadé, Ze rozd€leni vstupnich veli¢in nejsou zndmé nezbyvé nic jiného, neZ pouZiti
smérnych, pfipadné, normovych hodnot, nebo odborny odhad. Autor opatrné fekne,
Ze nepresnosti parametri rozdéleni pro pravdépodobnostni vypocty jsou méné fatilni,
nez nepresnosti vstupti pro vypocty deterministické.

Cilem prvni kapitoly bylo kratce nastinit moZnosti a omezeni nepravdépodobnost-
nich pfistupd k neurditosti v technické praxi. Kapitola druha popisuje zaklady klasic-
kych simula¢nich metod Monte Carlo a Importance Sampling. Tteti kapitola je vénova-
na moznosti provadéni analyzy v pravdépodobnostnim prostoru. Na ni navazuje kapito-
la ¢tvrta, ve které se pokousi pouZit geometrickou informaci k efektivné€jsim simulacim.
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1. Nepravdépodobnostni pristupy
k neurdcitosti v technické praxi:
intervalova a fuzzy aritmetika

Pfistupy k neurditosti 1ze rozdé€lit na dvé velké skupiny: na pravdépodobnostni a ne-
pravdépodobnostni. Nejdiive se prace zamétuje na kratky prehled nepravdépodobnost-
nich pfistupt.

1.1. Intervaly

Jak jiz bylo feceno, cela tato prace je vénovana problematice, kdy divéfujeme mate-
matickému modelu, jenZe nejsme jisti ohledné vstupu. My totiZ nevime jakou pfesnou
hodnotu pouZit a tim pfichazi v ivahu naprosto pfirozend myslenka misto konkretni
hodnoty pouZit jakysi davéryhodny interval.

Na teto myslence je zaloZena intervalova aritmetika. Nepfesné zndmé hodnoty zava-
dime horni a dolni mezi, déle se s timto intervalem pracuje jako s béZnou proménnou.
Z&kladni aritmetické operace v takzvané standardni intervalové aritmetice jsou defino-
vany takto:

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d]
la,b] — [¢,d] =[a—d,b— (]
le,d] = [min(a-c,a-d,b-c,b-d), max(a-c,a-d,b-c,b-d)]

a,b . faabd aabbd
{c d} = lmm (c’d’c’d> , max <c’d’c’d>] ,kde 0 ¢ [c, d]

Uvedené relace plati za predpokladu, Ze operandy jsou zcela nezavislé a vysledny
interval zahrnuje i nejnepfiznivéjsi ptipady. V teorii chyb tika se tomu hypotéza elemen-
tdrnich chyb [1]. Je tfeba poznamenat, Ze mirnéjsi formulaci teorie chyb méfeni nelze
aplikovat ve spolehlivostnich tlohéach - zédkladnim piedpokladem zakonu $itfeni chyb
jsou malé odchylky od skute¢né hodnoty a nahrazeni funkci te¢nami.

Diky takové jednoduché formulace byly vyvinuty knihovny pro préci s intervalovy-
mi proménnymi jako s proménnymi béZnymi[2, 3], coZ umoZiuje snadné pouZiti pro
ulohy v praxi.

1.2. Fuzzy disla

Dalsi pfistup, ktery s intervalovou analyzou spolusouvisi je fuzzy aritmetika. V rdm-
ci fuzzy aritmetiky pracujeme s takzvanymi fuzzy Cisly, jejichZ matematickou definici
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1. NEPRAVDEPODOBNOSTNI PRISTUPY K NEURCITOSTI

lze stru¢né vyznacit takto: ,fuzzy ¢islem se nazyva takovd normdalni fuzzy mnoZina
C, definovana na mnoZiné redlnych ¢isel R, jejiz a-fezy C, predstavuji pro vSechna
a € (0, 1] uzaviené intervaly“. Fuzzy aritmetika byla odvinuta od fuzzy logiky a jeji
tikolem byl pfevod do matematické roviny nepiesné vyjadienych v feci veliin. , A se
zhruba rovna 5, rozhodné je vetsi jak 4, ale je menSi jak 6“. Zobrazeni fuzzy cisel po-
moci a-fezu tiké se horizontélni reprezentace. Pfedstavu o zékladnich aritmetickych
operacich s fuzzy ¢isly ¢tendf muze ziskat na obrazcich 1.1 a 1.2.

A+B
- A*B

0.8 [~ 7

Membership
o
o
T
1

o

IS
T
I

0.2 b

0 |
0 5 10 15 20 25 30

Obr. 1.1: S¢itani a nasobeni dvou fuzzy cisel

Membership
o
o
T
1

©

IS
T
I

0.2 - b

Obr. 1.2: Odecitani a déleni dvou fuzzy ¢isel
Sice fuzzy ¢isla jsou matematicky definovany ponékud odliSnym zptisobem, dtile-
Zité je to, ze v praktickych aplikacich miZeme je pocitat intervalové v jednotlivych
turovnich (Obr. 1.3).
1.3. Pouziti intervalové knihovny

Motivaci tohoto oddilu je ukazka toho, Ze vstupenka do svéta intervalového poctu je
velmi levna. Pro préce s intervaly jsou vyvinuta fada knihoven pro rizné programovaci
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1.3. POUZITI INTERVALOVE KNIHOVNY

deterministic

analysis at the #-—--—— I

A 5 (@) b ag-level |
ay /\. - i
Qs '/- -\l = interval analysis at i__. A v W)
o /. ,\ " the as-level /\'
@] T L > - '/I '\.

A Hea (x2) interval analysis at "J / .\. >

. . the az-level ) i

ay

l/\. fuzzy output
s »
Qg /.'/ \-\ = interval analysis at
ar Ly I = the aj-level

fuzzy input

Obr. 1.3: Strategie vypoctu s fuzzy ¢isly v nékolika a-fezech. Obrazek prevzat z [4]

jazyky. Nejzndméjsi uz je komeréni INTLAB [2] pro Matlab a GNU Octave. Pro zde
uvedené ptiklady je pouZit balik Interval pro matematickou sadu GNU Octave. Oboji
jsou volné dostupné.

Za prvé, v ramci standardni intervalové aritmetiky neexistuji opa¢na a inverzni
¢isla, neplati distributivni zakon:

>> a = infsupdec(1,3)
a=[1, 3] _com

>> a—a

ans = [—2, +2] com
>> a*(1-1)

ans = [0]_com

>> a*a"(—-1)
ans = [0.33333, 3] _com

Déle, balik si poradi se standardnimi funkcemi (funkce uZivatelské vSak muZou
potiebovat dodate¢nych tprav, zejména kvili vyhodnoceni nerovnosti):

>> alpha = infsupdec (0, pi)
alpha = [0, 3.1416]_com

>> sin(alpha)

ans = [0, 1]_com

>> b = cos(alpha)

b=[-1, +1]_com

> b >0

ans = 0

> b < 0

ans = 0

vewvs

algebraickych rovnic, véetné téch, co nemaji feSeni, nebo maji jich nekone¢né mno-
ho [3].

> A =[1, 0; 2, 0]
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A =
1 0
2 0

>> infsupdec(A) \ [3; O]
ans = 2x1 interval vector

[Empty] _trv
[Empty] _trv

>> infsupdec(A) \ [4; 8]
ans = 2x1 interval vector

[4] trv
[Entire] _trv

Také vyvojare tvrdi, Ze zachycuje mozné sniZeni hodnosti matic z davodu rozptylu
a tim se jeSté navySuji vysledné intervaly.

1.4. Intervalova analyza ptrihradového vazniku

Pfevezmeme rozsiteny piiklad pfihradového vazniku [5-8] (Obr. 1.4), ktery byl bliZ
feSen v praci [9, s.121-132]. Ulohou je vypocet pruhybu uprostied rozpéti w a odhad
pravdépodobnosti poruchy, které je definovana jako prithyb, pfekracujici w > 0,11 m.

)Gm

P P
§ bnag

G

p
¥

<=y

‘ | v 24 m ‘

Obr. 1.4: Posuzovana konstrukce. Obrazek prevzat z [9].

Parametry ndhodného vektoru vstupnich hodnot jsou uvedeny v Tab.1.1. VeSkeré
vstupni parametry jsou nezavislé.
Funkce pro vypocet prihybu w je:

~ 552m N 50,912 m
T ELA Ey A,

Je jasné, Ze tuto ryze pravdépodobnostni tlohu nejsme schopni feSit bez pouZiti
pravdépodobnostnich metod. Uéelem teto kapitoly viak bylo ukazat fuzzy-style vypo-
Cet a pouziti intervalové knihovny. Pfevedeme vstupni ndhodné proménné do fuzzy
zobrazeni, ,nataZzenim“ hodnot rozdélovaci funkce k 1. Pro o = 1 zvolime modus para-
metra!, dale pro zmen3ujici o volime zvétsujici dvéryhodné intervaly. o = 0 fezem je

w(x) P (1.1)

!To by neslo pouzit, pokud by rozdéleni mélo vic vzdalenych od sebe vyraznych vrchold.
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Tab. 1.1: Parametry rozdéleni ndhodnych veli¢in

| Nahodn4 proménna | Rozdéleni | Primérz | CoV |
Modul pruznosti E; [GPa] | Lognormalni 210 0,1
Modul pruznosti E, [GPa] | Lognormalni 210 0,1
Prlifezova plocha Ay [m?] | Lognormdlni | 2,0-1073 0,1
Prufezova plocha Ay [m?] | Lognormdlni | 1,0-107% | 0,1
Zatizeni P [kN] Gumbelovo 50 0,15

obor hodnot rozdélovaci funkce (Obr. 1.5). Tohle pojeti odpovida nasim ocekavanim.
Ocekavame totiZ, Ze vstupni parametry budou objevovat kolem stfednich hodnot. Au-
tor chce upozornit na to, Ze funkce pfisluSnosti o nejsou funkcemi rozd€leni, plocha
jejich obrazcti nerovna se 1.

1
—E[GPa
—A, [10§*mz]
0.8 [ A, [10 " *m]
— PkN]
=y
506 g
[}
o
§
Soar g
02 F i
0 | |
0 50 100 150 200 250 300

E,A AP
1 2

Obr. 1.5: Fuzzy zobrazeni vstupnich parametri

Vysledek fuzzy vypoctu s pomoci strategie (Obr. 1.3) je zobrazen na obrazku 1.6.
K pfekroceni 2. mezniho stavu (w > 0.11 m) dochazi jiZz pfi ptislusnosti « = 0.6. Pro
zajimavost na obrazku 1.7 je uveden histogram priithybu, ziskany metodou Monte Car-
lo. Je zfejmé, Ze pfimo intervalovy pfistup nezmuZze ndm pomoct v spolehlivostnich
ulohach s velkym rozptylem vstupnich hodnot.

Co kdybychom zménily tilohu a tieba chté€li zjistit, jak nepfesnost vyroby ovliviiuje
patrany prithyb? Rekneme, Ze soutadnice uzl{i zad4ny s pfesnosti + 1 cm, a pro jedno-
duchost uvazime ostatni parametry jejich stfedni hodnotou. Byli bychom totiZ schopni
za jeden béh teSice dostat vysledek, ktery nelze jednoduse docilit Zddnou parametric-
kou studii, Zidnym jinym zplisobem!?

Skutecnost, Ze intervalova knihovna podporuje feSeni soustav intervalovych rovnic
umoziiuje naprogramovat intervalovy kone¢noprvkovy fe$i¢®. Takovy pfimocary pfi-
stup bohuZel dava extrémné velké odchylky (Obr. 1.8) a uZ pfi odchylkach soutfadnic

2pfi pouziti simula¢nich metod bychom potfebovali definovat rozdéleni téchto odchylek, na kterych
zasadné zavisi vysledky. A potfebovali bychom mnozstvi simulaci. Odhadové - jen pro ,zachyceni“
viech ,rohti“ n* simulaci, kde n je pocet uzli. To je pouZiti intervaldl pravé k tomu, k ¢emu jsou uréeny.

3K6d pro MKP vypocet byl inspirovéan publikaci [10], vSak misto nabizené v ni diskutabilni interpre-
tace intervalového poctu pouzivé jiz vyse predstavenou knihovnu.

11
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0.8 -

Membership
o

)

T

e
IS
I

0.2~

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
deflection w [m]

Obr. 1.6: Vystup fuzzy vypoctu pruhybu w

uzlt 0,3 mm intervalovy odhad prithybu w zaéind zahrnovat i zadporné hodnoty*.
V intervalovych vypoctech je velice obtizné zajistit vzdjemnou zavislost, vnitini
vztahy parametr, a proto v MKP vypoctu intervaly proménnych rychle nartstaji.
Takova tloha uZ je taky ptilis komplikovana a pro kvalitnéjsi odhad vyZaduje zvlastni,
mnohem peclivéj$i postup pfipravy vstupt, na kterém v intervalové analyze moc
zalezi.

Uvedend intervalovad analyza nabizi feSeni jen nejjednodussich dloh a neni vhod-
na pro pfimé posuzovani spolehlivosti v tilohdch stavebni mechaniky. Zde by autor
udélal pozndmku, Ze pravdépodobnostni metody dobfe zvladaji neurcitosti zptisobené
ptirozenou nahodilosti dobfe prozkoumanych jevi, ale neni metodicky spravné ,mi-
chat“ do nich neurcitosti, zptisobené nasi neznalosti. To je prdvé doména intervalové
aritmetiky. Intervalové analyza vSak neposkytuje stejné dobrou interpretaci vysledk,
jako pravdépodobnostni pfistup. Jakmile vstoupime na cestu slozit&jSich problému,
k nimZ patfi kterékoli konecnoprvkovy vypocet, tak zbyvaji ndm v podstaté dva
postupy. Jeden z nich je metoda dil¢ich souciniteld spolehlivosti, ktera nam tika zda-li
pravdépodobnost poruchy nad nebo pod urcitou mezi a uz déle ji nijak nekvantifikuje.
Druh& moZnost — pouZiti robustnich simula¢nich metod.

Existuji védecka odvétvi, které kombinuji oba pfistupy, nejznamé;jsi je teorie moz-
nosti, v niz celkova pravdépodobnost mtze byt vétsi jak jedna. Nebo fuzzy Monte
Carlo a fuzzy Importance Sampling [11], které kombinuji Fuzzy analyzu se simulacni-
mi metodami. To uZ vSak zna¢né prevysSuje rdmec této prace a soucasnych kompetenci
autora.

4Pouzitim intervalové knihovny pfeskakujeme matematickou stranku véci - o tom jak najit za co
nejmensi strojovy ¢as co nejtésnéjsi obalku. To vZdy musime mit na zfetele - knihovna zarucuje jen to,
Ze libovolny vstup ze zadaného intervalu bude leZet v intervalu vysledném. Ale ten posledni klidné muze
vétsi, neZ obor hodnot vypocétové funkce viibec.
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30
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Obr. 1.7: Skute¢ny histogram prahybu w

0.2 -
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Imperfection of nodal coordinates [mm]
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deflection w [m]

Obr. 1.8: Intervalovy odhad prithybu w v zavislosti na nepfesnosti soufadnic uzlt
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2. Simula¢ni metody Monte Carlo
a Importance Sampling

2.1. Uvod do simulaénich metod

V teorii pravdépodobnosti se pracuje s rozdélenimi vstupnich ndhodnych veli¢in
(pravdépodobnostni model F), tj. pfedpokladem Ze je zndma sdruZend hustota prav-
dépodobnosti f(x), stejné jako mame vyjadfenou obecnou funkci g(x) deterministicky
model a jednou ze zdkladnich statistickych tloh jsou bodové odhady k-tych statistic-
kych momentt vystupu vySetfovaného modelu, definovanych jako:

= / ¢ (x) - f(x) dx 2.1)

R4

V spolehlivostnich vypoctech pracujeme s nultym momentem. Ten ma vyznam in-
tegralu hustoty pravdépodobnosti pfes cely prostor R? a z definici pravdépodobnosti je
predem znamo, Ze celkova pravdépodobnost p,, je normovéana na jednu i, = p,, = 1.
Ve vypoctech pravdépodobnosti poruchy ve skute¢nosti nepocitdme nulovy statisticky
moment v celém prostoru R?, ale pouze v té ¢asti, ve které jsou splnény pfedem stano-
vend kritéria (nastava porucha). Tato kritéria rozd€luji prostor na oblasti, obvykle na
oblast poruchy a tspéchu, tikolem je co nejpfesnéji vystihnout hranici mezi nimi. To-
to rozhrani¢eni obvykle zavadime do matematické roviny s pomoci tzv. indikatorové
funkce Ip(z), kterd se rovné jedné, pokud argument se nachézi v oblasti poruchy, jinak
se rovna nule:

1 pokud x € F
1 = 2.2
r(@) {0 jinak (2.2)

Pravdépodobnost poruchy je pak definovana jako:

by = [[a) ) = [Te(g(a)) 1) e 23)

F Rd

Simula¢ni metody ptichazi v ivahu, kdy nejsme schopni ozna¢enou tlohu fesit ana-
lyticky. K odhadu p; (nebo obecnéji 1)) pocitdme vickrat deterministickou funkei g(x)
s patfiénymi vstupy x;. Vysledek modelu g; = ¢(x;) je v této praci nazyvan simulaci.
Vzorkovdnim v této praci je nazyvano pouziti pravdépodobnostniho modelu F k za-
davani vstupu x; pro deterministicky model g(x), zpétny proces interpretace vystupt
modelu g; k odhadu p; je nazyvano vyhodnocenim.

15



2. SIMULACNI METODY MONTE CARLO A IMPORTANCE SAMPLING

2.2. Monte Carlo

Je vSeobecné znama statistickd interpretace metody Monte Carlo ,,pro odhad pravdépo-
dobnosti poruchy metodou Monte Carlo je tfeba postavit vedle sebe milion sportovnich
hal a posléze se podivat, kolik jich spadne“. Monte Carlo je nevyhnutelnou volbou v pfi-
padé, kdy nezname vstupy vysSetfovaného modelu, ktery je pro nés ,,Cernou skiinkkou®.
Nam nezbyva nic jiného, neZ statisticky vyhodnocovat postupné sbirany vysledky néa-
hodnych pokust, u kterych je implicitné pfedpokladéno, Ze kazdy pokus a tedy i vysledek
je rovnocenny, tj. md stejnou vdhu.

Metoda Monte Carlo mezi simula¢nimi metodami mé z4kladni postaveni, jako me-
toda, u které ptfedpokldddme rovnomérné vzhledem k pravdépodobnosti f(x) vzorkovani.
Monte Carlo ndm fika: jsme schopni modelovat statistické vlastnosti skutecné ,cerné
skfiniky“. Pfi vycisleni k-tého statistického momentu funkce nahrazujeme vypocet in-
tegralu sumou a tak na Monte Carlo miiZeme nahliZet jako na velmi efektivni metodu
numerické integrace:

Nsin

n k
9i
2.4
Nsim ( )

i=1

o= [[o)- fladx = [ o) dP(x) ~
R4 R4
Takovy odhad momentu mé urcitou variabilitu a sdm je ndhodnou veli¢inou. Roz-
ptyl samotného odhadu je neptimo imérny poctu simulaci N;,,:

2 Nﬁim 2k
s o 1 — 9 2
O-,uﬁﬂ B N, B Nsim ( Z Nsirn —H k) (25)

i=1

2.2.1. Odhad pravdépodobnostni poruchy
Bodovy odhad pravdépodobnosti poruchy metodou Monte Carlo je:

Nsim I i N
b= [Tlgx)are ~pye - 3 ) (26)
i=1 sim sim
R4

Rozptyl tohoto odhadu u metody Monte Carlo je:

0_2 1 Ngim (IF<g’L) — pf)2 1 Nsim IFQ(g’L)
=N T (ZN v\ 2w @7

i=1 i=1

Diky tomu, Ze Ix*(g;) = Ir(g;), vzhledem k rovnici 2.6 miZeme napsat:

1 NsimI ( ) 1 . (1 — ) .
2 _ Fl9i) o) _ 9\ _ Py Ps) _ Pf-Ds
Upf B Nsim ( Z:ZI Nsim b ) B Nsim <pf b1 ) B Nsim B Nsim ’ (28)

kde p; = poy —py =1 —p; je pravdépodobnost uspéchu

Rozptyl je ddn pomérem pravdépodobnosti poruchy p; k pravdépodobnosti Gspé-
chu p, a je zfejmé, Ze rozptyl odhadu nezavisi na tom, zda pocitaime pravdépo-
dobnost poruchy p;, nebo pravdépodobnost tspéchu p,. Je logické, Ze hleddme-li
hranici mezi dvéma oblastmi, tak pfesnost jeji nalezeni neméla by zaviset na tom, z jaké
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strany se divadme. Rozptyl m& maximdlni hodnotu pfi p; = py = 0.5 a limitné zmenS3uje
se do nuly pfi posuvu balance.

. . Pr-Pp
lim aﬁ — lim 2
py—0 f pr—0 Nsim

Pokud ale bychom chtéli vyjadfit relativni piesnost odhadu pomoci varia¢niho ko-

eficientu, tak ziskame:
/TR [T 7 S B N
P Dby Nsim by Py - Nsim (2 10)

: Upf : Ds
lim —+ = lim ,/[———— =0
py—0 by pr—0 pf'Nsim

=0 (2.9)

Slovné to lze interpretovat tak, Ze s pomoci Monte Carlo pfi p; — 0 jsme schopni
odhadnout mez, pod které lezi skute¢né p;, ale nejsme schopni fict, jak je presné p;
mélo.

Jedna-li se o vypoclet obecnych momentt, zejména jsou-li vlastnosti funkce g(x)
nezname, metody rovhomérného vzhledem k pravdépodobnosti vzorkovani jsou téZzko
prekonatelné. Ale pokud jsou néjaké oblasti pro nds mnohém vic dulezité, neZ ostat-
ni, tak z hlediska numerické integrace miZeme v nich zjemnit krok integrovani za
cenu nékterého zmenseni obecné efektivity z divodu nerovnomérnosti vah. Tohle ma
obrovsky vyznam zejména ve spolehlivostnich dlohach, kde je Casto tfeba odhadnout
pravdépodobnosti poruchy fadu p; = 107%. Podivejme je$té jednou na rozptyl odhadu
pravdépodobnosti poruchy p, u metody Monte Carlo, rov. 2.7 a zkusme jej pfepsat
Vv jiném tvaru:

1 (N, 0—pp)?  Ny(1—py)? 1
) ( (0=pp)* . Nyl pf)>_ (pe- %+ 17 - 17) 2.11)

(e} = =
p
! Nsim Nsim Nsim Nsim

To ndm ukazuje, Ze je-li pravdépodobnost poruchy rovna se pravdépodobnosti tispé-
chu p, = py = 0.5, tak v rdmci metody Monte Carlo obé slozky rozptylu ve vzorci 2.11
rovnaji se a to znamen4, Ze vzorky v oblasti poruchy stejn€ zmensuji rozptyl (maji stej-
ny piinos), jako vzorky, které jsou dopadly do tspéchu. Pti posuvu pravdépodobnosti
poruchy smérem k nule relativni pfinos vzorki v oblasti tspéchu rychle klesa:

2
lim 2P gy B2 (2.12)
Pr=0py Py pr0 Py

Optimalnéjsim by bylo davat vic vzorkt do oblasti poruchy.

2.3. Importance Sampling

Importance Sampling je klasickd metoda, kterd je predurcené pravé pro vySe naznace-
né optimdlni vdZené vzorkovdni. Matematickd formulace metody v jeji nejzédkladné&;jsi
podobé je odvozena ptes hustoty rozdéleni — skute¢né f(x) a vzorkovaci! h(x).

o= [Telate) I ax = [Tato(0) £ ) ~ gl - > ) 213

Rd R4

1Je taky znadma jako ,,vdhova funkce“ [12]
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2. SIMULACNI METODY MONTE CARLO A IMPORTANCE SAMPLING

V uvedeném vzorci pod integral vkladdme virtuélni podil %, a misto skutecného
rozdéleni f(x) integrujeme podle vzorkovaci hustoty i (x). Je vidét, Ze Importance Sam-
pling uvnitf pouZziva ,,Cernou skfintku“ Monte Carlo, ktera je tentokrat pouZita pro rov-
nomérné vzorkovani vzhledem k vzorkovaci hustoté. PouZitim Importance Sampling
muzeme libovolné ,nastavit ‘Cernou skfitiku™ skute¢ného déje. Jsou-li k dispozici vy-
sledky simulaci tfeba metodou Monte Carlo a do$lo-li ke zpfesnéni pravdépodobnostni-
ho modelu, tak s pomoci Importance Sampling lze jiZ provedené simulace prehodnotit.

Vzorkovaci rozdé€leni h(x) miZe, ale nemusi pokryvat cely obor f(x) > 0, a tim
pfechodime k dil¢i dloze nalezeni p; a p,, kde celkova pravdépodobnost p,, = ps + ps
uZ se nerovna jedné:

Pov = /I(h(x) > 0) f(x)dx < /{Lgccih(x) dx =1 (2.19)

Rd

Vzorky, které dostdvame, vaZime pomérem {lgg Je logické, Ze chceme-li pokryt
cely obor f(x) > 0, tak ke zvétSeni vzorkovaci hustoty v poruchovych oblastech musi-
me ji nékde (v oblasti stfednich hodnot) zmenSit. Vzorky v oblasti poruchy dostanou
vahu mensi jak jedna, coZ znamen3, Ze ve skutecnosti porucha nebude natolik ¢astou.
Cast vzorkil dostane vahu vétsi jak jedna, ¢im bude kompenzovan jejich ¥idsi vyskyt.
Ocekavame, Ze soucet vSech vah bude se rovnat N, tak abychom dostali celkovou
pravdépodobnost p,, = p,, = 1, coZ, nemame-li stejné f(x) a h(x), nemusi platit kvili
nepresnosti numerické integrace:

<o 1 N x)
pon = [0 > 0) o) = o = 3 (2.15)
Ngim =1 h(xi)
R4
Pfi pouZiti metody Monte Carlo obvykle nekontrolujeme kvalitu, rovnomérnost
vzorkovéani. PfevaZenim v rdmci Importance Sampling se veSkera nedokonalost vzor-
kovani projevuje, protoZe vahy, definované jako pomér hustot, plati za predpokladu
nekone¢ného poctu simulaci. Je jasn€, Ze odchylky p,, od p,, obecné ukazuji vady
samplovani, jsou ale dva charakteristickych ptfipady. BliZici k nule celkova pravdépo-
dobnost p,, — 0 svéd¢i, Ze vzorkovaci rozdéleni je ptilis ,,vzdalené“ a jsou samplovany
oblasti s prili§ malou skute¢nou pravdépodobnosti, zatimco celkova pravdépodobnost
vyrazné vétsi jak jedna p,, > 1 muze byt zpusobend pouze vadnym vzorkovanim.
Skvéla véc spociva v tom, Ze pro zjisténi p,, a tim pro posouzeni kvality vzorkovani ne-
potfebujeme samotny model g(x) (rov. 2.14). Nepokryva-li vzorkovaci rozdéleni h(x)
cely obor f(x) > 0, tak odhad p,, podle rov. 2.14 mtizeme provést s velkym mnoZstvim
simulaci Ng,,, a pak pro skute¢né simulace s podstatné mensim N;;,,vybrat takovy simu-
laéni pldn, u kterého faktické p,, bude se bliZit p,,. PouZiti k tomu zoptimalizovanych
navrhtt DYN ¢,[9, 13] misto ndhodného vstupu metody Monte Carlo je schopno vy-
razné potlacdit rozptyl p,,.
Véhy, které dostdvame pii odhadu pravdépodobnosti poruchy bychom mohli vy-
rovnat podilem e

f (i) Pov
h(Xi) Pov

A tak ziskdme vyrovnany odhad pravdépodobnosti poruchy (Weighted Importance
Sampling [14], nebo Self-normalized Importance Sampling [15]):

(2.16)

i =
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2.3. IMPORTANCE SAMPLING

N 1 ov Rsim Xi
pisn = =Py IF(gi)f(x%) (2.17)

2.3.1. Numericky test

Provedeme porovnani odhad metody Importance Sampling s pouzitim vyrovnanych w
a nevyrovnanych iglg vah na dvou charakteristickych funkcich — minima a soucinu
(tfech) normovanych normélnich nahodnych proménnych N (0,1).

Prvni funkce je:

g(x) = min(x) + 4 (2.18)

Pravdépodobnost poruchy je p; = 9,553-10~°. Tato funkce ma rozsdhlou oblast poruchy
podél tfech stén jednotkové krychle (Obr. 4.4, vlevo).

Druhd funkce je soucin (zase tfech) normovanych normalnich ndhodnych promén-
nych NV (0,1):

Nvar:3

gx)= I (5) +10 (2.19)

Pravdépodobnost poruchy v tomto piipadé je p; = 1,8095 - 10~%. Ctyfi oblasti poru-
chy jsou lokalizovany v rozich jednotkové krychle (Obr. 4.4, vpravo).

Vypocet byl opakovan 100 krat pro sady ze 2, 4, 8, az 4096 vzorkl, samplova-
nych metodou Monte Carlo se zvolenou smérodatnou odchylkou vzorkovaciho rozdé-
leni o = 2.5.

0.000200

—— pr Importance Sampling

0.000175 '\ —— pr Importance Sampling normovaného

0.000150 4

0.000125 4

0.000100 +

Pr

0.000075 A

0.000050 B e

0.000025

0.000000 T T
102 103
Nim

Obr. 2.1: Porovnani odhadu a rozptylu metody Importance Sampling s pouZitim vyrov-
nanych a nevyrovnanych vah na ptfikladu minima ndhodnych proménnych.

Z vysledkd na obréazcich 2.1 a 2.1 je zfejmé, Ze vyrovnani vah vzorkta pro vhodné
zvolené vzorkovaci rozd€leni nezptesiiuje odhad pravdépodobnosti poruchy a zvétSuje
rozptyl, a proto vyrovnany odhad p;°" miize mit vyznam pouze jako doplitkové cha-
rakteristika, ktera pfi vjznamném rozdilu s nevyrovnanym odhadem p}* miize svédcit

bud o nizké kvalité samplovani, nebo o nevhodné zvoleném vzorkovacim rozdéleni.
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2. SIMULACNI METODY MONTE CARLO A IMPORTANCE SAMPLING

0.00030

0.00025 +

0.00020 4

& 0.00015 - .

0.00010 A

-50%

0.00005 —— pr Importance Sampling

—— pr Importance Sampling normovangho

0.00000 T T
102 103
Nsim

Obr. 2.2: Porovnani odhadu a rozptylu metody Importance Sampling s pouZitim vyrov-
nanych a nevyrovnanych vah na ptfikladu sou¢inu ndhodnych proménnych.

2.4. Rozptyly odhadu metody Importance Sampling

V literatufe [16] lze najit takto odvozeny rozptyl odhadu Importance Sampling:

7= ( [ (1etatni e - ) dH(x)) - ( [t £ am pi)

(2.20)

1 Nem(Tg(g) - w; — py)? 1 [ NemTp3(gy) - w?
; sim i=1 sim

Tim pocitdme rozptyl Ir(g;) - w;, ktery bychom mohli vnimat jako rozptyl vysledkil.
,»,Chodis-li stejnou cestou, tak potrad vidis ten stejny les“.

Pro hodnoceni mozné odchylky konkretniho odhadu j; od skute¢né pravdépodob-
nosti poruchy p, bychom mohli pouZit vdZeny rozptyl [17]:

2 Nsim R, I 2
Opy = Now — 1 i:lei (Ir(9i) - Pov — pp)" |

w; . . 2 s 2
kde w'; = 21\,71 jsou normalizované vahy
=1 Wi

(2.22)

Takto definovany rozptyl ma nasledujici vlastnosti:

1. Rozptyl odhadu nezavisi na tom, zda pocitdme pravdépodobnost poruchy py,
nebo pravdépodobnost tspéchu p,.

2. Rozptyl odhadu neni pfimo redukovan poc¢tem simulaci NV, ale sou¢tem ctver-
ct normalizovanych vah, ktery muZe nabyvat hodnot mezi — a 1. Tim jsme

Nsim
»,pokutovani“ za nerovhomérnost vah.
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2.4. ROZPTYLY ODHADU METODY IMPORTANCE SAMPLING

3. Maji-li vSechny vzorky stejnou vahu, tak vzorec pfechézi do rozptylu odhadu
metodou Monte Carlo.

Budeme-li mit dva vzorky, jeden z kterych dostal do oblasti poruchy, druhy — do
uspéchu, s odpovidajicimi vahami p; a p;, tak dle vzorce (2.22) uvidime, Ze oba vzorky
maji stejny vliv na rozptyl: p2p}. Z rovnice (2.22) plyne, Ze nejoptimalnéjSim vzorko-
vanim bude takové, pti kterém 50% patii do oblasti poruchy, 50% — Gspéchu, s odpo-

, «sr 2 . . 2pf 2p5 .
vidajicimi vahami == a 3=

(2.23)

) Niim (4p§ . 4p; 2> _ Nam SP¥F 8p2p}
1

Upf - Nsirn - Nsim2pf * ]\fsimst B Nsim —1 Nsim2 B Nsim(Nsim - 1)

Tak 1ze dospét k zavéru, Ze nejmensi varia¢ni koeficient odhadu, ktery jsme schopni
teoreticky docilit je:

. 8p2p? 1 8p?2 2,83p,
v, = Irs _ PsPy R Ps s 209D (2.24)
! pf Nsim(Nsim - 1) pf Nsim(Nsim - 1) Nsim

V zavislosti na naro¢nosti modelu g(x) a poctu simulaci, které lze provést, na
Importance Sampling méZeme nahlizet bud jako na efektivni metodu numerické
integrace, nebo jako na metodu, kterd pozaduje predem volit vzorkovaci rozdéleni,
aplikovat techniky co nejrovnomérnéjsiho vzorkovani, zpracovavat sady vzorkd,
u kterych pamatovat rozd€leni, podle kterych byly samplovény — vS§echno pouze proto,
Ze to vyZaduje matematicka formulace pro pfifazeni vah.

Misto toho bychom mohli vzorkovat bez ohledu na néjaké urcité predem zvolené
rozdéleni, ale pro vyhodnoceni jakoby zpétné rekonstruovat vzorkovaci hustotu h(x;)
na zakladé skutecného umisténi jiz probéhlych simulaci.
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2. SIMULACNI METODY MONTE CARLO A IMPORTANCE SAMPLING
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3. Vyhodnoceni simulaci dekompozici
pravdépodobnostniho U prostoru -
teselaci

Metody, popsané v predchozi kapitole maji jeden spolecny rys. V jejich zakladu leZi né-
jaka vzorkovaci hustota, podle které pfisuzujeme vzorktim vahy. Tyto védhy ale plati pfi
poctu vzorkd, blizicimu k nekonec¢nu. Je-li pocet simulaci je maly, tak sotva miiZzeme
hovofit o hustoté, misto toho bychom mohli pokusit pfifazovat jednotlivym vzorktim
véahy podle toho, jak daleko od sebe skutecné vzdalené.

Zékladem toho je transformace jednotlivych simulaci ze skute¢ného prostoru R
s nerovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti f(x) do uzavieného [0,1]* mé&fitelného
pravdépodobnostniho prostoru U s jakoby rovhomérnym rozd€lenim pravdépodobnos-
ti f(u) = 1 s pomoci marginalnich distribu¢nich funkei u; = Fj(x;). V pravdépodobnost-
nim U prostoru kazdé simulaci g; = ¢g(x;) asociujeme region V;, na ktery rozsitujeme
bodovou informaci, tj. jakoby pfisuzujeme vysledek simulace nejblizSimu okoli [18,
19]. Plocha regionu (nebo objem, jedna-li se o (hyper)krychle) v pravdépodobnost-
nim U prostoru mé piimo vyznam pravdépodobnosti p;.

Matematicky to lze vyjadfit jako urceni miry p; vSech Cdste¢nych jevit B;, kazdému
ze kterych prifazena prdvé jedna simulace g;, tak, aby celkovd mira p,, vSech cdstecnych
jevil B; se rovnala jedné:

Nsim Nsim
Pov = Z P(BZ) - Z pi=1 (3.1)
=1 =1

Pravdépodobnost (miru) p; regionu, ktery pfislusi simulaci 1ze vnimat jako jeji nor-
malizovanou véhu w:
w; = pi (3.2)

Tato technika vyhodnocenti, tj. pfitazeni vah jednotlivym simulacim na zdkladé de-
kompozice, stejn€ jako samotna dekompozice pravdépodobnostniho U prostoru je v té-
to praci nazyvana teselaci.

Obecné, kterykoli zptisob dekompozice, pfi kterém reprezentant (simulace ¢;) na-
chazi uvnitf své spojité, uzaviené oblasti V;, lze povaZovat za spravné. Jsou dva nej-
prirozenéjsi zptisoby dekompozice - teselace Voroneho (Obr. 3.1) s pouzitim euklidov-
skych metrik (vzdélenosti) v pravdépodobnostnim — L7, a ve skute¢ném prostoru — L%.
Jejich hlubsimu rozboru je vénovana pfiloha A. V numerickych prikladech této prace
jsou pro dekompozice pravdépodobnostniho U prostoru vzdy pouzity euklidovské me-
triky L% s pouZitim normalizovanych soufadnic? i—j, a takova dekompozice v této préci
je nazyvana teselact ve skutecném prostoru R.

!Mimo jiného i pro vykraceni fyzikélnich jednotek
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3. VYHODNOCENI SIMULACI DEKOMPOZICI PROSTORU
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Obr. 3.1: Voroneho diagram v U prostoru dvou ndhodnych proménnych

Lze jednoduSe v 1D naznalit, Ze bude-li polet simulaci, bliZici k nekonecnu
Nsim — 00 Vzorkovén podle néjaké vzorkovaci hustoty h(x), tak mezi vzorky bude
vzdalenost dx = ﬂ a vysledkem teselace vidhy vzorkt budou konvergovat k vaham
metody Importance Sampling:

S
=M

Samotnou teselaci ve skute¢ném prostoru R miiZeme provést vytvafenim rovnomér-
ného gridu z Ny,iq bodil v pravdépodobnostnim U prostoru (Obr. A.1 a A.2), ktery pak
transformovat do skute¢ného prostoru R a pfifadit kazdé simulaci vdhu podle toho,

Vv,

pro kolik bodi N; je nejblizsi:

dF = f(x)dx (3.3)

/ N, %

w; Non (3.4)

Nebo muZeme pouZit ndhodny oblak bodd, ktery neni zavisly na po¢ti promén-
nych N,.,, a tim v podstaté vracime k metodé Monte Carlo. Rozdil spociva v tom, Ze
v bodech oblaku uZ neprovaddime vypocet modelu g(x), ale jejich pfifazenim k nej-
blizsi simulaci g; uréujeme jeji vahu w}, jakoby odhadujeme jak je pravdépodobnd. Je-li
vypocet funkce g(x) je ndrocny, tak je to velka tispora, protoZe naroc¢nost teselace neza-
visi na naro¢nosti V}’/poétu modelu g(x). Pfi pouziti efektivniho stromového algoritmu

evwvs

finy, oblakem 10® bodi - v fadu nékolika minut. Monte Carlo zde skute¢né pouzivame
jako metodu numerické integrace.

Nasledujici vyhodnoceni pravdépodobnosti poruchy a rozptylu jeji odhadu se od
metody Importance Sampling nelisi (2.17, 2.22).

Nsim
ﬁ? = ZIF(gi)w
Nslm 2 (3 5)
Ugf = Ns]m_ Z IF gz pov_pf)
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3.1. POROVNANI VAH METODY IMPORTANCE SAMPLING A TESELACE

3.1. Porovnani odhadu pravdépodobnosti poruchy a je-
ho rozptylu pii pouziti vah metody Importance Sam-
pling a teselace

Pro vzorky, které byly samplovany s pomoci Importance Sampling, provedeme tese-
laci a porovnadme odhady pravdépodobnosti poruchy a rozptyly na stejnych charak-
teristickych funkcich — minima a soudinu (tfi) normovanych normélnich ndhodnych
proménnych A(0,1) stejnym metodickym postupem z kapitoly 2.

0.00200 <
\\ ——=- pr*ap, Monte Carlo
0.00175 7 \\‘ —— pr Importance Sampling
5 - .
0.00150 - \\\ —— pr Importance Sampling normovaného
. —— Prehodnoceni IS teselaci

0.00125 4

0.00100 +

Pr

0.00075

0.00050

0.00025

0.00000

Nsim

Obr. 3.2: Porovnani odhadu pravdépodobnosti poruchy a jeho rozptylu pti pouZiti vah
metody Importance Sampling a teselace na pfikladu minima ndhodnych proménnych.

0.0030 <
. —=—= pr=*0p, Monte Carlo

0.0025 - N —— pr Importance Sampling

~ —— pr Importance Sampling normovaného

0.0020 - s —— Pfehodnoceni IS teselaci

& 0.0015 4

0.0010 A

0.0005 +

0.0000

Obr. 3.3: Porovnani odhadu pravdépodobnosti poruchy a jeho rozptylu pti pouZiti vah
metody Importance Sampling a teselace na ptikladu souc¢inu ndhodnych proménnych.

Vysledky na obrazcich 3.2 a 3.3 ukazuji, Ze odhady, ziskané teselaci sice konverguji
k odhadiim metody Importance Sampling a sleduji jejich prubéh, ale pfestoze vyrazné

nadhodnocuji pravdépodobnost poruchy a maji vétsi rozptyl.
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3. VYHODNOCENI SIMULACI DEKOMPOZICI PROSTORU

Metoda Importance Sampling s vhodné zvolenym vzorkovacim rozdélenim dava
mnohem lepsi odhad pravdépodobnosti poruchy s mensim rozptylem.

3.2. Odhad pravdépodobnosti poruchy piihradového

vazniku
Zde se vratime k piikladu pfihradového vazniku (Obr. 1.4), ktery jiZ byl zminén v ka-
pitole 1, ale budeme pocitat uz redukovanou v praci [9] na tfi ndhodné proménné

ulohu (Tab.3.1).

Tab. 3.1: Parametry rozdéleni ndhodnych veli¢in

| Nahodna proménna | Rozdéleni | Priimérz | CoV |
Normalova tuhost prufezu FEAy.;, [KN] | Lognormdlni | 4,2 x 10° | 0,142
past
Normalova tuhost prufezu  FAgie [KN] | Lognormalni | 2,1 x 10° | 0,142
diagonal
Zatizeni P [kN] Gumbelovo 50 0,15

Funkce pro vypocet prihybu w zstédva stejnou:

(%) 552 m P4 50,912 m
w =
EAhoriz EAdiag

P (3.6)

Z vy$e uvedené prace pfevezmeme taky zptsob odhadu pravdépodobnosti poruchy
— vzorkovanim metodou Importance Sampling s posunutim vzorkovaciho rozdéleni do
navrhového bodu v standardizovaném Gaussovském prostoru G. Soutadnice navrho-
vého bodu jsou uvedeny v Tab. 3.2.

Tab. 3.2: Soufadnice navrhového bodu ve skute¢ném R, pravdépodobnostnim U
a ve standardnim Gaussovym G prostoru. a-citlivosti.

| Nahodn4 proménna \ R | U | G | a |
Normalovd tuhost prufezu FEA,.i, | 363200 kN | 0,169 | —0,959 —0,539
pastu
Normalova tuhost prufezu di- FAgig | 203300 kN | 0,437 | —0,158 | —0,0888
agonal
ZatiZeni P 62,14 kN 0,932 1,491 0,838

Vysledek je na obrazku 3.4. Kvuli tomu, Ze vzorkovani, ale hlavné pfifazeni
vah metody Importance Sampling probéhlo v ndvrhovém bodé v standardizovaném
Gaussovském prostoru G, nikoliv ve skutecném prostoru R kolem stifednich hodnot,
tak teselaci uZ dostdvame lepsi odhad a mensi rozptyl, neZ u metody Importance
Sampling s pouZitim vyrovnanych vah. Tim ale odhad teselace potfad neptekonava
odhad klasické metody Importance Sampling.
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3.2. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY PRIHRADOVEHO VAZNIKU

0.14 ——=- prxadp Monte Carlo

—— pr Importance Sampling

—— pr Importance Sampling normovaného
—— Prehodnoceni IS teselaci
Pr % 0p,

Obr. 3.4: Porovnani odhadu pravdépodobnosti poruchy a jeho rozptylu pfi pouZiti vah
metody Importance Sampling a teselace na ptikladu ptihradové konstrukce.

Velmi obecnd metoda teselace, kterd neklade Zadné poZzadavky na metodu vzor-
kovéani, pro kterou neni dulezité, jak a jakym zpusobem, z jakého rozdéleni jsou ty
vzorky co méame k dispozici vykazuje konvergenci k odhadiim metody Importance
Sampling. Teselaci tfeba lze efektivné dohromady vyhodnotit vSechny simulace sad
metody Asymptotic Sampling [20, 21]. Ocekdvanim autora bylo, Ze teselaci bude
moZné obejit nartstajici rozptyl odhadi Importance Sampling pfi rastu dimenze
tlohy [22]. To neplati — odhady teselaci zustdvaji na trovni vyrovnaného Importance
Sampling.
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4. Adaptivni vzorkovani

Dekompozice prostoru umoziuje obejit pojem vzorkovaci funkce rozdéleni. Nenf diile-
Zité, jakym zpiisobem jsme prisli na ty vzorky, na ty simulace, co mdme. Diky tomu miiZe-
me rozdé€lit postup simulovani na ,,vzorkovani“ a ,,vyhodnoceni“. Pfechodem mysleni
do pravdépodobnostniho prostoru my ziskdvame mapu!, na které oznacujeme oblas-
ti poruch a neporuch na zdkladé bodovych informaci. Neni nutné stanovovat predem
»optimalni vzorkovaci hustoty*“, 1ze postupné rozhodovat o umisténi dal$ich vzorkt na
zakladé vysledki pfedchozich simulaci. My miZeme provadét vyhodnoceni k generaci
dal$iho vzorku po kazdé simulace. Pravé takové adaptivni vzorkovani predklada tato
prace s pouZitim knihovny (programu) QHull.

Cilem adaptivniho vzorkovani je nalezeni takové dalsi simulace g, ,, kterd v co nej-
vétsi mife zmensi neurcitost (entropii), tj. da co nejvic informaci o zkoumané tloze.
Velmi obecné by bylo mozné fict o takovém vzorkovacim prostoru, ziskanym trans-
formaci pravdépodobnostniho prostoru U, ve kterém by vzdjemné vzdalenosti mezi
vzorky odpovidaly neurcitosti odhadu pravdépodobnosti poruchy a nejvétSimu zmen-
triangulace Deloneho.

Nékterym pfiblizenim k vySe naznacenému prostoru by mohla byt line4rni transfor-
mace pravdépodobnostniho prostoru U tfeba s pouZitim a-citlivosti z metody FORM,
které ukazuji, jaké dimenze jsou pro nis méné dtilezité, nez ostatni. Pokus jejich po-
uziti vSak nebyl dspé$nym — kvdli chybé, kterd byla pozdéji odhalena, a tak v této
prace vzorkovani bylo zkouméano pouze v pravdépodobnostnim prostoru U a zésada,
Ze umisténi vzorku do nejvzdalené;si od ostatnich simulaci oblasti pfinese nejvic infor-
maci plati velmi omezené — takova strategie v pravdépodobnostnim prostoru U vede
smérem k Monte Carlo, od kterého je naopak snahou odejit.

4.1. Voroneho diagram

Lze ale fict, Ze cilem je co nejtésnéji vymezit hranici mezi poruchou a neporuchou.
Nejpfirozenéjsim zptsobem takového vymezeni je nalezeni mezi vSemi poruchovymi
body nejvzdalenéjsiho Voroneho vrcholu (Obr. 4.1) a umisténi dalsiho vzorku do ného.
Pravé pro nalezeni prazdnych oblasti potfebujeme metody vypoctové geometrie, ale
pro tyto acely metodu Monte Carlo 1ze pouZit taky.

Autor ale nabizi a ve vSech ptikladech jesté se k tomu pouZiva korekce, podstata kte-
ré je zobrazena na obrazku 4.2. Korekce pouziva se ze dvou diivodu: za prvé, abychom
vyhnuli vzorklim se stejnymi soufadnicemi podle néjaké osy (Obr. 4.3), za druhé — aby
se vzorky postupné bliZily ke sténdm hyperkrychle, protoZe vzorek, které presné na ni

Isice i nepiehlednou pro n dimenzionalni prostor, kde n pfevysuje 3
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Obr. 4.1: Adaptivni vzorkovéani, které je aplikovano k sadé jiZ existujicich simulaci. Pro
vymezeni hranice poruchy hled4 se nejvzdélenéjsi Voroneho vrchol ze vSech porucho-
vych bodi (zde je pouze jeden). Modry plus je Voroneho vrchol, ¢erny ktiZek je misto
vloZeni dal$iho vzorku s ohledem na korekci

lezi ¢asto ma hodnotu nekonec¢no. Na druhou stranu, takova korekce nesmi zcela defi-
novat priitbéh vzorkovani a proto byl zvolen takovy kompromis, Ze ve stiedni tfetiné
tato korekce se neaplikuje.

Autor v ramci této prace zkouSel riizné strategii se snahou docilit co nejefektivnéj-
$tho adaptivniho vzorkovani:

1.

Vyhledévaci vzorkovani — pokud se jednd o dloze s ,,nulovou informaci®, ale tako-
vou, kde vysledkem simulace g; nejen binarni informace ,,porucha/neporucha“,
ale i dalsi udaje, které 1ze interpretovat ve smyslu blizkosti k oblasti poruchy, tak
na zakladé téchto informaci kazdému vzorku lze ptitadit vzorkovaci vahu a hledat
nejvétsi soudin vzorkovaci vahy a vzdalenosti Voroneho vrcholu. Tato strategie
nema Zadnou obecnost.

Vzorkovani pouze v oblasti poruchy — pokud uZ mame alesponl jeden vzorek
v oblasti poruchy, tak muZeme pouzit jiZ vySe zminénou strategii vzorkovani
nejvzdalenéjsitho Voroneho vrcholu ze vSech poruchovych bod. Vyzaduje bud
jednu spojitou oblast poruchy, nebo umisténi pfedem alespoii jednoho vzorku do
kazdé dil¢i oblasti poruchy.

Vzorkovani k minimalizaci rozptylu — po kazdé simulace spoustime teselaci a pro
dalsi vzorkovani volime vzorek, ktery mé nejvétsi vliv na rozptyl odhadu podle
rovnice 3.5. To je ¢asto nejuc¢innéjsi strategie, ale pouZitim ryze teoretické vzta-
hu pro odhad rozptylu vzidy dava néjakou ¢ast vzorku do oblasti, kde poruchu
neocekavame.

4.2. Numericky test

VyzkouSime tuc¢innost adaptivniho vzorkovani na stejnych dvou charakteristickych
funkcich a porovname ji s metodou Importance Sampling.
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Obr. 4.2: Korekce podle jednotlivych os. Pokud dalsi vzorek nedopadé do stfedni tretiny
mezi jiZ provedenymi simulacemi, tak bude podle této osy presunut doprostied, jinak
soufadnice zlstane beze zmény
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Obr. 4.3: Adaptivni vzorkovéni pro Glohu s nulovou informaci. Pro sestaveni Vorone-
ho diagramu potfebujeme alesponi jeden pocate¢ni bod. Korekci soutadnic vyhybame
nezadouci umisténi vzorkd pfimo do roht, kterym jsou ¢asto odpovidaji fyzikalné ne-
pripustné stavy.

Prvni funkce minima ndhodnych proménnych méa rozsahlou oblast poruchy podél
tfech stén jednotkové krychle (Obr. 4.4, vlevo):

Z vysledki na obrazku 4.5 je zfejmé, Ze predloZené autorem algoritmy vzorkovani
nejsou schopni efektivné samplovat v takovychto dlohach, davaji dokonce horsi od-
had a rozptyl, neZ obycejna metoda Monte Carlo. Divodem je to, Ze ve skute¢nosti
vzorkovanim ve Voroneho vrcholti nevyhledavdme a nevymezujeme optimélnim zpi-
sobem plochu porusSeni, ale zjeminiujeme i vnitini oblast poruchy. Odhad pravdépodob-
nosti poruchy, stejné€ jako rozptyl, metodou Importance Sampling s vhodné zvolenym
vzorkovacim rozdélenim (zde je o = 2.5) s pouzitim zoptimalizovaného navrhu je
nepiekonatelny. Ale je tieba si uvédomit podstatu rozdilu v zobrazeni odhadu adap-
tivnhiho vzorkovani a Importance Sampling. Zatimco adaptivni vzorkovani pracuje se
stejnym souborem, kam postupné ptidavéa dalsi vzorky, kfivka Importance Sampling je
sestavena z vysledku mezi sebou nezavislych sad 2, 4, 8, az 4096 vzorku. Taky je tfeba
poznamenat, Ze adaptivni vzorkovani je deterministické, pokazdé bude probihat stejné
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a nemé tedy Zadny rozptyl vysledkt. To samé plati i pro pouZity pro ticely porovnani
konkretni zoptimalizovany navrh pro vzorkovani metodou Importance Sampling. Pro-
to zobrazené smérodatné odchylky v této kapitole nemaji vyznam rozptylu vysledkd,
ale jsou spocitany podle teoretické rovnice (3.5).

us

Obr. 4.4: Rozlehlé oblasti poruchy minima ndhodnych proménnych (vlevo). Lokalni
oblasti poruchy sou¢inu ndhodnych proménnych (vpravo).
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\\ \ I l ' |I| hm -—- pr*0, Monte Carlo
. *
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0.00125 A PrOp,

0.00100 A

Pr
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0.00050 +

———
e ————

0.00025 +

0.00000 +

Nsim

Obr. 4.5: Porovnani adaptivniho vzorkovani s Importance Sampling na ptfikladu mini-
ma ndhodnych proménnych.

Jinym pfikladem je sou¢in normovanych normdlnich ndhodnych proménnych.

Ctyfi oblasti poruchy jsou lokalizovany v rozich jednotkové krychle (Obr. 4.4, vpra-
vo). JestliZze pfedem umistime 4 vzorky v oblastech poruchy (coZ uZ nedéla porovnani
férovym), tak adaptivnim vzorkovanim bychom byli schopni dosdhnout vybornou kon-
vergenci k pfesnému feSeni (Obr. 4.6), zde je ale projevuje problém s presnosti QHull,
ktery sjednocenim stén ,,ztraci rohy“ — nevzorkuje je rovnomérné porovnatelnym po-
¢tem simulaci (Obr. 4.4, vpravo). Pfi¢indm nizké presnosti QHull je vénovana zvlastni
priloha B.
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Obr. 4.6: Porovnéni adaptivniho vzorkovani s Importance Sampling na piikladu souci-
nu ndhodnych proménnych.

4.3. Odhad pravdépodobnosti poruchy piihradového
vazniku

—=—= pr+0p, Monte Carlo

—— Vyhledavaci vzorkovani

—— Vzorkovani pouze v oblasti poruchy
—— Vzorkovani k minimalizaci rozptylu

Obr. 4.7: Porovnani riznych strategii adaptivniho vzorkovéani.

Na obrazku 4.7 jsou zobrazeny pribéhy tfech rtznych strategii adaptivniho vzor-
kovéni. Jsou zde vSechny aplikovatelné, ale strategie minimalizace rozptylu odhadu
dava o néco lepsi vysledky (Obr. 4.8)

Ale zase, adaptivnim vzorkovanim od zacatku se nepodafilo prekrocit vhodné
pouZitou metodu Importance Sampling 4.9. Zajimavé je to, Ze v tomto konkretnim
pfikladu prehodnoceni vzorku Importance Sampling teselaci davé lepsi odhad. Jesté
jeden aspekt spociva v tom, Ze teoretickd smérodatné odchylka odhadu pravdépodob-
nosti poruchy metodou Monte Carlo tésné uzavird teoretické smérodatné odchylky
odhadt podle rovnice 3.5 posuzovanych metod. Zde je autor je na strané teoretickych
vztahti a interpretuje to tak, Ze pravdépodobnost pfekroc¢eni 2. mezniho stavu v 4,04%
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Obr. 4.8: Oblasti poruchy prihradové konstrukce. Vysledek adaptivniho vzorkovani
v U prostoru (strategie minimalizace rozptylu odhadu).
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Obr. 4.9: Porovnani adaptivniho vzorkovani s Importance Sampling na ptikladu pfi-
hradové konstrukce.

je natolik velikd, Ze v této tiloze uZ se skoro ztraci smysl v pouZiti pokrocilych
simula¢nich metod.

Z vysledk testl v této kapitole plyne nejoptimalnéjsi pouziti adaptivniho vzorkovani
- na zaCatku provést vypocet sady vzorku Kklasickymi metodami, které postupné
adaptivné zptesiiovat dodateénymi simulacemi s pouzitim teselace.
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Zaver

Tato prace aplikuje k spolehlivostnim tilohdm koncepci teselace, ktera se pouziva pfi
vyhodnoceni statistického vzorkovani. Provedenim teselace pfitazujeme obecné v pro-
storu rozloZzenym vzorkum vahy, které jsou funkci pouze jejich prostorovych soufadnic.
Tim vyhodnoceni je vyrazné oddéleno od vzorkovéani. A tim jsme schopni ptidat dalsi,
dopliikovy odhad ke klasickym simula¢nim metodédm. Prace ukazuje, Ze ve spolehlivost-
nich tlohach poZadujeme, aby vahy, které ziskdvame teselaci byly citlivé na hustotu
rozdéleni pravdépodobnosti, a nabizi pro pfifazeni vah euklidovskou metriku L%, tj.
nabizi Voroneho diagram provadét v redlném prostoru R s normalizovanymi soufad-
nicemi. Integrace tohoto Voroneho diagramu vzhledem k skute¢né hustoté pravdépo-
dobnosti je provadéna metodou Monte Carlo. Vysledky numerickych testtt ukazuji, Ze
takto pocitané vahy a odhady pravdépodobnosti poruchy konverguji k vaham a odha-
dim metody Importance Sampling.

Dalsi ¢ast prace se pokousi pouzit pro adaptivni statistické vzorkovani metody
vypoctové geometrie a ukazuje, Ze bézné€ pouZivané algoritmy nejsou adaptovany
k zvlaStnostem spolehlivostnich tloh.

Autor vidi Siroky prostor dal$iho vyvoje. Pro tlohy nevysokych dimenzi — nale-
zeni numericky stabilnéj$ich a robustnéjSich algoritm@ vypocétové geometrie pro
adaptivni vzorkovani, pouZiti misto Voroneho diagramu triangulace Deloneho. Pro
tlohy s vétsim poctem ndhodnych proménnych — prehodnoceni teselaci vzork,
samplovanych s pouzitim klasickych adaptivnich metod, napiiklad Subset simulation,
nebo Adaptive Directional Importance Sampling, které nebyly feSeny v ramci této
prace. Pro ulohy s velkym poctem ndhodnych proménnych, typickym pro metodu
stochastickych kone¢nych prvki, miZe byt slibnym pouZiti principu zvétSujicich
rozptylti sad metody Asymptotic Sampling pro vzorkovani a teselace pro vyhodnoceni.
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A. Porovnani piistupu teselaci ve
skute¢ném a pravdépodobnostnim
prostoru

Problematika ptidéleni oblasti jednotlivym simulacim ve skute¢ném R, nebo pravdé-
podobnostnim prostoru U (Obr. A.1 a A.2) je v dostate¢né mife komplikovana a mtze
byt v néjakém rozporu s intuici. Autor pti vyhodnoceni pravdépodobnosti poruchy pou-
Ziva teselace ve skutecném R prostoru. A zde jen chce shrnout ivahy, ktery by mohly
vrhnout svétlo na tuto problematiku.

A.1. Odhad pravdépodobnosti poruchy a odhad statistik

Na zacatku autor by chtél poznamenat, Ze teselace v pravdépodobnostnim prostoru m-
Ze byt obecné pouzita k riznym tceliim. Kolegové na tstavu ji pouzivaji pro zlepSeni
odhadu statistik [18, 19] na zdkladé pomérné malého poc¢tu vzorkd. Velmi zobecnéné
lze Tict, Ze matematicka formulace tloh je stejnd. Jedna se o vycisleni k-tych statistic-
kych momentt rozdéleni f(x):

Wy, = / g"(x) - f(x)dx, kde g(x) je obecnd neznam4 funkce (A.1)
Rd

PfestoZe, Ze na prvni pohled tyto dlohy vypadaji dost podobné€, maji urcité zasadni
rozdily.

A.1.1. Vypocet pravdépodobnostni poruchy

Nulty moment mé vyznam celkové pravdépodobnosti p,, a uz je hned vidét zasadni
rozdil, nebot jeho hodnota je pfedem znédma: /i, = p,, = 1! Celkova hodnota nultého
momentu nezavisi na téch vahach, které bychom pfirazovali jednotlivym simulacim.
Pfi vypoctu pravdépodobnosti poruchy my totiZ pouze ,piebarvujeme® urcité Casti
podintegralni funkce podle znakt pfislusnych simulaci, které pfisuzujeme na zdkladé
pfedem stanovenych kriterii. S tim tésné spjat pojem indikatorové funkce, kterym ta-
kové rozhrani¢eni zavadime do matematické roviny. Podivame-li se na rovnici (A.2),
tak hned pochopime, Ze celd problematika presného odhadu pravdépodobnosti poru-
chy leZi v roviné co nejpresnéjsiho nalezeni hranic mezi oblasti poruchy a neporuchy,
nebot druhy nésobitel je zndmy.

pr= / Ir(g(x))f(x)dx, kde Ir(g(x)) je indikatorova funkce (A.2)

R4



A. POROVNANTI PRISTUPU TESELACI VE SKUTECNEM A PRAVDEPODOBNOSTNIM
PROSTORU

Teselace v P prostoru Teselace v R prostoru

1.0

P prostor
o e o
£ h o

=
S

2
o

R prostor
L]
i

Obr. A.1: Teselace rovhomérného gridu dvou normalnich ndhodnych veliéin.
Vlevo je teselace v pravdépodobnostnim U(P) prostoru (nahote), vpravo — ve fyzikal-
nich soutadnicich (dolu).

Podstata spoc¢iva v tom, Ze funkce poruchy je deterministicka a hranice mezi poru-
chou a neporuchou jsou nezavislé na rozdéleni vstupnich ndhodnych veli¢in. Te-
selaci ve skute¢ném prostoru R odhadujeme hranici poruchy, o které jinak nic nevime
v polovi¢ni vzdalenost mezi body, ve kterych do$lo a nedoslo k poruSe (Obr. A.4). Déle
pfisuzujeme jednotlivym bodtim miru na zékladé nejobecnéjsiho vztahu dF = f(x)dx.
Importance Sampling za fasddou spojitého rozdéleni vzorkovaci hustoty déla totéz.

Dalsi aspekt spociva v tom, Ze v rdmci spolehlivostnich tloh feSime velmi ,vzdale-
né“ oblasti s malou pravdépodobnosti, které jsou v pravdépodobnostnim prostoru U
predstaveny velmi tzkym pasem. Za predpokladu normélné rozdélenych veli¢in, tesela-
ci ve skute¢ném prostoru R body, které se nachazeji v nekone¢no nikdy se nedostanou
véhu, zatimco teselace v prostoru pravdépodobnostnim U to nijak netfesi (Obr. A.4).
Vysledkem je to, Ze vahy, které ziskdme teselaci v pravdépodobnostnim prostoru U
nejsou citlivé na rozdéleni ndhodnych veli¢in, coZ je ve spolehlivostnich tlohach
je naprosto zasadni, chceme-li dosdhnout pfesnosti odhadi metody Importance Sam-
pling (Obr. A.3).
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Teselace v P prostoru Teselace v R prostoru

P prostor

R prostor

Obr. A.2: Teselace nahodné vybranych vzorkti dvou normalnich ndhodnych veli¢in.

A.1.2. Odhad statistik

Podivejme ted pobliZ na tilohu uréeni vyssich jak nula momentt. Rozdil nespo¢ivé jen
v tom, Ze pii odhadu statistik snazime se vzorky umistfovat co nejrovnomérnéji vzhle-
dem k pravdépodobnosti, ¢im vahy se bliZi k 1/Ny,, které pfedpovidd Monte Carlo
(zatimco pti odhadu pravdépodobnosti poruchy snaha umistit simulace do vzdalenych
oblast{ je pravé ta véc, kviili které metodu Monte Carlo opoustime). Uloha je o néco
komplexnéjsi, nebot neznamé funkce (prvni nésobitel) (A.1) miZe nabyvat jakékoliv
hodnot, nejen 0, nebo 1. My uZ nemame pevné obtazené hranice (mezi ¢im?) a nés vic
zajim4 presnéjsi celkovy odhad, neZ instalace pri¢ek mezi jednotlivymi simulacemi,
nehledé na to, Ze doty¢nd funkce je taky deterministicka.

Teselace v redlném prostoru pfi generovani vzorkt podle hustoty pravdépodobnosti
obvykle nedéva stejné vahy (Obr. A.2) a uZ minimélné z ddvodu nerovnomérnosti vah
se bude zvétSovat rozptyl odhadu. To ale nic neznamen4, protoZe pro jakékoliv pfedem
zadané rozdéleni hustoty pravdépodobnosti lze najit takové vzorkovaci schema, Ze
vysledkem teselace vSechny vzorky budou mit stejnou védhu.

Obecné, kterykoli zptisob prerozdéleni, pti kterém reprezentant nachézi uvnitt ob-
lasti, 1ze povazovat za spravné. Pro volbu vhodnéjsi teselace potiebujeme néco navic.
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Obr. A.3: Ukézka vyhodnoceni teselaci v pravdépodobnostnim prostoru U vzorkd,
samplovanych metodou Importance Sampling (ptfiklad pfihradové konstrukce).
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Obr. A.4: Dalsi priklad teselace v pravdépodobnostnim (vlevo) a ve skutecném prosto-
ru (vpravo). Hnédé jsou obarvené nespravné ptirazené oblasti.

A.2. Numericky test

Provedeme numericky test k uréeni toho, jaky zptisob dekompozice systematicky dava
mens$i chybu. Test definujeme tak, Ze v intervalu [0; 1) (ktery reprezentuje pravdé-
podobnostni prostor jedné nahodné veli¢iny), budeme generovat dvé ndhodné cisla —
vzorky, ze kterych budeme délat odhad pravdépodobnosti poruchy. Vypocet opakuje-

s

me vickrat, mez poruchy volime od 0.5 do bliZiciho k 0. Vysledky jsou na obrazcich A.5

a A.6.
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Obr. A.6: Zobrazeni primérného odhadu spolu se svymi odchylkami

Vysledky tohoto testu autor by shrnul takto:

1. Matematicka formulace metody Monte Carlo je bezvadna. Musime si ale uvé-
domit, Ze v teto tloze odhad Monte Carlo ,,odstupriovan“ pouze na tfi pevné
hodnoty: 0, 0.5, 1. Monte Carlo totiZ ddva nevychyleny odhad v priiméru.

2. Teselace v pravdépodobnostnim prostoru dava systematickou chybu, ktera se
nemeéni pii zvétSeni poctu opakovani. Tato chyba ma parabolicky tvar, nulova
pfi p; = 0.5 a pfi py bliZici nule, a je na stranu nebezpecnou (v takové dloze).

3. Teselace ve skute¢ném prostoru systematicky dava vétsi chybu, nezZ teselace v
pravdépodobnostnim. Je zavisla na rozdéleni.

S ohledem na uvedené informace autor by doporucil pro tic¢ely vyhodnoceni prav-
dépodobnosti poruchy pouzivat teselaci ve skutecném prostoru R, pro odhad
statistik — teselaci v pravdépodobnostnim U. Autor, vSak, nemd prednosti v tom,
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A. POROVNANTI PRISTUPU TESELACI VE SKUTECNEM A PRAVDEPODOBNOSTNIM
PROSTORU

co se tyCe vzorkovani — k tomu je potiebny dalsi vyzkum a odpovidajici programova
realizace.

Taky autor by chtél prodiskutovat hlubsi diisledky tohoto testu, spojenych se zdro-
jem systematické chyby v pravdépodobnostnim U prostoru. Jeji vznik by bylo moZzné
prisoudit nerovhomérnému rozdéleni vah, nazna¢enému na obrazku A.7. Obrazek uka-
zuje, Ze bod, ktery se tfeba nachazi uprostfed intervalu nemiiZze mit vdhu mensi nez 0.5
a vétsi jak 0.75 v zavislosti na tom, ,,kam padne“ bod druhy. Stejn€ tak, bod, ktery na-
chazi se v blizkosti okraje miiZe mit vahu bud’ mensi jak 0.5, nebo bliZici se k jednicce.
Ukazuje se, Ze vahy bodu jsou vzdjemné propojené.

1.0~

0.8 1

0.6 1

0.4 1

Vaha vzorki

0.2 1

0.0 1

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Poloha vzorkd

Obr. A.7: Zobrazeni mozného oboru vahy vzorku v zavislosti na poloze.
Modrozelené oblast je pro levy bod, tj. ten, ktery mé& mensi hodnotu, Zlut4 - pro pravy
s hodnotou vétsi.

Vysledek teto vyloucené extrémni tlohy lze interpretovat jako odhaleni vnitini ma-
tematické sloZitosti pravdépodobnostnich vypoctt, kterou vyéerpavajic pfevodem na
geometrickou tilohu nezachycujeme, zlistdvaji tam nepfesnosti druhého fadu. Panujici
pohled na feSeni jako na tlohu ,rozdéleni pozemki na parcely” musime vnimat jen
jakémsi ptiblizenim, vZdyt i velice dobrym. Pfesné takovy obecné vnimany pfistup je
pouzit i v této préaci.

A.3. Dal$i mozné zpusoby teselace

Uloha transformace hranic ze skute¢ného prostoru R do pravdépodobnostniho U pro
libovolnou sdruZenou hustotu pravdépodobnosti je prakticky nefeSitelnid. A tak ma-
me pouze jednu moznost ji praktického provadéni, a to je aproximaci pomoci velmi
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A.3. DALSI MOZNE ZPUSOBY TESELACE

jemného gridu, nebo obecnéji oblaku bodd, které z pravdépodobnostniho U prostoru
transformujeme do skutecného R a tam hleddme nejbliZsi vzorek, kterému i pfisuzu-
jeme dil¢i vdhu!. Proto snahou autoru bylo nahradit teselaci ve skute¢ném prostoru
néjakym jinym postupem. A zde by je chtél zminit, jen pro informace, protoZe Zadny
z nich nebyl autorem ve vypoctech pouZit.

Zacneme pripomenutim, Ze srdcem kterékoli dekompozice je méfeni vzdalenosti.
Podivejme, co s tim. Mé&jme dva soumezné body ve skute¢ném prostoru R dvou né-
hodnych proménnych se soufadnicemi A(x;y) a B(x + dx;y + dy), kterym odpovidaji
soufadnice v prostoru pravdépodobnostnim A(F,; F,) a B(F, + dF;; F,, + dF),), kde F,
a F, jsou margindly distribu¢ni funkce. Z toho plynou néasledujici vzdalenosti mezi
témito body:

2 2
=it = () (45)

dhy = \JAF2 +dF2 = \/f2(z) - da? + f2(y) - dy?, (A4)
kde f,(z) a f,(y) jsou marginalni hustoty pravdépodobnosti

Je zfejmé nejsou totoZné a rozdil, jak je to jasné vidét, spociva ve vlivu hustoty prav-
dépodobnosti. Zobrazime-li na 0-1 ploSe rozdéleni hustot pravdépodobnosti (Obr. A.8),
tak ndm muZe napadnout myslenka definovat v pravdépodobnostnim prostoru ,,vysku*
hustotou pravdépodobnosti f(x), kterou zahrnout do vypoc¢tu distance. Matematika

hustota pravdepodobnosti

10

0.8

012

06
009

04
Fo06

II:&U3
0,00

Obr. A.8: RozloZeni hustoty pravdépodobnosti dvou normalné rozd€lenych veliin

02

0.0

0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

nam vSak ik, Ze tim nejsme schopni dojit ke vzorci A.3, tim dostavdme néco jiného
nezavisle na tom, co si zvolime za ,,vysku“ z:

i = \JAF2 + dF? + 22 (A.5)

Dals$i moznost je pouZiti obecného Voroneho diagramu — bodim v pravdépodobnost-
nim prostoru U bychom pfifazovali vahy zase podle hustoty pravdépodobnosti. Jsou
v8ak i zde problémy. Pouziti Power diagramu je vylouceno, protoZe ten nezajiStuje
umisténi reprezentanti uvnitf oblasti (viz. Obr. A.9, vpravo). Pouziti multiplikativni-

! Autor jesté hledal zptisob chytiejsiho rozdéleni vah jako funkci soufadnic vzorkd, ale se mu nepo-
daftilo najit néco minimalné robustniho

vii



A. POROVNANTI PRISTUPU TESELACI VE SKUTECNEM A PRAVDEPODOBNOSTNIM

PROSTORU
®
)
N

Obr. A.9: Piiklad nezaddouciho chovani Power diagramu

ho vaZeného Voroneho diagramu (Obr. A.10) ma za tskali ,preskakovani“ pres dalsi
oblasti. Abychom tomu zabranili, museli bychom jej provadét postupem ,riistu krys-

talu“ (Obr. A.11). Ten uZ je vSak mnohém naro¢néjsi na programovani, néZ samotna
teselace ve skutecném prostoru a samoziejmé nemad ani jeji vlastnosti.

Obr. A.10: Ptiklad neZadouciho chovani multiplikativniho vdZeného Voroneho diagra-
mu. Obrazek prevzat z [29].
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O]
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o] 5/0

(a) t=30

b) t=100 (¢) Crystal Voronoi diagram.

Obr. A.11: Postup vytvéreni krystal Voroneho diagramu.

Obrazek prevzat z [28].
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B. Pouziti knihovny QHull pro adaptiv-
ni statistické vzorkovani

QHull je obecna n-dimenzionélni knihovna (program) pro nalezeni konvexniho obaluy,
sestaveni Deloneho triangulace a Voroneho diagramu, pouzivajici Quickhull algorit-
mus [32]. V teto praci je pouZit pro vzorkovani sestavenim Voroneho diagramu a umis-
téni dalSich vzorkd do Voroneho vrchold. Je tfeba si uvédomit, Ze QHull je sice velmi
roz§ifeny pro sestaveni Voroneho digramu, neni k tomu primarné uréen a tézko zvlada
tento tikol ve vypoctech pravdépodobnosti poruchy. To je ddno zplisobem, jak se ten
diagram konstruuje. Quickhull umistuje body simulaci na povrchu paraboloidu v R¢**
a hled4 konvexni obal [30]. Hrany tohoto obalu tvoii triangulaci Deloneho v R?, ze
kterého QHull uz sestavi cilovy diagram (Obr. B.1 a B.2).

Triangulace Deloneho v roviné Zobrazeni konvexniho paraboloidu

"y “'"« ==
. i.‘ >
</ ‘qu‘.-

4 20
agi'ﬁyh# s
eV Sy

/N

R
AN
]

T A A AV

A

Obr. B.1: Zobrazeni Triangulace Deloneho pro obecné umisténé body v roviné, zobra-
zeni odpovidajiciho konvexniho paraboloidu

vvvvv

¢iva v tom, Ze QHull neumi provadét teselaci v uzavieném prostoru, a abychom to-
ho docilili musime body jednotlivych simulaci zrcadlit vici hranic (clipped tessellati-
on [18]) (Obr. B.3. AniZ bychom tomu vénovali vic, autor uvede ,hloubku® zrcadlenti,
které ze zkuSenosti je velmi konzervativni:

b, = , kde d je dimenze prostoru (B.1)

1
d+\/1 NSim
Lze pak ovéfit, zda celkovy objem se rovnd jedné, ale pro Gely statistického vzorkovani
to dokonce neni az tak duleZité.
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o %ﬂg‘,ﬂ% /
0.6 - h’&g@'ﬁ‘b"‘

Obr. B.3: Zrcadleni bodu

Druhy problém plyne ze skutec¢nosti, Ze ve vypoctech pravdépodobnosti poruchy
poZadujeme, aby vétSina vzorkid byla umisténa do velmi malé oblasti v ,,rohu“ hyper-
krychle, ktera je v fadu py, tj. naptiklad do jedné miliontiny od celkového objemu.
Takové degenerované umisténi bodt délé tikol nalezeni konvexniho obalu velmi nepfi-
jemnym (Obr. B.4). To je jesté komplikovano nutnosti jiZ vySe zminéného zrcadleni.
Dopadnou-li vzorky velmi blizko hranice jednotkové krychle, potifebujeme je ,,odsu-
nout“ (Obr. B.5) dovnitf tak, abychom ,,zachranili“ objem. Samozfejmé, nasim zajmem
je co nejvic toto odsazeni zmenSit. QHull ndm nabizi dvé varianty zachizeni s degene-
rovanymi uzly. Prvni variantou je jemné posouvani uzlt (Joggled input) tak, aby bylo
zaruceno, Ze obal je konvexni. Zde ale dochazi k nepiijemnému posunu odzrcadlenych
bodi, coz mé za nasledek neptesnost hranic pravdépodobnostniho prostoru (Obr. B.6).
K tomu, abychom docilili pfesnost objemu alespori v fadu 10~¢, tj. v fadu typické prav-
dépodobnosti poruchy, potfebujeme zadat odsazeni kolem b, = 10~". Ve skute¢ném
vypoctu nas nezajimé celkovy objem, ale potfebujeme vzorkovanim oblasti poruchy
vymezit hranici mezi poruchou a neporuchou. Joggled input je robustni a proto byl
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Triangulace Deloneho v roviné Zobrazeni konvexniho paraboloidu

Obr. B.4: Zobrazeni konvexniho obalu pro typické ve spolehlivostnich tlohach jem-
né umisténi bodt v poruchovych oblastech. Quickhull celou tu oblast miiZze nahradit
jednou sténou

pouZit v geotechnickém ptiklad€, ale presnost Voroneho diagramu i béhem prvnich
200-300 simulaci nebyla vyse jak 1074, ke konci klesla do ¥ddu rozméru samotné hy-
perkrychle.

Druha (implicitni) varianta (merged facets) je presn€jsi. QHull pfi sestaveni konvex-
niho obalu sjednocuje degenerované plochy a zaroven zvétsuje ,tlouStku“ zbyvajicich
stén. QHull zarucuje, Ze skute¢ny konvexni obal lezi mezi jejich hornim (vnéjsim) a dol-
nim (vnitfnim) povrchem. Takové sjednoceni je vétSinou neZadouci — a nejen proto, Ze
umisténé tésné vedle sebe ztracime simulace. V blizkosti meze sjednoceni, ktera je v ra-
du 10713 [31] miiZou se stat dvé véci. Bud body, umisténé v blizkosti hranic jednotkové
krychle budou sjednoceny se svym ,,odrazenim“, bud zvétSeni stén obalu zpiisobi to, Ze
ve vysledné teselaci vzorky nebudou leZet uvnitt svych oblasti (Obr. B.7). To vyZaduje
brat pro vypoéty odsazeni s nékterou rezervou® b, = 10712 (Obr. B.8). V numerickych
prikladech adaptivniho vzorkovani toto odsazeni vzhledem k popsané korekci sourad-
nic nebylo pouZito, vypocty se provadéli do spadnuti QHull - to je v fadu 100 az 400
simulaci pro 3D tlohy.

Pouziti QHull pro adaptivni vzorkovani ve spolehlivostnich tlohach vyZaduje pec-
livéjsi pristup. Autor se domniva, Ze pouZiti triangulace Deloneho misto Voroneho
diagramu je schopno v urcité mife rozsitfit moZnosti vzorkovani — uZivatel bude mit
prehled o sjednocenych sténach a nebude nutné spoléhat na ptfesnost téZko kontrolo-
vatelnych ve vice dimenzich Voroneho vrchold.

1Je t¥eba poznamenat, Zze QHull provadi normalizaci soufadnic, proto zde nemé vyznam né&jak upra-
vovat méfitko.
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Obr. B.5: Odsazeni blizko umisténych k okraji boda
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Obr. B.6: QHull v rezimu ,,Joggled input“. Odsazeni b, = 10~'° zleva a b, = 10~ zprava.
Dva body, umisténé presné uprostied déli mezi sebou centralni oblast.
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Obr. B.7: QHull v reZimu ,Merged facets“. Zleva doSlo k sjednoceni hranic (odsazeni
b, = 10719), zprava - k zcela nespravné teselaci (odsazeni b, = 10714),
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Obr. B.8: QHull v reZimu ,Merged facets“. Spravna tesselace dosazena pfi odsunuti

bodti b, = 10~' od hranic.
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C. Aplikace simula¢nich metod pro
odhad pravdépodobnosti poruchy
geotechnické konstrukce

Ucelem této asti prace bylo vyzkouset metody teselace na o néco sloZitéjsi tloze (u kte-
ré nemame predem vySetfovanou hranici poruchy), ukazat ,cestu ven“, praktickou
aplikovatelnost metod. Také pro autora bylo dileZité i ze strany geotechniky ,vysla-
pat cestu dovniti“, proto je velkd pozornost zde vénovana pripravé vstupu, ktera je
zdanlivé mimo téma praci.

Aktualnost problému

Geotechnika je velmi vdéénym oborem pro aplikace pravdépodobnostnich metod. Za
prvé, vlastnosti zemin v podloZi maji vysokou pfirozenou variabilitu, kterd je u kon-
strukénich materialG eliminovédna pfisnymi vyrobnimi pfedpisy. Za druhé, soucasti
stavby je stavebné-inZenyrsky pruzkum, ktery lze statisticky vyhodnotit a dostat tim
vstupy pro pravdépodobnostni vypocet. Za tfeti, materidlové modely, které se pouZi-
vaji v geotechnice, patii k nejkomplikovanéjsim ve stavebnictvi. Velice ¢asto se stejné
parametry zeminy objevuji jak na strané€ zatiZeni, tak i na strané odporu, proto se
v geotechnice vedle nadvrhovych pfistupti, které jsou zvykem u metody meznich stavi,
doposud pouzivaji vypocty s prumérnymi hodnotami podle stupné bezpe¢nosti.

Zbézna reserse [34-39, 53-55] ukazuje, Ze pravdépodobnostni vypocty nabyvaji na
popularité mezi odborniky, prevladaji vSak metoda Monte Carlo a aproxima¢ni meto-
da FORM. Griffiths, uznavana autorita v oboru, ve své knize [37] hovori o simula¢ni
metodé Monte Carlo jako o ,posledni zdchrané“, kdy se uZ neda zvladnout tdlohu ji-
nym zptsobem. Firma Plaxis v tinoru roku 2017 vydala néstroj ProbAnalysis!, ktery
slouZil pro vzorkovani podle zadanych rozdéleni a ptidéleni poruchy podle zadanych
kriterii [40]. Néstroj podporoval zadani rozdéleni vstupnich parametr pouze ve smys-
lu metody Monte Carlo i pfes to, Ze OpenTURNS, na kterém byl zaloZen podporuje
mnohem vic, mimo jiného i metodu Importance Sampling. Soustifedéni pouze na Mon-
te Carlo lze vysvétlit rozsifenim metod stochastickych kone¢nych prvki, kde je sna-
hou vystihnout zejména vliv prostorové proménlivosti parametrd, ale se ¢asto omezuji
Monte Carlem i v praobycejnych tlohach nékolika ndhodnych proménnych s poétem
simulaci v fadu tisice, a tim jsou schopni zachytit pouze docela velké pravdépodobnosti
poruchy.

! Autorovi se nepodafilo soucasné jej najit na oficidlnich webovych strdnkach
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE

Geotechnicky priklad

Podstatou je ,,odhadnout pravdépodobnost poruchy pro typicky navrh geotechnické
konstrukce“. Pro vypocty se stochastickymi koneé¢nymi prvky je typicky pocet ndhod-
nych proménnych v fadu tisic a je typické, Ze i prevySuje pocet simulaci. Tato proble-
matika je nad rdmec piedloZené prace, proto autor zde jde proti prevladajicimu sméru
vyvoje a nesnaZi se zachytit prostorovou variabilitu a omezuje se vySetfenim vlivu
parametrl zeminy na konstrukce.

Pro vypocet byl zvolen velmi jednoduchy pfipad stavebni jdmy s hloubkou » =
= 4,75 m a $itkou b = 16 m zajiSténou volné stojici paZici konstrukei.

C.1. Inzenyrsko-geologicky pruzkum

Nezbytnym podkladem pro névrh jakékoliv geotechnické konstrukce je inZenyrsko-
geologicky prizkum. Statistické zpracovani zkousek je v Rusku zcela bézné oproti sou-
Casné Ceské praxi. V Rusku totiz minimdlni rozsah prizkumnych praci je pfedepsin
normou [50] a jejich vysledky statisticky zpracovavaji podle [52]. Navrhova ruska
norma na zakladani staveb [51] pfedepisuje pouzivat ve vypoctech na 1. mezni stav
pevnostni parametry s konfiden¢ni hladinou 95%, na 2. mezni stav — 85%, které na-
déle jiZ nejsou redukovany bezpe¢nostnimi souciniteli. VySe uvedené normy poZaduji,
aby pro kaZzdy typ zeminy mechanické vlastnosti byly uréeny miniméalné ze 6 zkousek,
fyzikalné-indexové — z 10.

Jako podklad je pouZzita zprava IG pruzkumu z Ruska?, kterou autor ma k dispozici.
V ramci IG prizkumu pro t¥i vicepodlazni budovy bylo provedeno 12 vrtt z nichZ jsou
k dispozici sada fyzikalné-indexovych vlastnosti 32 vzorka a 17 protokold smykovych
krabicovych a triaxidlnich zkous$ek typu CD pro jeden typ zeminy?. Prostorové korelace
(v ptidoryse) nebyly autorem detailné zkoumény, podle zbéZzného porovnani je nebylo
vidét. Maximélni korelace s hloubkou odbéru vzork ma pérovitost, -0,37. Pro zajima-
vost zde uvedeme Mohrovo zobrazeni pro vSechny zkousky (Obr. C.1). SoudrZnost ¢
a thel vnitfniho tfeni ¢ nevykazuji korelaci (-0,09), stejné jako thly vnitfniho tfeni ve
smykovych krabicovych a triaxidlnich zkouSkach ze stejnych jader (-0,02).

C.2. Kalibrace vstupnich parametru pro materialovy
model Hardening Soil

Pro modelovani zeminy byl zvolen materidlovy model Hardening Soil. Autor by
jej charakterizoval jako ,velmi propracovany a vyladény model, pouzivajici Mohr-
Coulombovu podminku plasticity“. Od Mohr-Coulombova materidlového modelu Har-
dening Soil zdédil taky plasticky potencial a stavové vstupni parametry (soudrZnost

2Na okraj bude poznamenéno, 7e permafrost v Udmurtsku neni, prozkoumané normalné konsolido-
vané hliny jsou pro Udmurtsko zcela typické, podzemni vody nejsou odhaleny. Nadéle se pfi ndvrhu
$tétovnicové stény v GEO5 predpoklada, Ze se stavenisté nachazi v Cesku.

3ten, ktery byl zkouSen pfi pfirozené vlhkosti. Dali dva nebyli do tohoto pfikladu zahrnuty. Ty byly
zkouSeny v nasyceném stavu a zfejmé nestacily konsolidovat. Prizkumnici v Rusku jsou stejné cenové
tlacené, jak i jejich ¢eské kolegy. Autor proto s opatrnosti vinima obsaZené ve zpravé udaje — pouze jako
ukazkové.
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C.2. KALIBRACE PRO MATERIALOVY MODEL HARDENING SOIL

D&E25 0,135 0, 1875 0,25 0, 3125 0,375 0, 4375 0,: ®

Obr. C.1: Mohrovo zobrazeni [MPa] smykovych krabicovych (pfimé ¢ary) a triaxidlnich
zkousSek (pulkruZnice). Zemina v triaxidlnich zkouskach nevykazuje Zadnou soudrznost
pravdépodobné kviili rekonstituci vzorkd.

a deformac¢ni moduly). Oproti Mohr-Coulombovu modelu ma Hardening Soil definova-
ny funkce smykové a objemové plasticity se zpevnénim. Smykové zpevnéni umoziuje
respektovat zménu deformac¢niho modulu pfi plastickém pretvoreni, a taky vliv kon-
traktantniho, nebo dilatantniho chovani. Objemova plocha plasticity uzavira elastickou
oblast a vymezuje plastické pfetvoreni pfi izotropnim zatiZeni (Obr. C.2). Hardening
Soil ma povést dobfe aplikovatelného v praxi materidlového modelu kvuli pomérné
nizkému poctu vstupnich parametri, které maji fyziklni smysl a které lze uréit ze
standardnich laboratornich zkousek [43].

Mpp

elastic region

ccoty Pe P

Obr. C.2: Zobrazeni v invariantech napéti (p'—¢). Smykova a objemova plochy plasticity
uzaviraji oblast, ve které zemina modelovéana ryze elasticky s parametry F/ a
Vo = 0,2. Obrazek ptevzat z [41].

Hardening Soil poZaduje zadat zejména néasledujici parametry [41, 43]:

1. Efektivni dhel vnitfniho tfeni zeminy ¢’ [°]

2. Efektivni soudifnost ¢ [kPa]
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE

Uhel dilatance 1 [°]

Referenc¢ni se¢novy modul E’g%f [kPa]

Referen¢ni edometricky modul £, [kPa]

Referen¢ni modul v odlehéeni a opétovném pfitizeni E’flerf [kPa]

Exponent fidici zavislost deformaénich modult na napéti m [-]

Poissoniiv soudinitel pro odtiZeni v, [-]

© ® N o 0 x> W

Referencni tlak p™ [kPa]

10. Pomér devidtoru napéti na mezi poruSeni a asymptotického devidtoru napé-
iRy =L [-]

11. Koeficient zemniho tlaku v klidu za normdlné€ konsolidovanych podminek K¢ [-]

V tomto prikladé je efektivni thel vnitiniho tfeni ' bran z vysledk smykovych
krabicovych a triaxidlnich zkousek, efektivni soudrznost ¢ - pouze ze smykovych
krabicovych. Ohledné thlu dilatance ) autor nema podrobnéjsi zaznamy zkouSek
a formalné pouZziva vztah ) = ¢’ — 30° pti ¢’ > 30°. Koeficient zemniho tlaku v klidu
za normalné konsolidovanych podminek se pocitd dle Jakyho K¢ = 1 — sin¢/,
nehledé na to, Ze jsou i presnéjsi zavislosti [46].

Deformacni parametry vyZaduji vétsi pozornost. ZjednodusSené lze fict, Ze referenc-
ni seénovy modul F'Y pouZiva se pro smykové plastické teceni, referenéni edomet-
ricky modul E”*, — p¥i objemové plastické deformaci, a referenéni modul v odleh-

¢eni a opétovném pritizeni £ uréuje pravy modul pruZnosti v elastické oblasti.

deviatoric stress
lo1 — o3

A asymptote
da

A p---- ===

L.

axial strain - 21

Obr. C.3: Hyperbolicky pracovni diagram v odvodnéné triaxidlni zkouSce. Vyznam mo-
dult Ef, a £/, . Obrazek pfevzat z [41].

Pracovni diagram Hardening Soil (Obr. C.3) je zaloZen na ovéfeném hyperbolic-
kém modelu [44]. Vztah, ktery pouZiva Plaxis pro osovou deformaci za podminkou
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C.2. KALIBRACE PRO MATERIALOVY MODEL HARDENING SOIL

nulového objemového plastického pietvoieni lze predstavit takto:

_ 49 9

I C.1

U B g POYTW (C1
285

E = C.2

‘T 2R, €2

Pocate¢ni modul E! je vztaZzen k se¢novému modulu E%, (C.2), ktery je pocitan
z referenéniho seénového modulu E'Y s pomoci vztahu C.3 (zde o} je kladna pii
tlaku, jak je to zvykem v mechanice zemin):

et [ € - cos +oh-sing’ \"
Ey = E'g (C, e o (C.3)
. @'+ pret-sinp

Deviadtor napéti na mezi poruSeni v Plaxis je odvozen takto [41]:

2 sin ¢’

qr = (¢ - cotg ¢’ + 03) (C.9)

1 —sin ¢/

Dosadime-li E! a E}, do vzorce (C.1) a nahradime-li asymptoticky deviator napéti
pevnosti (C.4) s pfihlédnutim, Ze ¢; = ¢, Ry, tak dostaneme nésledujici funkéni zavis-
lost:

2— Ry q
g1 (0% q) = S C.5
1(3 Q> et C/~COSg0/+O'§'SiH(,D, 1_ (J'Rf ( )
2 Eso c - cos ¢ + pref - sin ¢/ 2sin ¢’
zp 7 (¢ cotg ¢’ + 05) T———
—sing

Takto vyjadfeny vztah je velice vhodny pro kalibraci: osova deformace ¢, zavisi
pouze na dvou proménnych, efektivnim komorovém tlaku o} a deviatoru napéti ¢ =
= 0, — 03 = 0] — 03, které jsou zndmé v kaZdém bodé€ kterékoliv triaxidlni zkous-
ky. Zbytek tvoii konstanty — parametry materidlového modelu. Jsme schopni zobrazit
body triaxalnich zkouSek v prostoru (o},q,61), ve kterém tak tvoii kiivky (Obr. C.4).
Vztah (C.5) ndm umoZiiuje dat vSechny triaxidlni zkousky dohromady a provést glo-
balni kalibraci: najit takové Ry, E'% m a p™, aby vysledna plocha modelu co nejlépe
odpovidala priibéhu triaxidlnich zkousek. Zde neni vyzadovéana derivace a tim znacné
redukovéana citlivost na nedokonalost provadéni (Obr. C.5 a C.6).

Vysledkem kalibrace jsou zvoleny nasledujici hodnoty parametrii: R; = 0,8, B =
= 20930kPa, m = 0,516 a p™' je vzato doporu¢enou hodnotou 100 kPa.

Je tfeba poznamenat, Ze stejny postup plati i pro zkousky typu CIUP: jejich prabéh
tvori obecné prostorové kiivky (Obr. C.7), ale z hlediska kalibrace to neni podstatné.
Referenéni edometricky modul £, ziskavaji z edometrické zkousky. V ramci po-
suzovaného prizkumu vsak nebyla provedend ani jedna®*. Bylo by moZné pouzit relaci
B = 1,25E" | ale spi$e pro zajimavost autor zde uvede vysledek uréeni pies tria-
xialni zkouSky. Béhem kazdé triaxidlni zkouSky nastdvd moment, kdy podil o4 ku o}
odpovida K, podminkdm a zachytime-li odpovidajici te¢nové moduly, ktery pak vydé-
lime soudinitelem 5 = %, tak dostaneme 17 bodd (Obr. C.8), kterymi se da proloZit
defini¢ni kiivku (¢ervenou na obr. C.8):

4Pfestoze jsou jednodussi, neZ triaxidlové
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE

Obr. C.4: 3D zobrazeni nakalibrovaného modelu (fialova plocha) v prostoru (¢%,q,c1).
Osa efektivniho komorového tlaku o je vodorovna, deviatoru napéti ¢ jde ,,do hloub-
ky“, svisla osa je osova deformace ¢;. Triaxalni zkousky typu CD vytvarieji zde paralelni

kiivky (barevné ¢ary) s konstantnimi o%.

r_ puref
Eoed =F

oed

- cosp + ol -sing \"
'4 1 : ¥ (C.6)
c - cos ' + pref - sin ¢/

Vysledkem je £, = 14933 kPa.
Referenéni modul v odlehéeni a opétovném ptitizeni £ lze uréit zavedenim

fazi odtiZeni do triaxidlni zkousky. To bohuZel neni béZné, autor ve své velice skromné
praxi v Rusku nevidé€l, Ze by to nékdo provadél. Tak, nezbyva nic jiného, neZ pou-

7it standardni pomér E”" = 3£, stejné jako i standardni hodnotu pro Poissontiv

soucinitel pfi odtiZeni v, = 0,2.

Autor by chtél k tomu poznamenat, Ze v geotechnice je rozsifen a uznavan postup
kalibrace, jejiZ podstatou je modelovani ve vypoctovém programu zkousek, které jsou
k dispozici a zpétné zpfesnéni parametru tak, aby vypocétovy pribéh zkousek co nejlépe
odpovidal zkute¢nému [42, 43]. Takova kalibrace ale pro sady z 17-18 zkousek je
prili§ pracné® a statistické vyhodnoceni sady ani takto ziskanych parametri, bohuZel,

neuspokoji profesiondly ze statistiky.

C.3. Navrh a vypoctovy model

V programu GEO5 (navrhovy pfistup 3) byly navrZeny Stétovnicové stény délky 9 m
z profilu IlIn z oceli S270 GP s prufezovou plochou A = 1,97 - 1072 m? a momentem
setrvacnosti / = 2,32 - 10~* m* na béZzny metr.

V Plaxisu byl vytvofen model jAmy, zobrazeny na obrazku C.9. Prvky nastavené 15-
ti uzlové. Navazka mocnosti 0,75 m je nahrazena spojitym zatiZenim g = 13,5 kNm 2

S Autor nevySetfoval moZnost jeji automatizace
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C.3. NAVRH A VYPOCTOVY MODEL

T T T T T
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‘©
<
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=
;..a' ................................................................................
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_.% 100 = nterpolacni kfivka
% -------- Mez poruseni
- 50 = Globalni kalibrace e
@ Experimentalni body
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0 05 1 1,5 2 25
osova deformace, € [%]

Obr. C.5: Prubéh a vysledek globélni kalibrace pro jednu z triaxidlnich zkouSek. BEhem
zkouSky roste tuhost — nedokonalost provedeni zkousky.

na povrchu, jak je to zvykem v Rusku®. Provadéni je rozdéleno na 6 fazi (Obr. C.10),
posledni faze je konsolida¢ni na cilovou hodnotu stupné konsolidace 90%. Porucha je
definovana jako spadnuti vypoctu v kterékoli faze. Ve vypoctech je sledovan maximalni
vodorovny posun’ a moment v sténé.

Dodatecnou fazi je stabilitni vypocet metodou Phi-c redukce, ktery ale v tomto
prikladé slouZi pouze informa¢nim tGéelim. Zde by autor chtél udélat kratkou pozndm-
ku. Metoda Phi-c redukce je oblibena za svou jednoduchost a pouziva se pro ovére-
ni konstrukei z hlediska 1. mezniho stavu. Podstatou této metody vypocet s Mohr-
Coulombovym materidlovym modelem, u kterého jsou postupné parametry pevnosti
redukovény nartstajicim stupném bezpecnosti F'S do ztraty konvergence:

Fs= 89 _ ¢ (C.7)
t8red®  Cred

Zména parametrt v priubéhu vypoctu dél vysledek nepfilis relevantni: spustime-li na-
pjatostni analyzu s redukovanymi parametry a Mohr-Coulombovym materidlovym mo-
delem, tak nedostaneme stejné deformace a rozloZeni napéti [42]. Proto i kdybychom
po uspésném vypoctu vSech fazi ze stabilitni analyzy dostali stupeil bezpe¢nosti F'S < 1,
tak bychom mohli jej vnimat pouze jako nedokonalost samotného metodu Phi-c reduk-
ce.

Mimo parametrt materidlového modelu Plaxis poZaduje zadat pro zeminu nékteré
dalsi obecné vlastnosti — objemovou tihu v pfirozeném uloZeni +, objemovou tihu nasy-
cené zeminy 7., ¢islo porovitosti (poc¢ate¢ni) e, filtraéni soudinitele k,,k, a soudini-
tel redukce pro kontaktni prvky Ri.... Vznik tahovych napéti byl zakdzan. Soucinitel
redukce je odhadnout na hodnotu R, = 0,5 pro ocelové Stétovnice. Filtra¢ni sou-
¢initele ovliviiuji rychlost konsolidace a podle doporuceni prizkumu jsou nastaveny

6Navazka neni pfedmétem priizkumu, zadné jeji vlastnosti nejsou uréeny. Kvili pfehlédnuti autoru
je aplikovana aZ v prvni fazi pfi instalaci Stetovnic.

7Vypocet je geometricky linedrni. Geometricky neline4rni vypocty v Plaxis jsou naro¢né a provadi
se ve vyjimec¢nych piipadech. Samotny Hardening Soil je materidlovym modelem druhého fadu, spolu
s geometrickou nelinearitou uz dostava problémy s konvergenci.
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE
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Obr. C.6: Zavislost deforma¢niho modulu na osové deformaci v prubéhu triaxialni
zkousky - standardni zptisob uréeni parametrii, zahrnujici derivaci je mnohem citli-
vé&jsi na nedokonalosti provadéni zkousky.

na hodnotu k, = k, = 0,05mden"'. Objemov4 tiha zeminy a pérovitost jsou zndmé
z pruzkumu. Objemova tiha slouzi jedinym faktorem zatiZeni v tomto ptikladé€, zatim-
co Cislo porovitosti slouzi obecné v Plaxis pouze jako pomocny parametr pfi stanoveni
efektivnich napéti a uvnitf Hardening Soil slouZi k odhadu dilatantniho chovani®. Ale
je tfeba si uvédomit, Ze jsou mezi sebou zavislé, korelace je -0,89. Proto vlastni tiha je
definovana pfes ¢islo pérovitosti vztahem:
s Yw * Einit
i 1 + €init 5 1+ €init (C8)
Zdanlivou tihu pevnych &astic ¥, = 26,64 kNm* s koeficientem variace v = 0,29 %
lze povazovat za konstantni. Stupefi nasyceni je uvaZovan konstantou® S, = 0,958.
Autor povazuje takové feSeni za zdaftilé 1°.
Objemovou tthu nasycené zeminy ., Plaxis pouziva pro zeminy pod hladinou pod-
zemnich vod, které v tomto ptfikladé€ nejsou a tak tento parametr neni aplikovan (Plaxis
ale hlida splnéni podminky v < 7gat)-

Vs Yw * Cinit

_|_
I+eémie 1+ e
Parametry m, R; Hardening Soil modelu ziskané kalibraci jsou zadany determi-
nisticky, protoZe pro né nelze predpokladat (log-)normalni rozdéleni a nejsou zndmé

(C.9)

Vsat =

8To neznamen4, Ze u skuteéné zeminy pérovitost (¢islo pérovitosti) nemé vyznam. To jen znamena,
Ze model k popisu chovéani zeminy opira se na mechanické vlastnosti, zjisténé ze zkousek a pfimo ¢islo
porovitosti pouziva pouze okrajoveé

9Zejména proto, Ze autor nevzal na sebe zodpovédnost a préce zvolit piislusné rozdéleni a odhadnout
jeho parametry — drtiva vétSina hodnot bliZi se k jedné, odchylky by bylo mozné€ vnimat jako klesajici
k nule ,,chvost“.

10Ctenaf asi si viml, Ze budeme-li predpokladat normalni rozdéleni pro e;,;;, tak v uzZ zdsadné ze vzta-

hu nemtiZe byt normélné rozdélena. A naopak. Autor zde vidi problém popsat nezavislymi proménnymi
soustavu zemina-voda-vzduch, kterd m4 dva stupné volnosti. Nebo dokonce obecnéjsi problém nalezeni
takovych parametrt zeminy, které by byli co nejméné korelované a pfirozené vystihovaly jeji vlastnosti
s pozadavkem na znalost jejich rozd€leni. Tohle je samozfejmé vyznamné prevySuje rdmec této prace.
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C.4. PRAVDEPODOBNOSTNI MODEL

2

Obr. C.7: Zobrazeni pootocenych ¢ar neodvodnénych (o} # konst) triaxialnich zkouSek
(Zobrazeny zde typ zeminy nebyl nakonec zahrnut do ptikladu).

ref

7adné statistické vlastnosti. Referen¢ni seénovy E'= a edometricky £/'; moduly jsou
mezi sebou zifejmé korelované. Zavedenim poméru téchto moduld (Tab. C.1) autor zde
zase korelaci vyhyba. Neni vyfeSena ziejma korelace s Cislem pérovitosti ey, a tak
i pfes snahu vyhnout zavislym proménnym pravdépodobnostni model ztistava nedo-
konalym!!. Rozptyly pro vySe zminéné moduly byli nalezeny zpétnym vypoctem, ale
striktn€ feCeno postup neni metodicky spravny, a ve snaze vyhnout kritice autor zde
jej neuvadi. Misto toho nabizi ¢tenatovi rozdéleni pro deformacni moduly (Tab. C.1)
vnimat jako vnéjsi odborny odhad.

Soudésti pravdépodobnostniho vypoctu by mély byt dodate¢né ndhodné proménné,
vystihujici tzv. modelové nejistoty. Autorovi se v§ak nepodaftilo najit informace o mode-
lovych nejistotach geotechnickych MKP vypoc¢tu. Probabilistic Model Code [33] nema
doporuceni pro geotechnické konstrukce. Autor taky nema ani pfedstavu, jak modelové
nejistoty aplikovat pro zvolené kriterium poruchy — spadnuti vypoctu.

C.4. Pravdépodobnostni model

Pravdépodobnostni model je takovou nezavislou nadstavbou nad modelem vypocto-
vym, ktera jakoby odpovidé na otdzku ,,skute¢né muze se to stat?“. Pravdépodobnostni
model miiZe byt postupné zpfestiovan bez zdsahu do modelu vypoctového. Rozdéleni
vstupnich nahodnych veli¢in jsou sice dileZité pro efektivni vzorkovani, ale jiZ provede-
né simulace 1ze kdykoliv pfehodnotit. Pro vénovanym této praci simula¢nim metodam
vstupem je sdruZena hustota pravdépodobnosti. Zde je vidét mezeru mezi tim, co jsme
si stéZi dostali — prvnich dvou statistickych momentti ndhodnych proménnych a tim, co
potiebujeme. Potfebujeme odhadnout rozdéleni. Rozhodn€ neni spravné volit nezna-

HStatisticka dekorelace nevesla do této prace. Ale dekorelace na strané modelu je vzdy lepsi, protoze,
tfeba, interpretace nejvic rozsiteného v praxi Pearsontiveho korela¢niho koeficientu neni jednoznacna,
koeficient je pouze primitivnhim ukazatelem vazby dvou proménnych.
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE
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Obr. C.8: Nalezeni referenéniho edometrického modulu. Body maji zna¢ny rozptyl, mi-
mo jiného i proto, Ze spoléhaji na numerickou derivaci

I H\\MJUUﬂﬂHHWJ\ I \”;iﬂm [

Obr. C.9: Zobrazeni modelu v Plaxis

mé rozdéleni jen proto, Ze ddva o néco lepsi shodu s experimentalnimi daty v oblasti
sttednich hodnot, z4sadni vliv na pravdépodobnost poruchy maji rozdily ,chvosti“
rozdéleni. Nékdy byva produktivhim odhadnout mechanizmus poruseni a s toho i roz-
déleni odezvy konstrukce. Za predpokladu normalniho rozdéleni pevnosti jednotlivych
¢asti, pevnost sériového spojeni (,,nejslabsiho ¢lanku®) spéje k Weibullovému rozdé€le-
ni, zatimco pevnost svazku paralelnich vazeb, tfebaZze kiehkych, bude mit rozdéleni,
bliZici k normélnimu [57]. Skutecna geotechnicka konstrukce je samoziejmé systém
smiSeny, protoZe vlastnosti zeminy maji prostorovou variabilitu, a tak sice smykova
plocha se vytvoii v nejslabsim misté (sériovy systém), ale k souhrnnému odporu podél
této plochy prispivaji vSechny castice (paralelni systém). Oblibena v geotechnice me-
toda stochastickych kone¢nych prvki je pfedurcena pravé k tomu, aby postihla tento
prechod od rozdéleni vlastnosti materialti k rozdéleni odezvy konstrukce. I v posuzo-
vaném prikladé omezime se rozdé€lenimi pouze vlastnosti samotné zeminy, prestoZe
Zadna prostorova proménlivost neni v piikladu zahrnuta.
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C.4. PRAVDEPODOBNOSTNI MODEL

0. faze 1. faze 2. faze

3. faze 4. faze

Obr. C.10: Faze vypoctu

Ale ani ohledné rozd€leni vlastnosti materidlu mechanika zemin nedavé slusnou
odpovéd. Ani s vysledky prizkumu. Ani ohledné téch, co méfené pfimo. Pfevzaty au-
torem piistup ,,vSechno je rozdé€leno zhruba (log-)normalni“ neni striktné metodicky
spravny. Jak jiZ bylo vySe naznaceno, viechny fyzikalné-indexové vlastnosti jsou me-
zi sebou propojené nelinedrnimi zavislostmi a pfijmeme-li néjakou jednu vlastnost
za (log-)normélni rozdélenou, tak hned ostatni uz nemtZou mit ani normalni, ani
lognormalni rozdéleni dle jejich definice jako souctu (soucinu) ndhodnych promén-
nych. Samotna zemina je kompozitnim materidlem, jejiz vlastnosti dany podilem je-
ji sloZek (rGzné jemnych ¢astic, rizné vazané vody a vzduchu). Proto nemiiZou mit
(log-)normélni rozdéleni ani hustoty zemin. o, 04, 052t jSOu omezeny shora hustotou
pevnych ¢astic p,. Parametry ¢ a c pro hlinu jsou nejenZe virtuédlni (na rozdil od uznava-
ného kritického thlu vnitfniho tfeni ¢ ), ale sami o sebe pouze regresnimi parametry
primky, kterd spojuje body vrcholovych pevnosti. Z toho, na jednou stranu, plyne, Ze
jejich vyhodnoceni jako ndhodného vyberu nezavislych proménnych, zase, neni meto-
dicky idedlni. Na druhou stranu to ukazuje zde moZnost zdokonaleni. Autor zde nedava
Zadné teSeni.

V tomto ptikladé je pro tg ¢/, ¢’ a ey pouZito normdlni rozdéleni (Tab.C.1), které
porad zistava rozumnou aproximaci ve velkém intervalu hodnot a je uzndvano mezi
odborniky [37, 48]. Hodnoty distribu¢ni funkce v nule jsou nésledujici: Fi, . (0) =
= 1,518 - 10734, F.,(0) = 8,936 - 107" a F,,, (0) = 4.549 - 107%2. ,,Pomé&rné vysoka“ prav-
dépodobnost zaporné soudrznosti ¢’ z fyzikalniho hlediska nevadi — nulové soudrznost
je ptipustnd, vSechny pripadné zaporné hodnoty jsou do Plaxis dosazovany jako nulo-
vé. Rozdéleni, spojené s deforma¢nimi moduly jsou zvoleny lognormalnimi kvtli pfilis
velkym rozptylim. VSechny ndhodné proménné jsou nezavislé.
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE

Tab. C.1: Parametry rozd€leni ndhodnych veli¢in

| Nahodn4 proménna | Rozdéleni | Primérz | CoV |
Tangens thlu vnitiniho tfeni  tg¢’ [-] Normalni 0,419 0,082
Efektivni soudrZnost d [kPa] Normalni 62,8 0,209
Cislo pérovitosti Cinit [-] Normalni 0,603 0,085
Referenc¢ni se¢novy modul E’g%f [kPa] | Lognormalni 20930 0,274
Pomér referenc¢niho edomet- }g/f? [-] Lognormalni 0,733 0,267
rického modulu k se¢novému 0

C.5. Odhad pravdépodobnosti poruchy. Vysledky

V této Casti autor zpresni definici tlohy na takovouto: ,,odhadnout pravdépodobnost
poruchy vySeuvedeného matematického modelu“. Pro provedeni simulaci bylo vyuZito
nabizené vyvojati napojeni Plaxis s Python. Maly pocet ndhodnych proménnych umoz-
nil pouZziti QHull (v reZimu ,Joggled input“) pro vzorkovani. Simulace byly provadény
s vyuZitim ruznych strategii, aZ si autor neuvédomil, Ze uz neni schopen Zadnym zptso-
bem s pomoci QHull ziskat vérohodny Voroneho diagram. Dalsi vzorkovani s pomoci
QHull uz vyZadovalo hlubsi préaci programdtoru — bud vhodnym vy¢isténim jiZ probéh-
lych simulaci pred sestavenim konvexniho obalu, ipravou metrik, nebo prepisovanim
kodu tfeba pro prace s triangulaci Deloneho. Celkem autor chodem QHull neni spoko-
jen. Poté byly provadény dodate¢né simulace pro nalezeni ndvrhového bodu.

Celkovy pocet simulaci je 2560. Porucha nastala ve 403 pripadech, 1289 vzor-
k@ Plaxis odmitl. Zbyvajicich 868 vypo¢ti probéhla tspé$né (Obr. C.11) Navrhovy

2 1S0UZIpNoS

2 1s0UZiIpnos

Obr. C.11: Zobrazeni vSech simulaci (vlevo) a pouze poruch (vpravo) v pravdépodob-

nostnim prostoru (jsou zobrazeny pouze 3 dimenze z 5). KfiZzem je oznacen névrhovy
bod.

bod (Obr. C.11) ma tyto parametry: ¢’ = 22.74°, ¢ = 4,304kPa, e, = 0,604, E’E%f =
= 20364kPa a E", = 14116 kPa. Soufadnice tohoto bodu spolu s a-citlivostmi jsou
uvedeny v Tab. C.2.

Jsou to piekvapivé vysledky. Uhel vnitiniho tfeni ¢’ pry nejen nema Zadny vliv na
spolehlivost, ale jeho «-citlivost dokonce ma opac¢né od predpokladaného znaménko!
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C.5. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY. VYSLEDKY

Tab. C.2: Soutadnice navrhového bodu ve skutecném R, pravdépodobnostnim U
a ve standardnim Gaussovym G prostoru. a-citlivosti.

| N4hodna proménna \ R \ U | G | a |
Tangens Ghlu vnitfniho tieni  tg ¢’ 0,419 0,503 0,008 0,002
Efektivni soudrZznost c 4,304kPa | 4,32-107% | —4,449 | —0,999
Cislo pérovitosti Cinit 0,604 0,502 0,006 0,001
Referencni se¢novy modul E’g%f 20364 kPa 0,513 0,033 0,007
Pomér referenéniho edome- g;’f? 0,693 0,507 0,018 0,004
trického modulu k se¢nové- *
mu

To je z dvou davodu. Za prvé, soudrznost ¢ mé vic jak dvakrét vétsi koeficient varia-
ce. To vyvraci nazor, Ze stabilitni vypocet je vic citlivy na nepifesnost (thlu vnitiniho
treni ¢’ [42]. To plati v absolutnim méfitku, ale ne z hlediska pravdépodobnosti. Dalsi
véc spociva v tom, Ze na rozdil od béZzného Mohr-Coulombového materidlového mo-
delu, v Hardening Soil parametry jsou mezi sebou tésné propojené. Tuhost zeminy je
zavisla na koeficientu zemniho tlaku v klidu K}, a ten — na thlu vnitfniho tfeni ¢'.
Plaxis pfijima extrémné malé hodnoty ¢/, pfi kterych dochazi k poruse, pouze pfi stej-
né extrémné velkém deforma¢nim modulu'? £’} v uréitém, nekonstantnim pomérem
s ™. To je ten diivod, pro¢ QHull nepodafilo najit plochu poruseni p¥i malych ¢/,

ktera pfece je. Zobrazené na obrazku C.11 poruchy pfi nulovém ¢&islu pérovitosti e jsou
A,

»falesné“: Plaxis takové parametry neodmitd, ale vypocet pak neprovadi.
Odhad pravdépodobnosti poruchy metodou FORM je:

BHE = 4,449

=®(—3)=4,31-10"° (C.10)

Ptrorm

Pro teselaci ve skute¢ném prostoru R se standardnimi metrikami 2 byl pouZit oblak
J

108 bodt. Teselaci se objevilo, Ze az 20% pravdépodobnosti patfi nemoZnym staviim,
tém u kterych podil ]:JEC;:? prekracuje povolené meze. Tohle jasné svéd¢i, Ze pravdépo-
dobnostni model neni adekvatni. Smykovy a objemovy deformacni moduly, na jedné
strané, jsou mezi sebou ve velké mife spojené a pii absenci dat bylo moZné pouzit
vztah E'f = 1,25E" [41]. Na druhou stranu li§i se mezi sebou dostate¢né k tomu,

aby byly poZzadovany po uzivateli zvlast [45]. To byl hlavni divod zavedeni pro edo-
metricky modul zvléétfni nédhodné proménné. Tak, pro opakovanou teselaci varia¢ni
pa = 8,72 - 10~*. Pravdépodobnost poruchy je odhadnuta na p;, = 3,43 - 107* se smé-
rodatnou odchylkou s,, = 6,82 - 107°. Takovy velky rozdil mezi odhadem FORM je
zpusoben nekvalitnim vzorkovanim, napfiklad 1718 vzorka nedostaly Zddnou véhu.
Jsou bud’ umistény pfimo na sténé€ hyperkrychle, nebo natolik tésné vedle sebe, Ze ¢ast
dostava se ,,do stinu“. VSechny poruchy, co dostaly vahu, maji soudrznost ¢’ pod navr-
hovym bodem, proto co se tyce odhadu pravdépodobnosti poruchy, v tomto piikladu
autor jednoznac¢né dava prednost odhadu FORM (C.10).

koeficient poméru

byl uméle 5-krat zmensen k dosazeni alespon ,pfijatelnych*

12Nenf jasné&, zda ma to fyzikalni smysl, nebo je to nedokonalost Hardening Soil. Zde autor je na strané
materidlového modelu.
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C. ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY GEOTECHNICKE KONSTRUKCE

Minimdlni stupeni bezpe¢nosti ktery vyskytl u tspés$né spocditanych simulaci je
SFunin = 1,04, autor to interpretuje, jako mirnou strannost na stranu nebezpecnou,
ale ocekavani bylo horsi. Maximalni moment v Sté€tovnici nikdy nepiekrocil navrho-
VY Myax = 168kNm/m < Mg; = 423kN m/m, mezni stav STR v tomto piikladé neni
dosaZitelny.

Jsou taky byli sledovany maximalni vodorovné posuny, které odhali urcité nedoko-
nalosti feSicu. Nékteré vzorky davaji extrémné velké hodnoty deformaci, ¢ast kterych
je opakovatelna, ¢ast nikoliv. Napfiklad, bod s neSikovnymi parametry ¢’ = 22,5°,
¢ = 24,741kPa, ep = 0,640, B’ = 20538kPa a E'™, = 18683kPa opakované vy-
sledkem konsolidace dava posun v fadu stovek metrt. Uspésné spoéitanym bodéim,
u kterych maximéalni vodorovny posun prevysuje 0,5m byla pfifazena pravdépodob-
nost p = 1,77 - 10~ Jsou to dskali geometricky linedrniho vypoctu.

C.6. Zaveér

Autor si uvédomil, Ze materidlovy model, ktery mizZe byt nejlepsim pro determinis-
ticky vypocet, nemusi byt nutné nejlepsi volbou pro vypocet pravdépodobnostni. Roz-
hodujici je kvalita pfedpovédi v extrémnich pfipadech, nikoliv dokonaly fit v oblasti
stfednich hodnot. Autorovi tak setrvava zdjem o pokrocilych materidlovych modelech
tzv. kritického stavu a jejich pouZitelnosti z tohoto hlediska.

Stanovisko autoru na problémy, které byly naznadeny v textu spo¢iva v tom, Ze po-
uzité pravdépodobnostni modely nemusi byt dokonalé, sta¢i najit pfijatelny pro praxi
postup stanoveni rozdéleni a jejich parametrti, vhodnou aproximaci, tak, aby pravdépo-
dobnostni vypocet daval vérohodnéjsi vysledky, neZ pouZivané aktualné spolehlivostni
metody. Ten pouZivat v ekonomicky odtivodnénych pfipadech.

Sice teselace pfi vyhodnoceni necinila Zadny problém, autorovi se bohuZel nepo-
dafilo v tomto prikladé prokazat jeji silné stranky, hlavné kvtli nedostate¢né kvalité
samplovani s pomoci QHull ve, pro tuto tlohu zbyte¢ném, 5-dimenzionalnim prostoru.
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