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ABSTRAKT

Bakalarska prace pojednava o Fraunhoferové difrakci na soustavé identickych
a stejné orientovanych objektu. Prace se zabyva popisem Fraunhoferovy difrakce
nejprve pro tii ruzna rozmisténi otvoru podél piimky. V dalsi ¢asti je promitnut
problém nahodné rozmisténych otvoru podél piimky do rovinné oblasti. Vysledkem
prace je stanoveni odchylek od pravidelného rozmisténi otvoru. Soucasti prace je
popis experimentu Fraunhoferovy difrakce. V zavéru préace jsou umistény snimky

difrakénich jevu, které vysledky modelu ndhodné rozmisténych otvoru ilustruji.

KLICOVA SLOVA

Fraunhoferova difrakce, Fourierova transformace, funkce propustnosti, konvoluce,

miizka.

ABSTRACT
The bachelor’s thesis deals with Fraunhofer diffraction by identical objects of the

same orientation. Main objective of my thesis is description of Fraunhofer diffraction
for three different arrangements of holes along a straight line. In next part, the
problem of random distribution of holes along straight line is set into plane. The
outcome of my thesis is determination of deviations from regular array of holes.
Next part of my thesis includes a description of Fraunhofer diffraction experiment.
In final part of my thesis are pictures of diffraction phenomena, to illustrate results

obtained from model of random distribution of holes.
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UVOD

Fraunhoferova difrakce je vychodiskem mmnoha difrakénich metod studia struktur.
Difrakéni jevy jsou obvykle rozmanitého vzhledu. Maji vSak nékolik spoleénych
obecnych vlastnosti, jichz se obvykle nevyuziva. Ukolem prace je vyuzit téchto
obecnych vlastnosti k interpretaci difraktogramu vznikajicich od pravidelné, ale
zejména od ndhodné rozmisténych otvoru.

Prace je rozdélena do ¢tyt hlavnich ¢asti. Na zacatku je podana definice pojmu
difrakce, spolecné s rozdélenim difrakénich jevi. Déle je zde vysvétlen matematicky
popis Fraunhoferovy difrakce, ktery je neodmyslitelné spojen s Fourierovou trans-
formaci. Druha ¢ast je zaméfena na rozmisténi otvoru podél primky. Zvlastni po-
zornost je zde vénovana modelu rozmisténi otvoru, kdy otvory jsou vychylovany ze
svych poloh pfi pravidelném rozmisténi. Ve tieti ¢asti je predstaven model nahodné
rozmisténych otvoru v rovinné oblasti spolec¢né se souvislosti s problematikou ndhodné
prochazky. Posledni ¢édst se zabyva experimentalni realizaci Fraunhoferovy difrakce.
Ve je doplnéno snimky difrakénich jevi, které ilustruji vysledky obdrzené v predchozi

Casti.






1 DIFRAKCE

Za zakladatele difrakce je povazovan F. M. Grimaldi, ktery pojem difrakce vymezil
takto: ,Svétlo se siri nebo pronika nejen primo, lomem nebo odrazem, nybrz nekdy
jesté jakymsi cturtym zpusobem, difrakei.* [1], kap. 2. Difrakce vychazi z latinského
slova dis, vyjadiujiciho opak, negaci a frangere s vyznamem ldmat. Ceskym ekviva-
lentem slova difrakce je ohyb vilnéni. Difrakce svétla byva mnohdy povazovana za
zvlastni ukaz pii siteni svétla. Ve skutecnosti se jednd o nejjednodussi a nejprirozenéjsi
pohled na siteni svétla kolem nepruhlednych prekazek. S difrakei se lidé setkavali
od nepaméti, at uz se jednalo o ohyb vIn na vodni hladiné, ¢ ohyb zvukovych vin
nebo v pripadé vin svételnych pfi néc¢em tak prostém, jako je ohyb svétla na trase
oka.

Jak jiz bylo zminéno, jednim z prvnich prukopnikt v oblasti difrakce byl F. M.
Grimaldi, jenz podal jakysi kvalitativni popis tohoto fenoménu. Ovsem kvantitativni
popis byl dodan az v 19. stoleti A. J. Fresnelem, ktery nejprve pozménil Huygensuv
princip, do kterého vlozil pozadavek na interferenci sekundérnich vin, kdy mimo
jiné také specifikoval fazi a amplitudu sekundarnich vin. Matematicka podoba Huy-
gensova — Fresnelova principu je uvedena napi. v [1], kap. 3.2(6). Nejvyznamnéjsim
rysem difrakce je ,,ohybani“ dopadajicich vin kolem predmétu, vytvorenych z ma-
terialu, ktery by ve formé neomezeného prostiedi byl zcela nepruhledny. Obdobnym
zpusobem jsou rozptylovany viny prochazejici pruhlednym otvorem na vsechny strany.
Prekazce v pruhledném prostiedi nebo otvoru v nepruhledném predmétu rikame
difrakéni centrum. Ac¢koliv ohyb vytvaii nové jevy, neni to spojeno s zadnymi novymi
fyzikalnimi procesy. VSechny pozorované jevy jsou zpusobeny vynucenymi kmity
difrakénich center s frekvenci viny. Dochéazi k vytvareni novych vin kmity téchto
casti a slozenim novych vin s dopadajici vinou, které vytvaii vyslednou difraktova-
nou vinu [2].

Pro kvalitativni popis vzniku difrakéniho jevu je vhodné pozorovat difrakci z mikro-
skopického hlediska, kdy je zkouména vzajemna interakce mezi vinou a materidlem
na ktery vlna dopadé. Vice napt. v [3], kap. 6.

Difrakéni jevy lze rozdélit nékolika zpusoby: nejprve napt. podle toho, zda difrakce
probihd pouze jednou, ¢i vicekrat:

¢ Kinematicka teorie — u kinematické teorie se predpoklada, ze difrakce prilis

yheovlivni® primarni zafeni a ze nastava pouze jednorazove.

e Dynamicka teorie — zohlednuje zeslabeni priméarni viny v dusledku difrakce

a jedna se o difrakci zareni uz difraktovaného.



Dalsi déleni difrakénich jevu je podle toho, jakym proménnym odpovida rozlozeni
intenzity v difrakénim obrazci:

e Fraunhoferova difrakce — rozlozeni intenzity je funkei sméru.

e Fresnelova difrakce — rozlozeni intenzity je funkci polohy.
Nésledujici kapitoly se vénuji vyhradné Fraunhoferové difrakci a jejimu matema-

tickému popisu, jez je svazan s Fourierovou transformaci.

1.1 Fourierova transformace

V této kapitole bude podana obecna definice Fourierovy transformace spolecné
s vyznamem jednotlivych konstant. Déle zde uvedeme souvislost mezi volbou téchto
konstant s realizaci Fourierovy transformace v jednotlivych védnich oblastech. Fou-

rierovu transformaci a inverzni Fourierovu transformaci definujeme ve tvaru (viz [4],
1.1(1), 1.1(2)),

F(X) = FT{f(2)} = AN/ /f ) exp(—iki - X) dV, (1.1)

f(a‘:’):FT‘l{ BN/ / Jexp(ikz- X)d¥X,  (1.2)

kdy piedpokladéme, 7ze funkce f(Z), f(X) jsou absolutné integrovatelné po édstech
hladké komplexni funkce realnych proménnych Z, X e Ey, s pripadnymi body
nespojitosti pouze v bodech na mnoziné miry nula v Ey. Jednd se o podminku
postacujici, nikoliv nutnou, nutnd podminka existence Fourierova integralu neni
znama. Ve volbé konstantA, B, k ve Fourierové transformaci existuje urcita ,vol-

nost“, konstanty jsou pouze svazany podminkou

|k
o’

AB = (1.3)

vyplyvajici z fundamentalni véty o Fourierové transformaci, ktera rika, ze v pripadeé

existence Fourierova integralu v bodech spojitosti funkce f(Z) plati

f(@) = FT{FT {f()}} = FT"{FT{f(2)}}. (1.4)

V bodech nespojitosti funkce f(#) davé aplikace Fourierovy transformace a inverzni
Fourierovy transformace stfedni hodnotu funkce f(Z) v infinitezimélnim okoli bodu
nespojitosti [1], kap. 1.1. Ted tedy uz k samotné volbé konstant A, B, k. V ruznych
védnich oblastech se tyto konstanty definuji rtizné, jako ptiklad bych zde uvedl jednu

z moznych voleb pouzivanou napiiklad v matematice. Kde volime A = B =1,



k = 2m. Vice o volbé konstant ve Fourierové transformaci se lze doc¢ist napiiklad
v [1], kap. 1.1. Jelikoz se tato prace zabyva aplikaci Fourierovy transformace v optice,
uchylime se k volbé¢ A = +,B = 1,k = 2. Pak inverzn{ Fourierova transformace
predstavuje rozklad funkce propustnosti do tzv. jaddra Fourierovy transformace (viz
[1], kap. 2.2.2).

1.2 Fraunhoferova difrakce

O Fraunhoferové difrakci se ¢asto mluvi jako o Fourierové transformaci funkce pro-
pustnosti. O tom, za jakych podminek tomu tak skutecné je, se lze docist naptiklad
v [5]. Zde bych zminil alespon vyznam funkce propustnosti a jeji souvislost s Fourie-
rovou transformaci. Pii optické difrakci se setkdvame s objekty, které lze povazovat
za dvourozmeérné, napft. fotografické filmy, clony, ¢i difrakéni mtizky. Predpokladejme,
ze tyto objekty jsou alespon v néjaké oblasti transparentni pro néjaky typ vlnéni.
Necht toto vlnéni charakterizuje urcitd vinovéd funkce (oznacme si ji jako vo(z,1)).
Po pruchodu objektem ziskd vinovéd funkce tvar: ¢(x,y), pak podil (viz [1], kap.
2.2.1)

U(z,y)
t(z,y) = —, 1.5
9= oo y) ()
za predpokladu uvedenych napiiklad v [1], kap. 2.2.1, nazveme funkei propustnosti

daného objektu. Funkce propustnosti, je tedy obecné komplexni funkei, pro praxi

vvvvvv

e Amplitudové objekty — funkce propustnosti je ve tvaru

t(z,y) = 7(x,y) exp(iey), (1.6)

kde 7(x,y) je redlnd funkce a ¢, je redlnd konstanta. V praxi amplitudové
objekty jsou realizovany napiiklad jako otvory v nepropustném stinitku, kdy
otvory jsou reprezentovany tzv. charakteristickou funkci otvoriu, ktera je rovna

jedné v misté otvoru a je rovna nule v nepropustnych castech stinitka.

e Fazové objekty — maji v propustnych ¢astech stinitka funkei propustnosti ve

tvaru
t(z,y) = Texp(ie(x,y)), (1.7)

kde 7 je redlnd konstanta a € (x,y) je redlnd funkce polohy. V nepropustnych
¢éstech stinitka je t(x, y) rovna nule. Piikladem mohou byt idedlné propustné
optické elementy — nejcastéji ¢ocka, kterd absorbuje svétlo nepatrné, zatimco

fazi ovliviiuje vyznamneé.



1.3 Fraunhoferova difrakce jako Fourierova

transformace vlnové funkce v roviné stinitka

V dalsim bude podan vztah mezi amplitudou difraktovaného vlnéni a funkci pro-
pustnosti.

Nahlédnutim do [1], kap. 2.2.2(10), lze vidét, ze funkce propustnosti (1.5) vyjadiuje
rozklad této funkce do tzv. jadra Fourierovy transformace, tedy vyjadieni prostie-
dnictvim superpozice rovinnych a evanescentnich vin.

Amplitudu t(x,y) difraktovaného vinéni ve sméru (X, Y, v1 — X? — Y?) vyjadiuje
difrakéni integral, jehoz odvozeni je provedeno dvéma zpusoby. Nejprve z Huygen-
sova — Fresnelova principu a podruhé pomoci teorie systému, kdy na Fraunhoferovu
difrakci lze nahlizet jako na prenos linedarnim systémem (viz [1], kap. 7).

Superpozi¢éni integral nabyva tvaru
+oo
t(z,y) = // T(X,Y)exp (ik (2 X +yY)) dXdY = FTH{T(X,Y)}. (1.8)

Vztah mezi funkel propustnosti ¢(z,y) a amplitudou 7'(X,Y) smérového rozkladu
difraktovaného vlnéni nabyva tvaru inverzni Fourierovy transformace. Uzitim defi-
nice Fourierovy transformace viz (1.1), resp. (1.2), pii volbé konstant A = %, B =1,
k= 27”, inverzni Fourierova transformace k (1.8) ziska tvar

T(X,)Y)= % //+Oot(x,y) exp (—ik (x X 4+ yY)) dxdy = FT {t(x,y)}, (1.9)

coz je hledany vztah mezi funkci propustnosti a amplitudou difraktovaného vInéni.
Meze platnosti vyse uvedenych vztahu, jsou dany podminkami, které urcuje tzv.

optickd difrakce, o jejiz platnosti se lze docist napiiklad v [5].



2 FOURIEROVA TRANSFORMACE FUNKCE
CHARAKTERIZUJICI IDENTICKE OBJEKTY

Tato kapitola se vénuje popisu Fourierovy transformace identickych stejné oriento-
vanych objektt, které jsou od sebe vzajemné posunuty. Vysledky této teorie maji
mnoha uplatnéni, jako priklad zde uvedu difrakci na krystalech, kdy krystal je ob-
vykle tvoren identickymi stejné orientovanymi objekty. Pomoci difrakce na krysta-
lech pak usuzujeme na jejich strukturu.

Bohuzel pfechod z 1D nebo 2D do 3D neni pifmocary, nebot teorie dosud disku-
tovana byla popsana jako feseni tzv. okrajového problému, kdy vlna dopadajici na
difrakéni masku se chovala dle Huygensova — Fresnelova principu. Nyni, kdyz je
maska tfidimenzionalni, muze nastat situace predefinovani okrajovych podminek
a difrakéni obrazec nevznikne. Ukazuje se, ze pouze Fourierova transformace sa-
motna nepopisuje difrakéni obrazec, ale, ze je nutné dodat dalsi podminku. Vzni-
kajici konstukei tzv. Ewaldovy sféry (viz [1], kap. 18) popisujici sméry hlavnich
difrakénich maxim, ktera ndm urci jaké ¢asti Fourierovy transformace ptispivaji
k difrakénimu obrazci (viz [0], kap. 8.4).

Modely déle predstavené jsou provadény na tzv. Diracovych distribucich, (def. napf.
v [1], Dodatek A), kdy budeme uvazovat tzv. bodové otvory.

Vysledny difrakéni obrazec pak odpovida co do vzhledu difrakci na krystalu, coz je
mozné, pouze diky vlastnostem Fourierovy transformace. Jednou z takovych vlast-
nosti je linearita a piimym dusledkem linearity je tzv. Babinetuv princip (viz [4],
kap. 3), vypovidajici o difrakci na objektech, které jsou vzajemné komplementérni.
Pak vzhled difrakéniho obrazce na kruhovém otvoru a na terciku je identicky, vyjma

oblasti primarniho sméru.

2.1 Teoreticky model

Fourierova transformace funkce f(Z), se znaéf F(X). Vychodiskem bude Fourierova

transformace posunutého objektu, tedy

FT{f(7 2%} = exp(~ikX - Z°)F(X), (2.1)

o pravdivosti tohoto tvrzeni se lze presvédcit primym vypoctem, ktery je uveden
v [1], kap. 9.1. Déle se budeme zajimat o Fourierovu transformaci funkce charak-
terizujici identické stejné orientované objekty, které jsou od sebe pouze posunuty

o polohovy vektor #/. Nésledné pak tato funkce bude vyjadiena diky linearité Fou-



rierovy transformace, ve tvaru konvoluce

n

ﬂ@ZE:h@—ﬁwzh@ME:&f—W) (2:2)

J=1

Poté byla provedena Fourierova transformace konvoluce téchto dvou funkci. O tom,
ze Fourierova transformace konvoluce je imérna souc¢inu Fourierovych obrazu danych
funkeci s konstantou imeérnosti ALN se lze presvedcit v [1], kap. 7.3. Vyslednd funkce

nabyva pak tvaru
FT{f(2)} = FT{fy(@)} }_ exp(~ikX - 7). (2.3)
j=1

Fourierova transformace funkce predstavujici soubor identickych stejné orientovanych
objektu je sou¢inem dvou funkci F()? ), kterd je Fourierovou transformaci jednoho
jediného z identickych objektu a druhd — soucet fazoru, ktery ale zavisi pouze na
vzdjemné poloze objektu a nikoliv na jejich vlastnostech [1], kap. 9.2. A prévé tyto

vlastnosti budou déle predmétem zkoumani.

2.2  Obecné vlastnosti souctu S(X:n)

Tyto obecné vlastnosti, kterych se obvykle nevyuziva pfi interpretaci difrakcnich
jevu, predstavuji nékdy to jediné, co lze s urcitosti tvrdit o této souctové funkeci.
Zkouset najit néjaké zavislosti v chovani této funkce muze byt velmi obtizné, protoze
chovani této funkce byva dosti nahodilé. Proto si tyto vlastnosti zde postupné uve-
deme a budeme se zabyvat jejich vyznamem. Dukaz téchto vlastnosti a jejich rozbor

je dukladné proveden v [1], kap. 9.3.

max|S(X;n)| = S(0;n) = n, (2.4)

VelS(F = b)) =0 (25)

([S(X;n)[*) = n, (2.6)

(S(X;n)) = 0, ##£0, j=1,---,n, (2.7)
= 1, @ =0.

Vlastnost (2.4) Fké, ze modul funkce S(X;n), je ohranicenou funkef a nabyva své
maximaln{ hodnoty, kter4 je rovna n, v bodé X = 0. Z vlastnosti (2.4) dale vyplyvé,

7e nehledé na tvar vyrazu pro polohu otvort 27, je velikost centralniho piku intenzity



vzdy rovna n? Tento pik jako prvni rozpoznal Rayleigh v [7], viz [3]. Déle u (2.5)
vidime, ze pocatek je staciondrnim bodem modulu. Dale néasleduje (2.6) urcujici
stfedni hodnotu kvadratu modulu souctové funkce. Posledni (2.7) vypovid4 o stfedni
hodnoté souctové funkee, kterd je rovna 0 pro @ # 0, j=1,---,n, a je rovna 1
pokud pro nékteré j plati, ze 7 = 0. V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat

tvarem souctové funkce S(X;n) pro ruzné rozlozeni otvoru podél primky.

2.3 Model linearni mrizky s pravidelné rozmisténymi

otvory

Polohu jednotlivych otvoru v ptipadé pravidelné rozmisténych otvoru charakterizuje

vyraz
-1
J — _ _
. SR

kdy [ urcuje délkové rozmeéry miizky. Miizkou rozumime oblast ve které jsou rozmistény

N j=1,2,--.,n, (2.8)

otvory, kde n — pocet otvort.

Dosazenim tohoto rozmisténi do souc¢tové funkce, S(X,n), dostdvame

j—1

S(X,n) = Zexp(—ikXxj) = Zexp(—ile[—% + ) =

, : n—1
J=1 J=1

[ 1—exp(—ikXi-"5)

- ) .
B A TS G

a pro hodnotu normované intenzity dostdavame

<2 knXl
1 Sin ( o >
S(X,n)f2 = e

) ’ — 9T ./ v \°
n n*e o342 kX1
()

(2.9)

kde faktor n—12 byl zvolen kvili normovani hodnot jednotlivych hlavnich maxim k hod-
noté 1. Dalsi vlastnosti funkce S ()? ,n) v piipadé pravidelného rozlozeni otvoru je,
ze pro n — oo dostavame sérii 0—funkei, pouze v reciprokém skalovani. Déale s po-
stupné narustajicim poc¢tem otvoru n, narustd i pocet vedlejsich maxim a to vzdy

jako n — 2.

Obr. 2.1: Tlustrativni model miizky pro n = 10 s pravidelné rozmisténymi otvory.
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Obr. 2.2: Vykresleni funkce (2.9) pro: (a) 10 otvoru, (b) 100 otvoru, (c) 1 000 otvoru.
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2.4 Model linearni mrizky s nahodné rozmisténymi

otvory

V této kapitole bude pojedndno o rozmisténi otvoru, které je zcela ndhodné. Cilem
bylo zachovat stejnou délku mriizky pouze s tim rozdilem, Zze polohu jednotlivych
otvortt budeme generovat prostiednictvim generatoru ndhodnych éisel €/, kde viem
¢islim byla pridélena stejnd pravdépodobnost vyskytu a ¢/ €< —1;1 >. Polohu

jednotlivych otvoru charakterizuje vyraz

R —§ej, (2.10)

pokud dosadime tento vyraz do souctové funkce S(X,n) obdrzime

n n

S(X,n) = Zexp(—ikXxj) = Zexp(ikX% e,

J=1 J=1

a pro hodnotu normované intenzity ke sttedni hodnoté dostavame

n 2

1 , 1 l
—|S(X,m)f* =~ [Zcos(kX2e)

Jj=1

n

Zsin(kXé ej)] : (2.11)

J=1

+

kde faktor % byl zvolen kvili normovani stfedni hodnoty k hodnoté 1.

Dale se zaméiime na vliv poc¢tu otvoru na sitku piku, kde byla postupné mérena
délka téchto tseku pro ruzny pocet otvort a pro ruzné série ndhodnych ¢isel €;. Grafy
viz nize byly vykresleny v rdmci jedné série ndhodné generovanych ¢isel. Vysledné

vyhodnoceni bylo provedeno pro tfi série nahodnych ¢isel.

o -« T« T e N l L - =4
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 2.3: Ilustrativni model miizky pro n = 10 s ndhodné rozmisténymi otvory.
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Obr. 2.4: Vykresleni funkce (2.11) pro deset otvort, pro t¥i nahodné na sobé nezavislé
vybéry ndhodnych ¢isel €;, ¢ervend linie zvyraziuje stfedni hodnotu vyrazu (2.11),

kterd je rovna 1. (a) 1. série, (b) 2. série, (c) 3. série.
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Pii analyze sitky piku, byla zkouména nahodné zvolena oblast ve Fourierove
prostoru, o délce deseti blize nespecifikovanych jednotek. Délka tohoto tseku byla
zvolena tak, aby ¢iselné odpovidala rozmérum oblasti, ve které byly rozmistény

otvory.

1 O T T T T T T T T T

(a)

2r /\ 0.4 1.0 i

I 1 1\\ J/\,{/\/—»\/
900 901 902 903 904 905 906 907 908 909 910
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Normovana intenzita ke stredni hodnoté

1 O T T T T T T T T T

4+
0.5 0.4
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AVEVERSAV)

1
900 901 902 903 904 905 906 907 908 909 910
Fourierovska proménna X

|

1 1

Normovana intenzita ke stredni hodnoté

Obr. 2.5: Vykresleni funkce (2.11) v rdmeci jedné série ndhodnych ¢isel, s oznacenymi
sitkami maxim presahujici stfedni hodnotu, vyznacenou cervenou linii. (a) n = 100,

(b) n = 10 000.
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Obr. 2.6: Zavislost souctu sitek piku presahujici stfedni hodnotu pro ruzny pocet

otvort pro tfi ndhodné na sobé nezdvislé vybéry ndhodnych ¢isel ¢;.

Z obr. (2.6) lze vidét, ze dané zavislosti si v bodech odpovidajici uré¢itému poctu
otvoru neodpovidaji a jsou nekorelované. Pocet otvoru tedy neni signifikantnim fak-

torem zodpovédnym za $itku piku.

2.5 Model linearni mrizky ,kvaziperiodicky*

rozmisténych otvoru

Po provedeni kvantifikace pravidelného a zcela ndhodného rozmisténi otvoru, by
mohlo byt zajimavé zkoumat ,néco mezi“. K tomu bylo vyuzito predstavy, kdy ot-
vory byly situovany do pozice jako u pravidelného rozmisténi, pouze s tim rozdilem,
7e z této polohy byly vychyloviany o ndhodné &islo €/. Miru tohoto odchyleni re-
prezentuje hodnota proménné ¢, kdy 6 €< 0;0.5 >. Polohu jednotlivych otvoru

charakterizuje vyraz

, I j—1 o ,
i _Z . e 2.12
x 5 + m— [+ ¢ (2.12)
dosazenim do souctové funkce S(X,n) dostdvame
S(X n):Zn:exp(—ian:j):zn:exp(—ik‘X(—£+j_1 I+ 0 -€))
’ o — 2 n-1 n—1 ’
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a pro hodnotu normované intenzity

1 » 1% j—1 5
= |S(X,n)|* = = [ZCOS (le (n—l +o—¢ + (2.13)

j=1
n 1 . 7]
Y sin (k:Xl (] L0 a)) ,
s n—1 n-—-1 |

kde faktor = byl zvolen kvili normovéni centralniho maxima k hodnoté 1.

n

1
MY

0E K O SR T SR T DR

Obr. 2.7: Tlustrativni model mtizky pro n = 10 s odchylkami otvoru z mtizkovych
poloh pro 6 = 0.3.
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Obr. 2.8: Vykresleni funkce (2.13) pro 1 000 otvoru, pro ruzné hodnoty ©.
(a) 6 = 0.03, (b) & = 0.06.
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Obr. 2.9: Vykresleni funkce (2.13) pro 1 000 otvoru, pro ruzné hodnoty 6. (a) § = 0.1,

(b) § =02, (c) § = 0.3.
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Obr. 2.10: Vykresleni funkce (2.13) pro ruzny pocet otvoru n a ruzné hodnoty 6,
v rdmci tif na sobé nezavislych sérif nahodnych ¢isel €;, kde byla zaznamendvana
velikost jednotlivych maxim. U druhého a tfetiho maxima pro vétsi hodnoty d nebylo
mozné jednoznaéné urcit, zda se jednalo o pik, ¢i sum. (a) 1. série, (b) 2. série,

(c) 3. série.

17



Z obr. (2.10) bylo vypozorovano, ze v pripadé malého poctu otvoru dochazi
k odchyleni od hodnoty uréené statisticky vyznamnéjsim souborem. S narustajicim
poctem otvoru n se tyto odchylky snizuji — viz zelena a ¢erna krivka, které jsou
v ramci daného maxima témeér identické. Tyto odchylky lze vysvétlit tak, ze v pripadé

malého poctu otvoru se jedna o maly statisticky soubor.

Normovana intenzita
o o o
SN D oo

o
N

0 | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Amplituda vychyleni d

Obr. 2.11: Vykresleni zavislosti velikosti tii nejblizsich maxim pro vSechny tii série
nahodnych ¢isel na amplitudé vychyleni 6. Pro n = 5 000. Ziskané hodnoty byly
prolozeny lomenou ¢arou za tcelem zvyseni prehlednosti, poradi maxim je stejné
jako na obr. (2.10).

Vidime, zZe tyto zavislosti jsou pro dany fdd maxima témér identické. Jedna
se tedy o obecnou zdkonitost, kdy hodnota maxim piku pro uréitou hodnotu §
nezalezi na hodnoté €;. V dalsim tedy bude vykreslena zavislost v rdmci jedné série
nahodnych cisel. Pocet otvoru n bude 5 000, volime tak proto, ze v pripadé tohoto
poctu otvoru je soubor dostatecné statisticky vyznamny. A také proto, ze pro tento

pocet otvoru byl ziskdn nejptresnéjsi vysledek.
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Obr. 2.12: Vykresleni zavislosti velikosti tii nejblizsich maxim v rdamci jedné série
nahodnych ¢isel na amplitudé vychyleni 6. Pro n = 5 000. Vyznaceny jsou pouze
body, které potvrzuji platnost vztahu (2.14).

Zavislost velikosti pikii normované intenzity na amplitudé vychyleni § neni né-
hodnd, z obr. (2.12) lze vidét, ze existuji urc¢ité hodnoty ¢, pro které jsou hodnoty
normované intenzity v ruznych radech maxim sobé rovny. Z toho lze usoudit, ze
pokud chceme zjistit hodnotu normované intenzity ,libovolného“ maxima, postupu-

jeme takto
n

Im(E(S) = I,(9), (2.14)
kde I, je intenzita piku, kterou chceme zjistit. Pak m, n jsou fddy maxim kazdého
z piku a plati n < m, § ma vyznam viz kap. 2.5. Dany vztah plati pro pripad n < m.
V pripadé, ze tomu tak neni a chceme zjistit hodnotu intenzity piku fadu nizsiho
nez je nam znaméa hodnota intenzity piku vyssiho fadu, pouze provedeme vyménu
n — m v rovnici (2.14). Dany vztah ovéem plati pouze za predpokladu, kdy maxima

nejsou utlumena vlivem vysoké hodnoty 9.
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3 NAHODNE ROZMISTENE OBJEKTY
V ROVINE

Po vysetfeni chovani souctové funkce S(X, n) promitneme tento problém do rovinné
oblasti. Pfipad nahodné rozmisténych otvoru v roviné je jednou z verzi tzv. ,nahodné
prochazky“. Literatury zabyvajici se problematikou ndhodné prochazky v ruznych
oblastech je obrovské mnozstvi, (viz napt. [9], kap. 7, [10], nebo [11]). Uvazujme
nahodné rozlozeni velkého poctu objektu v roving, s témito dvéma omezenimi:
1. Zadné dva objekty nejsou piilis blizko u sebe, aby doslo k vzdjemnému piekryvu
jejich apertur.
2. Z&dné dva objekty nejsou piilis daleko od sebe, aby byla splnéna podminka
Fraunhoferovy difrakce.
Podminka (1) je splnéna bezpodminecné, nebot objekty uvazujeme jako bodové.
Podminka (2) je splnéna za predpokladu Ny < 1, kde Ny je Fresnelovo ¢islo defino-

vané vztahem

0,2

Nf:E,

(3.1)

kde a je polomér kruznice zahrnujici oblasti, kde ma difrakéni stinitko nenulové
hodnoty funkce propustnosti, A je vlnova délka dopadajici viny a z je vzdéalenost

difrakéniho stinitka od roviny pozorovéni, (viz [1], 3.6(13)).

K tomuto problému bude nejprve pristupovano z hlediska statistické fyziky. Jak
jiz bylo zminéno v kap. 2.1 difrakce na identickych stejné orientovanych objektech
ma vzhled, jako kdyby se jednalo o difrakci na jednom z objektu a faktorem ktery
je dan geometrickym usporddanim objektu.

V dalsim uvazujme ,velké* mnozstvi ndhodné rozmisténych objektu v rovinné ob-
lasti, kde ndahodné generovand ¢isla maji uniformni rozdéleni pravdépodobnosti.
Lze ukazat, ze pro pripad, kdy n — oo, lze rozlozeni intenzity vzniklé od nahodné
rozmisténych objektu popsat statistikou (3.2), viz ( [12], kap. 2.2).

Hustota pravdépodobnosti P, detekce intenzity zaieni proslého difrakénim stinit-
kem v oblasti o poloméru p, je dana Bernoulliho formulf [3], [13].

2 2
P, = —pe (3.2)

V dalsim bylo vyuzito ziskané hustoty pravdépodobnosti k vyjadieni o¢ekdvané hod-

noty intenzity

00 2 oo 2
(SCCY.P) = [ pRdp=2 [ e Fdp—n (33
0 0
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Ziskany vysledek ovsem netika, ze kdyz je n ,velké“ tak v piipadé jedné ndhodné
kombinace rozlozeni otvoru bude o¢ekdvand hodnota intenzity rovna n, ale ze v pripa-
dé velkého poctu pokusu, kdy rozmisténi otvoru jsou v kazdém pokusu na sobé
nezavisla, tak vysledna hodnota ocekdavané hodnoty intenzity bude mit tendenci
blizit se k n, [11].

Coz je velmi dulezity vysledek, ktery tikd, Ze mimo primarni smér, ve kterém
|5(0,0,n)]* = n?, je vysledny difrakéni obrazec, vznikly na ndhodné uspoiddanych
objektech stejny jako n — nasobek difrakce na objektu jediném. Tedy pti pozorovani
obdrzime intenzitu, ktera s odchylkami bude odpovidat n. Zbyva zjistit, zda tato

odchyleni jsou srovnatelnd s hodnotami o¢ekdvané hodnoty. Pro tyto ucely zde uve-
deme hodnotu smérodatné odchylky A(|S(X,Y,n)|?)

A(S(X, Y, m)?) = n. (3.4)

Vidime, ze tato odchyleni od o¢ekavané hodnoty jsou srovnatelna se samotnou hod-
notou o¢ekavané hodnoty bez ohledu na to, jak velké je n (viz [3], kap. 7.16).
Ziskané vysledky lze také interpretovat tak, ze v blizkosti primarniho smeéru, tedy
kdyz difrakéni dhly jsou malé, je zareni z apertur zcela korelovano. Naproti tomu
daleko od primarniho smeéru je naopak zcela nekorelovano. Pro prechodnou oblast
nabyva |S(X,Y,n)|* hodnot mezi 0 a n?, a zdieni je tzv. ¢dstetné korelované. Jednd
se tedy o jakousi kombinaci pravidelnosti a tplné ndhody (viz [3], kap. 7.16).
Ziskané vysledky jsou aplikovatelné i pro pripad ndhodné rozmisténych otvoru ve
¢tvercové oblasti, dokonce je lze pouzit na zobecnéni pro pripad obecné dimenze
prostoru [11].

Ze vztahu (2.3) vyplyva, ze vznikly difrakéni obrazec je tvoren soucinem Fourie-
rovy transformace jediného z objektu a faktoru, ktery je dan pouze geometrickym
usporadanim objektu, coz se do vzhledu difrakéniho obrazce v piipadé nahodné
rozmisténych otvort promitne jako zrnity obraz difrakce na jednom objektu. Tato
zrnitost nachazi jistou analogii v osvétleni drsného povrchu vysoce koherentnim
svétlem. Pak viny rozptylené od opticky drsného povrchu nemaji pouze nahodnou
hodnotu faze, ale i nahodnou hodnotu amplitudy. Interference téchto ,,defazovanych“
ale koherentnich sekundarnich vin dava vzniknout vyslednému ,granulovanému* ob-
razci intenzity, coz nejprve bylo povazovano za nezadouci, az do okamziku, kdy bylo

objeveno, ze tyto speckle mohou nést informaci o drsnosti povrchu [14].
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3.1 Teoreticky model

Pti vytvareni modelu byl vyuzit vysledek ziskany v kap. 2.1, kdy v pripadé 2D,
nabyva vztah (2.3) tvaru

FT{f(z,y)} = FT {fo(z,y)} Y _ exp(~ik[z’ X + ¢ Y]), (3.5)

J=1

kde polohy otvoru 27, 3’ jsou zcela ndhodné pouze s rozmérovym omezenim danym
velikosti modelované mtizky. Dale byly vytvoreny dva ruzné modely, které se lisily
tvarem difrakéni mrizky, tedy ¢tvercovy a kruhovy model. V piipadé ¢tvercového
modelu byly body na mfizce rozmistény ndhodné do ¢tvercové oblasti o délce strany
[, u kruhového modelu byly otvory rozmistény nahodné do kruhové oblasti o po-
loméru £. S prihlédnutim ke tvaru funkee S(X,Y,n), viz vztah (3.5), nabyvé vyraz

pro hodnotu normované intenzity ke stfedni hodnoté tvaru

2 2

1 1 i . ,
ZI1S(X. Y. n)?= - k' X + k'Y
S1SOGY )P =~ 4 | D cos(ka’ X + ky'Y)

j=1

Z sin(kx?! X + ky’Y) ,

j=1

_|_

kde faktor % byl zvolen kvuli normovani stiedni hodnoty k hodnoté 1. Velikost

vykreslovaci oblasti byla stejna jako v kap. 2.4.

3.1.1 Ctvercovy model

Polohu jednotlivych otvoru ve ¢tvercové oblasti o délce strany [ charakterizuje vyraz

J
T = l'ej,la

v o= 1 €2,

kde €;,,€;, €< —1;1 > jsou ndhodné generovana ¢isla.
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Norm. intenzita ke stf. hodnoté
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Obr. 3.1: Vykreslen{ funkce 1[S(X,Y,n)> pro ndhodné rozmisténé otvory ve
¢tvercové oblasti o délce strany deseti jednotek a vyznacend hodnota izofoty 1, jejiz

velikost byla zkouména postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 3, (b) n = 6.
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Obr. 3.2: Vykreslen{ funkce 1[S(X,Y,n)> pro ndhodné rozmisténé otvory ve
¢tvercové oblasti o délce strany deseti jednotek a vyznacend hodnota izofoty 1, jejiz

velikost byla zkoumdna postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n =7, (b) n = 14.
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3.1.2 Kruhovy model

Polohu jednotlivych otvoru v kruhové oblasti o poloméru r = % charakterizuje vyraz

¥ o= r. €j1 - cos(2m - €;2),

v o= r- €1 - sin(27m - €52),

kde €;,,€;, €< 0;1 > jsou ndhodné generovana cisla.

Norm. intenzita ke stf. hodnoté
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Obr. 3.3: Vykreslenf funkce  |S(X,Y, n)|? pro ndhodné rozmisténé otvory v kruhové
oblasti o poloméru péti jednotek a vyznacend hodnota izofoty 1, jejiz velikost byla

zkouméana postupné pro ruzny pocet otvoru. n = 3.
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Norm. intenzita ke stf. hodnoté
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Obr. 3.4: Vykreslenf funkce 2 |S(X, Y, n)[? pro ndhodné rozmisténé otvory v kruhové
oblasti o poloméru péti jednotek a vyznacena hodnota izofoty 1, jejiz velikost byla

zkouména postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 6, (b) n = 7.
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Norm. intenzita ke stf. hodnoté
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Obr. 3.5: Vykreslenf funkce + |S(X,Y, n)|? pro ndhodné rozmisténé otvory v kruhové
oblasti o poloméru péti jednotek a vyznacend hodnota izofoty 1, jejiz velikost byla

zkouména. n = 14.

Z vysledku modelu ziskanych v kap. (3.1.1), resp. (3.1.2) vidime, Ze pro malé
hodnoty n pfevlada vliv poctu otvoru nad vlivem usporddani. Tedy zpocatku lze
vidét v obrazcich urcitou pravidelnost, ktera se postupné ,,rozpada“ az do okamziku,
kdy soubor nabude statistické vyznammnosti. Pak zacne prevladat vliv uspotradani
nad poctem otvoru a pocet otvoru n nebude signifikantnim faktorem zodpovédnym
za vzhled obrazcu. Vidime ale také to, ze tvar modelované oblasti nemd vliv na
velikost, ¢i tvar ,fleki“ ve vzniklém obrazci. Tvar modelované oblasti se projevi
pouze co do vzhledu centralniho piku, ktery odpovida difrakci na miizce jako celku,

tedy na ¢tverci, resp. kruhu.
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Obr. 3.6: (a) Mfiizka pro 10 000 ndhodné rozmisténych otvoru ve ¢tvercové oblasti
o délce strany deseti jednotek, (b) mfizka pro 10 000 ndhodné rozmisténych ot-
voru v kruhové oblasti o poloméru péti jednotek, (c), (d) vzhled centrdlniho piku

normované intenzity -5 [S(X,Y,n)[%.
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4 EXPERIMENTALNI CAST

V této kapitole bude blize podana experimentalni realizace Fraunhoferovy difrakce,

spolecné s prokazanim souhlasu teorie a experimentu.

4.1 Experiment

Vysledkem Fraunhoferovy difrakce je rozlozeni intenzity jako funkce sméru. Jed-
notlivym difrakénim smérum pak odpovidaji body nevlastni roviny. To znamena,
ze difrakéni obrazec lze pozorovat v oo. V praxi lze difrakéni obrazce pozorovat
i v konecné vzdalenosti, ale ohybové jevy mohou mit prilis velkou plochu, coz byva
dosti nepraktické pro detekci. Proto bylo vyuzito optickych vlastnosti spojné ¢ocky,
ktera provede fokusaci obrazu nevlastni roviny do své obrazové ohniskové roviny
(viz [1], kap. 2.4).

9

n\

N 7

AN 7

AN %

a 7
L/ -

S b

Obr. 4.1: Experimentalni usporddani, pti némz rozlozeni intenzity ve Fraunhoferové
difrakénim obrazci odpovidé ¢tverci modulu Fourierovy transformace funkce pro-

pustnosti objektu, prevzato z [1].

V kap. 2.1 bylo ukazano, jak vypada Fourierova transformace posunutého ob-
jektu. Jelikoz se pii Fraunhoferové difrakci zajimadme pouze o intenzitu zafeni,
dostdvame (viz [1], kap. 9.1(3)).

[FT{f@)} P = [FT{f(@ -2} . (4.1)

Posunuti objektu nemé vliv na rozlozeni intenzity difrakéniho obrazce a jeho vzhled
se tedy nemeéni, coz je dulezity vysledek ktery tika, ze v prostoru mezi kolimujici
a fokusujici cocku nemusime objekt néjak centrovat vzhledem k optické ose. Také to
umoznuje poznat, kdy se jedné o Fraunhoferovu difrakci. Pohybem objektu v ramci
kolimovaného svazku svétla, aniz objekt byl naklonén ¢i natocen, v piipadé, ze se

difrakéni obrazec nemeéni, jednd se o Fraunhoferovu difrakei (viz [1], kap. 9.1).
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4.2 Provedeni experimentu

Snimky difrakénich jevit byly porizeny na optické lavici na Ustavu fyzikdlniho inze-
nyrstvi VUT v Brné. Jako zdznamové medium byla pouzita kamera Imaging Source
DFK 51AU02, ptipojena prostiednictvim USB portu k pocitaci a vysledny snimek
byl zobrazen v programu IC Capture.

Ze zdroje zéafeni, predstavovaného He — Ne laserem o vinové délce A = 632 nm
a vykonu P = 15 mW, vychdazi koherentni svazek. Ten pro tcely rovnomérného
osvétleni difrakéniho stinitka byl ,roztazen“ prostfednictvim prostorového filtru.
Hlavnim dtivodem pro¢ umistujeme do experimentalni sestavy prostorovy filtr je, Ze
umoznuje odstranit vady, které zhorsuji vnitini strukturu svazku. Obvykle se jedna
o vady zpusobené napft. necistotami ulpénymi na optickych prvcich, ¢i mechanickymi
vadami na skle optickych prvku. Tyto vady se ve spektru prostorovych frekvenci vy-
skytuji ve vysokofrekvenéni oblasti. Pak vhodnym filtrem typu dolni propust jsme
schopni tyto frekvence odstranit a propustit jen frekvence odpovidajici intenzité
svazku. Z prostorového filtru pak vychazi kulova vlna, kterd dale dopada na spoj-
nou ¢ocku o ohniskové vzdalenosti f = 0.7 m. Po pruchodu cockou, ktera slouzi
jako kolimator svazku dopadd na difrakéni stinitko kolimovany svazek. Fraunho-
ferova difrakce byla pozorovana prostfednictvim spojné ¢ocky o f = 0.7 m. Do
ohniskové roviny ¢ocky byla umisténa kamera a zaznamenan difrakéni obrazec. Pti
experimentovani byly vysledné snimky znaéné preexponované, pro tyto ucely byly
pouzity polarizacni filtry, které zvysily expozi¢ni dobu. Ze znalosti parametru ka-
mery bylo ur¢eno méfitko difrakénich jevu. Rozliseni kamery bylo 1 600 x 1 200
pixelu. Velikost jednoho pixelu byla 4.4 um. Pak velikost ihlu « viz obr. (4.2) byla
stanovena jako

1 Rozliseni - Velikost pixelu

tana = — ,
2

f

kde f je ohniskova vzdalenost cocky.

3 520 um

f=07m

Obr. 4.2: Princip vypocétu meéritka.
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4.3 Obrazova cast

(a)

(b)

Obr. 4.3: (a) Fraunhoferova difrakce na 25 ndhodné rozmisténych otvorech,
(b) difrakéni maska. Polomér masky R = 1.5 cm, polomér oblasti ve které byly

rozmistény otvory R’ = 0.6 cm, polomér kazdého kruhového otvoru r = 0.15 mm.
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Obr. 4.4: (a) Fraunhoferova difrakce na 50 ndhodné rozmisténych symetrickych dvo-

jicich otvoru, (b) difrakéni maska. Polomér masky R = 1.5 c¢cm, polomér oblasti
ve které byly rozmistény otvory R’ = 0.7 cm, polomér kazdého kruhového otvoru

r = 0.15 mm.
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Obr. 4.5: (a) Fraunhoferova difrakce na 200 ndhodné rozmisténych otvorech,

(b) difrakéni maska. Polomér masky R = 1.5 cm, polomér oblasti ve které byly

rozmistény otvory R’ = 0.7 cm, polomér kazdého kruhového otvoru r = 0.15 mm.
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Obr. 4.6: (a) Fraunhoferova difrakce na 300 ndhodné rozmisténych otvorech,

(b) difrakéni maska. Polomér masky R = 1.5 cm, polomér oblasti ve které byly

rozmistény otvory R’ = 0.7 cm, polomeér kazdého kruhového otvoru r = 0.15 mm.
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Obr. 4.7: (a) Fraunhoferova difrakce na 400 ndhodné rozmisténych otvorech,

(b) difrakéni maska. Polomér masky R = 1.5 cm, polomér oblasti ve které byly

rozmistény otvory R’ = 0.7 cm, polomér kazdého kruhového otvoru r = 0.15 mm.
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Obr. 4.8: (a) Fraunhoferova difrakce na 70 ndhodné rozmisténych otvorech,

(b) difrakéni maska. Rozméry masky 3.5 cm a 2.5 cm. Rozmeéry oblasti ve které byly

rozmistény otvory 2 cm a 1 cm, polomeér kazdého kruhového otvoru » = 0.3 mm.
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5 ZAVER

V bakalaiské praci byla nejprve podana definice pojmu difrakce. Déle byla vysvétlena
souvislost Fraunhoferovy difrakce s Fourierovou transformaci. V dalsim byly predsta-
veny modely pravidelné a nahodné rozmisténych otvoru. Z vysledku ziskanych v kap.
2.4 je prokazana nezavislost vlivu poc¢tu ndhodné rozmisténych otvoru na vzhledu
difrak¢niho obrazce, coz bylo prokazano na tfech na sobé nezavislych vybérech
nahodnych ¢isel. Jednim z ustfednich bodu préace bylo stanoveni odchylek od pravi-
delného rozmisténi otvort. Vypozorovana zavislost je pfinejmensim velmi prekvapiva
a jeji popis je uveden v kap. 2.5. V dalsim byl zkouman piipad ndhodné rozmisténych
otvoru v rovinné oblasti. Spolecné s vlivem poctu otvoru, pripadné s vlivem tvaru ro-
vinné oblasti na vzhled difrakénich obrazcti. Vliv tvaru oblasti ve které rozmistujeme
otvory byl zkoumén na modelu ndhodné rozmisténych otvoru ve ¢tvercové a kruhové
oblasti. Obé tyto zavislosti se prokazaly byt negativni. V experimentdlni casti byla
predstavena experimentdlni realizace Fraunhoferovy difrakce. V obrazové ¢asti byly
umistény snimky Fraunhoferovy difrakce na nahodné rozmisténych otvorech. Tyto
snimky slouzi jako potvrzeni vysledku ziskanych v predchozich ¢astech. V dodatku

byly umistény dalsi grafy jednotlivych modela.
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DODATKY

Dodatek A - Grafy ¢tvercového modelu

Norm. intenzita ke stf. hodnoté
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Obr. A.1: Vykresleni funkce 1[S(X,Y,n)|? pro ndhodné rozmisténé otvory ve
¢tvercové oblasti o délce strany deseti jednotek a vyznacena hodnota izofoty 1, jejiz

velikost byla zkouména postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 158, (b) n = 357.
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Obr. A.2: Vykresleni funkce +[S(X,Y,n)|* pro ndhodné rozmisténé otvory ve
¢tvercové oblasti o délce strany deseti jednotek a vyznacend hodnota izofoty 1,
jejiz velikost byla zkoumédna postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 1 500,

(b) n = 5 000.
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Dodatek B - Grafy kruhového modelu
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Obr. B.1: Vykresleni funkce % |S(X,Y,n)[* pro ndhodné rozmisténé otvory v kru-
hové oblasti o polomeéru péti jednotek a vyznacena hodnota izofoty 1, jejiz velikost

byla zkouména postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 158, (b) n = 357.
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Obr. B.2: Vykreslen{ funkce +[S(X,Y,n)|* pro ndhodné rozmisténé otvory v kru-
hové oblasti o poloméru péti jednotek a vyznacena hodnota izofoty 1, jejiz velikost

byla zkouména postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 1 500, (b) n = 5 000.
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Obr. B.3: Vykresleni funkce +[S(X,Y,n)|* pro ndhodné rozmisténé otvory v kru-
hové oblasti o poloméru péti jednotek a vyznacena hodnota izofoty 1, jejiz velikost

byla zkouména postupné pro ruzny pocet otvoru. (a) n = 20 000, (b) n = 50 000.
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