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(pulsujici) proudéni ne—newtonské kapaliny v poddajné nehomogenni a anizotropni ,trubici“. Jedna
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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva pulsujicim proudénim newtonské a ne-newtonské kapa-
liny. V teoretické ¢asti jsou uvedeny potfebné teoretické znalosti jak obecné k pulsujicimu
proudéni, tak k ne-newtonskému chovani kapaliny. Déle se prace zaméruje na numerické
modelovani pulsujicitho proudéni v primé, idealné tuhé trubici a v ,,patient-specific* modelu
lidské tepny, presnéji v karotidé. Jsou pouzity dvé metody: numerické feseni pomoci me-
tody kone¢nych objemu (MKO) a také analytické feseni pomoci Besselovych funkei (tzv.
Womersley). Vysledky jsou validovany proti experimentalnimu méfeni metodou ,particle
image velocimetry“ (PIV). Shoda numerického feSeni s experimentalnimi daty je vzhledem
k nepresnostem PIV velmi dobra z obou pohledt - kvalitativné i kvantitativné. Numerické
feSeni dale srovnava vliv turbulence a ne-newtonské kapaliny viuci bazi (lamindrni, new-
tonskéd kapalina). Vyvinutd metodika je v zdvéru aplikovana na ,patient-specific* model
karotidy, zrekonstruovany z CT snimki. Méreni in vivo je v lidskych tepnach velmi na-
kladné a casto invazivni. Vystupy z méreni jsou tak omezené, vétSinou pouze na tlak a
prutok. Vypoctové modelovani proudéni (CFD) je neinvazivni a vystupy jsou pres celou
doménu. Diky témto vyhodam CFD vyrazné piispiva k pochopeni vlivu hemodynamiky pri
tvorbé kardiovaskularnich onemocnéni.

Abstract

This master’s thesis deals with pulsating flow of Newtonian and non-Newtonian fluid. The-
oretical part represents necessary theoretical knowledge for pulsating flow and understan-
ding of non-Newtonian behaviour. Furthermore the thesis focus is directed on numerical
simulation of pulsating flow in straight, ideally rigid tube and in patient-specific model of
human artery, more precisely in carotid. Two methods are used: numerical solution based
on finite volume method (FVM) and also analytical solution using Bessel functions by Wo-
mersley. Results are validated against experimental measurements of velocity profiles by
particle image velocity method (PIV). The agreement between numerical and experimental
data with consideration of PIV inaccuracy was was very good from both point of views -
qualitative and quantitative. Numerical solution also compare influence of turbulence and
non-Newtonian behaviour towards base (laminar flow, Newtonian fluid). Developed me-
thodology is then applied on patient-specific model of carotid, which was renovated from
computed tomography. Measurements in vivo in human arteries is very expensive and often
invasive. Because of that measurement outputs are limited, most of the time on pressure
and flow. Computational fluid dynamics (CFD) is non-invasive and outputs are through
whole domain. Due to these advantages CFD significantly contributes to understanding of
hemodynamics influence in cardiovascular diseases.
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Kapitola 1

Uvod

Diplomova préace se zabyva pulsujicim proudénim newtonské a ne-newtonské kapaliny. Tyto
jednotlivé druhy chovani zastupuje krev, ktera je velmi komplexni kapalinou z hlediska jeji
kompozice a struktury. V zéavislosti na jejim slozeni vykazuje krev nékolik jevii (smykové
fidnuti, viskoelasticita, tixotropie, kritické smykové napéti). Ve vypoctovém modelovani se
vSak vétsina téchto ne-newtonskych aspektti zanedbava a v tvahu se berou jen ty, které
maji podstatny vliv. Z tohoto diivodu je teoreticka ¢ast vénovana pravé také témto jevam.

Srdce funkci podobné membranovému cerpadlu dodava této kapaliné pulsujici charak-
ter, ktera proudi potrubim respektive cévami. Poddajnost cév souvisejici s jejich strukturou
je zminéna pouze okrajové a vétsi diiraz je kladen na pulsujici proudéni. Obecné je proudéni
skutecné kapaliny popsdno dvéma zdkladnimi rovnicemi, a to rovnici kontinuity a hybnosti.
S urcitymi predpoklady lze pomoci téchto rovnic pulsujici proudéni kapaliny odvodit ana-
lyticky:.

Prakticka ¢ast se zaméruje na pulsujici proudéni newtonské kapaliny (vody) ve sklenéné
trubici. Experimentalni data rychlostnich profili pomoci metody ,,particle image velocime-
try“ (PIV) byly obdrzeny z Technické univerzity v Liberci. Nasledné jsou uvedeny dvé
numerické simulace, ze kterych jsou rychlostni profily porovnany s experimentem. Otazkou
vSak je, zdali je dostacujici pro tento pripad vyuzit pouze rovnic pro laminarni proudéni.
Proto je vyuzit hybridni turbulentni model, ktery je vhodny pro proudéni pii nizkych
Reynoldsovych c¢islech. Pulsujici lamindrni proudéni newtonské kapaliny v primé trubici
je mozné odvodit analyticky, coz predstavuje idealizovany pripad uvedeného experimentu.
Toto reseni vyuziva Fourierovy transformace tlakového gradientu vedouci na Womersleyho
rychlostni profily.

Ve vypoctovém modelovani proudéni krve se uvazuji pouze nékterd ne-newtonské cho-
vani a nékdy byvaji aplné zanedbana. Na stejnou geometrii byl tak aplikovin model smy-
kového Tidnuti a model o konstantni viskozité. Zavérem jsou provedeny numerické simulace
na specifické geometrii karotidy, kde jsou z pohledu hemodynamiky lokalizoviny mista
s moznymi nefyziologickymi podminkami.
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Kapitola 2

Krev

7 hlediska charakterizujicich vlastnosti se krev fadi mezi ne-newtonské kapaliny a tudiz
nesplnuje linedrni zavislost mezi smykovym napétim 7 a smykovou rychlosti 4. Mira disi-
pace energie zpusobena bunéénymi deformacemi a skluzy (viskozita) tak neni konstantni. Z
tohoto diivodu se nahrazuje viskozita viskozitou efektivni p.r, kterd je zavisld na smykové
rychlosti 4 a mnoha dalsich faktorech a plati rovnice 2.1 [13]. Ze zéavislosti p.r na ¥ lze
vyvodit chovani jako je smykové Fidnuti resp. houstnuti, kdy efektivni viskozita klesa resp.
roste se smykovou rychlosti. Krev se vyznacuje zejména smykovym fidnutim, tixotropii a
viskoelasticitou.

T = :UJefﬁ/ (2'1)

Dalsim charakteristickym znakem je schopnost proudéni az po prekroceni kritického napéti
7y (v anglické literatufe , yield stress“), v opacném piipadé se krev chova jako tuhé téleso.

Vv

2.1 Kompozice a struktura krve

Vyznamny obsah krve tvori plazma (az 55%) a ¢ervené krvinky neboli erytrocyty. Plazmu,
jako kapalnou slozku krve, tvoii z 93% voda, 3% proteiny (albumin, globulin a fibrinogen)
a zbylou ¢ast organické a anorganické latky. Jeji chovani je na rozdil od krve jako celku
newtonské s teplotné proménnou viskozitou (1,2 mPa-s pti teploté 37 °C). Elastické bunky
erytrocyty jsou druhou podstatnou slozkou krve a maji zasadni vliv na ne-newtonské chovani
krve. Jejich primérna Zivotnost je 120 dni a télo musi produkovat okolo 3-10° erytrocytii
denné na jeden kilogram hmotnosti ¢lovéka. Tuto kontinudlni produkci zajistuje kostni
dien. Erytrocyty predstavuji vice nez 99% ze vSech bunék, kde zbyly objem zaujimaji bilé
krvinky (leukocyty) a krevni desticky (trombocyty). Objemové zastoupeni erytrocyti v krvi
se oznacuje jako hematokrit a u dospélého clovéka ¢ini priblizné 47 %. Maji bikonk4vni tvar
a skladaji se z elastické membrany obepinajici vodu s hemoglobinem (newtonskéd kapalina
o viskozité 6 mPa-s), ktery prenasi kyslik z plic do tkani a oxid uhli¢ity z tkani zpét do plic.
Tyto vlastnosti umoznuji jejich deformaci, popripadé agregaci a maji tak vliv na celkovou
viskozitu krve [16] [14].

Pti malych smykovych rychlostech maji erytrocyty tendenci se shlukovat do struktur
zvanych ,rouleaux® a tak dochazi k vyraznému zvyseni efektivni viskozity. Jedné se o rela-
tivné dlouhé valcovité struktury z nahromadénych erytrocytu, které se vétvi a tvori celkovou
sit. Tento nartst nastava pii snizeni smykovych rychlosti pod 1 s~ [7].

10
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Obrazek 2.1: Jednotlivé linearni a vétvici se rouleaux zachycené na mikroskopu s odlisnym
poCtem erytrocytu 2; 4; 9; 15; 36 (a, b, ¢, d, e, f) a celkovd sit g) [16]. Geometrické parametry
jednoho erytrocytu h) [13].

Obrazek 2.1 ukazuje zachycené snimky na mikroskopickém sklicku jednotlivych rouleaux
a z nich vytvorenou sekunddrni strukturu (obr. 2.1g). Pro predstavu je uvedeno méfitko
a priblizné geometrické parametry jednoho erytrocytu o priméru D, objemu V a plose
povrchu S s maximélni tloustkou ¢,, [7]. Pokud se smykové rychlosti blizi nule a hodnota
hematokritu je dostate¢né vysoka, bunky vytvori jeden velky agregat a krev se zac¢ina cho-
vat jako tuhé téleso. S vysokymi hodnotami 7 se rouleaux rozpadaji a tim se p.; snizuje,
jednotlivé bunky se rozptyluji v plazmé a zarovnavaji podélné s proudnicemi. Naopak pri
nizkych hodnotach dominuje Browniiv pohyb a orientace je ndhodna. Smykové fidnouci
chovani a kritické smykové napéti 7, je tedy disledkem formace rouleaux. S procesem shlu-
kovani vysoce souvisi pritomnost proteint plazmy. Experimentalni pokusy s oplachnutymi
erytrocyty v ¢istém roztoku pii pridavani fibrinogenu prokazaly vyrazny nartst viskozity
pri nizkych smykovych rychlostech. Tato suspenze vykazovala také kritické smykové napéti
Ty [15].

2.1.1 Dulezitost proteint plazmy

Ne-newtonské chovani a vliv proteint plazmy jsou znédzornény na grafu 2.2. Jedna se o zavis-
lost relativni viskozity p, (pomér viskozity dané suspenze a viskozity plazmy) na 5. Kazda
kiivka zndzornuje jiny druh suspenze erytrocytu. V krevni plazmé (P), v Ringerové roztoku
bez tprav s albuminem (11%) (A) a kfivka chemicky zpevnénych erytrocytu, u kterych ne-
dochéazi k deformacim (T). Pfiddnim albuminu je udrzovan pfirozeny tvar erytrocyti. Pro
vSechny uvedené suspenze je obsah erytrocytu stejny H = 45%. Absence ostatnich proteint,
jako jsou fibrinogen a globulin, vykazuje u k¥ivky A vyrazny vliv na agregaci. Netvori se
rouleaux a nedochézi tak k prudkému nérustu relativni viskozity [32]. Naopak z kiivky

11
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Obrazek 2.2: Zavislost relativni viskozity p, na smykové rychlosti 4 pro jednotlivé suspenze s
erytrocyty; P - plazma, A - Ringertv roztok s albuminem bez tprav, T- chemicky zpevnéné
erytrocyty v Ringerové roztoku s albuminem [7].

P (erytrocyty v plazmé) je patrné zpevnujici se chovani u nizkych smykovych rychlosti.
Ptiblizné od 4 <1 s~! lze pozorovat nartist relativni viskozity.

Jak uz bylo zminéno, pti vyssich smykovych rychlostech se erytrocyty zarovnavaji s proudni-
cemi, navic také dochdzi k jejich prodluzovani (deformaci). Tim se snizuje viskozita a kiivka
A (P) klesa. Naopak kiivka T stagnuje kvili nedeformovatelnym erytrocytum, dokonce se
celkové jevi jako konstantni [16]. Ze vSech zminénych vlastnosti je patrna zavislost viskozity
na mnoha faktorech, jako jsou hematokrit, teplota, smykova rychlost, bunééna agregace a
deformace, ale také tvar bunék a jejich orientace. Nicméné ne-newtonské chovani, zejména
smykové ridnuti, je vyraznéjsi u mensich cév. Pro vétsi cévy, napiiklad u aorty, lze uvazovat
krev jako newtonskou kapalinu s konstantni viskozitou, protoze bézny fyziologicky rozsah
smykové rychlosti se zde pohybuje mezi 30 - 450 s~! [13] (viz obr. 2.2 kiivka P). U zdravych
jedincti je hrani¢ni hodnota, kdy chovani krve je ¢isté newtonské, okolo 100 s~ [9].

12
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Kapitola 3

Proudéni ve velkych cévach

Kvili vétsim prumériam a vysokym smykovym rychlostem se ve vétsich cévéch (pramér cévy
> 1 mm) krev chova prevazné jako newtonské kapalina s konstantni viskozitou 3,5 mPa-s.
Nejenze se zanedbava ne-newtonské chovani krve, ale také se v mnoha studiich modeluji cévy
jako nepoddjené. Napriklad stenty slouzici k udrzeni prichodnosti cévy se modeluji jako
tuhé. Nicméné tyto idealizované nedeformujici se geometrie zanedbavaji mnoho dilezitych
vlastnosti. Zejména siteni pulsni vlny ve sténach tepny, které ovliviiuje proudové pole uvnitt
domény a z ného plynouci veli¢iny. Uvazovani poddajnosti je dtlezité napriklad u posuzovani
rizika ruptury aorty, kde deformace stén hraje dulezitou roli. U tepen deformace kolisaji v
rozmezi £4% jejich prumeéru [13] (vice v sekei 3.1).

Pro feSeni problému ve vypoc¢tovém modelovani proudéni (CFD-,,Computational Fluid
Dynamics®) se pouzivaji programy simulujici proudéni na zékladé metody kone¢nych ob-
jemt (MKO). Tyto CFD programy, jako je naptiklad ANSYS® Fluent®, vyuzivaji pre-
devsim dvou zakladnich rovnic hydrodynamiky. Jedna se o zédkon zachovani hybnosti, tzv.
Navier-Stokesova (NS) rovnice 3.1 [44] [45], a rovnici kontinuity 3.3 [41]. Ta vyjadiuje zdkon
zachovani hmotnosti pro nestlacitelnou kapalinu o konstantni hustoté p. NS rovnice je pro
vyuziti v kapitole 5.1.3 prepsana z maticového tvaru do Einsteinovi sumac¢ni symboliky 3.5
(ESS). Deviacni tenzor napéti T je imérny tenzoru rychlosti deformace D (viz 3.2 [32]).
Tenzor rychlosti deformace D je spojovan se stlacitelnosti kapaliny a to tak, Ze pro jeho
prvni invariant Ip plati 3.3, kdy pro nestacitelnou kapalinu je roven nule. Taktéz ozna-
¢ovano jako nezridlovost vektorového pole, tj. nulova divergence. Invariant je vyjadfen na
zékladé ,stopy“ (v anglickém jazyce ,trace“), kterd je definovina jako suma elementt na
hlavni diagonéle [41]. Uéinek vnéjich sil a, pFedstavujici sily jako jsou napiiklad gravitacni,
se u proudéni krve vétSinou zanedbava. Pii feSeni lamindrniho proudéni v 3D prostoru mé
systém celkové 4 neznamé. Jednotlivé slozky vektoru rychlosti v a tlak p. Rovnice 3.1 je
popséana pro kazdou slozku rychlosti. Systém je tak uzavien s rovnici kontinuity a defino-
vanim prislusnych okrajovych a poc¢atecnich podminek. Pro turbulentni proudéni je situace

vvvvv

0
p(%—l—p(v‘V)v:—Vp—i-V-T—i-pa (3.1)
T
7 =2uD = 2“@ (3.2)
sz- . 81}j .
ID—trD—V-V—axi—axj—O (3.3)
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Pomér setrvacénych a viskéznich sil vyjadiuje Reynoldsovo bezrozmérné ¢islo 3.6. U prou-
déni krve jsou rychlosti a prameéry cév relativné malé, tudiz je proudéni prevazné laminarni
(Re<2300). Dulezitost difuzniho ¢lenu V - 7 tak hraje vétsi roli (do ESS s uvdzenim ne-
stlacitelné kapaliny prepsan rovnici 3.4). Muze ale dojit ke vzniku nestabilit (turbulence)
vyvolanych prevazujicimi setrvaénymi silami. Za konvekci je z matematického hlediska od-
povédny nelinearni ¢len (v.V)wv. Vliv setrva¢nych sil u proudéni krve vsak neni vétsinou
dostateény na to, aby doslo k plné vyvinutému turbulentnimu proudéni (Re>10000) [32].
Uvedend mezni c¢isla jsou pouze orientacni, u krve se v zavislosti na pulsujicim proudéni,
ne-newtonském chovani, poddajnosti a drsnosti cév mohou vyznamné lisit.

B konvekce _wvD

Re = (3.6)

difuze ~ v

Prechod z laminarni do prechodové az turbulentni oblasti pfi proudéni na rovinné plose je
ilustrovan obrazkem 3.1. Laminarni proudéni je charakterizovino hladkymi proudnicemi,
¢éstice se pohybuji v rovnobéznych vrstvach bez priéného miseni (usporddany pohyb) [23].
Naopak turbulentni proudéni je vysoce neusporadany pohyb, ktery nastava kvuli rychlost-
nim fluktuacim. Pti dostatecné velkych Re je mozné rozdélit proudici viskézni tekutinu do
dvou oblasti. Jedna se o oblast v blizkosti stény, kde se uplatnuji viskézni sily a oblast, kde
se proudéni ridi vyhradné setrva¢nymi silami. Daleko od stén se da Tici, ze proudéni je skoro
az potencidlni (nevifivé) [8]. U turbulentniho proudéni se mezni vrstva (MV) skldda z néko-
lika prilehlych vrstev. U stény, kde jsou nejmensi rychlosti se vyskytuje viskdzni (laminarni)
podvrstva. Nésleduje prechodova vrstva (v anglické literatufe také ,buffer layer®) a zbyla
¢ast pak predstavuje turbulentni vrstvu. Velikostné viskézni a prechodova vrstva zaujima
pfiblizné 15% (vnitini vrstva) a turbulentni vrstva zbylou ¢ast (vnéjsi vrstva)[36]. Zdali je
proudéni v MV laminarni nebo turbulentni urcuje nejen Re, ale také drsnost povrchu.

Uoo Laminarni oblast Ptechodova oblast Turbulentni oblast

- Uy,

P¥echodova
vrstva

.)‘/

3}

TlouStka mezni  Viskdzni (lamindrni)
vrstvy 6 podvrstva

Obrazek 3.1: Proudéni kapaliny pfes rovinny povrch zndzornujici vyvin mezni vrstvy a
ptrechod z jednotlivych rezimu proudéni [31].

Celkova tloustka MV 6 neni jednoznacénd a tudiz je vétSinou definovana smluvné. Nejcastéji
na zakladé porovnani rychlostniho profilu s rychlostnim profilem potencidlniho proudéni

bez tfeni (idedlni kapalina). V tomto ptipadé by se jednalo o pistovy profil [52].
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Podle zdroje [31] je tloustka urcena jako vertikalni vzdédlenost od rovinné plochy do mista,
kde rychlost odpovida 99% rychlosti v neovlivnéné oblasti Us,. U lamindrniho proudéni se
da tici, Ze laminarni MV je naptic¢ celym rychlostnim profilem.

Kritické Reynoldsovo ¢islo slouzi k vymezeni pfechodu z oblasti lamindrni do precho-
dové. U krve je vsak stanoveni tohoto ¢isla ponékud obtizné a to nejen kviili komplexnim
vlastnostem proudéni krve (pulsace, poddajnost cév, ne-newtonska kapalina) ale také drs-
nosti a krivosti cév. Turbulentni proudéni za fyziologickych podminek se muze vyskytnout
predevsim v pozdni fézi systoly (zpomaleni proudéni). Avsak aby k takovému proudéni
doslo je potieba urcity ¢as k vyvinuti turbulence. To zavisi na frekvenci srde¢niho pulsu,
kdy ¢asovy okamzik pozdni systoly nemusi byt dostacujici pro vznik tohoto typu proudéni.
Zacétek systoly (zrychleni) méa naopak stabilizujici efekt [38]. Turbulentni proudéni muze
nastat napr. pri vysokych rychlostech nebo bezprostfedné za zOzenim cév, tzv. stenodze.
Krev zrychlend zizenim prochézi ndhlym rozsitenim prifezu a dochézi k nestabilité a na-
slednému zaviteni [43]. Vzniklé viry v krevnim proudu maji za nasledek zvyseni tlaku, coz
vede k vétsi zatézi srdce. Vyskyt virt ovSem nemusi charakterizovat turbulentni proudéni,
miize se jednat o laminarni virové struktury.

Vysokofrekven¢ni fluktuace rychlosti, které jsou charakteristické pro turbulentni prou-
déni, byly u proudéni krve pozorovany in vivo ve vzestupné aorté (Re=4000), arteriovenoz-
nim stentu a za mechanickymi srdeénimi chlopnémi. S predpokladem izotropni a homo-
genni kapaliny tyto fluktuace predstavuji kaskddu ndhodnych vira (obrazek 3.2), kdy dle
teorie energetické kaskady se nejvétsi viry rozpadaji a predavaji energii virim mensim. Ty
nejmensi viry, na tzv. Kolmogorovu méritku, se nevétvi a nepredévaji jejich energii dalsim
rozpadajicim se virim ale dochézi k disipaci této energie [4].

©
o 2

>
©

Obrazek 3.2: Znazornéni energetické kaskady virti, velké viry se postupné rozpadaji na
mensi viry, kde tento proces je ukoné¢en disipaci energie nejmensich vira v teplo [35].

0000000000000 0OCCOCOO0000



VUT-EU-ODDI-13303-09-20

3.1 Cévy a sireni tlakové viny

Obecné se tlak v cévich lisi se vzdéalenosti od srdce. Tento jev je mozné sledovat na prikladu
tlakové viny u vzestupné a abdominalni aorty, které jsou v ruzné vzdélenosti (viz obr. 3.3).
Tlakova vlna se skrz systém siti uréitou rychlosti a tudiz je v abdominalni aorté opozdéna
za vlnou v aorté vzestupné, ktera je blize srdci. Amplituda tlakového pulzu (systolicky tlak)

Vv

Mista méteni jednotlivych aort jsou vzdélené priblizné 0,5 m, ¢asovy posun mezi nimi je
ca 0,1 s. Priimérnd rychlost §ffeni viny na tomto tseku je tedy se vlna pohybuje 5 m-s~!.
Rychlost sifeni viny vsak zavisi na vice faktorech a tato hodnota je pouze informativni.
Aorta se distalné zuzuje a zvysuje se jeji tuhost, kvili ¢emuz se tato rychlost méni. Kromé
toho se také méni tvaru pulzu a nartistd amplituda. Nartst tlaku je na zacatku periody

strméjsi a na rozdil od priblizné linearné klesajiciho tlaku ve vzestupné aorté nastava prudsi

sV,

jako diastolicky [46].
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Obrazek 3.3: Rozdilnost tlakovych vin ve vzestupné a abdominalni aorté, kde vzdalenost
méfenych mist je priblizné 0,5 m [46].

N

Napriklad u karotidy se mohou tyto radidlni deformace pohybovat az v rozmezi + 7,4%
[13]. Polomér tepny se méni nelinedrné v zévislosti na tlaku. Navic arteridlni sténa vykazuje
anizotropii (odlisna tuhost v jednotlivych smérech), hyperelasticitu a viskoelasticitu, ktera
je oproti ostatnim jevim zanedbatelna. Pii vypoctovém modelovani poddajnych vyseku
vaskularniho stromu (FSI-,Fluid Structure Interaction®) dochazi v mistech ukonceni k ne-
zéddoucim odraztim téchto vin. To zptsobuje nefyziologické tvary tlakové a priutokové viny.
Tento problém lze feSit pomoci 1D modelu, které urc¢itym zptsobem tyto viny zachycuji
[13] [46].

Stény se skladaji z trivrstvé struktury tunice intima, tunica media a tunica adventia,
které jsou znazornény v pricném rezu na obrazku 3.4. Tunica intima predstavuje nejvniti-
néjsi vrstvu a jeji tloustka u mladého a zdravého jedince je jenom nékolik mikrometri.
Tato vrstva obsahuje endotelialni bunky, které slouzi jako rozhrani mezi vnitini ¢asti tepny
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(lumenem), kde se nachézi krev a zbylou ¢asti stény. Prostfedni vrstva tunica media je pro-
klddana jednotlivymi elastickymi vrstvami a oddélena od vnitini vrstvy vnitini elastickou
vrstvou (VEV). Vnéjsi vrstva tunica adventia pomaha propojovat tepny s okolni pojivou
tkani.

Lumen tepny

Elastické

~ -

Obrazek 3.4: Pri¢ny fez stény tepny zahrnujici jednotlivé vrstvy - tunica intima, tunica
media, tunica adventia a lumen tepny [13].

Tlakové pulzace se tedy sifi napri¢ cévni soustavou s urcitou rychlosti, kterd zavisi jak na
poddajnosti cévy (materidlové vlastnosti), tak na jeji velikosti. Pulzy cestuji jako pticné
elastické vlny. Tento jev je podobny vodnimu razu s tim rozdilem, ze v podstaté vsechna
elastické energie je ukladana ve sténach. Nejvice vyrazné pulzace jsou ve velkych tepnach.
Arterioly a navazujici kapilary, které propojuji tepny a zily, tlumi tyto pulzace (velka tla-
kova ztrata - 50 az 70 %) a tim padem jsou méné vyrazné smérem k periferii. Tlak i nadale
v zilnim systému smérem k srdci klesa. To muze v nékterych pripadech zpusobovat elipticky
tvar zil nebo dokonce jejich kolaps. V dusledku tlakové ztraty jsou charakteristické rych-
losti a tlaky nizsi nez u tepen. Aby nedochéazelo ke zpétnému proudéni jsou zily opatieny
chlopnémi, které funguji na principu zpétného ventilu a umoznuji tak pouze jednosmérné
proudéni. Zily jsou obecné oproti tepndm méné nichylné k cévnim onemocnénim jako je
napriklad aterosklerdza [13] [46].

Endotelialni bunky in vivo jsou ovliviiovani dvéma silami, a to z obvodového a smy-
kového napéti. Tyto sily se chovaji na zdkladé pulzaci buzenych srdcem (az na mista, kde
jsou tlakové pulzace tlumené). Toto cyklické obvodové napéti je disledkem transmurdlniho
tlaku py,. 3.7 [45]. Jednd se o rozdil tlaku pusobicich na sténu tepny (vnitini minus vnéjsi).
Tento tlak zahrnuje hydrostatickou slozku tmérnou hustoté krve uvnit tepny p, gravitaci g
a vysce h. Pricemz vnéjsi tlak pusobici na sténu je blizky atmosférickému. Dalsimi slozkami
jsou Casoveé nezavisly tlak pg a periodicky casové proménny tlak p;. [45].

Ptr = pgh + po + pt (3.7)
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Povrchy endotelialnich bunék jsou také vystavovany trecim silam od smykového napéti vy-
volané proudénim krve [6]. Kombinace téchto dvou uc¢inku ovliviiuje morfologii a orientaci
téchto bunék. Napriklad pri vétsich smykovych napétich u stény pri laminarnim proudéni
se bunky zarovnavaji a protahuji ve sméru proudu. Naopak s nizkymi a oscilujicimi hod-
notami napéti zaujimaji polygonalni tvar bez zietelné orientace. Tyto hodnoty slouzi jako
lokalizac¢ni faktor, kde se muze vyvijet ateroskleréza.

Hodnotam smykového napéti za fyziologickych podminek odpovidd 7>1,5 Pa. Tyto
vyss$i hodnoty umoznuji urcitou ochranu viaci vzniku aterosklerézy . Naopak v citlivych
oblastech, souvisejici se vznikem aterosklerdzy, se smykové napéti pohybuje v rozmezi +0, 4
Pa [25]. Chovani pfi jednotlivych podminkéch je zndzornéno na obrazku 3.5. Jedna se o
aortu skotu, kde na levém obrazku je vystavena fyziologickym podminkam po 24 hodin.
Endotelialni bunky se zarovnavaji se smérem proudu. Naopak napravo pti 7 = £0,4 Pa
zaujimaji nepravidelny polygonalni tvar bez vyrazné orientace.

b) Nizké smykové napéti ==0.4 Pa

Obrézek 3.5: Chovani endotelidlnich bunék zndzornénych na aorté skotu; a) pii fyziologic-
kych podminkach, b) pfi nizkych smykovych napétich [25].

V anglické literatufe se smykové napéti na arteridlnich sténdch (lumindlni) oznacuje jako
WSS (,Wall Shear Stress“). Ve vypoc¢tovém modelovani se stanovuje ¢asové prumérovany
WSS (TAWSS-,Time Averaged Wall Shear Stress), kterému odpovidd vztah 3.8 [27].
Velikosti vektora WSS jsou c¢asové zintegrovany v jednotlivych uzlech pres periodu T.

T
TAWSS = % / | ' WSS | dt (3.8)
0

Dalsi dulezitou veli¢inou je oscila¢ni smykovy index OSI (,,Oscillatory Shear Index“). Jedna
se 0 bezrozmérnou veli¢inu, kterd popisuje oscila¢ni vlastnosti daného média rovnici 3.9
[27]. Udava jak moc se méni smér WSS v prubéhu srdeéniho cyklu. Hodnota se pohybuje
v rozmezi 0 az 0,5, kdy nejmensi hodnota znac¢i oblast jednosmérného proudéni. Nejvétsi
hodnota naopak predstavuje oblast, kde je pozorovano zcela oscila¢ni proudéni.

T

WSS dt

osr=2(1- M (3.9)
2 Jo | WSS | dt

Clanek [42] se zabyva numerickymi vypocty v idealné tuhé a poddajné trubici. Poukazuje
na rozdily ve vypoctovém modelovani pii uvazovani tepen jako idedlné tuhych. Konkrétné
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se jedna o bifurkaci karotidy, pres kterou se krev dostava do mozku. Jelikoz je tato tepna
nachylnd na aterosklerézu je vhodné si predstavit chovani jak rychlostniho pole, tak pre-
devsim veli¢in jako je WSS. Na obrazku 3.6 lze vidét vysledky z vypoctové simulace v
ANSYS® CFX®. Hodnoty WSS byly odeditany z vnéjsiho poloméru interni karotidy zna-
zornéné na obrazku vpravo. V grafu jsou porovnany vysledky pti uvazovani tuhé a poddajné
karotidy - FSI.

0.6
Tuha karotida - Carreau-Yasuda
05| —FSI - Carreau-Yasuda
FSI - Newton
Tuha karotida - Newton
04r
g
2 03
> \
O(I)'J 0.2
=
01
O L
X
-0.1 ' ‘ : :
0.415 0.42 0.425 0.43 0.435 0.44

X [m]

Obrézek 3.6: Porovnani vypoctovych simulaci tuhé karotidy a FSI jak s pouzitym newton-
skym modelem krve, tak s ne-newtonskym Carreau-Yasuda modelem [42].

Kvalitativné lze usoudit prevaznou shodu chovani jednotlivych kiivek. A to jak u newtonské
kapaliny, tak i u smykového fidnuti popsané modelem Carreau-Yasuda (viz sekce Visk6zni
modely 4.1). Kvantitativné jsou pozorovany relativné malé odchylky. Maximalni rozdil u
simulaci FSI a tuhé trubice je priblizné 0,0125 Pa. Nicméné uvazovani pouze newtonského
modelu krve ma vétsi dopad, kde maximalni odchylka od Carrea-Yasuda modelu dosahuje
0,175 Pa. Tato prace je soustfedéna predevsim na proudéni newtonské a ne-newtonské krve.
FSI presahuje jeji obsah a tudiz se o tomto tématu zminuje pouze okrajoveé.

3.2 Poiseuillovo proudéni

Proudéni krve mé prevazné laminarni charakter a proto je vhodné tento jev popsat pro
jednodussi ptipad ustaleného déje. Pro staciondrni laminarni proudéni (% = 0) v pfimém
potrubi je charakteristicky parabolicky rychlostni profil. Lze ho odvodit pomoci Navier-
Stokesovi rovnice a rovnice kontinuity. Jelikoz se jedna o valcovity tvar potrubi (cévy) je
vhodné si prevést tyto rovnice do cylindrického souradného systému s jednotlivymi sourad-
nicemi 7, 6 a z. Rovnice 3.10 [45] predstavuje rovnici kontinuity a zbylé rovnice 3.11, 3.12

a 3.13 [45] jednotlivé slozky NS rovnice .

19 1dvg .

Far U TG T, =0 (3.10)
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ovy N vy n @é‘mr B ’Ui E)vz _Op + n
P\ar " ar T a0 e par
(3.11)
18(%)_%4_18%@_28 0%v,
ror\ Or r2 = r2 962 200 822
Ovy Ovg v Ovg ’L)T’Ug 81}9 10p
(81&+UT or + — - 00 + . _,7+pa0+
, (3.12)
10 7/ Ouy Vg 1 0%v9 2 0v,  O%ug
(mr(rar) 22 T 2oy T o )
0v,, n ov,, %avz n ov, \ _@ n 4
at " r o0 oz a9r P
(3.13)

0
(1 ) ( v ) L1 +a2vz>
ror\ Or r2 062 022
Predpoklady:
e Proudéni je staciondrni a tudiz parcidlni derivace podle ¢asu jsou nulové (% =0)

e Radidlni a obvodové slozky rychlosti jsou nulové, jedna se pouze o axidlni proudéni

e Proudéni je rotacné symetrické a tudiz parcidlni derivace podle thlové souradnice 6

jsou nulové (% =0)

e Proudéni je plné vyvinuté (nekoneéné dlouhé potrubi), tim padem je velikost rychlosti
ve sméru z konstantni a derivace nulova ( %LZZ = 0), tato podminka plyne i z rovnice

kontinuity a druhého predpokladu

Na zékladé téchto predpokladi a zanedbanim gravitacnich tcinkt vyplyva z rovnice 3.11
neménnost tlaku v radidlni slozce (87; = 0). Tlak se tedy méni pouze v axidlnim smeéru
a je experimentalné dokazano, ze tato zména je konstantni 8— = %. Po zahrnuti téchto
predpokladi z rovnic 3.11-3.13 je obdrzena pouze jedna rovnice ve tvaru 3.14 [21] (v, = u).
Parcidlni derivace jsou nahrazeny totdlnimi (zdvislost jedné proménné). Z nasledné dvojité
integrace je potfeba urcit integracni konstanty C; a Ca. Rychlost ve stfedu potrubi u(0)
je konecné cislo a tudiz konstanta C1 musi byt nulova z duvodu definice logaritmu. Druha
konstanta je obdrzena z podminky ulpivani redlné (viskézni) kapaliny ve styku s potrubim
plati u(R) = 0. Tato podminka znac¢i nulovou hodnotu normélové i teéné slozky rychlosti
na sténé. Vysledny tvar 3.22 je parabolické zavislost axidlni rychlosti « na poloméru r. Tato

rovnice se také znaci jako Pouiseuilleova rovnice, kde y = £.

1dy/duy  1dp Ap
rdr( 5) T udz Lp (3:14)
Ap
u(r) = 1L il 2+ CyInr + Cy (3.15)
Ap 2y _ ApR? 2
u(r) = 4HL(R re) = 1L (1—19%) (3.16)
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Stejny vysledek je obdrzen uzitim silové rovnovahy na element kapaliny o poloméru r a
rovnici pro newtonskou kapalinu 3.20. V ptimém potrubi je diky zanedbédni gravitac¢nich
ucinkt tlak ve vertikalnim fezu vsSude stejny. Po délce potrubi se vsak méni a tlak ps je v
porovnani s tlakem p; ochuzen o tlakovou ztratu Ap. Gradient rychlosti je dle rychlostniho
profilu a danym soufadnicim na obrazku 3.7 zaporny, kvili tomu je vztah 3.20 opatien
znaménkem minus, aby smykové napéti vychazelo kladné. Kombinaci vztaht 3.19, 3.20 a
naslednou integraci kdy konstanta C' je opét urcena z podminky ulpivani, je obdrzen stejny
vztah jako v predeslém pripadé [23].

Rychlostni profil

(1) (2)

Obrazek 3.7: Sily pisobici na valcovity element o délce | a poloméru r uvnitt potrubi o
prumeéru D pri konstantni rychlosti elementu [19].

Fi—F—F=0 (3.17)
p1r? — (p1 — Ap)mr? — 27l = 0 (3.18)

Ap 271

du

A
u(r) = —4757"2 +C (3.21)
Ap

u(r) = M(RQ —r?) (3.22)

3.3 Womersleyho rychlostni profily

U proudéni krve neni tlakovy gradient konstantni, ale osciluje s frekvenci f. Tim padem uz
neni axialni rychlost zavisla pouze na radidlni soufadnici, ale i na case. Jedné se o lami-
narni nestacionarni proudéni a do rovnice 3.14 vstupuje nestacionarni ¢len —L 2%, Vyuzitim

v Ot
znalosti derivaci dvou funkei v souc¢inu mé tedy tvar nasledujici.

Pu 10u 10u 10p
o T ror ver  uos (3:23)
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Je vhodné definovat bezrozmérné velic¢iny a zavést je do této rovnice. Rychlost u* = u/U,

soufadnice r* = 5, 2* = %, tlak a cas t* = wt. Dané bezrozmérné veliciny se vztahuji
na jejich charakteristickou maximélni hodnotu. Pro tlak pak plati p* = 5—5 a vysledna

bezrozmeérna rovnice hybnosti mé tvar 3.26 [21].

o*u* 1 ou* _ ewdut R Op

(3.24)

or*? + ™ or v ot- U dz*

oo R\/f (3.25)

O*u* 1 ou* 2 Ou*  Op*
o2 T o Y o T 0z
7 cehoz plyne dalsi dilezité bezrozmérné cislo charakterizujici proudéni krve, a to Wo-
mersleyho ¢islo 3.25. Toto ¢islo souvisi se Stokesovou vrstvou dg, ktera se nachazi v bezpro-
stfedni blizkosti stén a pfi oscilaci kapaliny v ni dochazi k tlumeni pohybu. Stokesova vrstva
je imérna £ a Womersleyho cislo je tak rovno poméru %. Z ¢ehoz je mozné usoudit, ze

(3.26)

tvar rychlostnich profilii se bude odvijet na zakladé Womergleyho ¢isla. Naptiklad u vétsich
a bude polomér cév v porovnani se Stokesovou vrstvou vétsi a tudiz rychlostni profil bude
odpovidat vice pistovému tvaru, vyjma blizkosti stén. Naopak pii nizkych hodnotach se
budou vice podobat parabolickému tvaru. Womersleyho ¢islo, podobné jako Reynoldsovo,
je tedy mozné definovat jako podil nestaciondrnich setrvacnych sil a viskéznich sil [13].
Predpokladaji se tak dvé asymptotni reseni rovnice 3.23.

Jelikoz se jedna o oscilaéni pohyb, rychlost i tlak jsou proménné s ¢asem a plati rovnice
3.27 a 3.28 (™! = coswt + isinwt).

u = et (3.27)
Op _ 0P
— = —e¢ 3.28
0z 0z (3:28)
Derivaci nestacionarnfho ¢lenu a vyuZitim znalosti komplexnich é&isel (i2 = —1) se tato

rovnice upravi na 3.29.
82a+ 18ﬁ+z’3wA 10p
e Wy S
orz  ror v w0z
a) Pro a — 0 (malé pruméry cév nebo nizké frekvence) prevazuji viskézni sily a rovnice 3.29
ma tvar nasledujici. Tento tvar plyne z rovnice 3.26, kde nestacionarni ¢len je zanedbatelné

maly. Reseni vede na kvazistaticky Poiseuilleho profil [45].

(3.29)

Oa  10a  19p

o Y dr T s (3.30)
_ 7i@ 2 2\ iwt
u= ™ 82(R r)e (3.31)

b) Druhym extrémem pro @ — oo je dominance setrvacnych sil. Opét z rovnice 3.26 je
nestaciondrni ¢len naopak vyrazné vétsi [45].

. 19p
= —== 3.32
wu paz ( )

_ { 6]3 wt
= o 5C (3.33)
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Tyto dvé limitni feSeni jsou zndzornény na obrazku 3.8. Z tlakového gradientu ve tvaru
kosinus plynou jednotlivé rychlostni profily, které maji v zévislosti na « odlisné tvary. V
pripadé a) se jednd o parabolické rychlostni profily a u b) tzv. pistové. Lze si vSimnout, ze
oscilace téchto profil jsou oproti tlakovému gradientu fazové posunuty u a) o 180°, naopak
u b) fazovy posun ¢ini 90°.

a) b)

dp/dz

0

e
dp/dz

0
//

025 0.5 0,75 0 0,25 0.5 0,75
T vT

Obrazek 3.8: Jednotlivé asymptotni feseni a) a — 0 s fdzovym posunem 180° a b) a — o0
s fazovym posunem 90° [45].

Matematicky rovnice 3.29 predstavuje nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého
fadu. ReSeni je dosazeno pomoci Besselovych funkei prvniho a druhého druhu nultého
rfadu. Jednd se o funkce, které jsou vyuzivany pii feSeni rotacné symetrickych dloh, nékdy
také oznacCovany jako cylindrické funkce. Tyto funkce tlumené kmitaji pri prechodu do
nekonecna. Jako prvni je nutné si prevést rovnici na tzv. Besselovu rovnici v homogennim
tvaru (;Bp = 0). K tomu je vyuzita substituce s = i%a%, kdy po upravé je obdrzen
pozadovany tvar [21].
302 0u 3?1004 sw.

varou  ran Zou 39y = 34
R? 882+R2585+z I/u 0 (3.34)

o 104 ot 104 nQB
—_ ] = — - =0 3.35
832+383+u 832+383 ( 32)u ( )

7 tohoto tvaru rovnice lze posoudit, ze Feseni homogenni rovnice bude dosazeno pomoci
nultého radu Besselovych funkci (np = 0). Jelikoz je np celé nezdporné ¢islo feseni mé tvar

[2]:
= K1Jo(s) + K2Yo(s) (3.36)

Dand hodnota np konverguje k celému ¢islu a kvili tomu nabyva funkce Yj(s) neurc¢itého
tvaru. Pro urceni této funkce lze vyuzit ’'Hospitalova pravidla [37].
Jo(s) cos(npm) — J; (s))
nn ( 0 B 0
Yo(s) = lim e =

np—0 6n (sin(npm))

(3.37)

7 c¢ehoz plyne, ze konstanta K5 je nula. Kombinaci homogenniho a partikularniho reseni
uP = p%% ma dand rovnice obecné Teseni 3.38. Konstanta K je uréena z okrajové pod-

minky 4(R) = 0 a s vyuzitim zpétné substituce je rovna 3.39. Celkové Feseni nehomogenni
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linedarni diferencialni rovnice druhého fadu uvadi 3.41. Tato rovnice predstavuje Womer-
sleyho rychlostni profily [48].

o= K1Jo(s) + P (3.38)
P
Ki=-——2_ (3.39)
Jo(ai2)
. ~ .3
0= &t 9p 1— M (3.40)
pw Oz Jo(ai2)
. ~ .3
u= 0P 1-— 7,]0(04/132) et (3.41)
pw Oz Jo(ai2)

Besselovi funkce je mozné vyjadrit na zakladé faze 6y a amplitudy My. Jejich hodnoty jsou
tabuloviny a uvedeny v pfiloze v tabulce ¢.1 [29] [48]. Nésledujici vztahy vychézi ze zdroje
[48].

Jolayiz) = Mo(y)e V) (3.42)
Jo(OéZ%) = M()eieo (3.43)
50 = 90 - Go(y) (344)

Pokud je redlna ¢ast tlaku vyjadrena obecné jako %em obecné M cos(wt + ¢), kde M je
amplituda a ¢ fazovy posun, pak pro odpovidajici redlnou ¢ast axialni rychlosti ze vztahu
3.41 plati 3.47. Dany vztah byl odvozen na zakladé uziti obecného vztahu €0 = cos()+i sin()
a predeslych vztahu 3.42-3.44.

u= j)\f} (sin(wt +¢) — M]\(}(Oy) (sin(wt + ¢) cos(—dp) + cos(wt + ¢) sin(—50)>> (3.45)

Vyuzitim vzorce pro goniometrické funkce 3.46 je obdrzen vztah pro axialni rychlost w.

sin(() + {}) = sin(()) cos({}) + cos(()) sin({}) (3.46)
Moly) sin(wt + ¢ — 50)) (3.47)

u= Aji(sin(wt—i— o) —

Rovnici 3.47 lze dale upravit pomoci Kosinovy véty a goniometrickych funkci. Reseni je
tak zjednodusSeno pouze na jednu funkci sinus. Z uvedenych vztaha plyne zavislost faze e
na y, tim padem se tato fize méni napri¢ potrubim. Faze matematicky predstavuje vliv
viskdznich a nestaciondrnich setrvac¢nych sil.

Mo (y)
ho = A4
o= Mk (3.48)
My =1+ — 2ho cos &g (3.49)
h() sin 50
= arctan —— 3.50
€0 = arctatt 1 — hg cos dy ( )
M1
u= ?;M{)sin(wt + ¢+ e€o) (3.51)

, , " o M (o .
Upravenim vztahu pomoci Womersleyho ¢isla proménna -2, v porovnani s Pouseilleho
rovnici, odpovid4 ¢lenu i(l — ).

M R?

u = ??Mésin(wt + ¢+ e€o) (3.52)

24



VUT-EU-ODDI-13303-09-20

Kapitola 4

Ne-newtonské chovani krve

Jak uz bylo zminéno, krev vykazuje pfi nizkych smykovych rychlostech ne-newtonské cho-
vani, které nelze zanedbat. U deviacniho tenzoru napéti T zastupujici diftzni ¢len v NS
rovnici uz neni viskozita konstantni. Viskozita u je zobecnénd na funkci jednotlivych inva-
riant. Prvni invariant Ip je roven nule, jelikoz se predpoklada nestlacitelnd kapalina. To
plati i pro tieti invariant I1Ip z divodu uvazeni pouze jednoduchého axidlniho proudéni.
Relevantni je tak pouze druhy invariant tenzoru rychlosti deformace IIp a souvisi se smy-
kovou rychlosti 4.2. Jeho fyzikdlni vyznam je spojovan s disipaci energie [41]. Rovnice 4.3
[12] je oznacovéna jako zobecnénd rovnice pro newtonskou kapalinu [12].

T =2u(Ip,IIp, I115)D (4.1)

5= 2Ty = \/2r(D?) (42)
T = 2u(7)D (4.3)

Zde je mozné oduvodnit, proc¢ je smykova rychlost uzite¢na v popisu rychlosti deformace. Lze
si to znazornit na jednoduchém piipadu dvou paralelnich desek, mezi kterymi je kapalina
(viz obr. 4.1). Horni deska o plose A se pohybuje rychlosti v, zatimco spodni je v klidu.

Z

-

y

Obrazek 4.1: Dvé paralelni desky, mezi nimiz je kapalina. Jedna se pohybuje rychlosti v
vuci desce s nulovou rychlosti (jednoduché smykové proudéni) [5].

Tvar tenzoru rychlosti deformace definovany v rovnici 3.2 lze prepsat do maticového tvaru
s jednotlivyma slozkami rychlosti v kartézském souradném systému z, y, z. Po Gpravé pro
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axialni proudéni ve sméru z.

) 261):0 8’Uy + 8’Uz avz + avz , 0 0 861);
8% + %ﬁ; a“y - o 231{; LN

Pro konkrétni pripad (viz obrazek 4.1) z uvedené definice invariantu pomoci ,,stopy* (soucet
diagonalnich prvki) plati:

L[00 2
D-;{0 00 (4.5)
v 0
;)" 0 0 )
IID:tr(D2):tr<1 0O 0 0 ):1(”) (4.6)
1 2 2\h
0 0 (%)

Z rovnice 4.2 lze tedy vyvodit ¥ = 7, neboli v diferencidlnim tvaru gradient rychlosti % %

(symetrickd ¢ast tenzoru D). Plati tak konstitutivni zobecnéna Newtonova rovnice 4.3, ze
které vychazi rizné viskézni modely pro kapaliny o odpovidajicich vlastnostech.

4.1 Viskézni modely

Napriklad mocninny model, kde funkce viskozity je definovana rovnici 4.7. Kladné konstanty
ks a ny se oznacuji jako faktor konzistence a index toku. Pro n; = 1 kapalina vykazuje
newtonského chovani o konstantni viskozité. Index toku n; < 1 znac¢i smykové fidnuti a
naopak pro n; > 1 smykové houstnuti. Tento model je pro krev bézné pouzivan diky jejich
jednoduchym analytickym fesenim. AvSak tyto rovnice neodpovidaji fyzikalnim vlastnostem
v limitnich hodnotéach. Pokud u smykového fidnuti hodnota 4 — oo je viskozita nulova, coz
je nerealné [7].

uly) = ki (4.7)

Rozsitenim tohoto modelu je napiiklad Walbur-Schneck model, ve kterém se uvazuje za-
vislost viskozity na hematokritu H a dulezitych proteinech, jako je fibrinogen a globulin
(diskutovano v sekci 2.1.1). Konstanty k1, k2 a ks plynou z vlastnosti téchto proteint [7].

ki = kpet2f (4.8)

ng=1-ksH (4.9)

7 rovnice 4.7 s uvazenim smykového fidnuti pro krev mé ktivka zavislosti smykového napéti
na smykové rychlosti konkdvni tvar (obr. 4.2). Navic, jak bylo zminéno v tivodu kapitoly 2,
vykazuje také kritické napéti 7,,. Coz vede na Herschel-Bulkleyho model 4.10 [24].

T=T1y+ky" pro T>7), ny <1 (4.10)

¥=0 pro T<Ty (4.11)

Bylo dokézano, ze experimentalni data z uvedené zavislosti odpovidaji také Cassonovu mo-
delu 4.12, ktery byl piivodné odvozen jako model pro tiskarensky inkoust. V tomto modelu je
/¢ konstantou [24]. Newtonské chovéni nastéva pii velkych smykovych rychlostech 4 > =
¢imz dand rovnice prechdzi na Newtontv linedrni zdkon 7 = p?. Porovnani Cassonova
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[Pa] 4

»

y [s]

Obrézek 4.2: Chovani krve znidzornéné v zavislosti smykového napéti 7 na smykové rychlosti
¥, konkavni tvar kiivky s poCatecnim smykovym napétim 7, [13].

modelu, Herschel-Bulkeyho modelu a newtonské kapaliny o viskozité 3,5 cP je znazornéno
na obrazku 4.3a (1 centiPoise (cP)=0,001 Pa). Pfi vyssich hodnotach smykové rychlosti
4 > 100 s~! (b&zné hodnoty pro vétsi cévy) poskytuji jednotlivé modely ptiblizné stejné
hodnoty viskozity. Naopak pri nizkych smykovych rychlostech se tyto modely neshoduji a
nejvetsi narust viskozity je pozorovan u Herschel-Bulkleyho modelu [49)].

VT =Ty +Ve/y pro T>7y (4.12)
¥=0 pro T<Ty (4.13)

Mocninné modely pro krev se s lims_,o pfiblizuji asymptotné k nulové viskozité (viz obr.
4.3b), coz neni fyzikdlné redlné. To plati i pro druhou kritickou limitu, kdy viskozita jde
k nekone¢nu. Vhodnéjsi jsou tak modely s definovanymi limitnimi hodnotami peo a po.
Obecné maji tvar viz 4.14 [7] se smykové zavislou funkei F, kde pro limitni hodnoty smykové
rychlosti plati 4.15, coz definuje limitni hodnoty plynouci z rovnice 4.14. Tyto modely se
vyskutuji nejéastéji v bezrozmérné formé p* viz 4.16 [21] a 4.17 [21].

14 = foo + (f10 — foo) F () (4.14)
lim F(¥) =1, lim F(§%)=0 (4.15)
¥—0 y—00

Nejbéznéjsi modely pro proudéni krve, které jsou implementovany v komercnich softwarech,
jsou Carreau a Carreau-Yasuda model. Ve Fluentu je Carreau model 4.16. V CFX je vesta-
ven modifikovany model Carreau-Yasuda 4.17. Popisuji chovani krve pti nizkych 4 (ug = 56
cP), vysokych 4 (poo = 3,45 cP) a v prechodové oblasti. Tato oblast je Fizena casovou kon-
stantou A, materidlovymi konstantami krve ng a a u Carreau-Yasuda modelu. Konstanty
jsou ziskdvany z experimentalnich pokusi prolozenim namérenych dat. Tudiz se mohou lisit
na zakladé vlastnosti zkoumané krve jako jsou hematokrit, viskozita plazmy, stari erytro-
cyti, pohlavi a zdravotni stav [33]. Clanek [16] str. 208 tabulka ¢. 3 poukazuje na odlisné
hodnoty jednotlivych konstant a na dalsi tzv. ¢asové nezavislé modely.

3 _ ng—1
= M)~ hee (14 (wh)?) 2 Ae = 3,313 5, ng = 0, 3568 (4.16)
Ho — Moo

- _ np—1
ur = ‘M"’ =(1+ (Am)“)kT A = 1,902 s, np =0,22, a=1,25  (4.17)
0 — Moo
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Nejvétsi vliv na makroskopické vlastnosti ma teplota. Krev vykazuje podobnou zavislost
viskozity na teploté jako je tomu u vody. Toto podobné chovani je pozorovano v rozmezi ¥
1 az 100 s—! a teplot 10° az 40°C [7].

Clanek [1] se zabyva viskozitou krve ptaciho embrya ve viech fazich vivinu, kterd vyka-
zuje velmi podobné chovani jako krev dospélého jedince. Zde jsou experimentalné namérena
data prolozeny jednotlivymi modely, které zndzortnuje obrézek 4.3b (mocninny, Casson a
Carreau model). Namérené data odpovidaji ¢tyfdenni inkubaci embrya o hematocritu 52%,
coz je porovnatelnd hodnota s ¢lovekem. Znatelna je shoda s Casson a Carreau modelem,
ktery odpovidal prolozeni naméienych dat nejvice. Mocninny model od hodnoty cca 500 s~*
vyrazné klesa, kdezto ostatni modely od této hodnoty stagnuji a chovaji se tak na zakladé
konstitutivniho Newtonova linedrniho zdkona.

) i )
30
h o 6 e Mefeni
2 \ -- —- Herschel-Bulkley = |®¢ .. Mocninny model
E20F N e Newtonska kapalina & -- Casson
< N «® 5
= £ N — Carreau
N N ‘. N
= Ry, £
3R LUl e 4 4
> T >
3 5 [rrrer L LS SR T A R e
: : 3
1 10 100 1000 0 500 1000 1500
Smykova rychlost [s7!] Smykova rychlost [s7]

Obrazek 4.3: a) Porovnéani jednotlivych modelt popisujicich chovani krve s horizontélni
osou v logaritmickém méritku [49]; b) porovnani jednotlivych modelt s mérenim viskozity
krve ptac¢iho embrya odpovidajici ¢tyfdenni inkubaci o H = 52% [1].

Rozdil mezi newtonskym a ne-newtonskym modelem krve ve vypoctovém modelovani je
priblizen obridzkem idealizované karotidy 4.4. Jedna se o vektory rychlosti v roviné symetrie
bifurkace nepoddajné karotidy (zminéné i v ivodu kapitoly na obrazku 3.6).

Rychlost b)
0,141

Rychlost a)
l 0,139

0,104 0,106

Obrazek 4.4: RozlozZeni vektort rychlosti v roviné symetrie bifurkace karotidy. Krev o kon-
stantni viskozité a) a ne-newtonsky Carreau-Yasuda model b) [42].
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Prumér spoleéné karotidy (,,Common Carotid Artery“-CCA) je 8 mm. Smykové fidnuti krve
(Carreau-Yasuda model) na obrazku vpravo ma nezanedbatelny vliv na velikost recirkulace
v oznacené oblasti. Oblast kde nastava zpétné proudéni je vyrazné vétsi u newtonského
modelu vlevo [42]. Newtonsky model krve méa pouze konstantni viskozitu fiee=2,2.1073
Pa.s. Zatimco ne-newtonsky Carreau-Yasuda model se fidi rovnici 4.17 (up=22.10"3 Pa.s;
Poo=2,2-1073 Pa-s; a=0,644; n;=0,392 a \;=0,110 s). V luminalni oblasti je chovani v obou
pfipadech podobné. Smérem ke stiedu interni karotidy se smykova rychlost snizuje a tim
se u pripadu b) zvySuje viskozita, coz tlumi oblast recirkulace.

4.2 Viskoelasticita

Viskoelasticita je definovana jako schopnost kapaliny hromadit a uvoliiovat energii. Pfi nor-
maélnich hodnotach hematokritu je viskozita pfipisovana vratnym deformacim 3D struktur
erytrocyti. Jak uz bylo zminéno v tivodu, viskozita je zodpovédnd za disipaci energie kvuli
bunéénym deformacim a skluztim. Zatimco elasticita se posuzuje jako hromadéni energie
prevazné kvili kinetické deformovatelnosti erytrocytti. Chovani viskoelastické krve tak od-
povida vlastnostem viskézni kapaliny i elastického tuhého télesa. K popisu viskoelasticity
kapaliny slouzi bezrozmérné Debofino ¢islo De 4.18 [20]. Je vyjadieno jako podil ¢asové
konstanty A, (relaxa¢ni doby) a charakteristické doby t., po kterou je tento material defor-
movany. Relaxa¢ni doba A, mtize byt definovana jako pomér viskozity p a modulu pruznosti
v tahu E [20] [16].

Ar

De= " (4.18)
I

A =B 4.1
T (4.19)

Dle tohoto cisla lze zjistit jaké chovani materidl vykazuje. Pokud je De < 1 material je
viskdzni, naopak pokud je De > 1 chova se elasticky. Pohybuje-li se toto ¢islo v hodno-
tach priblizné De ~ 1, kapalina (krev) vykazuje viskoelastické chovani a tudiz musi byt
brano v potaz pri vypoctovém modelovani. Dalsi bezrozmérné ¢islo pro analyzu viskoelas-
tického chovani je Weissenbergovo ¢islo We 4.20. Je spojovano s charakteristickou smykovou
rychlosti 4, [16].

We = AAe (4.20)

Nejvice odpovidajici hodnota relaxa¢ni doby erytrocyti je A, =0,06 s. Charakteristicka
doba t. je rovna periodé fyziologického pulzu. Stanoveni hodnoty . se lisi od autora. Nékteri
ji charakterizuji na zékladé sténové smykové rychlosti, kterd je vétsinou nejvétsi naprié
cévou. Nebo se vychézi z primérné hodnoty smykovych rychlosti [20].

Krev je obecné mirné viskoelastickd a vétsinou se tento efekt ve vypoctovém modelo-
vani proudéni zanedbava. Respektive vySe zminéné viskdézni modely v sekci 4.1 neberou
viskoelastické chovani v potaz. P¥i nizkych smykovych rychlostech do 1 s~! odpovida krev
elastickym vlastnostem tuhého télesa. U vyssich smykovych rychlosti krev ztraci viskoelas-
ticky efekt a erytrocyty se chovanim prizpusobuji kapaliné. Viskoelastické modely mohou
byt tedy vhodné pro krev jenom pfi urcéitych podminkach, a to predevsim pfi nizsich smy-
kovych rychlostech. Jelikoz je ale proudéni oscila¢ni, tak dulezitost viskoelasticity roste
[34].

Jeden ze zékladnich modelu je zobecnény Maxwelliv model 4.21 [34] (Thurston model),
ktery lze pouzit pro viskoelastickou nestlacitelnou kapalinu s lamindrnim proudénim (krev).
Predpoklad4 izotropni chovani tohoto média (vlastnosti kapaliny ve vSech smérech stejné).
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Bere v tivahu, ze relaxace se neprojevuje v jednom ¢asovém tseku. Je rozlozena na jednotlivé
¢asové tseky vzhledem k riiznym délkam erytrocytil, jejichz doba relaxace se lisi. ReSeni ma
takovy pocet Maxwellovych elementt j (pruzny a tlumici element v sérii), aby byl dostate¢né
popsan dany problém. Viskozita u je zde funkei rychlostniho gradientu (viz ivod kapitoly
4). Z NS rovnice 3.1 prevedené do cylindrickych souradnic plyne pri zanedbani gravitaénich
uc¢inkt rovnice 4.24.

or
T+ A5 = 2uD (4.21)
| 0orz)j _ , Ou
(0r2); + (Ar); ot Hj or (4.22)
SAANENE v/ v/ (4.23)
P = VP T .
Ou 10(rr;)  10p

Rozepsanim 4.21 do odpovidajiciho soufadného systému je ¢len 7., = Z;Zl(am) j- Smy-
kové napéti (o,.); odpovida napéti j-tého elementu [34]. Celkové je uzito sedmi element,
zahrnujici jeden tlumici a Sest Maxwellovych v paralelnim zapojeni. Viskozni ¢len v 4.22
variantu I1p). Jelikoz se jednd o primou trubici o neménném prifezu s prumérem D je
pouzit 1D model, kde symetrickd ¢ast tenzoru D je rychlostni gradient %. Cleny fj jsou
konstanty uvedeny v [34] str. 494 tabulka ¢. 1 s odpovidajicimi relaxaénimi c¢asy.

il 05 =036
Thurston 04 04
0.3+
r [-] ) r[-] Thurston .
Newton 0.14 0.1
a) T 1 T T T O O b) T T s G
06 05 -04 -03 -02 01 00 0.3 -0.2 0.1 00 0.1
u ] u[]
1'=0,52 1"=0,80
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o+ 0.3 Hlowito iy (053 Newton
r[-] " [-]
0.2+ 0.2 + Thurston
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Obrézek 4.5: Rychlostni profily newtonské a viskoelastické krve (Thurston) pro jednotlivé

bezrozmérné Casy t*, na vertikalni ose 7* = [; a na horizontalni u* = 7 [34].
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Po diskretizaci a linearizaci rovnic 4.22 a 4.24 byl v ¢ldnku [34] proveden vypocet pro sit
s 15ti uzly a casovym krokem 0,01 s. Jedna se o transientni simulaci a je zde brana nor-
malizovand srdecni perioda. Ve vypoctu byla validovana tieti po sobé jdouci perioda, aby
nedoslo k ovlivnéni pocatecnimi podminkami. Jednotlivé grafy na obrazku 4.5 ukazuji vy-
sledky vypoctu pro krev s konstantni viskozitou a krev vykazujici viskoelastické chovani
(Thurstontiv model). Osy jsou bezrozmérnymi velicinami s polomérem r* =  a rych-
losti u* = 7. Grafy a) az d) zndzornuji rozdily rychlostnich profili pro bezrozmérné casy
t* = TLO =0,16;0, 36;0,52;0,80. Pri nizsich prutocich je zachycen vyrazny rozdil mezi new-
tonskym a viskoelastickym chovanim. Naopak pii velké hybnosti se tyto rychlostni profily
témeér shoduji a tudiz vysledky jsou nezavislé na pouzitém modelu. Z ¢ehoz je mozné usou-
dit vétsi vliv nestacionarnich setrva¢nych sil (vysoké rychlosti) oproti sildm viskéznim, kdy
profil je témér parabolicky profil. Krev je tak vystavovana velkym smykovym rychlostem a
efekt viskoelasticity je zde zanedbatelny.

4.3 Tixotropie

Tixotropie krve je spojovana s formovanim 3D struktur a zarovnavanim erytrocyti, které
nejsou okamzité. Zejména se jednad o chovani jako je formace a rozpad 3D mikrostruktur,
prodluzovani a zotavovani erytrocyti, formace a rozpad zarovnanych vrstev erytrocytu.
Tudiz je to zavislost materidlovych vlastnosti (modulu pruznosti, 7, viskozity) na dobé¢, po
kterou pusobilo smykové napéti [32].

Tixotropni odezva je zndzornéna na obrazku 4.6. Pro predstavu je aplikovan jednoduchy
pripad dvou paralelnich desek viz obrazek 4.1. Horni deska se ale pohybuje nestacionarné a
smykova rychlost 7 je funkci ¢asu. Obréazek 4.6a reprezentuje prubéeh 4, kde v ¢ase tg je deska
vystavena smykové rychlosti v = 7,. Néasleduje dalsi skokovd zména v case t=t; na hodnotu
4p. Po zbytek casu je smykova rychlost konstantni. Tixotropni odezvu je znazornéna na
vedlejsim obrazku 4.6b, kde se po prvni skokové zméné snizuje viskozita a tim padem
i aplikované smykové napéti. Pro dosazeni rovnovazného stavu je potreba urcity c¢as, po
kterém se kapalina ustdli na hodnoté smykového napéti 7, (viskozita prestane klesat). Pri
druhé skokové zméné dolui na 4, (t = t1) smykové napéti spadne pod ustélenou hodnotu 7.
Dochézi k vétsimu rozbiti jednotlivych mikrostruktur a viskozita klesne vyraznéji. S casem
se opét struktury agreguji a blizi se k rovnovaznému stavu kde 7 = 7, [32].

* [Pa]
Ya +--
y [s1] Tt
Tyt---
¥ T - - - | |
a) to 4 t[s] b) to t; t[s]

Obrézek 4.6: a) Zavislost smykové rychlosti 4 na Case t, b) zdvislost smykového napéti 7 na
Case t. V zavislosti na zméné ¥ je tixotropni odezva zndzornéna na grafu b) [32].
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Chovani odpovidajici linedrni zméné 4 na case znazornuje obrazek 4.7a. Jedna se o linearni
narust v ¢ase tg do maximalni hodnoty smykové rychlosti ¥i,q.. V tomto okamziku nésle-
duje linearni pokles 4 az do doby ;. Smykova rychlost se nepfetrzité méni a tim padem
nelze u materidlu dosdhnout rovnovazné (ustélené) struktury jako v predeslém piipadé se
skokovymi zménami. Pro znazornéni této tixotropni odezvy se nebere v potaz viskoelas-
tické chovani. V case ty je nulova 4 a tudiz je pritomna vyraznd mikrostruktura (materidl
je tuhy). Pti zvysovani smykové rychlosti do 4pe. se tato mikrostruktura postupné roz-
pada. Jelikoz zde neni dostatek casu pro jejich rozpad do rovnovazného stavu, tak smykové
napéti bude vyssi. S klesajicim 4 dochazi opét ke tvoreni struktur. Jelikoz se nejedné o
skokovou zménu, budou hodnoty viskozity a smykového napéti mensi nez hodnoty v prvni
poloviné, odpovidajici linedrnimu rastu . Takové chovani spéje k obrazku 4.7b, kde 1ze po-
zorovat hysterezni smycku. V pripadé newtonské kapaliny napriiklad vody je chovani jiné.
Pti zméné 4 neni pozorovana zadnéd podstatnd zmeéna mikrostruktury a tim padem je na
obr. 4.7b jenom identicka linedrni kiivka popisujici dané chovani [32].

: [ A
Vmax 1 vikd .
7 [s1) 5
- | -
a) t [s] b) Vmax y [s]

Obrézek 4.7: a) Zavislost smykové rychlosti 4 na ¢ase t, b) zdvislost smykového napéti 7 na
smykové rychlosti 4 [32].

Hysterzni smycka z namérenych dat krve fyziologického jedince na zakladé zatizeni z ob-
razku 4.7a je zobrazena na obrazku 4.8 [10]. Smykova rychlost se méni linedrné s ¢asem na
zakladé uvedenych rovnic.

4 =0,0185¢t pro 0<t<6,5s (4.25)

4=0,0185(13—¢) pro 6,5<t<13s (4.26)

Kone¢né smykové napéti v poloviné cyklu pii ¥ymez=0,12 s~ odpovida na ¢asové ose t=6.5 s.
Na konci cyklu (t=13 s) je zfetelné nenulové smykové napéti, coz znaci viskoelastické chovani
krve a zavislost napéti na deformacni historii (smycka neni uzaviend). Tudiz nezalezi jenom
na okamzité smykové rychlosti, jak je tomu u newtonskych i zobecnénych newtonskych
kapalin. To lze pozorovat napiiklad na Herschel-Bulkleyho modelu (obr. 4.2). Velikosti
téchto hysterznich smycek slouzi jako méritko tixotropie.
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Obrazek 4.8: Zavislost smykového napéti 7 na smykové rychlosti % pro krev pii fyziologic-
kych podminkach [10].

Efekt tixotropie byl zkouméan také pri ustdleném proudéni. Strukturalni zména krve nastava
pfi vyssich smykovych rychlostech mnohem rychleji nez u nizsich smykovych rychlosti. Jako
prvni bylo zkoumano, jak se bude krev chovat v rozmezi nulovych smykovych rychlosti (krev
neproudi) az do 10 s~!. Bylo zaznamenan klesani viskozity po dobu 20 sekund pii zméné
na 4=10 s~', nez byl dosaZen kone¢ny stav. Nésledovalo zvySeni 4 na 100 s~'. Témér
zadny Cas nebyl potiebny pro dosazeni ustlené struktury krve [14]. V literatute [18] se
tato zména pohybovala od 500 do 0 s~!. Na zikladé jejich vysledki je potfeba pii malych 4
priblizné 50 sekund k dosazeni rovnovahy. U vyssich hodnot * se tento ¢as pohybuje radové
v sekundéach. Tato znalost je uzite¢nd i pii méreni vlastnosti krve. Pokud je zapotiebi toto
chovani minimalizovat je nutné krev nechat uréity ¢as pod danym smykovym napétim.

4.4 Kritické smykové napéti

Kritické smykové napéti 7, pfedstavuje vlastnost materidlu, kterd odpovida konstantni hod-
noté. Jedné se o kritickou hodnotu, pod kterou se kapalina chova jako tuhé téleso a tudiz
nebude proudit. MizZe se ale pohybovat jako ,,zatka“, coz vsak neodpovida definici proudéni
(deformace se prubézné meéni v zévislosti na aplikovaném smykovém napéti). Z mikroskopic-
kého hlediska se jednéd o kohezni (pritazlivé) sily mezi jednotlivymi burikami, které nejsou
zanedbatelné. Jde o van der Waalsovy a Coulombické sily. Aby kapalina proudila, musi se
tyto vazby mezi ¢asticemi zpretrhat aplikovanim urcité sily. I kdyz krev obsahuje priblizné
45% erytrocytu je potieba jen relativné malé sily na preruseni téchto vazeb. Kritické na-
péti 7y je zavislé pfedevsim na hematokritu a koncentraci proteinu fibrinogenu. Pfi poklesu
hematokritu pod urcitou kritickou hodnotu efekt kritického smykového napéti 7, se zda
zanedbatelny [14].

U krve 7, nepiedstavuje jednu konstantni hodnotu, ale pohybuje se v rozsahu od 0,2
pouzitymi experimentalnimi metodami, které méif 7, a dobu trvani daného experimentu. Z
tohoto duvodu se kritické napéti spojuje s tixotropii a doporucuje se uvazovat jako funkce
¢asu [7] (1ze pozorovat i na obrazku 4.8).

Kritické napéti je spojovano s druhym invariantem devia¢niho tenzoru napéti I1; a pro
jednoduché smykové proudéni plati [17]:

7, =] 11, | (4.27)
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1

II, = B ((tr(r))2 - tr(72)> (4.28)

Modely popisujici toto kritické napéti jsou uzitecné v oblastech nizkych smykovych rych-
losti. Nejbéznéjsi je Cassonuv model, kdy se krev chova jako tuhé téleso dokud neni splnéna
podminka 4.27 a nasledné zndzornujé smykové ridnuti [17]. Konstitutivni Newtonova rov-
nice je specidlnim pfipadem Cassonova modelu, kde 7,=0. Poté pro devia¢ni tenzor napéti
7 plati 7 = 2unD, pricemz py je konstantni newtonska viskozita [7] [17].

VIIL <7, D=0 (4.29)

2
1 T
KN VAR ES
VI | > — { 5 (4.30)
VTy
T=2|/un+——r— | D
( I AT |
Relativné jednoduchy vztah pro kritické smykové napéti zndzornuje rovnice 4.31. Znaci
zévislost 7, na hematokritu avsak je pouzitelnd pouze do H;=50 %. Hy je kritickd hodnota

hematokritu, pod kterou krev nevykazuje zZadné 7,. Na zakladé méfeni se tato hodnota
pohybuje od 1,3 do 6,5 % [17].

A(H, - H
= (;00“) kde A ~ 0,8+ 0,2 mPa (4.31)

\]
R ol

4.5 Mikrocirkulace

Na druhou stranu u velmi malych cév, jako jsou arterioly, kapilary a venuly, kde jejich
velikosti jsou v rozmezi 6-50 pm, lze pozorovat vyrazné odlisné chovani. S ohledem na
velikost erytrocytu se jednd o srovnatelné hodnoty a viskozita zac¢ind zaviset na velikosti
cévy. V mensich kapilarach se tak nachazi tenka vrstva plazmy prilehla ke sténé kapilary
(v anglické literature ,skimming layer®), kterd je ochuzena o erytrocyty. Kvili tomu je jeji
efektivni viskozita nizsi nez krve jako celku. Tato vrstva obklopujici erytrocyty umoznuje
jejich ,klouzéni“ (snizuje odpor proti pohybu) a diky tomu dochdzi i k poklesu viskozity.

U velmi malych kapildr s primérem podobnym velikosti erytrocytu (6-8 pum) dochdzi
k ponékud opac¢nému chovani. Tady zacind byt diskutabilni, zdali je v porddku uvazovat
krev jako kontinuum. Mezera vyplnéna plazmou mezi sténou kapilary a hranici bunky je
velmi mald. Dochézi zde k velkym smykovym napétim. Tyto smykové napéti zpomaluji
erytrocyty a tim nartsté efektivni viskozita. Zminéné protichtidné chovani se oznacuji jako
Fahraeus-Lindqvistiv efekt a jeho inverze [13].
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Kapitola 5

Prakticka cast

Experimentélni trat se nachézi v laboratofich technické univerzity v Liberci [22]. Ta se
sklddd z membranového cerpadla, které pohdni médium (v tomto pripadé vodu) skrz po-
trubi zndzornéné na odpovidajicim schématu 5.1a. Pulzace ¢erpadla (Bran+Luebbe Pro-
Cam Smart DS500) byla nastavena pomoci frekvenéniho meénice na 1 Hz. Trat je také
opatfena PIV metodou (,,particle image velocimetry*), pomoci které je mozné zrekonstruo-
vat rychlostni profily v roviné. Metoda vyzaduje, aby kapalina obsahovala ¢astice, které jsou
viditelné pri prosviceni kapaliny laserem. Konkrétné se jednalo o polyamidové fluoreskujici
castice s velikosti 5 pum obarveny rhodaminem B, emitujici vlnovou délku o 570 nm. Ptes
sklenénou trubici se prosviti laserova rovina (vlnova délka 532 nm), kde kamera zachycuje
jednotlivé snimky pohybujicich se ¢astic. Rychlost se pak urcuje ze vzdalenosti, kterou ¢as-
tice urazi za definovany Casovy tsek. Na zac¢atku a konci méfici sekce jsou piezoelektrické
snimace tlaku p; a po. Métici ¢ast tvori sklenénd (tuhd) trubice o priuméru 20 mm, kterd je
ve vertikalni poloze.

|8
r
Meéfici sekce (PIV) =] p 1 [

\ z
D=20 mm

(nepoddajna trubice)

*\ E-pZ

Membranové (':erpadloj

Obrézek 5.1: a) Odpovidajici schéma traté technické univerzity v Libreci zndzornéné na fotce
b). Trat se skladd z membranového cerpadla pohénéjici kapalinu pres okruh. Na zacatku a
konci mérici sekce jsou umistény tlakové snimace.
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Prubéh jednoho pulzu (T = 1 s) buzeného cerpadlem lze rozdélit do ¢tyfi fazi. Prvni
faze odpovidéa tlakovému nartstu, kdy je kapalina zrychlovana. Objem kapaliny, znazor-
nény Srafovanim na obrizku 5.2 vlevo, je vytlacovian do obéhu. Zpétny kulickovy ventil,
ktery umoznuje pritok média pouze jednim smérem, ptisobi na sani v zadvérném sméru a
je tedy zavfeny. V druhé fazi nastava nejvétsi narist tlaku, coz odpovida nejvétsimu vy-
chyleni membrany ¢erpadla. Poté je uzavien zpétny kulickovy ventil na vytlaku (obrazek
5.2 vpravo), pres ktery je kapalina vytlacovina membranou. Nastava prudky pokles rych-
losti. Treti faze odpovida otevieni dolniho kulickového ventilu a Cerpadlo nasava kapalinu
opét do maximalniho vychyleni (obrazek 5.2 vpravo). Kvili ¢emuz klesa tlak a kapalina je
urychlovana. V posledni fazi tlak poklesne na konstantni hodnotu a kapalina zpomaluje.
Poté se déj zacind opakovat a Srafovany objem kapaliny opét vytlacuje do obéhu. Tlakovy
skok, ktery lze pozorovat na zacatku periody u tlakové okrajové podminky (obrazek 5.6),
je pravdépodobné zpusoben otevienim kulickového zpétného ventilu na vytlaku.

Vytlak

Zpétny kulickovy ventil

[
C Otevieno Zavieno
| Hridel ¢erpadla
N — \
NN N\
NN N
N
N
N s
Membrana /
i
Zavieno Otevieno

Sani

Obréazek 5.2: Znazornéni principu membranového cerpadla. Na obrazku vlevo lze vidét mem-
brénu v maximalnim vychyleni vytlacujici kapalinu (vysrafovand oblast) do obéhu. Obrézek
vlevo znaéi nasavani kapaliny, kdy je membrana opét v maximalnim vychyleni [39].

5.1 Numericka simulace

Prvnim cilem této diplomové price byla validace vysledki numerického feSeni a experi-
mentélniho méfeni popsanym vyse. Numerické feseni bylo provedeno v programu ANSYS®
Fluent® 2019 /2020 R1/R3. Tvorba vypocetni sité a vyhodnoceni vysledku jsou zhotoveny
v ANSYS® Workbench . Exportované data a data z PIV byly zpracovany v programu
MATLAB® R2019b. Nézvy jako je ,viskézni model“ a ,lamindrni model® jsou uvedeny z
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diwvodu souladu nazvi s programem Fluent®. Také nazvy a zkratky, kde preklad do ¢eského
jazyka neni vystizny, jsou zachovany v originalni formé.

5.1.1 Diskretizace domény a vypocetni sit

Pro toto numerické feseni bylo potfeba diskretizovat danou doménu viz obrazek 5.3. V
tomto pifpadé se jednd o newtonskou kapalinu - vodu (p = 998,5 kg-m~3, 1 = 0,001003
Pa-s), kterd je uvniti sklenéné trubice o délce 510 mm. Diky dvojndsobné symetrii bylo
mozné modelovat pouze ¢tvrtinu trubice. Na zacatku resp. na konci je ndhlé zazeni resp.
rozsiteni, které reprezentuji podstatné geometrické znaky osazenych tlakovych snimaca. To
lze pozorovat na fotce, kde vpravo je potrubi s tlakovym snimacem navazujici na mérici
sekci vlevo (sklenénou trubici). Pfechod z mosazné ¢asti na sklenénou trubici je umoznén
pryzovym materidlem. Rozsifeni/ztzeni o pruméru 25,3 mm a délce 25 mm navazuje na
hlavni sekci o délce 510 mm (celkova délka 560 mm). Bez zahrnuti téchto prvka byla
axialni rychlost ve stfedu trubice vyssi v porovnani s experimentem. N&hlé zizeni tak
nezanedbatelné méni hybnost a tudiz je nutné tuto ¢ast v numerickém modelu uvazovat.
Délka hlavni sekce je dostatecné velkd na to, aby v numerické simulaci doslo k vyvinuti
rychlostnich profili a tudiz neni potieba opatfit vstup/vystup prodlouzenim. Rychlostni
pole je navic rozrusovano nahlym zuzenim a vstupni prodlouzeni tak neni dulezité.

Obrazek 5.3: Ctvrtinovy model reprezentujici podstatné geometrické prvky méiiciho okruhu
véetné fotky, kterd zachycuje praktickou realizaci prechodu mezi mosaznou a sklenénou
Casti.

Poté byla vytvofena st prvkit v ANSYS® Meshing , kde byl bran dfraz na zhuSténi
prvkl v okoli stény, aby byla spravné zachycena mezni vrstva. K zachyceni této vrstvy
byla vyuzita konformni strukturovand H+O sit zndzornéna na obrazku 5.4. Toto vyrazné
zhusténi bylo provedeno z divodu pouziti vypoctového viskdézniho modelu, ktery nevyuziva
sténovych funkei (dale viz sekce 5.1.3). Celkové se jedné o 147 000 hexa prvki a 134 000 uzlu
pro hrubsi sit a 500 000 prvka s 540 000 uzly pro jemnéjsi sit. Pro vypocet byla zvolena
jemnéjsi sit z duvodu uvedenych v sekci 5.1.3. V druhém ptipadé byla vyrazné zvysena
jak ndklonnost prvkia ke sténé (z anglic¢tiny ,bias factor), tak jejich pocet. Uzsi radidlni
¢ast trubice byla vyplnéna 45 prvky s faktorem 8. Na tkor tohoto zvyseni byly pridany
prvky i radidlné, jelikoz je potieba korigovat pomér stran prvkiu, kdy pri velkém nartstu by
mohlo feseni divergovat. U pulsujiciho proudéni mtze dochazet v blizkosti stén ke zpétnému
proudéni a tak je vhodné toto zjemnéni zohlednit pro vétsi radidlni usek, aby byl spravné
zachycen i sekundarni rychlostni gradient.
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Obréazek 5.4: Konformni strukturovand H+O sit, kde daraz je bran na zhusténi prvka v
mezni vrstvé. a) Hrubsi sit - celkovy pocet hexa prvku je 147 000 se 134 000 uzly; b)
jemnéjsi sit - 509 000 prvki s 543 000 uzly.

Sit b) byla vytvofena pro turbulentni model a dodrzeni jeho podminek stanovenych v
sekci 5.1.3. AvSak aby bylo mozné porovnat vysledky dvou riznych numerickych modelu
je pri srovnani jednotlivych vypocti vyuzita pouze jedna, a to jemnéjsi sit b). Zasadni
bylo také zjemnit sit smérem k nahlému zazeni a rozsiteni. Protoze se se jednéd o pulsujici
proudéni axidlni rychlost se béhem periody vyrazné méni. Z tohoto divodu je také dilezita
longitudinalni velikost prvki.

5.1.2 Okrajové podminky

Celkové bylo experimentalné zrekonstruovano 8 period rychlostnich profilti s ¢asovym kro-
kem t;,=0,001 s. Obecné je v CFD pro reseni daného problému vhodné predepsat okrajové
podminky ze dvou veli¢in (tlak a pratok). Jelikoz nebyl k dispozici pritokomeér, byla vstupni
okrajovd podminka vypoéitdna integraci rychlostnich profili jedné periody (Q = [vdS).
Integrace byla provedena v MATLAB® R2019b na zakladé ploch jednotlivich mezikruzi
a odpovidajicich zprimérovanych rychlosti. Plocha mezikruzi je poéitana jako m(r3 — r?),
kde 71 a 7o znaci radidlni vzdalenost sousedicich bodu (fluoreskujicich ¢éstic) od stfedu
trubice. Rychlost vedlejsich bodi je zprimérovana, coz predstavuje numerickou integraci s
vyuzitim obdélnikové metody. Rychlosti z PIV nejsou totozné pres rovinu symetrie potrubi,
tudiz tyto hodnoty byly taktéz zprimérovany. Vynasobenim vysledné primérné rychlosti
a plochy mezikruzi je obdrzen infinitezimalni pritok. Souc¢tem téchto jednotlivych pritoki
je obdrzen prutok v dany casovy okamzik. Perioda, kterd byla vyuzita k numerickému vy-
poctu jako vstupni okrajovd podminka byla sedmd (je mozné zvolit jakoukoliv periodu).
Hmotnosti pratok byl obdrzen vyndsobenim pritoku ¢ hustotou p. Jelikoz se jednalo pouze
o ¢tvrtinu trubice, musela byt tato okrajovd podminka podélena ¢tyrmi (graf 5.5).
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Obrazek 5.5: Osm period hmotnostnich priatokil obdrzeny integraci jednotlivych rychlost-
nich profild z PIV metody. Sedmé perioda brana jako vstupni okrajovd podminka k nume-

rickému vypoctu.

Vystupni okrajova podminka byla obdrzena z tlakového snimace py zndzornénym na obrazku
5.1. Pomoci Butterworthova filtru v MATLAB® R2019b byly odebrany vysoké frekvence
zpusobeny zasuménim piezoelektrického tlakového snimace (f ~ 500 Hz).

Vystupni okrajova podminka

“ —pred filtraci
1.8} —po filtraci

Tlak na vystupu P, [bar]

0.4 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cas t[s]

Obréazek 5.6: Vystupni tlakova okrajovd podminka upravena filtraci vysokych frekvenci
pomoci Butterworthova filtru s nulovym fazovym posunem.
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Aby nedoglo pii filtraci k fazovému posunu, byla vyuzita funkce ,filtfilt*. JelikoZ se jedna
o tuhou trubici, tlakova vystupni okrajovda podminka vypocet z hlediska rychlostniho pole
(a veli¢in plynoucich z nich) nijak neovlivni. A to kvili hmotnostni prutokové okrajové
podmince na vstupu, kterou se tento vypocet ridi. Respektive je znam prutok a na za-
kladé vystupniho tlaku je dopocitavan tlak na vstupu tak, aby tlakovy gradient odpovidal
zadanému prutoku.

Pokud by vsak trubice v numerickém vypoctu byla poddajnd, je potreba klast vétsi diraz
pri stanoveni téchto okrajovych podminek. Mezi vstupem a vystupem je ¢asové zpozdeéni,
které zavisi na rychlosti siteni pulsni vlny a je nutné tak tyto okrajové podminky posunout
o urcitou fazi.

S ohledem na nizké hodnoty Re a pulsujici proudéni byla intenzita turbulence pro turbu-
lentni model zvolena u okrajovych podminek na 1% s hydraulickym primérem Dj, = 0,02
m. Hydraulicky primér je definovan jako pomér prifezu S a omoceného obvodu O.
Shrnuti vSech okrajovych podminek je zndzornéno na obrizku 5.7. Jako vstupni okrajova
podminka byl zaddan hmotnosti pritok sedmé periody. Jelikoz se jednd a trubici, byla vy-
uzita symetrie dvou rovin. Tlakova vystupni okrajova podminka byla obdrzena z piezo-
elektrického snimace. Zbyvajici plocha znazornuje sténu, kde je podminka ulpivani a tudiz
rychlosti jsou nulové. Gravitace byla také brana v potaz kvili vertikalni poloze trubice (viz
obrazek 5.1). Pro spravné fungovani je potfeba v programu ANSYS® Fluent® nastavit
okolni médium trubice. V tomto pifpadé vzduch o hustoté p = 1,19 kg-m~3.

Vstup
@ Symetriey
@ Symetrie x
@ Sténa
@ Vystup

0 20 [mm]

— — )

5 15

Obrazek 5.7: Znazornéni jednotlivych okrajovych podminek pro numericky vypocet.

5.1.3 Volba vypoctového viskézniho modelu

Vypoctovy model se voli predevsim na zakladé typu proudéni. Jeli proudéni laminarni
je volba modelu zfejmé a voli se laminarni viskézni model, ktery je definovan Navier-
Stokesovou rovnici 3.1 a rovnici kontinuity 3.3. Oproti laminarnimu proudéni je turbulence
matematicky podstatné slozitéjsi jev. Pri turbulentnim proudéni se pro uzavieni tzv. Rey-
noldsovych stfedovanych Navier-Stokesovych rovnic (v anglické literatuie ,,Reynolds Ave-
raged Navier-Stokes equations® - RANS) pouzivaji naptiklad dvourovnicové modely jako je
k-e nebo k-w.

Rovnice RANS 5.1 [35] jsou obdrzeny pomoci ¢asového stfedovani, kvuli kterému pfi-
bude v rovnicich novy ¢len predstavujici tenzor Reynoldsovych napéti 7, (stfedovani vnasi
do systému dalsich 6 nezndmych). Zde ptichdzi na fadu tzv. Boussinesqova hypotéza (5.2),
kde pro nestlacitelnou kapalinu jsou tyto napéti vyjadreny na zdkladé turbulentni viskozity
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e a stifedované rychlosti deformace ((V\? + V\?T)). Predpoklada se tak izotropni turbu-
lence, coz odpovida stejnym fluktuacim jednotlivych slozek rychlosti ve vsech smérech. Je
zde urc¢itd obdoba s rovnici 3.2, kterd ma na rozdil od uvedené hypotézy fyzikalni opod-
statnéni. Turbulentni viskozita je skalarni veli¢inou a méni se v zavislosti na poloze a case,
vyjadiuje tak vlastnost proudéni nikoliv kapaliny [44].

ov;  _0v; _ Op d%v; 0 ( -
pﬁ + PYi al‘j N _8xi + Mafbjaxj - aixj (pvivj) + Pl (51)
_ _ ov; ov;
T = it (Vv + VVT) = Mt(@;}- + (9?) = puv; (5.2)
J 7

Prvni je potreba analyzovat v jakych hodnotidch Re se dand dloha pohybuje a na zakladé
toho zvolit vypocetni viskdzni model. V tomto pripadé se jedné o pulsujici proudéni a tudiz
Re osciluje v zavislosti na ménici se rychlosti. Pro urceni, v jakém intervalu se v tomto
pfipadé Re pohybuje, byla perioda rozdélena na ctyti ¢asové tseky, které jsou znazornény
na grafu 5.8.
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Obrazek 5.8: Reynoldsovo ¢islo Re ménici se kviili oscilujici rychlosti v zdvislosti na case t.
Perioda je rozdélena na ¢tyti ¢asové useky.

Reynoldsovo ¢islo bylo spocitano z primérované rychlosti pres prifez. Tudiz bylo zahrnuto
jak prostorové prumérovani rychlosti, tak ¢asové prumeérovani Re 5.4. V této rovnici m
znaci pocet vzorku odvijejici se z ¢asového kroku t; = 0,001 s (m=250 pro jeden casovy
usek). Z téchto definovanych vztaht vychézi tabulka 5.1, které je doplnéna o maximdlni
Reynoldsova ¢isla Renq, pro dany casovy usek.

vpD

Rep = T (53)

41



VUT-EU-ODDI-13303-09-20

1 m
Re,; = — R
Ept m ; €p

\ 0+1/4 1/4+1/2

1/2+3/4 3/4+1

Repy [-] | 700 7300 1600 400
11400 2700 1600

Remaz [-] | 2000

(5.4)

Tabulka 5.1: Tabulka Reynoldsovych ¢isel obsahujici ¢asové primérované hodnoty Re,: a

maximéalni hodnoty v daném casovém tseku Reqz.

Pro znézornéni a charakteristiku proudéni je uveden Moodyho diagram 5.9, ktery je vsak pro
stacionarni proudéni v primé trubici. Jelikoz se jedna o sklenénou trubici, lze predpokladat
hladkou trubku, ktera se ridi priblizné linearni zavislosti znazornénou ve grafu. Z casové
prumérovanych hodnot tabulky 5.1 vyplyva, Zze se Re pohybuji prevazné v oblasti laminarni
a prechodové. S ohledem na maximalni hodnoty se vSak proudéni dostava i do turbulentni

oblasti. Reynoldsova ¢isla Re, se pohybuji v rozmezi 5 az 11400.
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Obrazek 5.9: Moodyho diagram pro stacionarni proudéni znacici zavislost soucinitele tfeni

potrubi A na Reynoldsové ¢isle Re a relativni drsnosti 1% [23].

U pulsujiciho proudéni je tak problémem stanovit kritické Reynoldsovo ¢islo Reg, pii kterém
dochézi k proudéni v prechodové oblasti (vyskyt moznych turbulenci). Clanek [50] shrnuje

na tento konkrétni problém rtizné pohledy z odlisnych literdrnich prament.
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Mnoho studii prokazuje 26 Re;€ je ovlivnéno mirou pulzace resp. Womersleyho éislem Q.
déni pouze v sinusovych vlndch naznacuji pokles Rek pri zvysujicich se pulzacich az na
1500. Avsak tento fenomén je pozorovan pouze pii mensich a (a<3) a pro a>10 je vliv za-
nedbatelny. Pro rozsah 4>a<10 je dokonce tato mezni hodnota Rej posunovana k vyssim
hodnotam nez pti staciondrnim proudéni. Nékteré studie poukazuji na mezni ¢islo jako na
pomér Re a « (viz rovnice 5.5), kdy % > 200 je hranice pro turbulentni proudéni. V tomto
ptipadé by zalezelo na fazi periody, kde u druhé faze (Rep;=7300) se tento pomér rovna
292. Naopak u ostatnich fazi je tento pomér pod uvedenou mez. Pomér se odviji také od
frekvence, kdy pri relativné vysoké frekvenci zde nemusi byt dostateény ¢as na to, aby k
vyvinu turbulence vibec doslo [50].

2 2
a=R \/” —OM4HJ-—25%6 (5.5)

Dalsi studie poukazuji na pulsujici proudéni jako stiidavy déj, kdy pro uréité «, amplitudy
a prumeérné rychlosti se turbulence nevyskytuji ndhodné ale v uréitém okamziku periody.
Coz bylo zminéno i v teoretické ¢asti, kdy urychlovani kapaliny mé za nasledek stabilizac¢ni
(laminarizujici) efekt. Naopak pii zpomalovani je vyskyt turbulenci mnohem pravdépodob-
néjsi [38] [50].

Vzhledem k nejednotnému nazoru v literatufe je pro tento pripad provedeno srovnani
vlivu turbulentniho vi¢i lamindrnimu modelu na charakter proudéni. Jelikoz se jednd o
proudéni prevazné v prechodové oblasti a nedochazi k plné vyvinutému turbulentnimu
proudéni neni vhodné volit k- model, ktery neumoznuje korekci pii nizsich Reynoldso-
vych ¢éislech (proudéni v prechodové oblasti). Korekce u nizkych Reynoldsovych ¢isel je
dostupnd u modelt k-w (SST a standard), které umoznuji tlumeni turbulentni viskozity.
Pro tento vypocet byl zvolen konkrétné novéjsi hybridni model k-w SST, ktery vyuziva oba
modely, tj. k-€ a k-w.

Pro uzavreni rovnic RANS u SST k-w modelu slouzi dvé rovnice. Rovnice pro turbu-
lentni kinetickou energii £ a pro miru disipace turbulence w (v anglické literatuie ,specific
dissipation rate*), které v ESS maji tvary 5.6 a 5.7 [44]. Pro kazdou slozku rychlosti je tak
obdrzeno celkové 6 rovnic, a to 3 z rovnice pro k a 3 z rovnice pro w.

0 0 B 0 Ok
57 PR) + (ko) = 5 (T ax]) + Gy + Sk — Vi (5.6)
0 0 _ 8 6w

Clen C:’k predstavuje turbulentni kinetickou energii generovanou strednimi rychlostnimi gra-
dienty. Generace miry disipace w je zastoupena c¢lenem G,. Y; a Y, predstavuji disipaci k
a w zpusobenou turbulenci. S a S, jsou uzivatelem deﬁnované ¢leny. Model k-¢ je trans-
formovan pouze pomoci rovnic k-w, coz zastupuje ¢len D, 5.8 [40] (,,cross-diffusion term*),
ve kterém je obsazena jedna ze dvou tzv. ,blending“ funkc1 F1 umoznujici prechod na k-¢
model (0,2 = 1,168). V zavislosti na I se prepinaji jednotlivé turbulentni modely a mu-
zou tak nastat 2 mezni pripady. V blizkosti stén je F; = 1 a tudiz rovnice 5.7 predstavuje
standardni rovnici w (D,, = 0), kdy je aktivovan standardni k-w model. Naopak daleko od
povrchu je tato funkce nulova, coz aktivuje model k-¢, kdy D, neni nulové a je obdrzena
rovnice pro miru disipace € prepsana pomoci w.

1 0k Ow

D, = 2(1 — Fy)po,,
(1= Fi)powar -  0x;

(5.8)
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Efektivni difusivita turbulentni kinetické energie k a miry disipace w, ve kterych je obsazena
turbulentni viskozita, je popsand ¢leny I'y 5.9 a Iy, 5.10 [3]. Tyto ¢leny jsou zavislé na
dynamické viskozité p, turbulentni viskozité pu; a Prandtlovych cislech oy a oy, které jsou
také zavislé na funkci .

Tp=p+ L (5.9)
Ok
r,=p+ 2 (5.10)

Tlumeni turbulentni viskozity u nizkych Re je umoznéno koeficientem a* 5.11 [3]. Kde
Rey = 2£ Ry, = 6, o = %; Bi = 0,072; a1 = 0,31. Pfi vysokych Reynoldsovych cislech

1w
je o = of, = 1 a tudiz nedochazi k tlumeni. Turbulentni viskozita obsahuje druhou

(o]
,blending“ funkci F5 a je urCitym zptsobem oproti turbulentni viskozité u modelu k-w
standard limitovana. Diky této limitaci je 1épe predikovano smykové napéti v blizkosti stén.
Opét pokud jsou Sy (velikost rychlosti deformace) a F» malé je obdrzen originalni vztah
(e = a*%k), coz plati pro situaci ve velké vzdalenosti od stény. Pti velkych hodnotach, tzn.

u stén, dochézi k limitovani turbulentni viskozity.

k 1
w max [%’ ad1w2:|
* Rey
e[0T Rk)
o =al, | gk (5.12)
( T+ e

Pro vypocet byl zvolen tedy k-w SST model (,Menter’s Shear Stress Transport®). Jak uz
bylo zminéno v sekci 5.1.1, vypoctovy viskézni model k-w nevyuziva sténovych funkei a tudiz
je potifeba dostateéné jemného zhusténi sité v okoli stény. To jestli je dostatecné jemn4 sit
v okoli stény se identifikuje pomoci bezrozmérné vzdalenosti y 5.13 [35]. Rychlost u znadi
velikost nejblizsi rychlosti u stény, y je vzdalenost k této sténé a v je kinematicka viskozita.
Bezrozmérna veli¢ina u™ je definovana jako pomér rychlosti u a rychlosti t¥enf u, (,friction
velocity“). Veli¢ina u, je definovidna na zdkladé smykového napéti pusobici na sténu 75 a
hustoty kapaliny p [35].

S PR S (5.13)
v Ur p

Graf 5.10a znadéi zavislost u™ na y v logaritmickém mé&Fitku a koresponduje s obrazkem
3.1. Kfivka zvyraznénd tucné predstavuje data obdrzena z experimentalnich a DNS simulaci
(,Direct Numerical Simulation“). Plné vyvinutda mezni vrstva se déli na 4 oblasti. Prvni
oblast predstavuje laminarni podvrstvu a nachdzi se nejbliZe u stény (y+ < 5). Proudéni je
zde laminarni a plati u™ = yT, kde oznaceni linedrni vrstva plyne z linearni zavislosti u™ na
yT pii uziti standardniho méfitka. Pfechodova vrstva se nefidi ani piedeslym vztahem a ani
linedrni zavislosti v logaritmické oblasti (pfi standardnim meéritku logaritmicka zavislost).
7 analyzy tohoto grafu pak plyne zjemnéni vypocetni sité pro turbulentni modely, které
nevyuzivaji sténovych funkci ilustrované obrazkem 5.10b.
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Obrézek 5.10: a) Normalizovany prumérovany rychlostni profil v turbulentni vrstvé se semi-
logaritmickymi soufadnicemi [36]; b) Hodnoty y* p¥i nevyuzivan{ sténovych funkei [35].

Jelikoz se jedna o pulsujici proudéni, rychlost v blizkosti stény se vyrazné méni. Tudiz je
potieba analyzovat y* v Case, kdy je nejvétsi rychlostni gradient v blizkosti stény a podle
toho zjemnit vypocetni sit. Nejvétsi rychlostni gradient z namérenych rychlostnich profila
pomoci PIV byl pozorovan v maximélnim pritoku. Avsak tyto experimentalni gradienty
nemusi z hlediska neptesnosti PIV v blizkosti stén vypovidat realité (rozebrano vice pii va-
lidaci vysledkii). Sténové hodnoty y* tak byly pozorovany i béhem vypoctu, kde se potvrdil
nejvets nartst y© v maximalnim prittoku. Aby bylo dosazeno ve viech éasovych okamzicich
sténovych hodnot y™ pod 1, byla sit upravena viz obrazek 5.4b, coz je piiblizné 500 000
prvki.

Hodnoty yT v éasovém okamziku pii nejvétsim priitoku pro hrubou a jemnéjsi sit jsou
znédzornény na obrazku 5.11. Lze pozorovat, ze hrubsi sit a), ca 140 000 prvki, nespliuje sté-
nové y* pod 1 skoro pies celou sténu domény. U jemné&jsi sité b) je mozné pozorovat hodnoty
i nad tuto mez, ale jelikoz oblast nahlého rozsiteni neni duilezita pti validaci vysledk, jsou
tyto hodnoty pominuty. S omezenim studentské licence jiz nebylo mozné navysovat prvky.
Oblasti zdjmu je naopak ¢ast trubice o pruméru D=20 mm a tam je zminénd podminka
pro k-w SST model splnéna pres celou periodu.
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Obrézek 5.11: Porovnéani sténovych hodnot y* p¥i maximdlnim prittoku @ pro a) hrubou
a b) jemnéjsi sit zndzornénych na obrazku 5.4.

5.1.4 Pribéh vypoctu a validace vysledka

Vypocet byl proveden v ANSYS® Fluent® 2019/2020. Jedn4 se o ¢asové proménny déj kvili
pulsujicimu proudéni buzeného membranovym cerpadlem. Tudiz je tato tloha fesena jako
nestacionarni s fesicem na zakladé tlaku (,,Pressure-Based solver“-PBS) [3]. PBS pracuje na
algoritmu metody projekce, kde kontinuita rychlostniho pole je dosazena resenim tlakovych
rovnic. Tyto rovnice jsou odvozeny z rovnice kontinuity a rovnic hybnosti. Jelikoz se jedna
o nelinedrni problém (viz teorie NS rovnice kapitola 3) a jednotlivé rovnice jsou navzijem
propojeny, feseni je mozné dosdhnout numericky. A to pomoci iteraci, kde tyto rovnice jsou
opakované feseny do té doby, nez je dosazeno pozadovaného kritéria konvergence residui.
Jak uz bylo zminéno jedna se o RANS rovnice, kde k uzavieni téchto rovnic je vyuzit
dvourovnicovy model k-w SST. Pro Teseni byl vyuzit segragacni PBS, ktery fesi jednotlivé
slozky rychlosti (z rovnic hybnosti RANS) a rovnici kontiuity sekvenéné. PBS, ktery resi
tyto rovnice zaroven, tzv. ,,Coupled“, neni vhodny pro periodické hmotnostni prutokové
okrajové podminky [3]. Nejvhodnéjsim segragacnim PBS pro tento problém se jevi PISO (.,
Pressure-Implicit with Splitting of Operators“), ktery je doporucovan pro transientni tilohy
. Z fyzikalniho hlediska se vSak PISO a vychozi algoritmus v programu Fluent®  SIMPLE“
nijak nelisi. Jedna se spise o to, ze u PISO je potfeba méné iteraci pro konvergenci, ale
jedna iterace oproti SIMPLE zabere vice vypocetniho ¢asu. Ve vysledku jde predevsim jen
o Casovou naro¢nost daného vypoctu [3].
Vypocet byl inicializovan ze vstupu pomoci standardni inicializace. Pro dosazeni mensich
residui (presnéjsiho feseni) byl vypocet spustén jako staciondrni po dobu, nez se residua
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ustalily (priblizné 500 iteraci). Nésledné uz byl vypocet fesen jako nestaciondrni s dru-
hymi fady presnosti, véetné tlaku a transientni formulace. Z hlediska konvergence residui
byly sledovany jednotlivé proménné - rychlosti ve smérech x, y a z, kontinuita, turbulentni
kinetickd energie k a mira disipace turbulence w. Kritéria pro konvergenci residui jednotli-
vych rychlosti byly nastaveny na hodnotu 1073 a pro kontinuitu, k& a w 107°. Pro dosazeni
zminénych kritérii se nastavilo 20 iteraci na kazdy casovy krok (tx=0,001 s).

S kazdym ¢asovym krokem residua konverguji ke stanovenému konvergenénimu kritériu,
kvuli ¢emuz lze pozorovat jejich oscilaci. Graf 5.12 znézornuje konvergenci residui pro rych-
losti ve sméru «, y a kontinuity pro ustélenou periodu. U rychlosti ve sméru z a y se jedné o
témeér totozné hodnoty kvili symetrii trubice a tudiz se residua prevazné shoduji. Residua
rychlosti ve smérech z, y a z (obrazek 5.13) se chovaji v zdvislosti na hmotnostni prutokové
okrajové podmince. U nizsich prutoku je zrejma horsi konvergence rychlosti (vyplyvajici z re-
lativné malych hodnot), kdy naopak pfi maximéalnim priutoku residua jednotlivych rychlosti
dosahuji hodnot odpovidajicich 10~°. Residua kontinuity nedosahly stanoveného kritéria v
kazdém casovém kroku, zejména v oblasti nartistu hmotnostniho priatoku. Ke konci peri-
ody vsak dosahuji pozadovaného kritéria a je mozné, ze nastavenim zadnych kritérii (bez
omezeni) a ponechani pouze stanoveného poctu iteraci na t; by bylo dosazeno presnéjsiho
feSeni. Residua rychlosti z (axidlni rychlosti v trubici), kterd jsou dulezitd pro porovnéni s
PIV, dosahovaly pfevazné hodnot nad 10~%. Konvergenci residui & a w je mozné pozorovat
na grafu 5.14, kde pozadované kritéria byly splnény v kazdém casovém kroku.

U laminarniho modelu byly kritéria residuf nastaveny totozné, tzn. pro kontinuitu 10~°
a pro rychlosti 1073 s 20 iteracemi na kazdy ¢asovy krok.

1e-01
. Residua ANSYS
—— kontinuita 2020 R1
1e-02 — rychlost ve sméru x ACADEMIC
] ‘ ——— rychlost ve sméru y
'
1e-03 - |
Kt
Iy | A
kidlL
1e-04 | ‘ f
U
1e-05
S

127500 130000 132500 135000 137500 140000 142500 145000 147500
Iterace

Obrézek 5.12: Oscilujici residua rychlosti ve sméru x,y a kontinuity s kritériem kovergence
1073 pro rychlosti x,y a 107° pro kontinuitu. Zndzornény jsou residua ustélené periody.
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Obrazek 5.13: Oscilujici residua rychlosti ve sméru z s kritériem kovergence 1073. V za-
vislosti na kritériu kontinuity dosahuji residua hodnot pod 10™*. Znzornény jsou residua
ustalené periody.

1e+00 —
] Residua ANSYS
16-01 K 2020 R1
® ACADEMIC

1e-02

1e-03

L "—"L"‘ i bl ! [
W e " »;’H 'L‘\'\”Ml ; U H ‘ | |
TARR Rk

1e-04

1e-05

1e-06

19'07 T T T T T T T T T
127500 130000 132500 135000 137500 140000 142500 145000 147500

Iterace

Obrazek 5.14: Oscilujici residua turbulentni kinetické energie £ a miry disipace w s kritériem
kovergence 107°. Pozadované kritéria jsou splnény v kazdém ¢asovém kroku. Znézornény
jsou residua ustalené periody.
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V pritbéhu vypoctu byla sledovana axialni rychlost v bodé, ktery se nachazi v poloviné tru-
bice a stiedu jejiho prurezu. Tento bod byl zvolen zhlediska presnosti PIV metody, ktera by
méla byt nejvice vystizna ve stiedu trubice. V poloviné trubice byly zrekonstruovany i rych-
lostni profily pomoci PIV. Nasledujici graf znazornuje rozdilnost jednotlivych napocitanych
period pro SST k-w model. Lze pozorovat vyrazné odchyleni prvni periody od ostatnich.
Odchyleni prvni periody od sedmé je pozorovano nejen v maximélnich rychlostech (5%)
ale i na za¢atku a konci periody (~35% a ~18%). Sestd perioda byla vyhodnocena jako
ustalend, jelikoZ se v porovnani se sedmou periodou rychlosti uz vyrazné neméni (rozdil v
maximech <0,24%). Pro lamindrni model probéhlo ustéleni také v Sesté periodé. Oznadeni
laminarni model odpovida NS rovnicim 3.1 a rovnici kontinuity 3.3 uvedenych v teoretické
casti.

Porovnani period z numerického vypocétu - ustalenost
T T T T

— SST k-w 1. perioda

SST k-w 2. perioda
—— SST k-w 6. perioda
— SST k-w 7. perioda

o
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Obrazek 5.15: Porovnéani jednotlivych period axidlnich rychlosti z numerického vypoctu.
Sledovany bod se nachdzi v poloviné trubice a stiedu jejtho prifezu. Sestd perioda, kterd
se témeér shoduje se sedmou se bere jako ustalena.

Graf 5.16 znazornuje periodu naméfenou experimentalné (modrd) a dvé periody z numeric-
kého Feseni. Jednd se o ustalené periody SST k-w modelu (¢ervend) a laminarniho modelu
(zlutd). Do grafu je priddno pfibliZzeni jednoho ¢asového tseku t€<0,33; 0,36> nalevo. Lze
si vsimnout vétsi shodu laminarniho modelu pii akceleraci kapaliny. To muze odpovidat
teorii, kdy laminarizovani proudu je dusledkem zrychlovani kapaliny. Naopak pozorova-
telny rozdil je pti zpomalovani, zejména od 0,6 s, kdy se experimentalnimu feseni ptiblizuje
vice turbulentni model k-w SST s tlumicim koeficientem turbulentni viskozity. Maximalni
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rozdil modelu k-w SST a experimentu lze pozorovat na paté rychlostni viny v c¢ase 0,5 s,
ktery ¢ini priblizné 28%. Pro lamindrni model je maximalni rozdil v ¢ase 0,65 s, a to 50%.
Nejvétsi neshoda lamindrniho modelu s experimentem nastava od ¢asového tseku t>0,6 s,
kdy kapalina zpomaluje, témét stagnuje. Z porovnani rychlosti v jednom bodé se zda byt
k-w SST model presnéjsi a zachycuje i laminarni proudéni kapaliny. Statisticky 1ze periody
jednotlivych Teseni vyhodnotit pomoci korelace a posoudit tak, ktery numericky model se
vice priblizuje realnému experimentu.

Porovnani experimentu a jednotlivych modelt
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Obrazek 5.16: Porovnani period axialni rychlosti experimentu a numerickych modeli. Sle-
dovany bod se nachazi v poloviné trubice a stiedu jejitho prifezu.

Pro porovnani respektive miru shody experimentu a numerického feseni byl vyuzit Pearso-
nuv korela¢ni koeficient r;.. Koeficient udava miru linearni zavislosti mezi dvéma veli¢inami
x a y. V tomto pripadé se jedna o rychlosti periody z experimentu a ustilené periody
z numerického vypoctu. Pocet experimentalnich jednotek n, znaci pocet namétenych/vy-
pocitanych rychlosti. Jelikoz perioda trva jednu sekundu a casovy krok pro experiment i
numericky vypocet je t,=0,001 s, je pocet jednotek n, = 1000. Koeficient r; se pohybuje
v rozmezi -1 az 1. Hodnota 0 znac¢i nulovou korelaci a proménné nemaji zadnou souvislost.
Hodnoty mensi resp. vyssi jak 0 znaci negativni resp. pozitivni korelaci. Vybérovy prumeér
je poéitan na zédkladé vzorct 5.15. K vypoétu byl pouzit program MATLAB® R2019b, kde
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je tento koeficient implementovan.

>ty (@i — T)(yi — ) (5.14)

=Y w =Y (5.15)

Graf 5.17 zna¢i miru korelace (linedrni zavislosti) mezi rychlostmi uvedenych v obrazku
5.16. Pozorované hodnoty x predstavuji axidlni rychlosti z experimentu a y z modelu k-w
SST. Pearsontiv korelacni koeficient je pro tyto data rp = 0,9970 a znaci tak silnou pozitivni
korelaci. V porovnani s lamindrnim modelem je tato hodnota priblizné stejna, tj. 0,9967.
Pres celou periodu je shoda v pozorovaném bodu pro oba pripady velmi dobra.
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Obrézek 5.17: Silnd pozitivni korelace axidlnich rychlosti ve sledovaném bodu dat z PIV
metody x a numerického vypoctu y. Pearsoniiv korela¢ni koeficient r=0,997 pro k-w SST
model.

K porovnéani rychlostnich profilii byl pomoci programu Fluent® vypisovan rychlostni profil
uprostred trubice pro kazdy casovy krok do textového souboru a néasledné zpracovan v
programu MATLAB® R2019b. Rychlost byla zapisovéana pro kazdy uzel elementu, coz se
osvédcilo kviili zachyceni gradientu v blizkosti stén. V porovnani s konstantim rozdélenim
na jednotlivé body v programu Fluent® | rake“ mtiZe pfi nedostateéném bodovani rychlostni
profily zkreslovat, a to zejména u stén.
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Data z PIV byly zaznamenany kamerou HiSense Neo od Dantec Dynamics. Trubice byla
prosvicena pulsnim laserem, ktery byl sesynchronizovan tak, aby pulzace odpvidala, stejné
jako u cerpadla, 1 Hz. Celkové bylo napocitano 8000 rychlostnich profild, tedy 8 period. V
dusledku rozdilného indexu lomu mezi riznymi materidly, jako je voda (proudici médium
v trubici), sklo (materidl trubice) a vzduch (okolni médium), dochézi ke zkresleni obrazu
a tudiz i k zachyceni jednotlivych ¢astic. Coz zptsobuje chybné vyhodnoceni rychlostnich
profil a to zejména v blizkosti stén, kde z hlediska analyzy proudéni se jednd o velmi
podstatnou oblast. Navic nastdvaly i situace, kdy se fluoreskujici ¢astice prichytavaly na
sténu trubice a pfi mensim otfesu se vracely zpatky do proudu. To néasledné zpusobilo
chybu vyhodnoceni rychlosti, jelikoz se tato ¢astice pri vyhodnocovacim algoritmu mohla
zameénit s pozorovanou castici. Hodnoty, které v oblasti stény nemély nulovou rychlost
byly vyhodnoceny jako chybné a upraveny tak, aby splnily podminku ulpivani. Odebrani
téchto hodnot a pridani nulové rychlosti mtze také vyrazné zménit gradient v blizkosti
stén a nelze tak brat tyto rychlostni profily jako exaktni. Hmotnostni prutokova okrajova
podminka, kterd byla obdrzena z této experimentalni metody, neni tak zcela presnéd a tim
padem lze ocekdvat urcité odchylky od experimentalniho reseni.

Pro porovnani bylo vybrano celkové Sest casovych okamziki, které jsou zndzornény na
periodé prutoku 5.18. Je zndzornén jak rychlostni profil z laminarniho modelu tak turbu-
lentnitho SST k-w. Prvni bod se nachédzi na zacatku periody, kde jsou vyrazné oscilace.
Druhy a t¥eti bod mapuje patu, resp. $pi¢ku pritokové viny. Ctvrty bod zachycuje oblast,
pii prudkém klesani rychlosti. Paty bod slouzi k porovnani rychlostnich profili pfi nizsich
pritocich, kde je mozné pozorovat zpétné proudéni v blizkosti stén. Sesty bod znazoriuje
opét rychlostni profily pri velmi nizkych prutocich, kdy kapalina témér stagnuje.

Casové okamziky rychlostnich profilt

200
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Pritok Q [ml/s]
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Obrazek 5.18: Znazornéni casovych okamzikii vybranych rychlostnich profilt na pratoku Q.
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V hydrodynamice jsou dilezité oblasti velkych smykovych rychlosti, tj. v blizkosti stén,
které tizce souvisi se smykovym napétim. Z hlediska hemodynamiky, to mé pak souvislost
s orientaci a morfologii endotelidlnich bunék. Kvili ¢emuz se také vyhodnocuji velic¢iny
jako je napr. TAWSS. Z tohoto divodu je vyhodnoceni numerické simulace soustredéno
predevsim na rychlostni profily. Je dilezité poznamenat, ze velikost priatoku se odviji od
presnosti integrace rychlostnich profili. Data z PIV byly zprumérovany pfes osu symetrie
potrubi. Navic diskretizace PIV po prirezu je 0,46 mm, coz vzhledem ke komplexnimu
tvaru profili (obzvlasté v nizkych rychlostech se zpétnym proudénim) muze zpusobovat
neptesnost. Pokud by byla trat opatifena napriklad magneticko-indukénim pratokomérem,
ktery je schopen pfi spravném nastaveni mérit takovy pulsujici pratok, bylo by toto reseni
presnéjsi.

Prvni bod predstavuje zacatek periody pii nizkych pritocich. Je mozné pozorovat pre-
chod ze zpétného proudéni v blizkosti stén (graf vlevo), kdy po ¢ase v zavislosti na rostoucim
vétsi vliv v blizkosti stén. Nejprve dochazi k vyvinu rychlostniho profilu ve stfedu trubice
(dominance nestacionarnich setrva¢nych sil) a vyvin rychlosti v blizkosti stén je opozdén.
Jakmile je kapalina urychlovana a setrvacné sily se zvétsuji je vliv viskoznich sil smérem
ke sténam trubice vice zanedbatelny. Tento nartst hybnosti je doprovazen priznivym tlako-
vym gradientem ‘C%’ < 0, kdy tlak ve sméru proudéni v zavislosti na case klesd. Jedna se o
pulsujici proudéni a je sledovano pouze jedno misto, tudiz se tento gradient méni vyhradné
na case. Navic zména prurezu po délce trubice je v okoli zadjmu nulova % = 0 a odtrzeni
mezni vrstvy tak neni ovlivnéno geometrii (viz graf 5.20).

Rychlostni profily - porovnani

t=0,02 s t=0,25s
- e —— Experiment
n -0.05 A 7\1 " -0.05 SST Kew
£ ’ | = Laminarni model
> 0 > 0
17 17
i) o
S 0.05 S 0.05
> > ’
IS —— Experiment IS ki ;7
< Laminarni model <
0.15 ‘ ‘ ‘ 0.15 ‘ ‘ ‘
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
Radialni soufadnice r [mm] Radialni soufadnice r [mm]

Obrazek 5.19: Porovnéani rychlostnich profilti pro ¢asové okamziky t=0,02 a 0,25 s znézor-
néné na obrazku celé periody 5.18.

Nésledujici grafy zachycuji rychlostni profily pfi maximéalnim pritoku a prudkém poklesu
prutoku, tj. okamzik, kdy jsou zpétné ventily membranového Cerpadla zaviené. V porov-
nani s numerickymi simulacemi je rychlostni gradient u stén vyrazné vétsi (modrd). Avsak
toto znazornéni v disledku s vyse zminénymi neptresnostmi nemusi aplné odpovidat realité.
Experimentalni trat je navic opatiena dalsimi ventily a prvky, které nejsou v.CFD mo-
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delu zahrnuty, coz muze prispivat k dalsim odchylkdm. U obou numerickych modelt si lze
je pozorovan se zpozdénim 0,1 s. Je vSak otdzkou zdali k tomuto proudéni nedoslo nebo
neni jen zachyceno PIV metodou. Zpétné proudéni nastdva pti zpomalovani kapaliny a je
dusledkem nepriznivého tlakového gradientu tj. % > 0 (tlak nartstd ve sméru proudéni v
zévislosti na ¢ase). Tento gradient destabilizuje mezni vrstvu v blizkosti stén trubice, kde
kinetickd energie ¢astic neni dostatecnd k pfekonani tlakového nartistu. V uréitém casovém
okamziku tak vznikne bod, kde je rychlostni gradient a tudiz i smykové napéti nulové.
Tento tzv. bod separace lze pozorovat ve stejném okamziku u obou modelu v case 0,457
s. Nasledné dochézi k odtrzeni mezni vrstvy, zavifeni a zpétnému proudéni téchto castic
(t=0,477 s). Tudiz vifivost v tomto tzv. Gplavu bude mit opa¢ny smér oproti hlavnimu
smeéru proudéni a v misté, kde se proud obraci, bude nulova.

Jedné se tak o obdobu ptipadu, kdy v zavislosti na poloze ve sméru proudéni (% > 0)
dochdzi k odtrzeni mezni vrstvy (napriklad profil kiidla). Matematicky je tento problém
popsan pro pripad staciondarniho proudéni v laminarni mezni vrstvé, kdy se vychézi z NS
rovnic (2D). Na tyto rovnice je aplikovana rozmérova analyza, kterd vede na zanedbéni
nékterych jejich clentl. Celkové jsou tak obdrzeny dvé rovnice pro laminarni mezni vrstvu,
tzv. Prandtlovy rovnice. Dulezitd rovnice pri objasnovani odtrzeni mezni vrstvy predstavuje
% = 0. Plyne z ni fakt, ze tlak napfi¢ mezni vrstvou se neméni [52].

Rychlostni profily - porovnani
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Obrazek 5.20: Porovnéani rychlostnich profili pro ¢asové okamziky t=0,4 a 0,477 s znazor-
néné na obrazku celé periody 5.18.
V okamziku maximalniho prutoku (obr. 5.20 vlevo) je rozdil mezi laminarnim a turbulent-

nim profilem zanedbatelny. Vyznamnéjsi rozdil se ukazuje az ve fazi téméf maximalniho
zpomaleni kapaliny (obr. 5.21 vlevo, bod 4), kdy lamindrni profil ma tendenci zachovavat
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tvar s pozustatky paraboly, kdezto turbulentni profil je témér plochy (mirné se dokonce
propadd) a vyrazné lépe odpovidd méfeni. Pro klidovou fazi (obr. 5.21, vpravo, bod 6),
je shoda mezi experimentem a turbulentnim profilem také lepsi. Nicméné zde mohou byt
data z experimentu kvili velmi nizkym rychlostem a komplexnimu charakteru z podstaty
metody zatizeny chybou.

Rychlostni profily - porovnani
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Obrazek 5.21: Porovnéani rychlostnich profili pro ¢asové okamziky t=0,65 a 0,91 s znéazor-
néné na obrazku celé periody 5.18.

Znézornéni kvantitativni shody predstavuji odchylky od experimentalniho reseni, které jsou
stanoveny na zakladé pritokid v jednotlivych ¢asovych okamzicich. Pro rychlostni profily
z numerické simulace byla zvolena naslednd numerické integrace. Dany profil byl prolozen
kubickym splinem, coz znamend, ze kazdy interval (vzdalenost mezi body) je prolozen
polynomem tretiho stupné. Diky tomuto presnému prolozeni je mozné diskretizovat profil
rovnomérné. Z programu Fluent® v zivislost na ,bias® faktoru je toto rozlozeni bodi
nerovnomeérné. Déle jsou prutoky obdrzeny stejnym zptisobem jako u okrajové podminky a
to na zékladé plochy mezikruzi a odpovidajici rychlosti (soucet infinitezimalnich pritoku).

Tabulka 5.2 reprezentuje procentualni odchylky od pritokt v experimentu. Zejména pri
velmi nizkych pratocich se tyto odchylky vyrazné zvétsuji. Toto je dusledkem nesymetric-
kého rozlozeni rychlosti v radidlnich smérech trubice, plynouci z ndhlého zizeni. Tim padem
i volby poloméru, na kterém jsou vykreslovany rychlosti (viz obr. 5.22). Zrcadlenim jednoho
rychlostniho profilu tak neni mozné obdrzet zadany prutok. Naopak pri vyssich prutocich
je toto rozlozeni témér symetrické a odchylky v pritocich jsou tak vyrazné mensi.

0025 0255 04s 0477s 0655 0915
SST k-w A77%  3.2%  -0.1%  35,7% 12.4%  -10%
Laminérni model | -74,6% 11,5% 1,4% 36,7% 10,3% -79,1%

Tabulka 5.2: Procentudlni odchylka jednotlivych modeltt od PIV metody. Absolutni hod-
notou je zde prutok, ktery je stanoven z PIV metody a zndzornén na grafu 5.18.
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Obrazek 5.22: Kontury axiadlnich rychlost! pfi maximalnim a vyrazné niz$im pritoku v
poloviné trubice (vykresleno je 50 kontur).

5.1.5 Nezavislost vysledkid na vypocetni siti

Vysledky v predeslé kapitole byly pro oba piipady porovnany s experimentalnim mérenim s
jemnéjsi siti b), kterd je omezena studentskou licenci. Pro nezavislost vysledku na vypocetni
siti byly vybrany stejné profily, které byly uvedeny v porovnani s experimentem.
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Obrazek 5.23: Pro zhodnoceni nezavislosti vysledki na vypocetni siti byly zvoleny tii rych-
lostni profily pro oba numerické modely.
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Porovnanim vysledku s hrubsi siti a) na obrazku 5.23 lze pozorovat rozdily zejména ve
stfedu trubice. V ¢ase 0,65 s u SST k-w se rychlostni profil diky kvalitnéjsimu zjemnéni
ve stfedu trubice propadd, coz odpovida snizeni rychlosti o 22%. PFi maximdalnim prutoku
je rychlost ve stfedu trubice pro sit b) vétsi o 1,5%. Zjemnénim sité je také ovlivnén cas
odtrzeni mezni vrstvy, ktery je u hrubsi sité a) opozdén o 0,012 s.

Mensi vliv vysledkt na kvalitu vypocetni sité je zaznamendn u lamindrniho modelu.
Zjemnénim sité na témeér ¢tyrnasobny pocet prvki jsou stile pozorovany pozustatky lami-
narnfho parabolického profilu (0,4 s a 0,65 s). Pfi maximalnim prutoku se tak rychlostni
profil laminarniho modelu jevi jako vlnity. Procentudlni odchylka v ¢ase 0,65 s ve stfedu
trubice ¢ini pfiblizné 6,5 %.

5.2 Analytické reseni

Teoreticky uvod analytického feseni byl nastinén v sekci 3.3. Pro toto TeSeni je zasadni
spravneé stanovit tlakovy gradient Ap;, ze kterého nasledné vychézi rychlostni profily. Zdroje
[48] a [28] upozornuji na to, ze neni mozné stanovit gradient z tlakovych snimacu ve velké
vzdalenosti, protoze se feSeni se zvétsujici se vzdalenosti jednotlivych bodu zkresluje. Bylo
tak vyuzito drivéjsi numerické simulace, pomoci které se tento gradient stanovil. V pribéhu
vypoctu byly zaznamenavany dva relativni tlaky (staticky + dynamicky) ve vzdalenosti 4+
3cm od poloviny trubice a nasledné urcen jejich rozdil (Ap = p; — p2). Od tlaku py byla
odectena hydrostaticka slozka tlaku imérna vzdalenosti vyuzitych bodd, tj. 6cm.

Daéle je potreba dany tlakovy gradient vyjadrit pouze funkcemi cosinus, kvili ¢emuz
byla vyuzita interpolace pomoci Fourierovi fady 5.16.

Interpolace - vysledny tlakovy gradient Ap,

1000 w - 300
Data Ap
—_ — Interpolace Ap| |
ff . — Pratokova vina 200
= 500
4 ' 100 £
= E
5 0 o ©
@®© ~
) L 2
. =]
2 1-100 &
@) .-
fc -500 : |
— 1-200
-1000 | | | | -300
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cas t [s]

Obrazek 5.24: Interpolace tlakového gradientu obdrzeného z numerické simulace pomoci
Fourierovy rady. Pro orientaci je zobrazena i prutokova vlna.
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V programu MATLAB® R2019b je dostupné aplikace ,,Curve Fitting“, kdy je mozné vyuzit
az osmého radu interpolace. Jako nejvhodnéjsi se jevila interpolace patého tadu, jelikoz
koeficient ag je zanedbatelny a po prolozeni frekvence odpovida priblizné 1 Hz, tj. frekvence
déje v experimentu.

Ap; = aj cos(t) + by sin(t) + ag cos(2t) + ba sin(2t) + a3 cos(3t)+

5.16

+bs sin(3t) + +a4 cos(4t) + ba sin(4t) + a5 cos(5t) + bs sin(5t) (5.16)
K obdrzeni pouze funkce M, cos(nt+¢,) pro jednotlivé fady n=1+5 je potieba vyuzit
rovnice 5.19 pro amplitudy M,, a goniometrickych funkci pro faze ¢, 5.20. Obecné lze
kosinovy gradient rozlozit podle nésledujiciho vztahu.

M, cos(nt — ¢y,) = My, cos(nt) cos(¢n) + M, sin(nt) sin(¢py,) (5.17)

Vhodné substituce plynouci ze vztahi 5.16 a 5.17 jsou a,, = M, cos(¢n) a b, = M, sin(¢y,),
z Cehoz je pak vyjadfena amplituda M,,, kdy u jednotlivych koeficienti a, a b, nezalezi na
znaminku (cos?(¢) + sin(¢) = 1).

a2 + b2 = M?(cos?(¢n) + sin?(¢py)) = M2 (5.18)

M, = /a2 + b2 (5.19)

K dodrzeni znaménkové konvence ze vztahu 5.17 je nutné brat fazi ¢,, jako zapornou. ReSeni
zéavisi na kvadrantu, ve kterém konstanty a, a b, lezi. Pro 1. a IV. kvadrant plati vztah 5.20.
Pro II. resp. IIl. kvadrant je potfeba posunout fazi ¢,, o +m resp. —m, ¢imz je zabezpeceno,
ze ¢n € (—m,m) [30].

M, sin(¢y,) bn
_ Mpsm(on) | 2
On arctan <Mn cos(¢n)> arctan <an) (5.20)
bn,
¢n, = —(arctan (a—) +7) proa<O0OAb>0 (5.21)
bn,
¢n = —(arctan (a—) —7) proa<0Ab<O (5.22)

Nasledujici graf zobrazuje jednotlivé tlakové gradienty Ap,, pro jednu periodu 0+-27. Secte-
nim téchto gradient vyjadienych pouze pomoci funkce kosinus je obdrzen vysledny tlakovy
gradient odpovidajici Fourierové interpolaci na obrazku 5.24. Pro jednotlivdi Womersleyho
¢isla ay, které se méni v zavislosti na n (ay,), jsou nasledné urceny kostantni amplitudy My
a faze 0y. Pokud je z < 45 je vyuzito tabulky 1 v priloze. Hodnoty z v tomto pripadé pred-
stavuji ¢islo ay, (viz vztah 3.43), kde k presnéjsimu feSeni je vyuzita linedrni interpolace
tabulovanych hodnot. Pro hodnoty z > 45 uz nejsou k dispozici tabulky ale je mozné vyuzit
vztahu 5.23 a 5.24.

My, = 1003070930+ #0754 —0,39909— 3 log (o) (5.23)

5,06

Qn

6o, = 40, 51423, — 22,5 (5.24)
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Rozlozeni na jednotlivé tlakové gradienty
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Obrazek 5.25: Jednoduché funkce cosinus odpovidajici rozlozenym tlakovym gradientim
Apy, = My, cos(nt + ¢n,).

Poté jsou obdobnym zpusobem spocitany amplitudy My, (y) a faze 6, (y), které se navic
meéni radidlné napri¢ trubici. Tim padem uz neni obdrZen vektor jako v minulém pripadé
(zavislost pouze na «,). Vysledkem je matice 5x12, kde pocet radku je reprezentovan fadem
Fourierovy transformace a pocet sloupcu radidlni diskretizaci. Proménna z je ted pocitana
jakou soucin radialni souradnice y a ¢isla « (viz vztah 3.42). Nakonec jsou vyuzity vztahy
3.48; 3.44; 3.49 a 3.50, ze kterych je obdrzena amplituda M) a fize €y. Velikostné zachové-
vaji rozmér matice 5x12 plynouci z predeslych matic. Jelikoz findlni vztah pro Womersleyho
rychlostni profily 5.25 vychazi z linedrni diferencidlni rovnice 3.23 plati, ze suma jednotli-
vych Teseni je také feSenim.

M, 1
u=—"=M/sin(nt + ¢, + o) (5.25)
pn

Pro lepsi reprezentaci rychlostnich profila byla opét vyuzita podminka ulpivani pro redlnou
kapalinu. V zavislosti na c¢asové diskretizaci je pro kazdé n obdrzen urcity pocet rychlostnich
profili (obrézek 5.26), které jsou nasledné secteny pres ¢asové okamziky. Pro ilustraci jsou
uvedeny rychlostni profily pro n =1 a 2, kde perioda je pro prehlednost rozdélena pouze
na Sest ¢asovych okamzikt. Tyto profily odpovidaji diléim tlakovym gradientim Ap,, kdy
jejich souctem je obdrzen vysledny interpolovany tlakovy gradient Ap;. Taktéz to plati i
pro profily, které se seCtou ve stejny Casovy okamzik a tim je ziskan vysledny rychlostni
profil odpovidajici Ap;. Na grafech je pouze pét rychlostnich profilt a to z toho duvodu, ze
déj je periodicky a pro 0 a 27 se profily shoduji.
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Rychlostni profily - n=1; a =269 Rychlostni profily - n=2; a =38
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Obréazek 5.26: Rychlostni profily odpovidajici diléim tlakovym gradientim s ¢asovou dis-
kretizaci 1/5 periody.

Womersleyho ¢islo o, je pocitano na zakladé vysledné frekvence Ap; a je funkci Fourierova
radu interpolace n.

2mn f
v

ap =R (5.26)
K tomu, aby byl popsan spravny pohyb kapaliny v trubici a analytické reseni bylo kompletni
je potfeba pri¢ist k témto rychlostni profilim parabolicky profil [48]. Ten zastupuje ustalené
laminarni proudéni, kdy jeho maximélni rychlost byla vypocitana z pramérné rychlosti za
periodu. Parabolicky profil byl tak stanoven pomoci rychlosti ve stiedu trubice 0,1 m- s~!
a nulové rychlosti na sténé trubice.

Vysledné profily tizce souvisi s presnosti interpolace a jelikoz tlakovy gradient osciluje
na vice frekvencich, nelze predpokladat velkou pfesnost feSeni. V literatufe je tato metoda
pouzivana na jednoduchou kiivku tlakového gradientu, kde jiz ¢tvrty rad Fourierovy trans-
formace je pfesny. V tomto pripadé je pouzit paty rad a jak je znazornéno na grafu 5.24 je
vidét velkou neshodu interpolace. Otazkou pak je, zdali pti pfesném interpolaci bude tato
metoda pro tento gradient viibec vhodna.

P1i analyze rychlostnich profila s ¢asovou diskretizaci 0,01 s se pro tuto interpolaci po-
hyb kapaliny priblizoval k experimentu pouze v oblasti od 1/3 do 1/2 periody. Pro tuto
oblast bylo vybrano opét Sest casovych okamzikl, kdy i pri velmi oscilujicim tlakovém
gradientu je vidét obdobné chovani rychlostnich profili. Graf v ¢ase t=0,48 s odpovida pri-
blizné stejnému casovému okamziku jako 5.20 vpravo, pri kterych je zachycen stejny vyvin
zaporného proudéni u analytického a numerického feseni. Rozdil v maximéalnich zdpornych
rychlostech ¢ini pouze 0,24 %. Na rychlostnich profilech v ¢ase t=0,51 se analytické FeSeni
zaCind odchylovat od experimentu a néasledné kvili nespravnému zachyceni interpolované
tlakové viny se profily nechovaji v souladu s experimentalnim feSenim.
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Rychlostni profily - porovnani
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Obrézek 5.27: Porovnani experimentu a analytického feseni pro jednotlivé ¢asové okamziky.

Obr. 5.28 reprezentuje jednotlivé rychlosti bodu radidlni diskretizace v zavislosti na Case
(obdobny pripad grafu 5.27). Je bran pouze tsek, kde se jevila interpolace tlakovym gradi-
entem jako dostatecné. Bezrozmérnd veli¢ina y = 1 znaci radialni pozici v trubici. Hodnota
y = 1 predstavuje podminku ulpivani na sténé a tak je rychlost pres celou periodu nulova.
Naopak kiivka y = 0 zastupuje priubéh rychlosti ve stredu trubice. Na tomto grafu je
dobre zachycen vyvin zpétného proudéni, kde nejprve nastava v nejbliz$im bodé u stény
(y=0,975). Tato krivka se nejvice fazové blizi k tlakovému gradientu, kdezto ostatni se ¢im
dél vice odchyluji. To je zptisobeno praveé vlivem viskéznich sil u stén, kde je mald hybnost
castic kapaliny a tudiz se chovaji témér okamzité v zavislosti na zméné tlakového gradientu.
S vétsi blizkosti ke sténé by se modra kiivka posunovala doleva a byla by vice utlumena
kvuli mensim rychlostem. Na druhou stranu kiivka y = 0 stfed (stfed trubice) je nejvice
fazové posunuté oproti Ap;, kde nedochazi k zdpornému proudéni (dominance setrvaénych
sil). Tento fazovy posun je matematicky vyjadien fazi ey (rovnice 5.25) vyjadiujici vliv
nestacionarnich setrvac¢nych sil. Jak jiz bylo zminéno v sekci 5.1 zpétné proudéni je dopro-
vazeno nepriznivym tlakovym gradientem. To znamend, ze jeho casova derivace je kladn4,
coz je splnéno na oranzové kfivce napravo od prerusované oblasti, kterd protind kiivku
y = 0,975 v nulové rychlosti (bod separace).
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Obrazek 5.28: Souvislost tlakového gradientu Ap; s axidlnimi rychlostmi u v jednotlivych
bodech radidlni diskretizace y.

5.3 Newtonsky a ne-newtonsky model krve

Pro zachyceni vlivu ne-newtonského chovani krve byl vyuzit model Carreau 5.27, ktery je
dostupny v programu Fluent®. Nésledné je tento model porovnan s newtonskym modelem
krve, tj. modelem o konstantni viskozité pii smykové rychlosti 4 — oo. Pro tuto analyzu je
pouzita stejnd geometrie jako v sekci Numericka simulace 5.1. Na zakladé nezavislosti sité
byla vyuzita hrubsi sit a) ca 140k prvki s modelem k-w standard, ktery akceptuje y™ u stény
do hodnoty 5 [35]. Tento model byl zvolen kvili vyrazné lepsi konvergenci nezli k-w SST,
se kterym feSeni divergovalo. Turbulentni model k-w standard taktéz umoznuje tlumeni
turbulentni viskozity p; pomoci koeficientu a*. Carreau model je dostupny jako vychozi
nastaveni v programu Fluent® pouze pro lamindrni proudéni, pro které je také odvozen.
U turbulentnich modeli je nutné pomoci ptrikazového radku povolit ne-newtonské modely
(,define/models/ viscous/turbulence-expert /turb-non-newtonian?“). V programu Fluent®
je smykové rychlost 4 pod ndzvem ,strain rate“ (rychlost deformace), kterd byla zazna-
menavana kazdy casovy krok. V tabulce 5.3 jsou shrnuty hodnoty jednotlivych konstant a
hustoty krve.

np—1

() = (14 uA)?) 7 (10— froo) + foe (5.27)

Grafy z obrazku 5.29 zndzornuji zavislost efektivni viskozity p.y na smykové rychlosti 4 a
jejich odpovidajici rychlostni profily pro Carreau model (smykové fidnuti) a pfi uvazovani
pouze konstantni viskozity (u.r = 0,00345 Pa-s). Ve stfedu trubice je piiblizné plochy
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Ak [s] \ ng [-] \ po [Pass| \ foo [Pacs] \ p [kg:m™?]
3,313 \ 0,3568 \ 0,056 \ 0,00345 \ 1060

Tabulka 5.3: Konstanty pro ne-newtonsky model krve Carreau a hustota krve [16].

rychlostni profil (¥ — 0) a tim padem je zde viskozita nejvétsi. Viskozita predstavuje urcity
odpor proti proudéni a tak v porovnani s newtonovskym chovanim kapaliny je rychlost
mensi (body 3 a 7). Ve stfedu trubice (r=0) rozdil viskozity 0,0487 Pa-s zptsobuje 7,3
% rozdil v rychlostech. S rostoucim rychlostnim gradientem (smykovou rychlosti) se tento
rozdil vyrazné zmensuje, kde v bodé 18 uz je rychlost priblizné totozna. V tomto pripadé se
vsak jednd o proudéni pouze v primé trubici a vliv smykového fidnuti neni tak markantni,
jako by mohl byt ve slozitéjsich geometriich (viz obrazek 4.4). V teoretické ¢asti bylo navic
konstatovano zanedbani ne-newtonského chovani pfi praméru trubice vétsi jak 1 mm (v
tomto pripadé D = 20 mm).

T 004 Smykové fidnuti a konstantni viskozita
s O | ‘ ‘ ‘
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S 0.03 | * Carreau - Fluent |
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Obrazek 5.29: Vliv uvazovani pouze newtonského chovani v porovnani s Carreau modelem
v poloviné trubice o pruiméru D = 20 mm v ¢asovém okamziku t=0,52 s

7 analyzy kazdého casového kroku lze vypozorovat odchyleni vypocitanych bodua viskozity

v programu Fluent® od teoretické kiivky (bod 21). Toto vychyleni je pozorovino jen v
nékterych casech a pres celou periodu se viskozita odchyluje pouze k vétsim hodnotam, nez
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je teoretickd kiivka. V bodé 21 je tak vyrazné vétsi viskozita, a to o 69%. Tim je rychlost
pozorovana na profilech nizsi, nez by byla pri teoretické viskozité. Toto je zpusobeno uzi-
tim turbulentniho modelu, pro ktery ne-newtonské chovani kapalin neni zcela probadano
a neexistuje tak zadny obecny model pro turbulentni proudéni. V programu Fluent® je
viskozita uvazovana pouze jako funkce smykové rychlosti, kterda souvisi s druhym invari-
antem IIp. Na druhou stranu vétsina bodu odpovida této teoretické kfivce a model k-w
standard s tlumicim koeficientem pro nizkou intenzitu turbulence (vstup a vystup - 1%), se
tak jevi jako dostateény pro popsani transientnich jevil s Carreau modelem. Casovy oka-
mzik byl zvolen na zékladé zachyceni vSech zminénych jevi. Pfi maximélnim prutoku je
rozdil rychlosti ve stredu trubice priblizné stejny jako je na obr. 5.29 a tudiz vice zanedba-
telny vzhledem k vétsim rychlostem. V blizkosti stén kvuli velkym smykovym rychlostem
je tento rozdil mizivy. Proto zndzornéni vice okamzika neni potrebné.

Jelikoz se jednd o turbulentni model, bylo pfedpokladano, ze ¢etnost téchto odchylek
bude vyraznéjsi pri vétsi turbulenci, resp. turbulentni kinetické energii k. Proto byla vybrana
oblast za nahlym ztZenim, kde dochazi k nejvétsi nestabilité a zavifeni (vzdalenost od
vystupu I, = 0, 5225 m). Grafy 5.30 reprezentuji casovy okamzik t=0,6 s, kde byl pozorovan
nejvétsi narust k za periodu.
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Obrazek 5.30: Vliv turbulentni kinetické energie k na Carreau model v okamziku t=0,6 s,
kdy je pozorovana nejvétsi mira turbulence.

V porovnani s minulym piipadem dochézi k odchyleni pravidelnéji a to zejména pii vyssich
k. V bodé 1 je viskozita vyssi o 30% a potupné s radidlni soufadnici klesa. Vyjimkou je
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vsak bod 25, kde je skoro nejmensi hodnota k£ a nadhodnoceni viskozity je oproti ostatnim
bodtum vyssi. Jedné se o bod jako v minulém pfipadé (pozorovano na rychlostnim profilu
5.29), ktery se nachédzi v oblasti zpétného proudéni. Jelikoz je ale k zavisld na intenzité
turbulence I (na vstup a vystup zaddno pouze 1%), je pravdépodobné, ze by pii vyssi
I bylo toto odchyleni vétsi. Tato zavislost se Tidi vztahem 5.28 [3], kde v, je primérna
rychlost.

k= g(vpf)2 (5.28)

5.4 Specificka karotida pacienta

Posledni sekce v praktické ¢asti se zabyva stanovenim moznych nefyziologickych mist pouze
z pohledu hemodynamiky. Tyto mista mohou nésledné zptisobovat aterosklerézu vedouci
ke zhorseni prichodnosti arterie (stenézu), coz zpusobuje vétsi zatéz na srdce. Geometrie a
vypocetni sif specifické karotidy byla obdrzena od pana Ing. Ondfeje Lisického, ktera byla
nasledné upravovana pro turbulentni model. Na zdkladé predeslych numerickych simulaci
byl vybran k-w SST model pti nizkych Reynoldsovych ¢islech s Carreau modelem. Intenzita
turbulence byla opét predpokladand nizka s hydraulickym prumérem CCA (I = 1%; Dy, = 8
mm).

Ke stanoveni okrajovych podminek byl vyuzit ¢ldnek [11], kde jsou zaznamendny pri-
toky jak pro spole¢nou karotidu (,Common Carotid Artery“-CCA), tak pro interni (ICA)
a externi (ECA). V tomto pripadé byl vyuzit pouze prutok CCA, a to na vstupni okrajovou
podminku.

Vstupni okrajova podminka
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Obrézek 5.31: Perioda hmotnostniho pritoku uréena ze zdroje [11], ktera odpovida pritoku
v CCA.
Jelikoz se jednd o idedlné tuhy model a vstupni okrajovou podminkou je prutok, lze na

vystup pouzit konstantni tlak. Vypocet se ridi pouze timto pritokem respektive tlakovym
gradientem, ktery se chova v zavislosti na této okrajové podmince. Tudiz tlakova vystupni
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podminka nemé vliv na rychlostni pole a veli¢iny s ni spojené. To je pro tento pripad
vhodné zhlediska stanoveni luminalniho smykového napéti WSS. Problém je vSak v rozdé-
leni pritoku z CCA do jednotlivych vétvi karotidy. Tento pomér pritoku v ICA a CCA
zévisi predevsim na mife stendzy (obr. 5.32). S konstantim tlakem v CFD dochazi k vyrazné
zméné prutoku az pii 80% stendzy a oproti vysledkiim z magnetické rezonance (MRI) se
tak vyrazné lisi. Metoda MEL (,,Minumum Energy Loss“) predstavuje algoritmus, ktery od-
haduje pratoky na zakladé minimdalni energetické ztraty mezi vstupem a vystupem. Touto
metodou je pomér prutoku od 65% nadhodnocovdn. Pomér ploch na druhou stranu pomér
prutoku od 60% podcenuje. Protoze je zde provedena simulace zdravé karotidy, tzn. 0%
mira stendzy, je viditelné, ze konstantni tlak splnuje tento pomér dostatecné.

[0
(=}

Internal carotid -
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(ICA) %

o))
(=}

; ~
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5

pomér loch % e
20 sy IF\)/IEL p v (ECA)
""" MRI Common carotid
0 artery
0 20 40 60 80 100 (CCA)
Mira stenozy [%]

Obrazek 5.32: Pomér pratoku ICA a CCA v zavislosti na mife stenézy. Porovnani CFD
vypoctu (konstantni tlak, pomér ploch, metoda MEL) s vysledky z MRI [51]. Obréazek
vpravo znazornuje polohu karotidy [47].

Prehled okrajovych podminek a zakladni geometrické rozméry pravé karotidy jsou uvedeny
na obrazku 5.33. Prameér ICA (D) je v tomto pripadné priblizné dvojnasobné vétsi nez
ECA (D3). Vysek geometrie karotidy je dlouhy 80 mm s hlavni vétvi o praméru D.

Aygoyg . Vstup A
ACADEMIC Ay ’ . VyStup 1 S
D=7,3mm L ® Vystup 2 ' e
o
3
Sténa 3
P 23mm D,=4,6 mm v
1— ™
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Obrazek 5.33: Znazornéni jednotlivych okrajovych podminek pro numericky vypocet. Uve-
deny jsou rozméry pruméru CCA, ICA, ECA (D1, Do, D3) a délky karotidy.

Vypocetni sit 5.34 byla nésledné upravena tak, aby co nejvice odpovidala podminkam vy-
po¢tového viskézniho modelu. Nejvétsi sténové yt se projevovalo v misté bifurkace. Nutno
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podotknout, ze pfi vyuziti Carreau modelu je proménnd viskozita a yT se tak méni i v
zéavislosti na ni. Vétsi viskozita bude tim padem tuto bezrozmérnou veli¢inu snizovat.

ANSYS
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—
KR

R
NN

1,75 525

Obrazek 5.34: Vypocetni sif karotidy - 498 000 prvkd a 520 000 nodi.

Opét byla sit zjemnéna smérem ke sténdm, kde nejvice problémova oblast byla v misté
bifurkace. Z divodu slozité diskretizace domény bylo nutno sit nejvice zjemnit v celé CCA,
aby tak v oblasti bifurkace nedochazelo k vyrazné velkym y*. Nicméné s omezenim student-
ské licence jsou ECA a ICA ochuzeny o pocet prvki a neni tak dodrzena tplnd navaznost
z CCA na ICA/ECA.

Obr. 5.35 predstavuje hodnoty nejvétsich yT (pfibliZzné maximalni priitok ¢ = 0,12 s)
a hodnoty vyskytujici se pfevazné pres celou periodu, které znazornuje okamzik ¢ = 0,6 s.
Zejména v oblasti bifurkace (y* = 3,1) a v zdhybu ICA (y* = 2,6) nebylo pii maximalnich
prittocich (¢ = 0,12 a7 0,14 s) dosaZeno y* ~ 1. Zjemnén{ sité vzhledem k studentské licenci
déle neni mozné a tak je tady tato sif brana jako dostacujici. Zobrazeno je také misto, které
je pozdéji vyhodnoceno jako stenoticky nachylné (¢ervend oblast oddédlené karotidy). Zde
jsou hodnoty y* < 1 pfes celou periodu.
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Obrazek 5.35: Porovnani hodnot y* ¢asové okamziky piedstavujici maximélni a vyrazné
mensi prutok.
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Ze zdroje [26], kde bylo provedeno méfeni na sedmi pripadech pacientt se zdravou karotidou,
byly odebrany vysledky rozdéleni prutoku v jednotlivych vétvich (¢erchované kfivky grafu
5.36). Celkové se jednd o 14 zdravych arterii (levd i pravd), jejichz poméry prutoki jsou
zprumeérovany. Jelikoz u kazdého pacienta byla tepova frekvence rizna (od 77 do 57 tdert za
minutu) byla perioda znormalizovana. Oproti tomu jsou vyhodnoceny poméry z numerické
simulace s konstantnim tlakem p = 0 Pa (plné kiivky). Pramérované hodnoty naméfenych
a vypocitanych pomért za periodu jsou uvedeny s procentualnimi odchylkami v tabulce 5.4.
S uvazenim pouze konstantniho tlaku na obou vystupech, idealné tuhého modelu a okrajové
podminky z jiného méreni, se rozdéleni pritokt z CFD vypoctu na zakladé procentualnich
odchylek velmi priblizuje realité.

ICA/CCA ECA/ICA ECA/CCA
CFD 0,7231 0,3833 0,2769
MRI 0,7 0,39 0,26
odchylka CFD/MRI | 3,3 % 1,71 6,5%

Tabulka 5.4: Hodnoty pomért pritoki zprimeérované pres periodu z CFD a MRI, které
jsou uvedeny v ¢lanku [26] (T =1 s).

CFD (p=konst.) a MRI

1 : :
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Obrézek 5.36: Porovnani pomért pritokii z programu ANSYS® Fluent® a vysledkii obdrze-
nych na zakladé MRI, které jsou prevzaty z ¢lanku [26]. Pramérované hodnoty jednotlivych
prutokl jsou uvedeny v tabulce 5.4.

Pro znazornéni proudéni v karotidé pomoci ANSYS® CFD-Post byly vybrany proud-
nice, jelikoz nejlépe zachycuji situace znazornéné na obrazku 5.37, ktery predstavuje 3 casové
okamziky periody T'. V prvnim pfipadé (¢t = 0,08 s) se jedné o okamzik, kdy je krev urych-
lovédna. Proudnice se pfiéné nemisi a proudéni se zdd byt vyhradné laminarni (laminarizace
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pri akceleraci). Druhy okamzik (t = 0,12 s) ilustruje témér maximalni prutok a proudnice
se destabilizuji na vnéjsi strané ICA, kde dochézi k odtrzeni MV. Oblast zpomalovani zna-
zornuje t = 0, 18 s, kde v disledku odtrzeni se tvori oblast recirkulace. V predeslém pripadé
numerické simulace 5.1.4 dochazelo k odtrzeni pouze vlivem ¢asové nepiiznivého tlakového
gradientu % > (. Nyni uz je situace pomérné slozitéjsi a odtrzeni bude ve velké mite ovliv-
novano i komplexni geometrii, tj. zejména radidlnim nahlym rozsifenim bezprostfedné za

bifurkaci a tudiz gradientem % > 0 (vznik az dvou protichidnych vira obr. 5.38 vlevo).

V zavislosti na % > 0 dochéazi k této separaci jiz prit = 0,12 s a v 0, 18 s se tyto nepiiznivé
gradienty kulminuji a nastdvd nejvétsi mira recirkulace. Po tomto vyrazném spadu (graf
5.33) se v zavislosti na % tato oblast stabilizuje a zavireni témér vymizi. Nicméné po Case
0,4 se tento déj opakuje ale v podstatné mensim méritku. Naslednou akceleraci zejména v
case t = 0,55 oblast zpétného proudéni opét vymizi a znovu zac¢ina od 0,6 s.

Obrazek 5.38 zastupuje dva ¢asové okamziky (¢t = 0,2 a 0,4 s), kde v ¢ase maximalni re-
cirkulace je vykreslen celkovy WSS (W S) a pfi mensim prutoku pouze WSS ve sméru hlav-
niho proudu krve Z (WSZ). V teoretické ¢asti 3.1 byly rozebrany hodnoty nefyziologickych
WSS, které se pohybuji v rozmezi +£0,4 Pa. Celkovy WS (VW SX?2 + WSY2 + W SZ?)
bylo nutné brat v potaz pouze pfi maximalnich zavireni, jelikoz slozky WSX a WSY
nejsou zanedbatelné a ve vektorovém souctu pak presahuji uvedené rozmezi. Tim padem
ve vysledku by toto lumindlni napéti z hlediska hemodynamiky nemélo mit vliv na vznik
aterosklerdzy. Avsak jsou zde také pozorovatelné hodnoty WS, které do tohoto rozmezi spa-
daji. Jedna se zejména o jadra jednotlivych vird, jejichz osy jsou témeér kolmé na arteridlni
sténu a se vzdélenosti od jejich stfedu se WSS zvétsuje (ve stiedu nulova rychlost a tudiz
i WSS). Viry strhava hlavni proud a jsou undseny ve sméru proudéni, osa jejich rotace se
tim piddem méni a zarovnava se se smérem proudéni. Trvani téchto dvojitych protichid-
nych virovych struktur je vsak pouze 0,1 s (10 % periody) a dilezitéjsi je pozorovat, ve
kterém misté je arterie zatézovana nefyziologickymi WSS za periodu nejdéle. Tyto mista
jsou znazornény cervenou oblasti v Case t=0,4 s. Zde po vétsinu periody (pfiblizné 80%),
vyjma akcelerace krve, jsou pozorovany nizké hodnoty WS respektive W SZ.

Rychlost [ | t=0,12 s
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Obrézek 5.37: Proudnice zachycujici laminarizaci (t = 0,08 s), destabilizaci mezni vrstvy
(t =0,12 s) a nejvétsi zavifeni za celou periodu (¢ = 0,18 s).
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Obrazek 5.38: Nefyziologické luminalni smykové napéti ptisobici na stény karotidy v ¢aso-
vych okamzicich nejvétsi recirkulace a nizsiho prutoku.

Zobrazenim W SZ je mozné znazornit i zdporné hodnoty (ervend), coz znaé¢i zpétné prou-
déni (oblast vnéjsi ICA bezprostiedné za bifurkaci). Ve fazi mensich prutoki (¢ = 0,4 s)
je pozorovéana rovnost WS a WSZ (shodny smér pusobeni napéti se smérem proudéni).
Porovnani zdravé a stenotické varianty stejné karotidy je zobrazeno na obrazku 5.39.

——stendza
——zdrava

Obrazek 5.39: Porovnéni zdravé (modrd) a stenotické varianty karotidy (¢ervend), kde oblast
nejvétsiho zizeni je z hlediska hemodynamiky disledkem nepiiznivych WSS.
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Jedna se o totozné obrazky, kde pouze pro ilustraci jsou vpravo zvyraznény obrysy pro obé
varianty. Geometrie zdravé karotidy, na které byla provedena numerickd simulace, je uméle
vytvorena ze stenotické varianty. Je tudiz mozné, ze jsou vysledky ovlivnény i timto faktem
a zavery by se tak pri uziti redlnych geometrii mohly lisit. K nejvétsi zhorseni prichodnosti
vsak dochézi pfesné v misté, které bylo pres periodu zatézovano nepiiznivyma WSS nejdéle.
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Kapitola 6
Zaveér

Pro pochopeni tak komplexni kapaliny jako je krev je dulezité nahlédnout do jeji struktury
a kompozice, od které se odviji ne-newtonské chovani krve. Tim se zabyva druha kapitola,
kde je kladen duraz na erytrocyty, ponévadz zastupuji podstatny objem krve. Nejen kvuli
témto krvinkam, ale také proteintim plazmy, se krev ridi zejména smykovym fidnutim. To
je dusledkem shlukovani erytrocytu do valeckovitych struktur zvanych ,,rouleaux*.

Tvorba a zanik téchto struktur tzce souvisi s proudénim krve, které ma kvili srdci
pulsujici charakter. Proto ivod kapitoly ¢. 3 je vénovan pravé zdakladnim rovnicim hydro-
dynamiky, jejichz znalost je vypoctovém modelovani proudéni (CFD) zésadni. Kvili témto
pulsacim se v poddajnych cévach siri tlakova vlna, kterd se smérem k perifériim utlumuje.
Nicméneé stény cév maji také slozitou strukturu, ze které plynou materidlové vlastnosti jako
anizotropie, hyperelasticita a viskoelasticita. AvSak tyto jevy se napf. z divodu malé roz-
tazitelnosti cév zanedbavaji a nemaji vétsinou markantni vliv na proudéni, kterym se tato
prace zabyva. Nestacionarita proudéni krve hraje dilezitou roli a ovliviiuje mista, kde je
mozny vyskyt nefyziologickych jevu (ateroskleréza). Lokalizaénim faktorem téchto jevi je
v hemodynamice smykové napéti WSS a z ného plynouci veli¢iny (TAWSS a OSI). Pri
laminarnim proudéni newtonské kapaliny lze pulsujici povahu s uvdzenim piimého idealné
tuhého potrubi odvodit analyticky (Womersleyho feseni). S témito striktnimi predpoklady
je oblast vyuziti velmi omezend ale metoda mutze byt vhodna napriklad pro okrajové pod-
minky v CFD vypoctu.

Kapitola ¢. 4 vymezuje vsechny typy ne-newtonského chovani krve a jejich matema-
tické modely. Pozornost je vénovana predevsim nejuzivanéjsim viskéznim modelim, které
se uplatiuji i v komerénich systémech jako je ANSYS® Fluent®.

Prakticka ¢ast 5 nejprve porovnéava experimentalni méreni pomoci ,particle image velo-
cimetry* (PIV) s numerickou simulaci. Jedn4 se o pulsujici proudéni newtonské kapaliny v
idedlné tuhé (sklenéné) piimé trubici. Na zakladé rozporu v literatufe je vyuzito jak lami-
narniho, tak turbulentniho modelu pro nizka Re. V porovnani sledovaného bodu v poloviné
trubice a stfedu jejiho prifezu je shoda laminarniho a turbulentniho modelu SST k-w po-
moci korelacniho koeficientu ry priblizné stejnd (rp = 0,9967 a rp = 0,997). Kvalitativni
shoda byla provedena pomoci rychlostnich profila v jednotlivych ¢asovych okamzicich, kde
se SST k-w model shodoval 1épe. U laminarniho modelu setrvavaly pozustatky paraboly, coz
ve vysledku ovlivnilo i mensi shodu rychlosti v jednom bodé. Pozornost byla soustiedéna
také na odtrzeni mezni vrstvy pii ¢asové proménném tlakovém gradientu, které v obou nu-
merickych simulacich nastalo ve stejném okamziku. Navzdory tomu u PIV bylo pozoroviano
se zpozdénim 0,1 s. V zéavislosti na zminované nepresnosti u PIV metody, zejména v oblasti
stén, nemusi byt tento fenomén zachycen spravné. Na stejnou geometrii byl nasledné vyuzit
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newtonsky a ne-newtonsky model krve (Carreau) s turbulentnim modelem pro nizka Re.
Jelikoz se jedna o relativné velky primér piimé trubice, neni zde ne-newtonsky vliv tak
a Carreau modelu nastavaji odchylky od teoretické kiivky, které v urcitych mistech nad-
hodnocuji viskozitu (az o 69 %). To zpusobuje vétsi odpor proti pohybu kapaliny a tak
mensi rychlost v daném bodé. Proto byla také vybréana oblast nejvétsiho zaviteni (za néh-
Iym zGzenim) a prozkoumaéano, zdali na tyto odchylky m4 vliv mira turbulence. Pfi nejvétsi
turbulentni kinetické energii k£ byla ¢etnost odchyleni vétsi. Viskozita se ve stiedu trubice
lisila 0 30% a s radidlni souradnici se toto odchyleni snizovalo. AvSak v bodé zpétného
proudéni s nejnizsi k byl opét pozorovan narust od teoretické krivky. Tudiz neni mozné
prisuzovat tyto odchylky pouze z hlediska miry turbulence.

Na zakladé interpolovaného tlakového gradientu z numerické simulace bylo provedeno i
Womersleyho analytické feseni lamindrniho proudéni v ptimé trubici (kapalina s konstantni
viskozitou). Ovsem kvili velmi oscilujicimu gradientu bylo dosazeno shody s PIV pouze v
urcité ¢asti periody. Bylo také zachyceno zpétné proudéni ve stejném casovém okamziku
jako u numerické simulace. Analytické feseni Womersleyho rychlostnich profili je mozné
vyuzit naptiklad pro ¢asové proménné okrajové podminky v CFD.

Zavérem je uskutecnén vypocet na zdravé specifické karotidé pacienta, pres kterou krev
proudi do mozku. Tato geometrie byla vytvorena uméle na zdkladé stenotické varianty.
Jako vstupni okrajovd podminka byla zvolena hmotnostni prutokovéd vina z ¢lanku [51]. Na
vystupy jednotlivych vétvi arterie byl pouzit pouze konstantni tlak. Kvuli témto vystupnim
okrajovym podminkam bylo zkontrolovano v jakém poméru se rozdéluji pritoky do jednot-
livych vétvi. V porovnéni s vysledky na zdkladé MRI z ¢lanku [26], se tyto poméry pritoku
velmi priblizuji realité. Obecné je tato arterie, zejména na interni vétvi, nachylnd na tvorbu
aterosklerézy, kvuli které dochézi ke stenéze (zzZeni) a zhorSeni pruchodnosti tepny. V
tomto pripadé se jedné o zdravou karotidu a cilem je z hlediska hemodynamiky predikovat
vyskyt moznych nefyziologickych mist, které jsou pri¢inou zminéného onemocnéni. Tyto
mista byly analyzovany pomoci WSS, kde za citlivé oblasti se povazuji hodnoty v rozmezi
+ 0,4 Pa. Za celou periodu je tak vymezena oblast zdravé karotidy, jednéd se o vnéjsi ICA
bezprostredné za bifurkaci, ktera byla za periodu nejdéle namahédna neptiznivymi W SS.
Nasledné v porovnani se stenotickou variantou je nejvétsi kontrakce zaznamenana presné
ve zminéném misté.
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Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

Symbol/zkratka Nazev Jednotka
I'iw efektivni difusivita k a w Pa-s
Ap tlakovy gradient (rozdil tlaku mezi dvéma body) Pa
Ap; interpolovany tlakovy gradient Pa

a bezrozmérné Womersleyho ¢islo -
o* koeficient tlumici py -
Q.00 Bis a1 konstantni hodnoty SST k-w -
Y(a,b) smykova rychlost s~1
Ymaz maximalni hodnota smykové rychlosti s71
e charakteristickd smykova rychlost s~!
0 tloustka mezni vrstvy m
do rozdil fazi 6y a Oy(y) °
s Stokesova tloustka mezni vrstvy mm
€0 faze ménici se napfi¢ potrubim °
o; 6o(y) faze Besselovych funkeci °
A soucinitel treni potrubi -
Ak casova konstanta S
Ar relaxacni doba S
7 dynamicka viskozita Pa-s
w bezrozmérna forma viskozity -
o viskozita pti ¥ — 0 Pa-s
N konstantni newtonska viskozita Pa-s
Hef efektivni viskozita Pa-s
bt turbulentni viskozita Pa-s
e viskozita pfi ¥ Pa-s
oo viskozita pfi ¥ — oo Pa-s
v kinematicka viskozita m?.s7!
p hustota tekutiny kg-m™3
Ok w Prandtlova bezrozmérna cisla -
(0rz)j smykové napéti j-tého Maxwellova elementu Pa
0w,2; Rey; Ry, konstantni hodnoty SST k-w -
T(a,b) smykové napéti Pa
Tmaz maximélni smykové napéti Pa
T deviacni tenzor napéti Pa
Ts smykové napéti pusobici na sténu Pa
T¢ tenzor Reynoldsovych napéti Pa
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Symbol/zkratka

II;
Ip; Ilp; IIIp
Jo
K2
L
MV
%
Mo; Mo(y)

Nazev
kritické smykové napéti
thlova rychlost - kapitola 3.3
mira disipace turbulence - kapitola 5.1.3
faze tlakového gradientu
nabla - vektor parcidlnich derivaci ( )
op

gradient napf. tlaku, v ESS -(5
divergence, v ESS (d“’)
konstantn{ hodnota tlaku
integracni konstanta
integracni konstanty
prumér
tenzor rychlosti deformace
hydraulicky pramér definovén jako S/O
,,cross-diffusion term*
Debofino bezrozmérné cislo
modul pruznosti
smykove zavisla funkce
,blending“ funkce kapitola - 5.1.3
sily ptisobici na véalcovity element - kapitola 3.2
k generovana stfednimi rychlostnimi gradienty
hematokrit
hematokrit do 50%
kritickd hodnota hematokritu
intenzita turbulence
druhy invariant T
prvni az tfeti invariant D
Besselova funkce prvniho druhu a nultého fadu
konstanty pro reseni diferencialnich rovnice
délka primého potrubi
mezni vrstva
amplituda axialni rychlosti u
amplituda Besselovych funkci
amplituda tlak. gradientu
obvod
oscila¢ni smykovy index
objemovy prutok
hmotnostni pritok
vnitini polomér trubice
Reynoldsovy stied. Navier-Stokesovi rovnice
bezrozmérné podobnostni ¢islo
maximdlni Re, v casovém tseku

Re s prostorovym primeérovanim rychlosti pres D

¢asové prumérované Re,
povrch/prifez
velikost rychlosti deformace
uzivatelem definovany c¢len
uzivatelem definovany clen
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Symbol/zkratka

T(o)
TAWSS

Nazev
perioda
¢asoveé priumérovany WSS
objem
maximalni rychlost
rychlost v neovlivnéné oblasti viskéznimi silami
smykové napéti pusobici na stény
Weissenbergovo bezrozmeérné ¢islo
disipace k zpusobena turbulenci
Besselova funkce druhého druhu a nultého fadu
vektor zastupujici i¢inek vnéjsich sil
koeficienty Fourierovy rady
konstanta Cassonova modelu
Eulerovo ¢islo
frekvence
gravitacni zrychleni
vyska
podil amplitud My(y) a My
imaginarni jednotka
turbulentni kineticka energie
konstanty plynouci z vlastnosti proteinu plazmy
faktor konzistence
relativni drsnost potrubi
vyska povrchovych nerovnosti vnitiniho povrchu trubky
délka valcovitého elementu
pocet vzorku zavislych na t,
rad Fourierovy rady
rad Besselovych funkci
materidlové konstanty krve
pocet jednotek
index toku
tlak (v misté 1 nebo 2)
slozka transmuralniho tlaku - periodicky proménny tlak
slozka transmuralniho tlaku nezavisla na case
tlak v misté ¢
transmuralni tlak
bezrozmeérny tlak
amplituda tlaku
Pearsoniv korela¢ni koeficient
radialni souradnice (bodu 1 nebo 2 od stredu trubice)
soutadnice pro cylindricky soufadny systém
cas
charakteristickd doba
casovy krok
maximalni tloustka erytrocytu
axialni rychlost
bezrozmérné veli¢iny pro rychlost, polomér a cas
bezrozmérné rychlost
rychlost treni
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S

Pa

m3
-1
m-s !

Pa

m-S

Pa-s~!
m-s_2
Pa

Pa-s
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Symbol/zkratka Nazev Jednotka
Up prumérnd rychlost kapaliny pres primér potrubi m-s !
v vektor rychlosti m-s~!
v stredovany v m-s !

T,y pozorované hodnoty x a y (korela¢ni koeficient) m-s~!
T,y vybérovy prumér x a y (korelacni koeficient) m-s~!
Y bezrozmérna radidlni vzdélenost -

yT bezrozmérna vzdalenost -

] amplituda axidlni rychlosti m-s~!
uP parikularni reseni diferencialni rovnice m-s~!
aP homogenni feseni diferencidlni rovnice m-s~!
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Piilohy
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Tabulky

Jo(zi2) = My(z)et0(®

|z | Mo(2) Oo(z) )] =z | Mo(z) 0o(2) [°] |
0,000 | 1,000 0,000 1,9 1,189 47,880
0,050 | 1,000 0,040 | 1,950 | 1,208 50,080
0,100 | 1,000 0,140 2,000 1,229 52,290
0,150 | 1,000 0,320 2,100 1,274 56,740
0,200 | 1,000 0,570 2,200 1,325 61,220
0,250 | 1,000 0,900 2,300 1,381 65,710
0,300 | 1,000 1,290 2,400 1,443 70,190
0,350 | 1,000 1,750 2,500 1,511 74,650
0,400 | 1,000 2,290 2,600 1,586 79,090
0,450 | 1,001 2,900 2,700 1,666 83,500
0,500 | 1,001 3,580 | 2,800 | 1,754 87,870
0,550 | 1,001 4,330 2,900 1,849 92,210
0,600 | 1,002 9,150 3,000 1,950 96,520
0,650 | 1,003 6,040 3,100 2,059 100,790
0,700 | 1,004 7,010 3,200 2,176 105,030
0,750 | 1,005 8,040 3,300 2,301 109,250
0,800 | 1,006 9,140 | 3,400 | 2,434 113,430
0,850 | 1,008 10,31 3,500 2,576 117,600
0,900 | 1,010 11,55 3,600 2,728 121,750
0,950 | 1,013 12,86 | 3,700 | 2,889 125,870
1,000 | 1,016 14,23 3,800 3,061 129,990
1,050 | 1,019 15,66 3,900 3,244 134,100
1,100 | 1,023 17,16 4,000 3,439 138,190
1,150 | 1,027 18,72 | 4500 | 4,618 158,590
1,200 | 1,032 20,34 5,000 6,231 178,930
1,250 | 1,038 22,02 5,500 8,447 199,280
1,300 | 1,044 23,75 6,000 11,50 219,620
1,350 | 1,051 25,54 7,000 21,55 260,290
1,400 | 1,059 27,37 8,000 40,82 300,920
1,450 | 1,067 29,260 9,000 77,96 341,520
1,500 | 1,077 31,190 10,00 149,8 382,100
1,550 | 1,087 33,160 11,00 289,5 422,660
1,600 | 1,098 35,170 12,00 9561,8 463,220
1,650 | 1,111 37,220 | 14,00 2,137 544,320
1,700 | 1,124 39,300 16,00 8,217 625,400
1,750 | 1,139 41,410 18,00 31,85 706,460
1,800 | 1,154 43,540 20,00 124,2 787,520
1,850 | 1,171 45,700 25,00 3809 990,150
1,900 | 1,189 47,880 30,00 119200 1192,750
1,950 | 1,208 50,080 35,00 3786000 1395,350
2,000 | 1,229 52,290 40,00 | 121500000 1597,940
2,100 | 1,274 56,740 45,00 | 3929000000 1800,530

Tabulka 1: Konstanty pro analytické feseni v sekci 5.2 [29].
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