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Abstrakt

Tato prace se zabyva dvourozmérnou Fourierovou transformaci a jeji aplikaci pfi ur¢ovani
kvality obrazu. Je zde uveden algoritmus zalozeny na amplitudovych spektrech, ktery je
nasledné testovan na nékolika sadach snimkt. Jsou rozebrany moznosti vyuziti algoritmu
v praxi i jeho nedostatky. Pro pochopeni zakladii, na kterych algoritmus stoji, je vylozen
potfebny matematicky aparat. Diraz je kladen na vysvétleni vlastnosti amplitudovych
spekter. Dale se prace vénuje digitalnimu obrazu a jeho charakteristikam, které ovlivnuji
jeho kvalitu. Pro otestovani a sefazeni snimkti podle kvality byl sestaven demonstracni
program.

Summary

This thesis deals with two-dimensional Fourier transform and its use in digital image
quality assessment. An algorithm based on amplitude spectra is introduced and tested on
different sets of images. Its possible use and disadvantages are described. For understan-
ding the basics of the algorithm the fundamental mathematical theory is included. Mainly
the properties of amplitude spectra are explained. Next, the theory of digital images and
their characteristics, which can affect their quality, is described. For testing the quality of
the image the demonstrative program has been developed.

Klicova slova
Fourierova transformace, amplitudové spektrum, digitalni obraz, Sum, citlivost ISO, ztra-
tova komprese, ostrost

Keywords
Fourier transform, amplitude spectrum, digital image, image noise, ISO sensitivity, lossy
compression, sharpness

TKADLECOVA, M. Analyza kvality obrazu uZitim Fourierovy transformace. Brno: Vysoké
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1. Uvod

Ackoliv si to neuvédomujeme, analyza kvality obrazu, at uz snimkt nebo videa, tvori
dilezitou ¢ast naseho kazdodenniho zivota. Vnimame a hodnotime kvalitu obrazu pri
prochazeni galerie telefonu i pti sledovani televize. Proto neni zadnym pirekvapenim, ze
se obrazova analyza stala klicovou i v mnoha védnich oborech. V technické praxi se casto
porizuji stovky fotografii, z nichz se nasledné musi vybrat snimek s nejlepsimi vlastnostmi.
Typickym prikladem je foceni astronomickych objektt teleskopem, kdy se poridi tisice
snimkii jedné hvézdy. Subjektivni ohodnoceni a sefazeni tolika snimkt by bylo velmi
slozité a casové narocné. Dalsi uskali subjektivniho hodnoceni je to, ze dva lidé mohou
vnimat stejny snimek zcela odlisné. Proto bylo zapotifebi vyvinout objektivni metody,
které nam spolehlivé a efektivné urci poradi hodnocenych obrazi. Spousta takovych metod
je zalozena pravé na Fourierové transformaci a o jedné z nich pojednava tato bakalarska
prace.

Fourierova transformace je integralni transformace s velkym rozsahem vyuziti, od fe-
seni parcialnich diferenciadlnich rovnic az po zpracovavani snimkt z magnetické rezonance.
Diky Fourierové transformaci ziskdme komplexni informace o zkoumaném objektu, a praveé
proto je dulezita i v obrazové analyze. V prvni kapitole popiseme zakladni principy a vlast-
nosti Fourierovy transformace, teoreticky i na prikladech. Zaméiime se hlavné na vysveét-
leni chovani amplitudovych spekter. Pravé na nich je popisovana metoda postavena.

Ve treti kapitole se budeme zabyvat digitalnim obrazem, jeho vznikem a charakte-
patii ostrost, kterd hraje pti hodnoceni obrazu vyznamnou roli. Nasledné propojime tyto
poznatky s dvourozmérnou Fourierovou transformaci. V této kapitole taktéz podrobné
popiseme uvahy vedouci k sestaveni algoritmu, ktery kazdému obrazu priradi ¢islo ost-
rosti ay,.

Posledni kapitola pojednava o testovani algoritmu na konkrétnich obrazech porizenych
pii konstantnim nastaveni ISO. Prozkouméame a popiSseme jeho presnost, vyuzitelnost
v praxi ale i nedostatky. Pro hodnoceni kvality obrazii metodou, kterd je zalozend na
tomto algoritmu, je sestaven program v MATLABu.
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

2. Fourierova transformace

Fourierova transformace je velmi mocny nastroj v mnoha védnich oborech a casto
v nich zaujimé velmi dilezitou pozici. Struc¢né uvedeme teorii Fourierovych rad, ze kterych
prejdeme k jednorozmérné Fourierové transformaci. Ta tvori zaklad pro nase uvahy, které
nésledné rozsifime na dvojrozmérny piipad. VSechny definice a véty jsou prevzaty z [0]
a [3], pokud neni uvedeno jinak. Nejprve pfipomeneme pojem periodickych funkei, které
nas budou provazet v pribéhu celé kapitoly. Déle zavedeme dtlezité prostory funkeci,
s nimiz budeme pracovat.

Definice 2.1 (Periodicka funkce). Funkci f nazveme periodickou, jestlize existuje Cislo
p € RT {0} takové, ze
fx)=f(x+p) VzeR (2.1)

Nejmensti ¢islo p splnujici rovnici nazveme periodou funkce f.

Definice 2.2 (Lebesgueovsky integrovatelna funkce). Funkei f : I — C nazveme in-
tegrovatelnou (v lebesqueove smyslu) na intervalu I = (a,b), jestlize je méfitelnd a integral

JAECIEE 2.9)

existuje a je konecny.

Definice 2.3 (Prostor £L(R)). Prostor £L(R) definujeme jako mnozinu funkei f: R — C
takovych, ze

| @) 23

existuje a je konecny.

Definice 2.4 (Prostor £(R?)). Prostor £(R?) definujeme jako mnozinu funke{ f : R? —

C takovych, ze
J[ 1) sy (2.4
RQ

Definice 2.5 (Prostor £?(I)). Prostor £%(I) na intervalu I = (a,b) definujeme jako

existuje a je konecny.

L3(I) = {f : I — C méiiteln4; /b |f(z)]?dz < oo}, (2.5)

Definice 2.6 (Skalarni soucin a ortogonalita). Necht funkce f,g € L2(I). Jejich
skaldrni soucin (f,g) definujeme jako

(f,9) = / f(2)g(@) dz, (2.6)

kde g oznacuje komplexné sdruzenou funkci k funkci g. Dvé funkce f, g nazveme ortogo-
nalni, jestlize plati (f, g) = 0.
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2.1. FOURIEROVA RADA

Definice 2.7 (Uplny ortogonalni systém). Podmnozinu A Hilbertova prostoru £2(I)
(prostor £2(I) se skalarnim sou¢inem podle (2.6)) nazveme otrogondlnim systémem, jestlize

pro vSechny f,g € A, f(x) # g(z) pro Yz € I plati (f,g) = 0.
Ortogonalni systém A nazveme 1iplngm, jestlize pro kazdou f € L2*(I) takovou, Ze plati
(f,9) =0Vg € A, potom f(z)=0.

Véta 2.1 (Eulerova identita). Pro kazdé = € R plati
e = cos(z) + isin(x), (2.7)

kde i je imaginarni jednotka.

2.1. Fourierova rada

Definice 2.8 (Fourierova rada). Necht f : R — C je integrovatelna periodickd funkce
s periodou 27 a e** plny ortogonalni systém. Pak fadu ¢, (x) ve tvaru

n

pul(r) = Y e, (2.8)

k=—n

kde koeficienty ¢ jsou dany
1 [7 :
k= —/ f(x)e™ dz, keN (2.9)
2 J_.

nazveme castecnym souctem Fourierovy rady funkce f.
Jestli existuje limita lim,,_, ¢, (x) ¢astecného souc¢tu, miazeme psat
[o¢]

o(r) = lim p,(x) = Z cre™ —oo <1 < oo (2.10)
n— 00 antt

Tato nekonecna tada se nazyva Fourierova rada funkce f.
Pokud je funkce f realnd, mizeme pouzit Eulerovu identitu (2.7) a napsat radu ve tvaru

o(r) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)), (2.11)
k=1
kde koeficienty ay, by, jsou dany
1 [ 1 [
ar = —/ f(x) cos(kx) dz, b = —/ f(x) sin(kx) dz.
T J T J

Radu ve tvaru (2.11) nazyvame trigonometrickou Fourierovou radou funkce f. Takto
vyjadieny tvar Fourierovy rady je pravdépodobné nejzndméjsi a casto pouzivany. Vice
o Fourierovych fadach a jejich konvergenci popisuje [1].

Poznamka 2.1. Dosud popsané vzorce jsou dosti konkrétni vzhledem k uvazovanému

intervalu, proto provedeme zobecnéni pro Fourierovu fadu realné funkce na intervalu
(55, L), T € RT . {0}. Rada (2.10) a koeficient (2.9) pfejdou na

o0

T
. 1 2 .
SO(I) = E Cr elk}wt’ e = T/T f(ZL') ikt dz, (2‘12)
T2



2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Priklad 2.1. Stanovme Fourierovu fadu funkce f(z) = x na intervalu (—m, 7).

Resend. Spocitame koeficienty trigonomerické Fourierovy fady
ag = %ffwx dxr =0,

ar = = |7 xzcos(kz) dz =0,

by =1 [T wsin(kz) do = 2(—1)F.

Vysledné Fourierova rada je tedy tvaru

2
T) = Z(=1)*sin(kz).
o) = 3 H1! sinlh)
Vysledky jsou graficky vyobrazeny na obrazku 2.1. Z obrazku je patrné, ze se zvysujicim
se poctem scitanct fada lépe aproximuje funkci, kterd vznikne periodickym opakovanim
ptuvodni funkce na celé realné ose s periodou 7' danou délkou intervalu. Muzeme tedy
poznamenat, ze Fourierova rada neperiodickou funkci rozlozila na soucet harmonickych
funkci a prevedla ji na funkci periodickou.

(a) (b)

Obrazek 2.1: Grafy: (a) Prvni 4 ¢leny Fourierovy fady funkce f a jejich soucet (zelend),
(b) soucet 30 clent

2.2. Jednorozmeérna Fourierova transformace

Definice 2.9 (Fourierova transformace) Necht je funkce f € L(R). Fourierova trans-
formace funkce f je funkce F{f}(§) = : R — C definovana

/ f(z)e™ ™ da. (2.13)

Funkci F nazgvame taky Fourierovgm spektrem funkce f. Rikame, Ze f(z) a F(£) repre-
zentuji tu stejnou funkci v prostorové oblasti a frekvencni oblasti.

Definice 2.10 (Inverzni Fourierova transformace). Necht je funkce G € L(R). In-
verzni Fourierova transformace funkce G je funkce F~'{G}(x) = g(z) : R — C definovana

1

— /_OO G(&) e de. (2.14)

9(r) = o5

15



2.2. JEDNOROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

Poznamka 2.2 (Ptrechod od Fourierovy fady k Fourierové transformaci). Provedeme-li
ve vzorcich (2.12) pro Fourierovu fadu s obecnou periodou limitni prechod 7" — oo, tj.
w — 0o a nahradime-li sumu integralem, dostaneme nasledujici vyraz

oz) = /_ Z (%ei‘”t /_ Z F(r) e dT) dw. (2.15)

Tento vyraz se nazyva dvojndsobny Fourieruv integrdal a muzeme ho rozepsat do dvou
funkci: primé a inverzni Fourierovy transformace. Detailnéjsi odvozeni a podrobny vztah
je popsan v [1], ale pouziva se zde odlisna konstantova konvence.

Poznamka 2.3. Je dilezité poznamenat, ze predpoklady v definicich Fourierovy trans-
formace 2.9 a inverzni Fourierovy transformace 2.10 o funkci z prostoru £(R) nelze vyne-
chat. Predpoklad nam zaruci, ze je Fourierova transformace i jeji inverze definovana, tj. je
kone¢nd. Analogicky to funguje i ve vyssich dimenzich.

Pri zpracovavani digitalnich jednorozmeérnych signali vypocetni technikou nepracu-
jeme se spojitymi daty, ale jen s koneénym poctem vzorkiu. Proto zavadime diskrétni
Fourierovu transformaci.

Definice 2.11 (Diskrétni Fourierova transformace). Necht je f diskrétni funkce,
f:{0,1,..,N — 1} — C,N € N. Diskrétni Fourierova transformace funkce f je funkce
D{f}(w) = F(w) : {0,1,...., N — 1} — C definovand

D) = 3 fla) e 2w/, (2.16)

kde w=0,1,..., N — 1.

Definice 2.12 (Inverzni diskrétni Fourierova transformace). Necht je f diskrétni
funkce f : {0,1,..., N—1} — C, N € Na F jeji Fourierova transformace. Inverzni diskrétni
Fourierova transformace funkce F je funkce D~{F}(z) : {0,1,..., N — 1} — C definovana

=

1

D {F}(z) = N

F(w) e?miws/N (2.17)

i
o

kde w=0,1,..., N — 1.

Priklad 2.2. Vysvétlime si principy jednorozmérné Fourierovy transformace na prikladu.
Uvedme funkci

f(z) =104 2 -sin(2xw fiz) + 6 - sin(27 fox) — 4 - sin(27 f3x)

a frekvence polozme f; = 50 Hz, fo =40 Hz, f3; = 100 Hz.

Funkci f si miizeme predstavit jako jednorozmeérny signal — naptiklad slozeni nékolika
tont. Dale budeme uvazovat, ze nemame piedpis funkce k dipozici. Casto se v praxi
setkdvame s tim, ze potfebujeme analyzovany signal rozlozit a urcit, kolik vln ho tvori
a jaké maji vlastnosti. Z grafického prubéhu funkce (obrazek 2.2 (a)) ale tyto informace
nevycteme. Proto na signél pouzijeme Fourierovu transformaci. Ze spektra (obrazek 2.2
(b)) muzeme presné urcit, ze se signal sklada ze ti{ viln o frekvenci 40 Hz, 50 Hz a 100 Hz.
Vyska sloupci ve spektru nam 1ika, kterd z frekvenci je ve funkci nejvice zastoupena —
udava amplitudu jednotlivych slozek. U nulové frekvence mame sloupec, ktery odpovida
konstantni hodnoté pri¢tené k funkci.

Fourierova transformace nam tedy tuspésné rozlozila signal na jednotlivé slozky.
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

(a) (b)

Obrazek 2.2: (a) Graficky zndzornéna funkce f a jeji Fourierova transformace (b)
2.3. Dvourozmérna Fourierova transformace

Obrazy interpretujeme jako funkce dvou proménnych a na ty ndm jednorozmérna Fourie-
rova transformace nestaci. Proto rozsitfime nase tvahy do vyssi dimenze.

Fourierova transformace ma v analyze obrazli vyznamné postaveni. Pritadi obrazu dalsi
objekt — spektrum, ze kterého ziskame cenné informace o vlastnostech obrazu, kterych
si pouhym okem nemusime vSimnout. Spektrum je opét funkce dvou proménnych, ty
nazyvame frekvence. Nejprve uvedeme definice pro spojity pripad, ale stejné jako u sig-
nall, ani pri registraci obrazi poc¢ita¢ nepracuje se spojitymi daty. Proto si i v této ¢asti
predstavime diskrétni pripad transformace.

Definice 2.13 (Dvourozmérna Fourierova transformace). Necht je f € £(R?). Fou-
rierova transformace funkce f je funkce F{f}(&,n) = F(&,n) : R? — C definovana

F(&n) = /_ N /_ N fla,y) e T ddy. (2.18)

Funkci F nazveme Fourierovim spektrem funkce f. Rikdme, ze f(x,y) a F(£,n) reprezen-
tuji tu stejnou funkci v prostorové oblasti a frekvenc¢ni oblasti.
Vzor v prostorové oblasti a jeho transformace — obraz — tvori tzv. Fourieruv pdr.

Definice 2.14 (Inverzni Fourierova transformace). Necht funkce G € L(R?). In-
verzni Fourierova transformace funkce G je funkce F~Y{G}(z,y) = g(z,y) : R* — C
definovanou

1 o oo .
sa) =gz [ [ Glemetem dcay (219)

Poznamka 2.4. Vzorec (2.18) lze jednoduse odvodit. Mame funkci dvou proménnych f.
Nejprve provedeme Fourierovu transformaci v proménné z a proménnou y povazujeme za
konstantu. Dostaneme spektrum F/(§) = [*_ f(z,y) e 7" dz. Nésledné na celou funkei po-
uzijeme Fourierovu transformaci v proménné y s konstantnim z. Obdrzime vyraz F (£, 1) =
2 ()7 fy) e da) e dy. Z predpokladu definice vime, Ze funkce f € L(IR?)
je integrovatelnd, tim padem muzeme prepsat dvojnasobny integral na dvojny [3], a tak
dostaneme dany vzorec. Inverzni transformaci (2.19) odvodime z jednorozmérné inverzni
transformace obdobné.
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2.3. DVOUROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

2.3.1. Dvourozmérna diskrétni Fourierova transformace

Definice 2.15 (Dvourozmeérna diskrétni Fourierova transformace). Necht je f dis-
krétni funkce f : {0,1,...N — 1} x {0,1,...N — 1} = {0,1,..,N —1}> - C,N € N.
Diskrétni Fourierova transformace funkce f je funkce D{f}(&,n) = F(&,n) : {0,1,..., N —
1}? — C je definovana

2

—1N—
F(&n) = flx 2 (aktym) (2.20)

=0

;_A

xT

Il
o
<

Funkci F' nazveme Fourierovym spektrem funkce f. Pojmy zavedené pro spojity pripad
plati i pro pripad diskrétni.

Definice 2.16 (Inverzni dvourozmérna diskrétni Fourierova transformace). Necht
je f diskrétni funkce f : {0,1,...,N —1}> — C,N € N a necht je F jeji Fourierovo
spektrum. Inverzni diskrétni Fourierova transformace funkce F je funkce D™ F}(x,y) :
{0,1,..., N — 1}* — C definovan4

=2

~1
D F)(a.y) = — F(e,n) R v, (2.21)

3

=

Il
=)
Il
=)

n

Poznamka 2.5. Vzorce (2.20), (2.21) lze odvodit analogicky jako u spojitého ptipadu (viz
poznamka 2.4), akorat s diskrétnimi variantami transformaci. Vicerozmérné transformace
tedy interpretujeme jako slozeni jednorozmérnych transformaci.

Poznamka 2.6. Jelikoz ve vzorcich (2.20), (2.21) s¢itdme argumenty pres koneény pocet
prvki, diskrétni Fourierova transformace i jeji inverze vzdy existuji a jsou konecné.

Definice 2.17 (Amplitudové spektrum, fizové spektrum). Necht je f funkce f :
{0,1,..,N —1}> — C,N € N a F jeji Fourierovo spektrum. Amplitudové spektrum
funkce f je funkce A : {0,1,..., N — 1}? — R definovan4

A(&,n) = [D{f(z,9)} = |F (& n)l. (2.22)
Fdzové spektrum funkce f je funkce @ : {0,1,..., N — 1}? — (0, 27) definovand
ReF (&, n) = A(&,n) cos ®(&,m),  TmF(En) = A(£,n) sin B(&,n). (2.23)

Pokud je A(£,n) = 0 pro néjaké (£, n), polozime ®(&,n) = 0.

Poznamka 2.7. Fourierova transformace je obecné komplexni funkce a podle definice 2.17
ji muzeme rozlozit na dvé ¢asti: amplitudové spektrum a fazové spektrum. Amplitudové
spektrum popisuje, ktera frekvence a s jakou vahou je zastoupena v obrazu. Naopak fazové
spektrum ukazuje polohu frekvenci v obrazu. Pro analyzu kvality obrazi se v rdamci této
prace budeme zabyvat jen amplitudovymi spektry, ale naptiklad pti rekonstrukci obrazt
jsou nezbytna spektra obé.

Priklad 2.3. Nejprve si uvedeme jednoduchy priklad ,vInitého plechu”— harmonické
funkce zavislé jen na jedné prostorové proménné. V druhé proménné je konstantni. Vina
postupuje frekvenci 0,3 Hz (viz obrazek 2.3 (a)).
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

(a) (b)

Obrazek 2.3: Funkce v prostorové oblasti (a) a jeji amplitudové spektrum (b)

Rozebereme si amplitudové spektrum této funkce (obrazek 2.3 (b)). Nejjasnéjsi bod [0, 0]
odpovida nulovym frekvencim a analogicky s jednorozmérnym pripadem je dan konstantni
hodnotou pfictenou k funkei. Dalsi dva body o soufadnicich [0, 3, 0] urcuji frekvence
dvou vln, jejichz slozenim vznikne ptvodni vlna. Z polohy bodii mizeme usoudit, ze se
vlna Sit{ jen v horizontalnim sméru.

V celé préaci budeme osy posouvat tak, aby byl bod s nulovymi frekvencemi uprostred
spektra. Se zvysujici se vzdalenosti od stiedu se tedy budou zvysSovat i frekvence.

Priklad 2.4. Dalsi zkoumanou funkci dostaneme jako soucet dvou vin o rtizné frekvenci
a sméru Siteni (viz obrazek 2.4 (a)).
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Obrazek 2.4: Funkce v prostorové oblasti (a), jeji amplitudové spektrum (b) a fazové
spektrum (c)

Tentokrat mame v amplitudovém spektru 5 bodu (viz obrazek 2.4 (b)), jeden opét pro
konstantni hodnotu a dva body pro kazdou séitanou funkei. Body [+ 0, 3, 0] jsou hodnoty
frekvence prvni funkee, stejné jako v prikladu 2.3, a z dalsich bodu [£0,6, £0, 6] uré¢ime
frekvenci druhé funkce. Rozlozeni bod ndam opét rozklicuje, jak se jednotlivé funkce Siri
— horizontalné a diagonalné.

Pro uplnost je zde zndzornéno i fazové spektrum této funkce (obrazek 2.4 (c)). Na rozdil
od amplitudového spektra z néj ale moc informaci o piivodni funkci nevycteme, proto pro
nase ucely neni fazové spektrum dilezité.
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2.3. DVOUROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

Vlastnosti dvourozmérné diskrétni Fourierovy transformace

V této ¢asti si uvedeme prehled nékolika dulezitych vlastnosti dvourozmérné diskrétni
Fourierovy transformace vcetné jejich diukazi. Definice a véty jsou prevzaty z [3] a [0]
a jsou poupraveny pro nas pripad. V prvni c¢asti tabulky 2.1 jsou diskrétni funkce f, g :
{0,1,..., N —1}*> - C, N € N, v druhé &sti tabulky se nachdzi jejich Fourierovy trans-
formace F, G a «, 3,&y,m0 € R. Operace * znaci konvoluci, jejiz dvourozmérny diskrétni
pripad uvedeme v definici 2.18.

L | af(z,y) + Bg(x,y) | aF(§n)+ BG(En)
2. | f(x =m0,y —10) F(&,n) - e &wotmo)
3. (f*g)(z,y) F(&n) - G(En)
4. flz,y) - glz,y) 7z (F* G) (&)

Tabulka 2.1: Prehled dulezitych vlastnosti Fourierovy transformace
Prvni vlastnost se nazyva linearita a rika nam, ze kdyz provedeme néjakou linearni kom-

binaci funkeci v prostorové oblasti, stejnd kombinace se uskutecni i v oblasti frekvencni.

Véta 2.2 (Linearita). Necht jsou f, g diskrétni funkce {0,1,..., N —1}*> - C,N € N,
F, G jejich Fourierovy transformace a «, [ redlné konstanty. Pak plati

Diaf(z,y)+ Bg(z,y)} = aF (&) + BG(E,n). (2.24)
Diikaz.
N-1N-1
Di{af(w,y) + Bo(z,y)} =D Y laf(z,y) + Bgla,y) e ¥ #&vm) =
z=0 y=0
—1N-1
= Z Z af(x,y)e” 25 (x&+yn) + Bg(z,y) e 2z (m§+yn)] _
$=]3 1:1\(; 1 ’ N-1N-1 _
=« Z flz,y)e — 2 (x&+yn) + 8 Z Zg@hy) o R (xyn) _
z=0 y=0 2=0 y=0

ZaF(S,n)+ﬂG(€,n)-
0

Druha vlastnost popisuje chovani spektra pri translaci — posunuti vzoru v prostorové
oblasti.

Véta 2.3 (Translace). Necht je f; funkce {0,1,..., N —1}> — C,N € N a F} je jejf
Fourierovo spektrum. Oznacme funkci fy jako

fo(w,y) = f(x — 20,y — W0),

kde zg, yo € R a F3 je jeji Fourierovo spektrum. Pak plati

Fy(&,m) = Fi(&,m) e & Exotmo)
A2<§7 77) - Al(év 7])
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Pro dokazani prvni ¢asti véty o translaci potfebujeme nasledujici vlastnost diskrétni Fou-
rierovy transformace.

Lemma 2.1. Necht je f funkce {0,1,..,N —1}*> - C,N € N a F je jeji Fourierovo
spektrum. Pro kazdé k,[ € 7Z plati:

k+N—-114+N-1

D{f(z,y)} Z Z — 5 (gxtny)

Dikaz.
N—1N-1 '
ZZfl (z — 2o,y — yo) e v Extm) — |57 LT L0)
— t=vy—Y
a:QN 1—yo

Z Z fl s t e 28 (¢(s+xo)+n(t+yo)) _

s=—xo t=—Yyo
N—1—x9g N—1—yo

e — 28 (Exo+ny0) Z Z fl s If 27 (¢s+nt) F1(5,77) e—%({xo—f—nyo)‘

s=—xo l=—Yo

Dikaz druhé ¢asti tvrzeni: Necht jsou Ay, A; amplitudova spektra funkei fq, fo. Pak plati

As(&,m) = |F1(&,m) e Cmotmol| = | By (¢, m)| - [ E70tm0)| = A, (¢,m) - 1= Ay(&,m).
]

Definice 2.18 (Dvourozmérna diskrétni konvoluce). Necht f;, f5 jsou funkce
{0,1,..., N — 1}* — C, N € N. Diskrétni konvoluci funkci fi, f» nazveme funkci f defino-
vanou

=

N—

Zflstfzsc—sy—t) (2.25)

t

H

M

Il
o

s =0
f2(x7y)'

Nésledujici dvé véty vyjadiuji souvislost konvoluce dvou funkei s jejich soucinem, at uz
v prostorové nebo frekvencni oblasti.

~—

Funkci oznac¢ujeme f(z,y) = fi(z,y) *

Véta 2.4. Necht fi, f jsou funkce {0,1,...,N —1}* - C,N € N a F}, F, jsou jejich
Fourierova spektra. Pak plati

Dil{fl(%y) * fo(z,y)} = F1(&,m) - Fo(€,m). (2.26)
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2.3. DVOUROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

Diikaz. Oznacme f(z,y) = fi(z,y) * fo(z,y). Plati

N—-1N-1 1N-1
o) = 55 (S5 stento -0 e -
N

=0 y=0 \s=0 t=0
~1N-1 N—1N-1 B
= Y A Y e sy — e Hem P
s=0 t=0 =0 y=0 q=y—1
N—1N-1 N-1-sN—-1—t
YN A0 S Y falpg)e Flewr o
s=0 t=0 p=—s q=-1
N—1N-1 A N—1-s N—1—t
=D D Als)en RO X N7 fopg)en M =
s=0 t=0 p=—s q=-t1
:F1(£77] FQ(&?U)

]

Véta 2.5. Necht fi, fo jsou funkce {0,1,..,N —1}*> - C,N € N a F}, F; jsou jejich
Fourierova spektra. Pak plati

_ 1
DY fi(z,y) - folw,y)} = w2 (F1 (&) * Fa(&,m))- (2.27)
Diikaz. Oznaéme f(x,y) = fi(x,y) - fo(z,y). S vyuwzitim definice inverzni Fourierovy
transformace plati
N-1N-1 4
D{f(z,y)} = fil(z,y) folw, y) e ¥ Ertm) =
=0 y=0
N-IN-1 /| N-IN-1
2mi
=0 y=0 o=0 7=0
| NN —1N-1 ‘
= Fi(o Z folz Fle—o)z+n-1)y) _
=0 7=0 =0 y=0
| NoIN- 1
:m F1(UaT)F2(f—U777_T)_mpl(fjn)*Fz(fm)-
o=0 7=0

]

Konvoluce je velmi dilezita vlastnost, zejména pti filtrovani obrazii ve frekvenéni ob-
lasti. Mnoho metod filtrace je zalozeno pravé na tom, Ze nasobime frekvenc¢ni spektrum
néjakou funkci, a je uzitecné nasledné zjistit, jak vypada vzor takto upraveného spektra.
Siroké praktické vyuziti ma i dekonvoluce, opa¢ny proces ke konvoluci. Ta se vyuziva pii
zaostrovani snimki. Vice o konvoluci se muzeme docist v [1], [3], [5].

Priklad 2.5. Véta o translaci 2.3 se ovéri snadno. Jako prvni funkci f; uvedeme c¢tverec
o hrané 220 pixelt! uprostied ¢erného pozadi o rozmérech 512 x 512 (obrdzek 2.5 (a)).
Nésledné zvolime fy = fi(x + 100,y — 100), tedy posuneme ¢tverec o 100 pixeli doleva
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

(a) (b) (c) (d)
Obrazek 2.5:
(a) ptvodni funkce fi, (b) amplitudové spektrum funkce f;
(b) funkce fo = f1(x + 100,y — 100), (d) amplitudové spektrum funkce fo

a 0 100 pixela nahoru (obrazek 2.5 (c)).

Fourierova spektra obou funkei (obrazek 2.5 (b),(d)) vysla stejnd, coz potvrzuje tvrzeni
vety.

Spektra snimki budeme vzdy zobrazovat v logaritmickém méritku, jinak by byl nejjasnéjsi
jediny bod uprostied a nevidéli bychom strukturu okolo. Je dulezité si vSimnout toho, ze
ostré hrany a rohy ve vzoru v prostorové oblasti jsou ve spektru rozeznatelné. V nasem
pripadé ctverce ostré prechody zastupuje ve spektru viditelny ,kiiz”. Tyto rychlé zmény
kontrastu vyzaduji zastoupeni vin vSech riznych frekvenci o velkych amplitudach — proto
je ,kriz” tak vyrazny. Tento poznatek vyuzijeme pfi rozpoznavani ostrosti snimku.

Rychla Fourierova transformace

Klasicky vypocet diskrétni Fourierovy transformace obrazu o rozmérech N x N potfebuje
z definice piiblizné N? operaci. Kdyz si piedstavime obraz, ktery ma rozméry v fddech
statisicli, pocet operaci pro transformaci nabere obrovskych rozmeéri. I na supervykonném
pocitaci by doba pro uskutecnéni vypoctu byla netinosné dlouha. Pravé kvili urychleni
vypoétu byla vyvinuta metoda rychlé Fourierovy transformace FFT? | kterd snizuje na-
klady na vypocet na N log, N operaci. Pro predstavu muzeme vzit obraz o N = 1024
pixelli, coz je ¢asto pouzivany rozmeér. Jednoduchymi vypocty mizeme dojit k tomu, ze
uz i pti takovém rozmeéru nam rychld Fourierova transformace zrychli vypocet stokrat.
Podrobnéji je rychld Fourierova transformace rozebrana v [1]. Kdyz zpracovavame obrazy
v MATLABu, pouzivame ptikaz fft2, ktery vyuziva algoritmus rychlé Fourierovy trans-
formace.

Priklad 2.6. Uvedeme si dalsi ptiklady obrazkt a vedle kazdého z nich zobrazime jejich
amplitudové spektrum (obrazek 2.6). Omezime se na obrazky s jednotvarnym pozadim.
Vliv pozadi na spektrum budeme fesit v nasledujici kapitole. Nejvyraznéjsi strukturu po-
zorujeme u pismena (obrazek 2.6 (a),(b)). Stejné jako u ¢tverce v prikladu 2.5 je to ddno
tim, Ze jsou v obrazku ostré hrany, kde prechazi ¢erna barva ptimo v bilou. Tentokrat je
,ki1z” ve spektru pootocen diky natoceni pismene. U ostatnich obrazti nemame tak ostie
definovany prechod, proto neni struktura ve spektru tak vyrazna.

1Obrazové body, nizev vychazi z anglického picture element - zkricené pix element.
2Fast Fourier Transform, poprvé publikovana 1965 autory J. W. Cooley a J. W. Tuckey.
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2.3. DVOUROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

(e) (f)
Obréazek 2.6: (a), (c), (e) puvodni obrazy, (b), (d), (f) amplitudova spektra

24



3. DIGITALNI OBRAZ

3. Digitalni obraz

V predchozi kapitole jsme uvedli, Ze pocitace umi pracovat jen s diskrétnimi daty.
Proto, abychom mohli zpracovavat obrazy z okolniho svéta, je musime diskretizovat (vzor-
kovat). Vzorkovanim obrazu rozumime rozlozeni ho do matice obrazovych bodi (pixeli)
o rozméru M x N. Tato matice se ¢asto oznacuje jako rastr — z toho vychazi oznaceni
digitalniho obrazu taky jako rastrovy. Kazdy pixel ma v matici presné danou polohu.
Dosud jsme oznacovali obraz jen jako funkci dvou proménnych, ale nijak bliz jsme ho
nedefinovali. To ted napravime.

Definice 3.1 (Digitalni ¢ernobily obraz). [3] Bud R ={0,1,...,M —1}x{0,1,..., N —
1}, M,NeNaW={0,1,...,w—1},w € N. Funkci

f:R—W (3.1)

nazveme digitalnim cernobilym obrazem. M oznacuje sirku obrazu, N wvysku obrazu.
Prvky R oznacuji pizely. Hodnota funkce f udava hodnotu pixelu v daném bodé. Cislo w
vymezuje dynamicky rozsah a tikdme, Ze obraz je n-bitovy, jestlize w = 2".

Definice 3.2 (Digitalni barevny obraz). [3] Digitdlni barevny obraz je takovy obraz,
kde kazdy pixel obsahuje informaci o tfech slozkdch (r,g,b) — Cervené, zelené a modré
barvy.

Poznamka 3.1. Pocet biti obrazu popisuje tzv. bitovou hloubku. Tedy udava, kolika
odstiny dokazeme popsat jednotlivé pixely a plati, ze ¢im vice bitovy mame obraz, tim
vice odstint mame k dispozici. V béznych pripadech se pouziva obraz 8-bitovy, kde mii-
zeme pouzit 256 hodnot jasu, tj. funkce f nabyva celych ¢isel z intervalu (0, 255). Pritom
0 zastupuje nejtmavsi odstin — ¢ernou, a naopak 255 nejsvétlejsi — bilou. U barevného
obrazu predepiseme jednu hodnotu z tohoto intervalu kazdé zakladni barve.

(a) (b)

Obrazek 3.1: Pixely 8-bitového ¢ernobilého (a) a barevného obrazu (b)

Poznamka 3.2. V definici barevného obrazu 3.2 jsme popsali barevny model RGB, jehoz
jadro tvori jen tfi barvy. Dalsi bézny barevny model je napriklad CMYK, ktery obsahuje
4 barvy — azurovou (cyan), purpurovou (magenta), zlutou (yellow) a ¢ernou (oznacovanou
jako key).
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3.1. CHARAKTERISTIKY
Ziskavani digitalniho snimku [2]

U klasickych fotoaparati zaznam fotografie probiha jednoduse diky svétlocitlivému ma-
teridlu — papiru nebo filmu. V mistech, kam pti zabéru dopadlo nejvice paprsku svétla,
je nejvyssi hodnota jasu a naopak. U digitalnich fotoaparatii porizeni snimku pracuje ve
své podstaté na stejném principu, akorat svétlocitlivy material nahradil digitalni senzor
(také Cip ¢i snimac). Samotny ¢ip je slozen z mnozstvi fotodiod, které reaguji na dopada-
jici zareni a diky fotoelektrickém jevu se v nich vytvari elektricky naboj. Ten je néasledné
zesilen a sniman dalsimi senzory. Fotodiodiody ale dokéazi zaznamenat jen zafeni, tedy
ziskdme pouze Cernobily obraz. Abychom dosahli barevné fotografie, pouzivaji se rizné
filtry, které propousti jen svétlo ur¢ité vinové délky (tedy i barvy). Nejvice se pouziva
Bayerova maska, kterda ma takové filtry tii — cerveny, modry a zeleny. Tyto filtry jsou
ulozeny v pravidelné mrizce, pricemz prevazuji filtry zelené barvy. Lidské oko je totiz nej-
citlivéjsi pravé na zelenou barvu. Prichodem svétla tim padem kazdy bod obrazu ziskéa
informaci o jedné barvé a abychom dostali kompletni informaci o barvé, musi se zbylé dvé
slozky barev dopocitat interpolaci z barevné informace okolnich bod.

Abychom prevedli barevny obraz zpét na ¢ernobily, musime hodnotu jasu pixelu vypoci-
tat. V MATLABu mame k tomuto tcelu funkci rgb2gray, kterd vyuziva vypocetni vztah
0,2989R + 0,5870G + 0,1140B, kde R, G, B jsou hodnoty pro jednotlivé barvy.

Pro ucely této prace budeme potrebovat pouze informace o jasu pixeld, proto se déle
budeme zabyvat jen ¢ernobilymi obrazy.

3.1. Charakteristiky

V této ¢asti si rozebereme charakteristiky, které miazeme v obrazu vypozorovat a které nam
Kvalita snimku velmi zavisi na poméru téchto tii vlastnosti. Dale uvedeme Sum jako
neptiznivou charakteristiku snizujici kvalitu obrazu. VsSechny snimky podkapitoly jsou
prevzaty z verejné dostupné knihovny fotografii [9].

3.1.1. Jas a kontrast

Kontrast obrazu tzce souvisi s jeho jasem, proto si obé charakteristiky uvadime zaroven.
Kontrast v podstaté vyjadiuje lokalni zmény jasu ve snimku. Pokud v obrazu snizujeme
nebo zvysujeme hodnotu jasu, hladina kontrastu klesd (obrazek 3.2 (a), (b)). Pfi zvy-
Sujicim se kontrastu se v obrazu zanedba vliv Sedé barvy a vice vynikne cernd a bila.
Naopak kdyz kontrast snizujeme, rozdily mezi barvami za¢nou splyvat (obrazek 3.2 (c),
(d)). Matematicky muzeme vyjadiit kontrast riznymi kritérii, my si zde uvedeme dva
zpusoby [0]:

e Weberuv kontrast

c _ Lmam - Lmzn
v me ’
e Michelsonuv kontrast
c o Lmam - me
M=
Lmax + Lmin’
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3. DIGITALNI OBRAZ

kde L,,q; je maximum hodnoty jasu v obrazu, L,,; minimum.
Pro predstavu pro snimek (c) na obrazku 3.2 vychazi Michelsonuv kontrast ¢y = 1 a pro
obréazek (d) ey = 0,522, tedy ma kontrast zhruba poloviéni.

(c) (d)

Obrézek 3.2: Snimek s vysokym jasem (a), s nizkym jasem (b), s vysokym kontrastem (c)
a s nizkym kontrastem (d)

3.1.2. Sum

Sum obrazu miizeme interpretovat jako malou odchylku hodnoty pixelu od jeho redlné
hodnoty. Tyto odchylky jsou v obrazu obvykle rozmistény nahodné, proto je popisujeme
statisticky. Sum se vyskytuje v kazdém redlném obrazu a vznikd vétSinou uz pii zdbéru
v kamere nebo fotoaparatu. Je to jeden z nejvyznamnéjsich duvodi, pro¢ nékteré techniky
zpracovavani obrazu selhavaji. Proto se snazime zmensit zastoupeni Sumu v obrazu, pti
nejlepsim se ho tplné zbavit.

vvvvvv

Definice 3.3 (Impulsni Sum). Bud f idedlni digitalni ¢ernobily obraz (bez Sumu)
a h cernobily obraz s hodnotami pixelti

_ fley)  jestliY(z,y) =0,
Iz, y) = { m(z,y) jestli Y(z,y) =1,
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kde Y je realizace nahodné veli¢iny X s alternativnim rozdélenim a m je nezavisla realizace
néjaké ndhodné veli¢iny Z, u které obecné nevime jeji rozdéleni. Pokud je Y nezavisla,
fikame, Ze se v obrazu h vyskytuje impulsni sum.

Tento Sum se taky nazyva Sum soli a pepre — z anglického salt and pepper noise. Toto
pojmenovani je velice prihodné, protoze ho v obrazu pozorujeme jako nahodné rozmisténé
¢erné a bilé tecky (obrazek 3.3 (b)). Muze byt zptusoben nezivymi pixely, které jsou vzdy
¢erné, a nebo naopak horkymi pixely, které budou vzdy bilé.

Definice 3.4 (Aditivni Sum). Necht je f digitdlni cernobily obraz reprezentujici ide-
alni obraz a n digitalni cernobily obraz o stejné velikosti, jehoz pixely jsou zaokrouhlené
realizace nezavislé nahodné veli¢iny X.
Necht plati

h=f+n,

pak fekneme, ze obraz h obsahuje aditivni sum. Nahodna veli¢ina X ma obvykle normalni
rozdéleni, diky tomu se tento Sum casto oznacuje jako Gaussuv a za urcujici se povazuje
jeho smérodatna odchylka o.

Gausstiv Sum velmi dobfe aproximuje Sum v redlném obrazu a je Casto pouzivan
v praxi. Vice o Sumu a hlavné filtraci Sumu v prostorové i ve frekvencéni oblasti mizeme
najit v [5].

(a) (b) ()
Obrazek 3.3: (a) Puvodni obraz, (b) obraz s impulznim Sumem, (c) obraz s aditivnim
sumem se smérodatnou odchylkou o = 0,01

Citlivost ISO [7]

ISO je jeden z vyznamnych aspekti pri porizovani snimku, kterym miizeme ovlivnit jeho
kvalitu. Udava, jak moc je snimaci ¢ip fotoaparatu citlivy na svétlo, tedy jak ovliviuje
zesileni elektrického signalu. Hodnoty ISO se bézné pohybuji v rozmezi 100-3200, ale
tento rozsah se u rtznych znacek fotoaparati miize lisit. Pokud mame pri porizovani
snimku dobré svételné podminky, nastavime ISO na co nejmensi hodnotu. Pti horsich
podminkach, kdy mame svétla méné, pottebujeme hodnotu ISO zvysit, aby snimek nebyl
tmavy. Se zvysujici se citlivosti ISO ale roste Sum ve snimku, proto se vzdy vyhybame
prilis vysokym hodnotam.

Na obrazku 3.4 mtzeme vidét tii snimky porizené mym mobilnim telefonem s riznym
ISO. Na fotoaparatu je rozsah citlivosti 25-2000. Jak jde vidét, uz pti hodnoté 800 je
snimek prilis svétly, malo kontrastni a je mozné zpozorovat zvyseny podil Sumu.
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(a) (b) ()
Obréazek 3.4: Snimek s ISO=25 (a), ISO=200 (b), ISO=800 (c)

3.1.3. Ostrost

Ostrost je velmi dilezita vlastnost obrazu. Kdyz budeme analyzovat kvalitu, budeme se
zabyvat hlavné ostrosti, protoze pravé na ostrosti obrazu zéalezi, do jaké miry jsme schopni
rozeznat jednotlivé detaily. Jas i kontrast se daji ¢astecné upravit v post-processingu, ale
pokud se obraz nezachyti ostfe, dodatecné zaostieni miize zvysit vyskyt Sumu. Existuji
i takové zpusoby rozmazani obrazu, které se v post—processingu béznymi metodami od-
stranuji velmi tézko, napiiklad rozmazéni pohybem (anglicky motion blur).

Ostrost jako takova nemd exaktni matematické vyjadreni, ale mizeme pozorovat, ze velmi
souvisi s kontrastem. Obraz se zda ostiejsi, pokud jsou ostré prechody objektii v obrazu,
tedy pokud je mezi nimi vysoky kontrast. My ocima dokazeme lehce rozeznat, jestli je

vvvvvv

referen¢ni obraz.

(a) (b)

Obrazek 3.5: Ostry obraz (a), rozmazany obraz (b)

3.2. Komprese obrazu
Obvykle chceme co nejkvalitnéjsi obrazek s co nejvyssim rozliSenim, zaplatime za to ale

poctem pixelli. Soucasné s poctem pixela roste i rozmér snimku, tim padem i jeho pamé-
tova naroc¢nost. Abychom dokézali obrazy efektivné prenaset, uchovavat a zpracovavat,
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je dilezité jejich velikost zredukovat za soucasného zachovani co nejlepsi kvality. Jedna
z moznosti ulozeni obrazii je jejich komprese. Kompresi zname dvojiho typu: ztratovou
a bezeztratovou. Ztratova komprese je zaloZena na odstranéni nadbytecné informace z pi-
xelt snimku. To jsou vétsinou drobné detaily, které ani okem nerozezname a vizualni kva-
lita ztistane zachovana. Misto, které obraz zabirda v paméti, lze takto zredukovat opravdu
znacneé, proto se pouziva ve vétsiné praktickych aplikacich. Nevyhodou je, ze ze zredukova-
ného obrazu nemuzeme dostat zpét obraz ptvodni. Naopak to je u komprese bezztratové,
kde diky tomu, ze ke ztraté informaci nedochézi, je tento zpétny proces mozny. Bezztra-
tova komprese ale neposkytuje takovou tsporu mista, jaka je ¢asto potreba. V tabulce 3.1
si prehledné uvedeme casté forméaty ulozeni, jejich typ a charakteristickou vlastnost [3].

Nazev Typ Vlastnosti

GIF bezeztratova komprese  omezeno na 8-bitové obrazy
JPEG ztratova komprese nejbéznéjsi v praxi

PNG bezeztratova komprese  navrhnuty pro nahrazeni GIFu

velmi flexibilni a adaptabilni,

TIF /TIFF itova k
/ bezeztrtova komprese vhodny pro dalsi zpracovavani

Tabulka 3.1: Prehled formatu ulozeni snimku

Jednotlivé forméty se hodi pro ritizné pouziti. GIF format je nejstarsi typ a pouziva
se pro jednoduché obrazy s 256 trovnémi sedi. JPEG je suverénné nejpouzivanéjsi a nej-
znaméjsi format. Dokazeme v ném ulozit az 24-bitovy obraz v RGB. Vyhoda pti ukladani
do JPEGu je volitelna kvalita obrazu, ale pti opakovaném ukladani se kvalita postupné
zhorsuje. PNG je druhy nejbéznéjsi format. Ma vlastnosti odpovidajici JPEGu, ale diky
bezeztratové kompresi zabird vice paméti. TIFF je diky své bezeztratové kompresi a moz-
nosti ulozeni velkého rozsahu obrazovych forem vhodny pro prvotni uloZeni obrazu, ktery
chceme dale zpracovavat. Je to vhodné ulozeni napriklad pro tisk na velky format papiru.

3.3. Analyza kvality

Meéreni a analyza kvality s novymi technologiemi zacaly hrat velmi vyznamnou roli v mno-
ha odvétvich zpracovani obrazu. Casto potfebujeme i v béZném zivoté posoudit kvalitu,
at uz pri registraci obrazu, jeho tisku nebo rekonstrukei.

Obecné mizeme zhodnotit kvalitu dvéma zptsoby: subjektivné nebo objektivné. Subjek-
tivni metoda je zaloZena na lidském faktoru, tedy konecny uzivatel rozhoduje o kvalité
obrazu. Je to zpusob spolehlivy prave kvili tomu, ze hodnoti sam uzivatel, ale je narocny
na cas, drahy a hlavné ho neni mozné zautomatizovat pro vétsi mnozstvi obrazi. Proto
bylo nutné vynalézt objektivni metody, které tyto nevyhody pokryji a zaroven budou
mit podobné vysledky. Téch byla vynalezena spousta a mtzou byt zalozeny na rozdilnych
principech — napriklad na hodnotéach pixelii, na statistickém popisu pixelil a jejich korelaci
nebo na transformaci obrazu. Obvykle rozdélujeme objektivni metody do tii kategorii []:

o Full-Reference metodu,
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e Reduced-Reference metodu,
o No-Reference metodu.

Tyto metody se lisi tim, jak velkou ¢ast puvodniho obrazu mame k dispozici. U Full-
-Reference metody porovnavame hodnoceny snimek s puvodnim. Toho se vyuziva v praxi
hlavné pri testovani algoritmii. Reduced-Reference metody jsou uzitecné pri rekonstrukei
obrazu a vyznacuji se tim, ze zname z piivodniho obrazu jen jeho cast. No-Reference
nejvice vyuzitelna v praxi. My se v praci budeme zabyvat pravé No-Reference metodou,
ale testovat budeme i s ptivodnimi obrazy.

I pfes viechnu snahu se mohou vysledky subjektivni a objektivni metody lisit. Clovék
je citlivéjsi na detaily, které pocita¢ nedokaze vyhodnotit. Cilem je najit pravé takovou
metodu, kterd se odlisuje jen v minimu ptipadech.

3.3.1. Fourierova metoda

Fourierova metoda je objektivni metoda zalozena na transformaci, tudiz posuzujeme obraz
v jeho frekvencni oblasti. V této ¢éasti tedy propojime znalosti z druhé kapitoly, kde jsme
se zabyvali Fourierovou transformaci a chovanim funkce v jeji frekvenéni oblasti, a cha-
rakteristiky obrazu popsané v prvni ¢asti treti kapitoly. Jak jsme jiz zminovali v sekci
2.3, spektrum je funkce dvou proménnych nazyvanych frekvence. Pripomenme, ze v praci
pracujeme pouze s amplitudovymi spektry.

Fourierova transformace nezpracovava obraz jako takovy, ale predpoklada, ze se snimek
v prostoru nekonecné opakuje, tj. do transformace vstupuje periodicky se opakujici sni-
mek. Redlné snimky maji vétsinou velmi riznorodé pozadi a touto periodizaci dochazi
u okraju ke skokiim — vznika tzv. okrajovy efekt. Tyto prechody mohou mit velmi vysoky
kontrast (na obrazku 3.6 (b) viditelny mezi oblohou a zemi) a diky tomu se promitnou
do vysledného spektra.

(a) (b) (c)
Obrazek 3.6: Puvodni obraz (a), jeho periodické opakovani v prostoru (b) a amplitudové
spektrum puvodniho obrazu (c)

Ve spektru snimku na obrazku 3.6 (c) je okrajovy vliv zastoupen viditelnym kiizem.
Je nutné tyto vlivy potlacit, protoze pri zkoumani samotného obrazu nemaji v prostorové
oblasti opodstatnéni. Obraz se proto vynasobi vhodnou funkeci g, tzv. window funkei.
Window funkei je pouzivana celd rada, ale vSechny se vyznacuji tim, Ze maji nulovou
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hodnotu u okrajii a smérem ke stfedu obrazu plynule prechazi v jednicku. Uvedeme si zde
dvé casto pouzivané window funkce.

Definice 3.5 (Window funkce). [3] Necht jsou A, B mnoziny definované

A= (—a,a) x (—=b,b) a,beRy,
B={(z,y);x*+y* <r’}, reRy

a o € RT zvolené ¢islo. Dale bud p(X, A) vzdélenost bodu X = (z,y) od mnoziny A, tedy
p(X,A)=inf{ld e R,d = p(X,Y),Y € A},

kde p(X,Y’) vyjadiuje euklidovskou metriku.

(a) Funkci
_p*(X.B)
goc(x,y) =e - (3.2)
nazveme kruhovou Gaussovou window funkci.

(b) Funkci

1,1 7p(X,B) .

5+ 5 cos TR kdyz p(X,B) <o

= 2 2 o ? 7

oznacime jako kruhovou Hanningovu window funkci.

Cislo o v definici vyjadiuje §fiku piechodové oblasti, tedy v jak Sirokém pésu piechézi
window funkce z 0 do 1. Obé definice jsou pro kruhové tvary window funkei, ale existuji
i funkce obdélnikové. Ty jsou vyhodné v ptipadech, kdy mame v rohu obrazu vyrazny
prvek, ktery by kruhova funkce potlacila.

V praci budeme pouzivat funkci Hanningovu, a to s hodnotou ¢ = 0,1 - N, kde N je
rozmér obrazu N x N. Parametr byl urcen experimentalné, aby funkce neméla ostry
prechod a zaroven aby prechodovy pas nebyl prilis Siroky.

(a) (b) ()
Obrézek 3.7: (a) Naprogramovana window funkce g, (b) snimek vynasobeny funkei g, (c)
amplitudové spektrum upraveného obrazu

Ze spektra na obrazku 3.7 (c) je jasné vidét, ze kiiz dany okrajovym vlivem zmizel
a ve spektru jsou jen frekvence samotného obrazu, tedy window funkce splnila tucel. Ho-
rizontalni ¢ara ve spektru je nejspise obrazem pilite mostu na pravé strané obrazu a ¢aru
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diagonalni zptisobuji pravdépodobné lana mostu.

Ve stredu amplitudového spektra obrazii jsou zobrazeny nejnizsi frekvence, které korespon-
duji s pomalu se ménicimi hodnotami jasu. To mtze byt naptiklad jednotvarné pozadi,
jako je obloha bez mraku. Vyssi frekvence naopak zastupuji detaily v obrazu a Sum, a jsou
umistény blize k okrajim spektra. Na vysokych frekvencich jsou také zastoupeny takové
informace o snimku, které jsou nepotfebné a ani je okem nedokazeme ve snimku rozeznat.
Hrany a ostré prechody jsou ve spektru zastoupeny velkym mnozstvi frekvenci, proto jsou
casto viditelné v celém spektru.

Na obrazku 3.8 je zobrazen ostry obraz a rizné stupné jeho rozmazani. Amplitudova
spektra jsou zobrazena po aplikaci window funkce. Je jasné viditelné, ze se zvysujicim
se rozmazanim se podil vysokych frekvenci snizuje, tj. u okraji se spektrum ztmavuje.
Spektrum na obrazku 3.8 (f) je ztmaveno vyrazné, z ¢ehoz muzeme usuzovat, ze detaily
(jako je vzor na domu vlevo nebo plot v pravé ¢asti) jsou méné rozeznatelné. Na tomto
poznatku je zalozena Fourierova metoda, tedy i podstata této prace.

(d) (¢) (f)
Obrazek 3.8:
(a) Puvodni ostry obraz, (b) jemné rozmazany obraz, (c) vice rozmazany obraz
(e),(f),(g) amplitudova spektra odpovidajici (a), (b), (c)

svv s

kvalitu obrazu méné dulezité nez frekvence vysoké. Nizké frekvence jsou také nejjasnéjsi
v celém spektru, tim padem by pfi zkoumani amplitud ve spektru zkreslily vysledky.
Nemiizeme se ale plné spolehnout ani na vysoké frekvence, protoze pravé na nich jsou
ve spektru uloZeny informace o Sumu. Problém se sumem je ten, ze vysoké frekvence
jim zpusobeny jsou nerozeznatelné od frekvenci danych detaily, tim padem ho nemuzeme
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uplné odstranit bez ztraty udajt o ostrosti. Existuji ic¢inné metody, které tento problém
resi, ale nelze je obecné aplikovat na vice riznych obrazi. Navic jak ilustruje obrazek
3.9, malé mnozstvi Sumu muze zpusobit, ze obrazek subjektivné vnimame jako ostrejsi.
P1i praci se snimky porizenymi pii stejném ISO ale budeme predpokladat, ze se svételné
podminky nebudou prilis lisit, tedy nedojde k markantnimu zvyseni Sumu ve snimku.

(a) (b)

Obrazek 3.9: (a) Puvodni obraz (b) obraz s malym mnozstvim Sumu

Abychom alespon trochu zamezili vlivu Sumu, vynasobime spektrum vhodnou vdhovou
funkci, ktera ,odfizne” ze spektra nejvyssi frekvence. Tato funkce zaroven ze spektra
vyeliminuje stejnym zplisobem i nizké frekvence. Vysledna vahova funkce je tedy v urcité
oblasti kolem stredu nulova, pak plynule prechézi v jednicku, a smérem k okrajim spektra
opét prechazi v nulu. Tim padem zaméfime svoji pozornost jen na stredni frekvence
v nezakrytém pasu. Déle v této praci budeme pracovat pouze se ¢tvercovymi snimky.
Uvedeme si zde ¢asto pouzivany typ takové vahové funkce.

Definice 3.6 (High-pass, low-pass vahova funkce). [3] Necht jsou ry,ry, 01,09 € RT
takové, ze r; < ry. Funkci H, ., : R?* — (0, 1) definovanou jako

0, kdyZ w3 (62 +1?) < (r1 — 01)?,
T(r —l\/ v
Hmcrl(gan) = %—F%COS(lNa—lM, kdyZ (7”1—0’1)2 < %(524‘7]2) <7’%,
1 jinak,

(3.4)
nazveme high-pass vihovou funkci. Funkci H™2 : R? — (0, 1) definovanou jako

1, kdyz +7 (€2 + n?) > 13
_2 Joe
H™(&m) =4 ++1Lcos 2=y VEHT) o~ £2+n2)7 kdyz r3 < (82 +7%) < (13 + 03),
0 jinak,
(3.5)

nazveme low-pass vdhovou funkci. Funkei H?2> : R* — (0,1) definovanou

Hr2o2 — H, ., . [r202
101

T101

nazveme high-pass low-pass vdhovou funkci.
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Obdobné jako u window funkce ur¢ime konstanty ry, ro, o1, 09 vahové funkce experi-
mentalné. Nejlepsi vysledky pro nase ucely vykazuji hodnoty r1 = 0,35, ro = 0, 55,
o1 =0,15 a 09 = 0,1. Mohlo by se zdat, Zze nechaviame nezakrytou jen malou ¢ast ampli-
tudového spektra, ale tyto frekvence plné postaci k urceni kvality obrazu.

(a) (b)
Obréazek 3.10: (a) puvodni amplitudové spektrum, (b) spektrum po aplikaci high-pass
low-pass funkce

Urceni ostrosti [0]

Amplitudové spektrum hodnoceného snimku vyndsobime high-pass low-pass funkci, tim
padem nam zlstanou ve spektru pouze sttedni frekvence. V tuto chvili spocitame dvojny
integrél pres celou oblast. Jelikoz pracujeme s diskrétnimi daty, kdy zname pouze funkéni
hodnoty v urcitych bodech, aproximujeme dvojny integral dvéma sumami. Tedy muzeme
napsat

0

o~
Il

i
o

kde jednicka odpovida obsahu cCtverce pixelu, na kterém uvazujeme hodnotu funkce F'.
Protoze se mizeme setkat s obrazy riznych rozméri, vydélime sumy velikosti obrazu, aby
to na ném nezalezelo. Dostaneme primeérnou hodnotu amplitud, ktera tvori zaklad pro
urcovani ostrosti, a oznac¢ime ji jako koeficient «, pro ktery plati

N

S LYY e

£=0 =0

Dale musime mit na mysli to, ze jsme v této praci nadefinovali Fourierovu transformaci
a jeji inverzi s normaliza¢ni konstantou v inverzi, tedy délime vyraz velikosti obrazu (viz
rovnice (2.21)). Stejné vyjadrend je transformace i v MATLABu. To ndm dava urcitou
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nesymetrii Fourierovy transformace. Abychom dosahli symetrie a vyrovnani transformaci,
srozdélime” normaliza¢ni konstantu mezi oba vyrazy a ziskdme

1 N-1N-1
_ 27
=0 y=0
1 N—-1N-1
DFHwy) = 3 3 O F(E m)e s,
£=0 n=0

Abychom promitli symetrii i do koeficientu «, vydélime vyraz taktéz velikosti obrazu

N, tedy
N—1N-1
g = N :
Takto upraveny koeficient g, bychom uz mohli povazovat za ¢islo ostrosti, ale dostavame
velky rozsah hodnot. Pro velmi rozmazané obrazy vychézi as mensi nez jedna, naopak pro
ostré obrazy muze byt vyssi nez 10. Pro zredukovani hodnot na interval (0, 1), vyuZijeme
ohranic¢enosti inverzniho tangentu:

2 o)
o= Zarct (_> , 3.6
o = —arctan ( (3.6)

kde pro nas pripad zvolime k = 2.
Po této transformaci tedy plati, ze ¢im bliZze je koeficient ostrosti a, k jednicce, tim kva-

vz

litnéjsi je obraz. U nekvalitnich obrazii mizeme dostat hodnoty blizké nule.

Shrnme si tedy algoritmus, podle kterého budeme postupovat pri programovani:

o Nacteme obraz f a prevedeme ho na cernobily,
e pouzijeme na obraz window funkci, dostaneme f,,,

o spocitame rychlou Fourierovu transformaci F' snimku f,, ptikazem ££t2 a posuneme
stted prikazem fftshift,

o spocitdme amplitudové spektrum A transformace,
o vynasobime spektrum A high-pass low-pass funkci, dostaneme A,,,

e spocitame prumérnou hodnotu amplitudy a ve spektru A,,, vydélime velikosti ob-
razu a ziskame oy,

o transformujeme vysledky na interval (0,1) podle vzorce (3.6), dostaneme vysledny
koeficient «,.
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4. Testovani algoritmu

V této kapitole se zamérime na testovani algoritmu na konkrétnich obrazech. Popiseme
jeho nedostatky a hranice pouzitelnosti.
Algoritmus byl testovan na zhruba 20 obrazech ve formatu JPEG potizenych pti hodnoté
ISO = 100. Hodnoty vahové funkce, viz definice 3.6 a obrazek 3.10, byly urceny na zakladé
subjektivniho hodnoceni téchto snimkt a porovnani s vysledkem metody.

Priklad 4.1. Nejprve demonstrujeme vysledky pro snimek, ktery riznym zptisobem upra-
vime v MATLABu, abychom vidéli, jak metoda zareaguje. V tomto prikladu budeme
porovnavat s referencnim obrazem.

(d) (e) (f)

Snimek Uprava Koeficient a,
(a) ptuvodni snimek 0,670640
(b) aditivni Sum 0,734498
(c) zména jasu a kontrastu 0,584002
(d) jemné rozmazani 0,195730
(e) vetsi rozmazani 0,019195
(d) rozmazani v pohybu 0,082544
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Z hodnot koeficientu «, miizeme jasné vyvodit, ze metoda vyhodnotila vsechny upra-
vené snimky jako méné kvalitni, az na ten s aditivnim Sumem. Je to dano tim, jak jsme
poznamenali diive, ze Sum vytvari v obrazu rychlé prechody jasu a metoda diky tomu
posoudi obraz jako ostiejsi. Low-pass high-pass funkce sum trochu potlacila, ale stale mé
ve spektru vliv.

Priklad 4.2. Ve druhé c¢asti testovani budeme postupovat tak, ze poridime nékolik snimku
stejné scenérie pri konstantnim ISO, ale budeme ménit ostatni parametry fotoaparatu.
V nasem pripadé ménime expozicni ¢as a samotnou hodnotu expozice, za stalé hodnoty
ISO a clony. Fotky byly porizeny telefonem, takze jsou nase moznosti omezeny. Pfedna-
stavena hodnota clony je 1,8/f, ISO udrzujeme stale na hodnoté 100. Uvedeme dvé sady
snimk.

(a) o = 0, 5986 (b) a, = 0,7110
(¢) ap = 0,6594 (d) a, = 0,7723
(e) a, = 0, 6637 (f) a, = 0, 6089
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(g) o = 0,7258 (h) a, = 0, 6996

Jako nejkvalitnéjsi z této sady vysel snimek (d). Je to hlavné proto, Ze u néj muzeme
pozorovat velké mnozstvi detailii, které jsou velmi ostfe definovany i za cenu toho, ze
na cesté se se svétlem ztratily vzory. Takze miizeme poznamenat, ze nam metoda nasla
v ramci moznosti nejostrejsi obraz. Dal si mtizeme povSimnout, zZe ¢im je obraz tmavsi, tim
vice detaily splyvaji a tim mensi vyjde koeficient ostrosti. Plati to i u obrazu svétlejsiho, jak
demonstruje snimek (h). Uvedeme druhou sadu snimku porizenych pii stejné nastavenych
parametrech. Zaroven zde zarfadime snimek pii znacné horsich svételnych podminkéch (c).

(a) a, = 0,7066 (b) a, = 0,7894

(¢) ap = 0.5313 (d) a, = 0,7954
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(e) ap =0,7147 (f) ap = 0,7257

(g) a, =0,8013 (h) a, = 0, 7791

V této sadé metoda vyhodnotila jako nejostiejsi snimek (g). Kdyz se zaméfime na
stromy vlevo, mizeme potvrdit, ze ve snimku (g) je mame hezky definovany za ne prilisné
svétlosti snimku. Snimek (c) vysSel nejhire ze sady, coz potvrzuje tvrzeni z predchozi ka-
pitoly, ze pri horsich svételnych podminkéch bychom museli nastavit vyssi ISO. V nasem
pripadé je tento vysledek v souladu se subjektivnim hodnocenim. Obecné lze konstatovat,
ze plati stejné zavéry jako u predchozich snimkt. Muzeme si ale povsimnout, ze celkove
vychazi koeficienty v této sadé vyssi nez vétsina koeficientt v prvni sadé. Je to dano cel-
kovou scenérii snimku. Pripad rozdilnych objektt na snimku budeme podrobné rozebirat
v dalsim prikladu.

Déle bychom mohli namitnout, ze se od sebe vSechny snimky lehce 1isi posunutim, po
aplikaci window funkce se ale tyto rozdily srovnaji. Navic jsme dokéazali (viz véta 2.3), ze
amplitudova spektra nezavisi na posunuti, tudiz to neovlivni vysledek koeficientu.
Muzeme tedy shrnout, ze nam metoda v obou pripadech nasla v ramci moznosti nejos-
trejsi snimek. To je velmi uziteéné v praxi, kdy se potidi desitky az stovky snimki jedné
scény a potrebujeme vybrat ten nejlepsi pro dalsi analyzu.

Priklad 4.3. V dalsi ukdzce budeme porovnavat obrazy rtizné scenérie porizené opét pri
ISO 100, ale nebudeme ovliviiovat jiné parametry, tedy budou nastaveny automaticky.
Tato sada obrazi demonstruje, ze u nasi metody velmi zalezi na tom, co je na snimku
vyobrazeno. Jako nejméné kvalitni vysSel snimek (c), ale pri bliz§im rozboru muzeme vidét,
ze snimky (b) a (e) jsou rozmazané a vyfocené za horsiho svétla, ale jelikoz je snimek (c)
jednotvarnéjsi, vychézi hutre. U snimku (d) je mozné zachytit vice detailti nez u ostatnich
snimkt, proto nam vychazi koeficient ostrosti mnohem vyssi.
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4. TESTOVANI ALGORITMU

(a) a, = 0,5337 (b) o, = 0, 3465 (¢) oy = 10,2769

(d) a, = 0,7457 (e) ap = 0,2899 (f) ap = 0,4734

Celkové nam tedy z uvedenych prikladu vyplyva, ze je metoda vhodna spise pro po-
rovnavani snimku jedné scenérie. Pro objektivni srovnani obrazu rtznych scén bychom
je museli pecliveé volit, aby nebyly uplné odlisné, jako se nam to podarilo v ptikladu 4.3.
Metoda je zaméfend na ostrost, tedy na detaily ve snimku. Cim vétsi podil detailéi ve
snimku miizeme zaznamenat, tim vyssi koeficient dostaneme. Déle mtzeme ftict, Ze me-
toda spolehlivé rozezna, zda byl snimek néjak upraven k horsimu, az na aditivni Sum, kde
metoda selze.

4.1. Program

Pro urceni kvality snimkti a jejich sefazeni sestavime aplikaci v MATLAB App Designeru.
Do aplikace je mozné nahrat jakychkoliv 8 snimki ve formatu JPEG, PNG nebo TIFF.
My jsme se v praci omezili na obrazy c¢tvercové, pro které byly nadefinovany window
funkce i low-pass high-pass funkce, ale daji se nahrat i snimky obdélnikové. Uzivatel mtize
vybrat libovolné obrazy v uvedenych formétech, které chce srovnat podle kvality. Musime
mit ale na paméti, ze metoda ma urcité limity, které jsme popsali vyse, a u raznych obrazt
v riiznych formatech nemusi odpovidat subjektivnimu hodnoceni.

Déle musime poznamenat, ze program je pouze ilustrac¢ni pro urceni kvality snimku a tes-
tovani metody. Nékteré chybové stavy v programu nejsou osetfeny. To se nabizi jako
moznost vylepseni do budoucna. Déale by bylo mozné program rozsitit pro vétsi mnozstvi
obrazli, aby mél sirsi praktické vyuziti. Pro otevieni je potteba mit nainstalovain MATLAB
a jeho bali¢ek pro zpracovavani obrazu Image Processing.
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4.1. PROGRAM

4.1.1. Uzivatelské prostredi

Okno, které uvidi uzivatel po otevieni aplikace je vyobrazeno na obrazku 4.1. Pomoci
tlacitka prochazet uzivatel nacte jeden po druhém obrazy, které chce porovnat. Nasledné
se snimky zobrazi v jednotlivych oknech i s jejich nazvy. Po stisknuti tlacitka spoitat
ostrost se po chvili v kolonkach €¢islo snimku objevi ¢isla snimku, ktera jsou zobrazena
nad jednotlivymi snimky, sefazend od nejostrejsiho snimku k nejméné ostrému. Koeficienty
ostrosti a,, odpovidajicich snimku se ukazou v kolonkach ¢islo ostrosti. Dale je mozné
prepinacem v pravé dolni poloviné aplikace zobrazit nactené obrazy cernobile, tedy tak,
jak je bude metoda hodnotit, nebo zobrazit jejich amplitudova spektra.

Na obrazku 4.2 je ukazano okno aplikace s nac¢tenymi obrazy z prikladu 4.2 po stisknuti
tlac¢itka spo¢itat ostrost, tedy vysledek aplikace.

Obrazek 4.1: Okno aplikace po otevieni

42



4. TESTOVANI ALGORITMU

Obrézek 4.2: Okno aplikace po vyhodnoceni vysledki
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5. Zavér

Jednim z cili prace bylo seznamit se s teorii Fourierovy transformace, kterda tvori
zaklad pro Fourierovu analyzu obrazi. Nejdiive byla stru¢né uvedena problematika Fou-
rierovych fad, ze kterych jsme presli na teorii Fourierovy transformace. V praci byl zaveden
matematicky aparat pro potreby rfeseného zadani. V prikladech a obrazcich vysvétlujicich
teorii byl kladen diiraz na amplitudova spektra, ktera tvori podstatu navrzené metody.

Na zakladé chovani amplitudovych spekter pri zméné ostrosti ptivodniho obrazu byl
uveden algoritmus, ktery ptiradi snimku koeficient ostrosti o, z intervalu (0, 1). Nasledné
byla metoda zalozend na tomto algoritmu testovana na konkrétnich obrazech. Obrazy
byly porizeny pii hodnoté citlivosti ISO 100 a byly hodnoceny ve stejné ztratové kom-
presi, abychom nastavili stejné podminky. Z prikladi vyplyva, zZe je metoda velmi vhodné
pro nalezeni téch nejostrejsich exemplari ze sady snimki stejné scenérie, coz je uzitecné
v technické praxi. Pokud mame snimky riznych objektt, vysledky metody a subjektivniho
hodnoceni se mohou lisit. Metoda je tedy zavisla na tom, co je na snimcich vyobrazeno.
Dalsim nedostatkem metody je to, ze pri vice zasumélém obrazu metoda muze selhat i po
pouziti low-pass high-pass vahové funkce na spektrum.

To naznacuje, ze metoda ma rezervy a je mozné ji vylepsit. Do budoucna by se dalo
vyuzit mimo vahovou funkci jesté dalsi metody pro detekci nebo filtraci Sumu. Dale by
bylo mozné navrzenou metodu spojit s jinym zptsobem hodnoceni kvality obrazu — napft.
gradientni metodou, S3 metodou. Pro zlepseni objektivity by bylo mozné zapracovat do
uvah i fazova spektra obrazii a lidsky faktor, kdy nase oko reaguje jinak na rozmazani
jednotvarného pozadi a textury.

Hlavnim cilem prace bylo sestavit program na testovani kvality obrazu. Pro tyto ucely
byla naprogramovana aplikace v MATLAB App Designeru. Do aplikace miize uzivatel
nahrat 8 snimku ve formatech JPEG, PNG nebo TIFF, které chce porovnat podle ostrosti.
Lze nahrat libovolné snimky, uzivatel si ale musi byt védom, ze u snimkti rtizné scenérie se
vysledné poradi podle koeficientu ostrosti nemusi shodovat se subjektivnim hodnocenim.
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