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Abstrakt

Geometrie chaotickych atraktori miZe mnohdy byt komplexni a sloZita k popisu bez matematickych
nastroju. Hlavnim predmétem této préace je vytvoreni programu pro vypocet dimenzi stavovych
atraktora. Pomoci n¢j dokonce muZeme zjigtit, za je velmi systém citlivy na poc¢étecni podminky.
Nejdiive musime numericky integrovat dany systém diferencidnich rovnic, dde musime vytvorit
datovou posloupnost ze které maZzeme uréit kapacitu nebo Kaplan-Y orkeho dimenzi. Hlavnim cilem
programu je analyzovat a rozpoznat chaotické chovani systémi a srovnat dosaZené vysedky
pocetniho systému s teoretickymi predpoklady.

Abstract

The geometry of chaotic attractors can be complex and difficult to describe without some
mathematical tool. The topic of this contribution is the redlization of program for computing the
dimensions of state space attractors. We can also find out if the system is highly sensitive to initial
conditions. First we need to numerically integrate system of equations, create a data set and finally
we can estimate the capacity or Kaplan-Y orke dimension. The main objective of derived program is
to analyze and determine chaotic behavior providing a chance to discuss the accuracy of computation
engine and theoretica value.
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2 UVOD DO TEORIE CHAOSU

Teorie chaosu se zabyva chovanim jistych nelineérnich dynamickych systému, které (za jistych
podminek) vykazuji jev zndmy jako chaos, nejvyznamngji charakterizovany citlivosti na pocatecni
podminky. V dusedku téo citlivosti se chovéni téchto fyzikalnich systémi, vykazujicich chaos, jevi
jako ndhodné, i kdyZ model systému je 'deterministicky’ v tom smyslu, Ze je dobie definovany a
neobsahuje 7Z&dné ndhodné parametry. Priklady takovych systému zahrnuji atmosféru, solérni
systém, tektoniku zemskych desek, turbulenci tekutin, ekonomii, vyvoj populace.

Koreny teorie chaosu Ize datovat k roku 1900, ve studiich Henri Poincarého o problému pohybu 3
objektt se vzgemnou gravitacni slou, tzv. problému tii téles. Poincaré objevil, Ze mohou existovat
orbity, které jsou neperiodické, a které nejsou ani neustale vzrastgjici ani se neblizi k pevnému bodu.
PozdéjSi studie, také na téma nelinedrnich diferencidnich rovnic, byly redizovany G. D.
Birkhoffem, A. N. Kolmogorovem, M.L. Cartwrightovou, J.E. Littlewoodem, a Stephenem Smalem.
Krom¢ Smaleho, ktery snad jako prvni ¢isty matematik studoval nelinearni dynamiku, byly vdechny
tyto studie piimo inspirovany fyzikou: problém tii téles v pripadé Birkhoffa, turbulence a
astronomické problémy v ptipadé Kolmogorova, a radiové technice v ptipadé Cartwrightové a
Littlewooda. Ackoliv chaoticky pohyb planet nebyl pozorovan, experimentatori narazili na
turbulenci v pohybu kapalin a neperiodické kmity v radiovych obvodech, bez podpory teorie, kterd
by vysvétlilajejich pozorovani.

Teorie chaosu rychle postupovala vpied po poloviné minulého stoleti, kdy se stalo pro nékteré védce
zitgmé, Ze line&rni teorie, prevaZujici teorie systému v tomto obdobi, prosté nemize vysvétlit
pozorované chovéni v urcitych experimentech, jako jsou logistické mapy. Hlavnim katalyz&orem
vyvoje teorie chaosu byl elektronicky pocita¢. VétSina matematickych teorii chaosu zahrnuje
jednoduché opakované iterace, jgjichZ vyvoj je nepraktické zkouSet ru¢né. Elektronické pocitace
vyzkum takovych systému velice usnadnuji. Jeden z prvnich elektronickych pogitact, ENIAC, byl
pouZity ke studiu jednoduchych modelt predpovédi pocasi. Jednim z prvnich pionyri této teorie byl
Edward Lorenz, jehoZ zgem o chaos vznikl nahodn¢ béhem jeho préce na predpovédi pocasi v roce
1961. Lorenz pouZil pocitat Roya McBee LPG-30 k vypoctu svého modelu simulujiciho pocasi.
Chtel vidét opét svou sekvenci, a aby usetiil ¢as, zacal simulaci zprostredka. Mél totiz vytiSténa data
z minulé simulace atak je zadal jako vstupni data do svého model u.

K jeho prekvapeni bylo piedpovidané pocasi zcela jing, neZz na jeho puvodnim modelu. Lorenz
zkoumal, pro¢ tomu tak je, a pric¢inu objevil ve své sestavé. Sestava zaokrouhlovala proménné na 3
desetinnd mista, zatimco poéitac pracoval s5 desetinnymi misty. Tento rozdil je maly a nemél by mit
prakticky na reSeni vliv. AvSak Lorenz objevil, Ze malé zmény v poc¢étecnich podminkéach vedou k
velkym zméndm na vy stupu z dlouhodobého hlediska.

Pojem chaos, jak je pouZivan v matematice, byl vytvoren aplikovanym matematikem Jamesem A.
Y orkem. Mooreiv zakon a dostupnost levngjSich pocitaci rozSitila moznost zkoumani teorie chaosu.
V soucasne dobé pokracuje velmi aktivné zkouméni této teorie.

Systémy, které vykazuji matematicky chaos, jsou v jistém smyslu sloZité usporadané. Tim je vyznam

dova v matematice a fyzice v jisém nesouladu s obvyklym chdpanim slova chaos jako totdniho
neporédku. Pavod tohoto dova lze ngjit v fecké mytologii.

10



2.1 Chaos

Terminem chaos je oznatena takovéa vliastnost néjakého dynamického a soucasné i deterministického
systému, pii jejiZz platnosti je nemozZné vypocitat budouci stav systému. Chaos nastava zejmeéna u
téch dynamickych systémi, které vykazuji velkou citlivost na poéatecni podminky. V takovych
systémech se pii volbé minimané dvou nekone¢né blizkych pocatecnich boda (reprezentujicich
pocaecni podminky systému) tyto dva body posléze exponencidné vzdaluji, takZe budouci stav
systému neni mozné zadnym zpiasobem predpovédét.

2.2 Atraktory

Jednim zpasobem vizuaizace chaotického pohybu, nebo opravdu libovolného typu pohybu, je
vytvoreni fézového diagramu pohybu. V takovém diagramu je ¢as implicitni a kazd4 osa
reprezentuje jednu dimenzi stavu. Napriklad nékdo kredi pozici kyvadla vici jeho rychlosti.
Kyvadlo v klidu bude zobrazeno jako bod a kyvadlo v periodickém pohybu bude nakresleno jako
jednoducha uzaviena kiivka. Kdyz takovy graf vytvéii uzavienou kiivku, kiivka se nazyva orbita

Casto je na fazovych diagramech vidét, Ze vétSina savovych trajektorii se priblizuje a obmotéava
néjakou obecnou limitu. Systém konéi ve stefném pohybu pro viechny pocétedni stavy v oblasti
okolo tohoto pohybu, téméet jako by byl systém k tomuto pohybu (traektorii fézového prostoru)
pritahovan (anglicky , attracted"). Tento , cilovy* pohyb je tedy pripadné¢ nazyvén atraktor systému a
je velmi ¢asty pro nucené disipativni systémy.

Atraktor (anglicky ,attractor”) dynamického systému je tedy mnoZina stavi, do kterych systém
smétuje. Je to mnoZina hodnot, kterych muZe nabyvat stavovy vektor dynamického systému po
dostatecné dlouhém ¢asovém Useku od pocatecniho impulsu.

Atraktory se daji rozdélit do nékolikatiid:

atraktorem jsou pevné body

atraktorem jsou periodické body

atraktorem jsou kvaziperiodické body

atraktor je chaoticky, tzv. podivny atraktor

Jsou-li atraktorem dynamického systému pevné body (resp. mnoZina pevnych boda), jedna se
o nejjednodussi ptipad, protoZze se systém v nekonecném case ustédlil v ngjakém stabilnim stavu,
ktery je mozné dopiedu vypocitat.

Jsou-li atraktorem periodické (resp. kvaziperiodické) body, jde také o vcelku jednoduchy pripad.
Systém se totiZz po urcité dob¢ ugdi tak, Ze osciluje mezi nékolika stavy. Ty mohou byt bud’
spocitatelné (astabilni klopny obvod), nebo nespocitatelné (draha osamélé planety okolo slunce).

Je-li atraktor chaoticky, znamena to, Ze vydedny stav systému nelze v podgtaté nijak dopiedu
predpovédét. To muze byt zpasobeno mimo jiné tim, Ze je systém velmi citlivy na pocétecni
podminky. Chaoti¢nost v tomto pripadé neznamena nahodnost, protoZe se stéle bavime o systémech
determinigtickych. Podivny atraktor je fraktal s Hausdorffovou dimenzi mezi 2 a 3.
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2.3 Podivné atraktory

Termin podivny atraktor neni je&¢ presn¢é matematicky definovan (definice sice existuji, ale
nezahrnuji v3echny typy podivnych atraktori), ale povaZzujeme za néj takovy atraktor, ktery vykazuje
vlastnosti do jisté miry shodné stémi, jaké maji fraktaly. Dale plati, Ze vSechny chaotické atraktory
jsou souc¢asné podivnymi atraktory, opacndimplikace vSak neplati.

Naptiklad jednoduchy trojdimenzionani model Edwarda Lorenze
vede ke slavnému Lorenzovu atraktoru. Lorenziv atraktor je jeden
z nejznamejSich diagrami chaotickych systémi, protoZe nejen ze
byl jeden z prvnich popsanych, ale zéarovein je jeden z
ngislozitéjsich. Vznikaji v ném velmi zajimavé obrazce, které T
vypadgi jako motyli kiidla Obr. 1 Lorenziiv atraktor

. o popisuje pohyb systému ve
Rovnice popisujici Lorenzayv atraktor: stavovém prostoru. Zde pro
ax _ - po¢atecni hodnoty r = 28,
=s(y-x) ~ =
dt 0 =10,b=8/3.
dy
——=X(r- 2)-
p (r-2-vy
dz
— =xy- bz
a
(2.3.1)

Kde o je Prandtlovo ¢ido ar je Rayleighovo ¢islo (redukované). o,r,b > 0, ale obvyklec =10, b =8
/ 3 ar se méni. Systém vykazuje chaotické chovani pro r = 28 ae zobrazuje zamotané periodické
orbity pro da i hodnoty r. Napiiklad Obr. 1.

Podivné atraktory se objevuji jak ve spojitych dynamickych systémech (jako je Lorenzav systém),
tak i v nekterych diskrétnich systémech jako je Hénonovo zobrazeni. Jiné diskrétni dynamické
systémy maji odpuzujici strukturu nazyvanou Juliovy mnoziny, kterd tvoii hranici mezi oblastmi
pritaZlivogi pevnych boda. Juliovy mnoZiny |ze poklédat za podivné odpuzovate. Jak podivné
atraktory, tak Juliovy mnoZziny typicky maji frakténi strukturu.

2.4 Citlivost na po¢ateéni podminky

Citlivost k pocéecnim podminkam znamena to, Ze dvé blizke trgektorie ve fazovém prostoru se s
rostoucim ¢asem rozbihaji. Jinak re¢eno, mala zména v pocétecnich podminkach vede po ¢ase k
velmi odlisnému vydedku. Systém se chova identicky, pouze kdyZ jsou jeho pocatecni podminky
stejné. Spojeny s citlivosti je takzvany efekt motyliho kiidla. Systém pocasi miaze byt natolik citlivy,
Ze staci mévnuti motyliho kiidla na jedné strané planety a na druhé (za delSi ¢asovy Usek) mize
vyvolat tornéda Provedeme s zkousku citlivosti na pocéecni podminky programem Matlab.
Vezmeme s Lorenzovi rovnice a vyreSime je pro rizné pocatecni podminky. Potom porovndme
¢asové prabehy obou reseni.
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Laorenzowy rovnice Eulerovou metodou

3':' T T T T T T T
20 -
10 -
- J
E . [
= 1 L\
=T
101
20k 4
— 1, y1{0=3
— y2, y2(0)=3.000000001
20 I I 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 20 36 40

t
Obr. 2 Rozdilné vysledky pti raznych pocétecnich podminkéch

Koeficienty Lorenzovy rovnice (2.3.1) jsou:c =10, b=8/3 ar=28.
Pocatecni podminky: x;(0)=8, y1(0)=3, z1(0)=4 a x(0)=8, y-(0)=3,000000001
s 22(0)24.

Do grafu vyneseme jen jednu promeénnou kvili prehlednosti. V grafu je videt, ze i kdyz je odliSnost

poc¢aecnich podminek jen o 0,000000001, dojde béhem delSiho casového Useku ke
zna¢nym odchylkém.
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3 DIMENZE

3.1 Euklidovska dimenze

Euklidovska dimenze je dimenze zndmd z klasické geometrie. Jeji hodnota pro dané téleso udéava,
jaky je minimélni pocet daju pro popis polohy bodu naleZiciho télesu. Napriklad zmetime li délku
télesa, kterd se dé popsat Useckou, metime v jedné dimenzi. Ddle si miZeme predstavit hiisté. K jeho
z&ladnimu geometrickému popisu pouzivdme dédku a Siitku. To znamena, Ze jiZ métime ve
dvojdimenzionalnim prostoru.

i

.'__

J f"'"
X

-

Obr. 3 Euklidovské dimenze

3.2 Topologicka dimenze

Topologicka dimenze télesa se uréuje jako 1+ Euklidovska dimenze nejjednodussiho télesa, které
dokaze rozdélit dané téleso na fadu mensich téles. Takova piimka se sklada z nekone¢né mnoha
bodu. Vyjmeme li ztady jeden bod, ptimka se rozdéli na dvé. Vyjdeme li z definice, topologicka
dimenze piimky se vypocte jako 1+0=1. Jak to de bude spovrchem? K rozdéleni povrchu jiz bod
nebude stacit. Musime tedy vzit piimku. Podobné vypocet: 1+1=2 (ptimka m& Euklidovskou
dimenzi 1) Topologicka dimenze je vZdy celé ¢islo a obvykle ma stejnou hodnotu jako Euklidovska
dimenze.

s . e e ——

Obr. 4 Topologicka dimenze (Vlevo-ptimka, Vpravo- povrch)

Vypocet: 1+0=1 Vypocet: 1+1=2

3.3 Hausdorffova dimenze

Z ptedchozich definici vyplyva zaver, Ze pro "bézné' Utvary vyskytujici se v okolnim svété si
vystatime sdimenzemi 0, 1, 2 nebo 3. Proto bylo pomérné velkym piekvapenim, kdyz byly
objeveny zvl&&tni geometrické Utvary, pro které toto rozdéleni na celo¢iselné dimenze neni
dostatecné. Objekty popisované fraktalni geometrii maji dimenzi necelo¢iselnou. Dimenzi
fraktalnich objekti nazyvame fraktalni dimenzi ¢i Hausdorffovou dimenzi, nebo se také nazyva
objemova (krychlovd) dimenze. Hodnota této dimenze (resp. mira rozdilu mezi fraktadni dimenzi a
dimenzi topologickou) potom udéva Uroven ¢lenitosti daného objektu.
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Nekteré tyto Gtvary nejsou jen abstraktni objekty vzniklé diky fantazii matematika ¢i umélca, de
maji své vzory primo v okolni piirodé. Méerenim délky geometricky hladké kiivky, kterd ma
topologickou dimenzi rovnu jedné, dostaneme pii pohledu v raznych métitkach vzdy stejné konecné
¢ido. Métenim délky biehu ostrova (coZ je opét kiivka s topologickou dimenzi rovnou jedné) se pri
zmen3ovani metitka toto ¢islo stéva nekonecné velkym. PobieZi tedy v roving zabira vice mista nez
hladkd kiivka. Nezabir4 vSak vSechno misto (presrgji feteno, nevypliuje celou rovinu). Jeho
skute¢na dimenze je tedy vétSi nez topologicka dimenze kiivky (ta je rovna jedné) a soucasné je
men3i neZ topologickd dimenze roviny (ta je rovna dvéma). Z toho jasné vyplyva, Ze dimenze
takového Utvaru neni celo¢iselnd Hodnota Hausdorffovy dimenze udéva, sjakou rychlosti délka
téchto Utvart roste do nekonecna. JestliZe se bude Hausdorffova dimenze a topol ogicka dimenze liSit
velmi mélo, bude takovy objekt mélo ¢lenity. Bude-li Hausdorffova
dimenze ostie vétS neZ dimenze topologicka, bude objekt velmi
¢lenity.

Mezni hodnotou je pripad, kdy je Hausdorffova dimenze o jedni¢ku
vétsi nez dimenze topologicka - tuto viastnost ma napriklad hranice

Mandelbrotovy mnoziny.

Obr. 5 Cast Mandel brotovy
mnoziny

4 METODY MERENI DIMENZI

4.1 M éreni Hausdorffovy dimenze

NejjednodusSim piikladem bude zigimé Usecka. Vytvoiime Usecku, kterd mé jednotkovou délku.
Nyni tuto Usecku rozdélime na N dilid. To odpovida tomu, jako bychom se na Usecku podivali s N-
nasobnym zvétSenim. Mé&ritko nové Usecky se tedy vypocité takto:
1
sS=—, 411
N (4.11)
kde s je meritko aN je pocet dili, na které se téleso rozdéli. Pro Hausdorffovu dimenzi obecné plati

nésledujici podminka:

Nxs® =1 (4.1.2)
Z toho vyplyva, Ze Hausdorffova dimenze se pro dané déleni N a dané metitko s se vypocité jako:
D>logs=-logN ’ (4.1.3)
D= l9gN (4.14)
log 1
S .
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Pro Usecku rozdélenou na dve ¢agti tedy plati:

D=—2 =3 =1 (4.15) |
2 ———f——

Obr. 6 Rozdéleni Usecky

Hausdorffova dimenze se tedy rovna dimenzi topologické. Z vySe uvedené definice fraktalu tedy
vyplyva, Ze Usecka neni fraktal (pro fraktd musi byt Hausdorffova dimenze ostie vétSi nez dimenze
topologickd).

Déle D=2 pro ¢tverec a D=3 pro krychli.

Tento typ vypoctu dimenze Ize aplikovat pouze na struktury, které jsou sob&podobné. Rekneme, Ze
néjaka struktura je ryze sobépodobnd, pokud ji Ize rozdélit na nékolik ¢agti, kde kazda z téchto ¢asti
je zmenSena kopie celku.

Priklady hodnot dimenzi deterministickych fraktél:

Nazev Prostorové znazor néni Dimenze

Sierpinskieho trojuhelnik D=1,5850

Lorenzuv atraktor D=2,06
Povrch plic D=2,97
Tab. 4.1.1

4.2 M¥izkova dimenze

Narozdil od dimenze sobépodobnostni, ktera je definovéna pouze pro ryze sobépodobné Gtvary, 1ze
miizkovou dimenzi aplikovat nalibovolny Utvar.

Zji&ovani dimenze: zadany Utvar se umisti na mrizku svelikosti bunék sa spocita se, kolik bunek
obsahuje alespon ¢ast Utvaru. Tim se ziska ¢islo N, které samozigime zavisi na volbé bunék s. Dédle
se postupné voli mensi s a pocité se N(s). Potom se hodnoty vynesou do log/log diagramu (piesngji
do log(N(s))/log(1/s) digramu) a ziskané body se aproximuji piimkou. MtiZkova dimenze je
smérnice této piimky.
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Obr. 7 Priklad uréovani miizkové dimenze

Slope dependence

Log(M

-04 -0.5 0,7 -0 -05 -0.4
Logilf=)

Obr. 8 Priklad vypoc¢tu miizkové dimenze (D=1.84)

\ 7w

Vyhodou miizkové metody je jeji snadna realizace pomoci vypocetni techniky (konkrétng
Vv jazyce C++ Builder). Vice o redizaci v kapitole 6.5
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4.3 Kaplan Y orkeho dimenze

Samotny vypocet dimenze pomoci téhle metody je velice jednoduchy. Vychézi ze znalosti
Lyapunovovych exponeta. Abychom vSak exponenty ziskali, je treba provést ortonormalizaci. Pro
pocitacove FeSeni problémi se budeme zabyvat Gram-Schmidtovou metodou.

[, +..+1
DKY ° J - — | J
j-1 ) (4.1.1)
Kde hodnotaj znamend maximalni pocet Lyapunovovych exponent.

5 NUMERICKE METODY

5.1 Numerickeé reSeni diferencialnich rovnic

Diferencidni rovnice je matematicka rovnice, ve které jako proménné vystupuji derivace funkci. Za
feSeni (integrdl) diferencidni rovnice povaZzujeme funkci, kterd ma piidudné derivace a vyhovuje
dané diferencidlni rovnici. Tedy feSenim soustavy diferencidnich rovnic je mnoZina funkci s
derivacemi potiebného radu, které vyhovuji vSem rovnicim dané soustavy.

Regeni délime na:

Obecné

Partikulérni — ziskané ptitazenim urcité ¢iselné hodnoty kazdé integracni konstanté obecného feSeni.
Singulérni — vyskytuji se jen u nékterych rovnic nebo v nékterych bodech.

Partikulérni feSeni miaZeme v pripadé jednoduchych diferencialnich rovnic vypogcitat analyticky.
Nicméné ve velkém mnoZstvi pripada je analytické feSeni priliS obtizné a diferencidlni rovnice se
eSi numericky. Existuje vice metod, jak ziskat numericky dané reSeni.

V naSem pripadé se budeme zabyvat feSenim diferencia nich rovnic v maticovem zapisu:

a&o P A alsogvxo &y Cp clsogvxo gedé geblo'
Qf’——@azl p Axp+LY+ +QC21 Cpn Cu+Xy+ Hxy Z)sz—"'(;)‘bz— (5.1.1)
8&!25 8a31 a; assﬂgzﬂ 8‘331 Csp Cssﬂgzﬂ 8d3ﬂ 8b3ﬂ

A déle take timto typem rovnic.

B @ 2 a0y ahod =0 2o |9
Q&_:Qaﬂ a,, 3-23—>i;y +_Qb >(;(W W, W)Qy +1- (W W, W)Qy + : (5-1-2)
&1y Gay @, ayp&Zy gbsﬂ &z &2 |5

Je patrné, Ze dozitost pro anaytické reSeni je velika Pro feSeni vybereme Eulerovu numerickou
metodu, kterd je relativné snadna pro pocitatové zpracovani ajeji chyba je prijatelna
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5.2 Eulerova metoda:

Je to nejjednodussi z numerickych metod pro feSeni diferencidlnich rovnic. Publikoval ji Leonhard

Euler jiz v roce 1768.

Obvykle je dana rovnice ¢i soustava a pocatecni podminky:
y(O)=f(ty),
y(t0)=y0.

(5.2.1)
(5.2.2)

A byva také zadany krok h (zde mazeme vyrazné ovlivnit presnost feSeni). ReSeni se da zapsat ve

tvaru:

y(i +1) = y(i) +dy(i)>h

Pro soustavu tti rovnic tedy maZzeme psat:
X(i +2) = x(i) + dx(i) >h,

y(i +1) = y(i) +dy(i) *,
z(i +1) = (i) + dz(i) *h.

Zadx(i) dosadime feSeni dané rovnice se zadanym x(i),y(i),z(i).

Zkusime si vypocet pro rovnici (5.1.2). Parametry matic jsou napriklad nésledujici:

0,287 1 06 a&o e 3859
A:G3214 0 - 1W:C0:B:dx 386 - .
§17358 0 0, &0y &- 5208

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

Pocatecni podminky: x(0)=0,1, y(0)=0,1 a z(0)=0,1. Pri grafickém feSeni soustava vypada

nasledovng:

|||Fr|l 'I ||| I' I

.......

Obr. 9 Zobrazeni v prostoru R3(x y,2)

Dalsi z moZnosti jak resit diferencidlni rovnice je uZiti Runge-Kuttovych metod.

Obr. 10 Vyvoj p:roménnych v Case
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5.3 Metody Runge-Kutta
Obecn¢ Ize tyto metody zapsat nésledovng:

i-1
yn+1 = yn + hé. VV| ki ! (531)
i=1
i-1
k = f(t+ahy, +hd b,k,. (5.32)
Koeficienty jsou vypocteny tak, aby metoda fadu pjz)ldpovidala Taylorovu polynomu stejného 1éadu.
(d& se tedy tict, Ze Eulerova metoda je Runge-Kuttova metoda prvniho #&du). Nejéastéji se pouZiva

metoda 4. radu. Jegji ndrocnost na pocetni vykon neni veliké a piesnost je dostacujici.

5.4 Porovnani piesnosti metod

Porovname Eulerovu metodu a Runge-Kuttovu metodu 2. f&du s anal ytickym feSenim. Vybereme si
tedy diferencidni rovnici, kde zndme anal ytické feSeni:

y'(t) + 2y(t) = 3xexp(-4t).
Analytické reSeni této rovnice je:

(5.4.1)
y(t) = 2 xexp(-2t) - 1,5 xexp(-4t). (54.2)
Nejprve si zvolime krok obou metod h=0,1.
Pouvigp cizach3n-ga ei cDewn-reezelen-t e cae b TGuchloncd 2 zenche zzen oromne <o ean
1 1% o
L wenies oedne : ~.|_..
Y- L e s e I
IRUTRCRCES] - E [ BT S [T D S BT [T
Jf' sha) easf masre o 0= lr e mekeda
[ (e
LL- r, - T T s Y
_ ..I 11 T E
Tehile= n |-zl -=ne
Ly 1F :
L

La- 4 1Ly

! ' _I ', o e 1of Aol (] o O bl e i o |
|- I'. 1 sbzl=rcss pesIr -~ on o Famsca mckzdan

h SRR
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IC2 1X
Obr. 11 Rozdily v ¥eSeni pro h=0,1

Obr. 12 Vyneseni odchylek
Z graft je patrné, Ze Runge-Kuttova metoda ma mnohem vySSi piesnost pro dany krok.
Nyni feSeni vySetiime pro krok h=0,0001
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Obr. 13 Rozdily v eSeni pro h=0,0001
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Obr. 14 Vyneseni odchylek

Vidime, Ze nejvyssSi chyba Eulerovy metody je tédové 7E-5, coZ je proti Runge-Kuttové metodé 2.
f&du vysoka odchylka, aviak zanedbatelna (musime brét ohled i narychlost reSeni).

U Eulerovy metody tedy muZe nastat problém pii Spatné volbé kroku h. Naptiklad pro Lorenzovy
rovnice mét volba zésadni vliv na dané feSeni:

haowdmd RAKERD

=iz} y=T{Hh 3=t}

e —,

Kok 501

=W ok 00001

. 15 Porovnéni vlivu volby kroku h pro Lorenzovy rovnice
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6 LYAPUNOVOVY EXPONENTY

Jedno z metitek citlivosti na pocéecni podminky jsou Lyapunovovy exponenty A, Je to pramérnd
hodnota divergence (nebo konvergence) dvou sousednich trajektorii. V matematice je L yapunovoviv
exponent nebo Lyapunovoviv charakteristicky exponent dynamického systému velicing, kterd
charakterizuje hodnotu separace nekonecné blizkych trajektorii. Tedy k popisu chovani trajektorii v
okoli libovolné trajektorie I' se pouZivaji Ljapunovovy exponenty, které jsou zobecnénim vlastnich
¢isel nebo multiplik&ort. Ljapunovovy exponenty (LE) jsou redlné ¢isla, ktera Ize vyhodné pouZit
pro klasifikaci nechaotickych i chaotickych atraktora. Je-li systém v nestabilnim stavu |ze ukézat, Ze
se dvé vzajemné blizké trajektorie vzdaluji rychlgi nez polynomidlné. Vzdaenost | dvou bodi na
blizkych trajektoriich |ze aproximovat vztahem

I(t)=d, €', >

kde A je tzv. lokalni Lyapunoviv exponent.

Obr. 13 Transformace kruhové trgjektorie na eliptickou

Volimelli v tetném prostoru jen jeden vektor, dostaneme jednorozmérny Lyapunoviv exponent. Ve
vicerozmérném fazovém prostoru je definovéno tzv. globdni spektrum Lyapunovovych exponentt
(kazdé stavove proménné odpovidéa jeden). Pro jeden zvoleny vektor v tecném prostoru plati:

| —I|m—In(d' ),

(6.2

' te¥t
Zname-li toto spektrum, pak muZeme konstatovat, Ze jsou-li vSechny exponenty nekladné, jedna o
stabilni chovéni systému aje-li alespon jeden exponent kladny, pak se systém chovéa chaoticky.



L yapunovovy exponenty jsou fazeny k ¢asovym kvantifikatoram chaosu. Vice je popsané v tabulce
6.1.1:

Atraktor L yapunovy exponenty

Stabilni bod 0>113 ...31%

Limitni cyklus 17=00>133..3 17

Prstenec se 2 periodami 11=13,=00>1%3 .31

Prstenec s k periodami l1=..=11,=00>1%,,%..31%
Chaoticky 11>003 133 .2 15,4 " 11<0
Hyperchaoticky 113115003 132 .2 13,4 11<0

Tabulka 6.1.1 Identifikace aktaktoru podle vyznamu jeho Lyapunovovych exponenti.

7 ORTOGONALNI A ORTONORMALNI
BAZE

V line&rni algebie, dva vektory v a w v prostoru s definovanym skaléarnim soucinem jsou
ortonormani, pokud jsou ortogondni a maji jednotkovou déku, tedy jejich skalérni soucin je roven
nule a jejich norma (velikost) je rovna 1. Béze, kde jsou vSechny vektory navzgjem ortonorméni se
nazyva ortonormélni béze. Ortogonani bazi vektorového prostoru V vybaveného skaldrnim
soucinem nazyvame takovou bazi, jejiz vektory jsou navzgem kolmé, tzn. jejich skalarni soucin je
nulovy. Maji-li navic vSechny vektory baze jednotkovou velikost (neboli jsou normovany k 1),
mluvime o ortonormélni bézi. Jeli B ={by,b,,...,b,} ortonormdni bézi, pak plati pro skalarni
soucin libovolnych dvou jgjich prvki by, b; vztah b;-b; = 8. Symbol na pravé strang, tzv.
Kroneckerovo delta, jeroven 1 proi =j, jinak je roven O.

Nejpouzivanéj§ ortonormalni bazi v prostoru I’ je béze tvorend vektory '= [1'0'0}, $= [0'1'0},

k=(001)

7.1 Gram-Schmidtova ortonor malizace

Proces vytvareni ortogondni béze se nazyva Gram-Schmidtova ortogonalizace (Gram-Schmidtav
ortogonadizacni proces). Kde vzit ortogondini bézi? Z kazdé béze { = (f, . . ., fx) prostoru v lze
sedtavit ortogondlni bazi

e=(e,..., ). (7.1.2)
Na zacdtku s vSimneme, Ze f1 # 0, a poloZzime e; = f;. Predpokladgime, Ze mame ortogona ni
vektory e, ..., & takové, Zeprokazdé i € {1,...,k} jevektor g linearni kombinaci vektora f;,
..., fi. Ngdeme koeficienty a1, . . ., ax tak, aby
atl=fitl- we — + - * — k& (7.1.2)

byl ortogondnik ey, ..., &.

23



Jelikozproi € {1,...,k} by mélo platit:
0=(atl, e)=(fitl-ae— -+ - —we, e) = (fitl, e)uilel? (7.1.3)

o = (fct1, a)/||a |
, €,) dostaneme ortonormalni bazi I" = (g,

sta¢i polozit:
(7.1.4)
Normalizaci vektora bazee = (e, . . ., On) Svektory
— ©én

g =2
L7 e’

(7.15)

n - .
llenll

Obr. 14 Vizualizace vektora (resp. Baze) Obr.15 Vizualizace vektoru po Gram-
Schmidtove ortonormalizaci

2 -1 0
]. Budeme hledat ortogondlni bazi R* vzhledem ke skalarnimu

Priklad: Necht A=|-1 2 -1
o -1 2
soucinu (x,y), = x" Ay. Bézi sestavime ortonormalizacnim procesem ze standardni béze S =
(s, 55,55).
1
e, =si =|o].
0]
Polozimetedy e, = s}— e; auréime aby platilo
0=1C(e; ;) = e]Asl—oce]Ade, = —1—-2 (7.1.6)
odtud plati = —%a , (7.1.7)
0 11 |3
e, = [1 -(-3) [o SHE (7.1.8)
2
0 ol g
Dédle polozimee; = s} —o¢; e; —x, e, auréime o, o, , aby platilo:
0=C(e e3)y = efAsl —; e Ade; — 2 «; , (7.1.9)
3
(7.1.10)

_ — Tl T Ay —
0=1C(ey e3)y =e,As; —x, e, Ae, = —1->,.

ReSenim této soustavy dostaneme o;= 0,0, = — g a.
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(7.1.11)

ol

8 PRINCIPNEURCITOSTI - HEISENBERG

Tento princip tik4, Ze presnost méieni je v mikrosvété omezena. Podle klasické mechaniky je mozné
uréit polohu a hybnost v kaZzdém ¢asovém okamZiku soucasné. Heisenbergiv princip neurcitosti vsak
tvrdi, Ze v mikrosvété je nemozné zjistit sou¢asné polohu a hybnost elektronu absolutné presng, a ze
je to déno vlastnogtmi prirody. Jestlize budeme chtit urcit hybnost, ztratime veSkerou informaci o
poloze, a naopak. Tento princip v sobé odréZi duditu vina-¢astice. Poloha je ¢éasticova vlastnost,
kdezto vina je v prostoru rozlozena spojité. Pokud budeme métit polohu, bude se chovat elektron
jako céstice a nezmétime jiz vinové viastnosti, coZ je préavé hybnost. Heisenbergiv princip
neurcitosti tikd, Ze ¢im vice toho zjigtime o jedné velicing, tim méné¢ muZeme Zzjistit o druhé.
Konstanta imérnogti je zndmé Planckova konstanta. Jeji velikost préavé zpusobuje, Ze se tento jev
neprojevuje v makrosveéte, aejen u ¢éstic, jako jsou eektrony, fotony a podobng.

PwiNnwk

Heisenberguv princip neurcitosti se da formané vyjédrit vztahem:

Axtp 2. (8.1)
Sou¢in neurcitosti v poloze (x) a neurcitosti v hybnosti (p) je tedy vétSi nebo roven poloving
Planckovy konstanty.

Hybnost a poloha nejsou jediné dvé veliciny, pro které toto omezeni plati. Podobné omezeni plati i
pro rizné dalsi dvojice fyzika nich veli¢in. Souvisi to stim, Ze v kvantové mechanice je stav systému
popséan zcela jinak nez v mechanice klasické (kde je uréen souborem poloh a hybnosti vSech ¢agtic) a
fyzikdlni veliciny jsou do zna¢né miry definovany zpiasobem jejich meéieni. Existuji dvojice velicin,
které nikdy (na Zadném stavu systému) nemohou déat ob¢ zéaroven jednoznadné predpovéditelné
vysledky meteni. Cim jistéjSi je vysledek meteni jedné veli¢iny, tim neurcitgj&i je vysledek mereni
druhé.

Princip neurcitosti je duleZity v pripadé, Ze operatory dvou pozorovatelnych velicin spolu

nekomutuiji.
Déle plati pro uréeni ¢asu aenergie:

AtAE > 7, (8.2)
Uhel a moment setrvacnosti objektu:

40,4); =3, (8.3)
pro dvé ortogondlni sloZky operétoru celkového momentu setrvadnosti:

41415 221Gl (8.4)

kdei, j, k jsou rizné a J; oznatuje Uhlovy moment vzhledem k ose x;.

Princip neurcitosti ma ptimocaré matematické odvozeni. Klicovym krokem je uplatnéni Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti, jeden z nejuZitecnéjSich teoréma linearni algebry.

25



9 KARDIOVASKULARNI RYTMY

Rytmické zmény krevniho tlaku, srdecniho poméru a dalsi kardiovaskularni hodnoty signalizuji
vyznam dynamickych hledisek v pochopeni kardiovaskularnich rytmu. Nékolik studii poukazuji na
skute¢nost, Ze jisté srdecni arytmie jsou piikladem chaosu. Toto je dul€eZité, protoze to maZe pomoci
urcit 1é¢ebné postupy. Patii sem napiiklad srdecni arytmie, fibrilace sini, bradykardie, zrychleni
srdecni ¢innosti, dutinové arytmie ajiné.

Komorové arytmie, jak fibrilace komor, tak komorova tachykardie, jsou nejzavaznéjsi z chorob. Tyto
arytmie zpusobuji mnoho Umrti. Srdecni nestabilita maZe byt chapana jako spontanni asynchronni
stahovani srde¢nich vidken svalu. Fibrilace komor se stava sponténni a neregulérni zmatek srdecniho
rytmu. Toho miZe rychle postupovat, aZ se rytmus srdce stane nesucitelny s Zivotem.

Srde¢ni rytmus je jednim z nejlepSich ukazateli arytmickych uddosti nebo mize vést k ndhlému
amrti po infarktu myokardu. Srdecni rytmus je ¢astecné fizen autonomnim nervstvem. Autonomni
systém (ned& se ovlivnit vali ¢lovéka) - fizeni autonomnich funkci mé povahu reflexni, nezévisle na
nasem védomi. Autonomni nervovy systém je rozdélen do podsystému; soucitné (SNS) a
parasympatické (PNS) nervové soustavy. Kréakodoba promeénlivost je zprostiedkovana
parasympatickym nervovym systémem, zatimco dlouhodoba proménlivost obéma: soucitnou (SNS) a
parasympatickou (PNS) nervovou soustavou. Jak jisté vime, srdecni tep se miaze znatné lisit
dokonce za nepritomnosti fyzického nebo duSevniho tlaku.

Nekolik studii poukazuje na vztah mezi srde¢nimi arytmiemi a chaosem. Toto souvis s
deterministickymi charakteristickymi rysy néktery z téchto arytmii. Klinické arytmie maji nejvetsi
potencial pro létebné aplikace teorie chaosu na aperiodické tachykardie, vcetné sinovych a
komorovych fibrilaci. Takovyto postup pii vyhodnocovani by mohl byt implementovany do
stimulétora. Tim bychom se mohli vyhnout se napriklad fibrilaci komor.

Existuje jiZz ne¢kolik zajimavych srovnani mezi dynamickymi charakteristikami zdravych osob a
pacienta s vysokym rizikem nahlé srdecni fibrilace. Srdce svysokym rizikem néhlé srdecni arytmie
vykazuje chaoticky pribéh signali. Tyto metody by mohly predstavovat dilezity diagnosticky
nastroj pro klinicke ucely.

Obr. 16 Normani ECG Obr. 17 ECG pii infarktu

MuazZeme situaci zjednodudt tak, Ze srdce je urcity typ oscilatoru. Jeli oscilator, plati pro ngj
nelinearni dynamické rovnice. Problém je vSak v tom, Ze tyto rovnice obsahuji mnoho stavovych
proménnych — tedy existuje mnoho faktora ovliviujici rytmus srdce. V Klinickych podminkéach ale
muZeme situaci zjednodusit a omezit se na méné proménnych. Existuje Sance, Ze puajde do jisté miry
(tedy skratkym ¢asovym predstihem a omezenymi pocatecnimi podminkami) piedpovidat srdecni
rytmus. Takovyto pristroj by se stal velice dilezitym pomocnikem na operatnich sdlech. Operatési
by se mohli na ur¢ité situace piipravovat s ¢asovym predstihem.
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10 MOZEK A CHAQOS

10.1 Neuron

A neuron je zvl&stni elektricky- aktivni burika, ktera muze prendSet pulsy
elektrického napéti podd své délky. Kazdy puls vypada jako "Spicka’ na -
kiivce elektrického napéti v ¢asu. Pulsy jsou vytvorené jako zéplavy
iontd Zenouci se sem a tam skrz dvé skupiny kandlti poloZenych
neuronovou membrana ty s rychlymi zménami a ty s pomalymi.
Samoziejmé, opravdovy Zijici neuron je komplikovand zéleZitost. To
v3ak ukazuje, Ze tok elektrické energie membréanou muze byt dobfeObr 19 Obrézek neuronu
modelovan systémem tii vzgemné zavidych diferencidnich rovnic. ' '
Tyto popisuji prepnuti v ¢ase, rychlost, u které eektrické napéti projde pies plochu membrény.
Existuji v3ak dalsi dvé proménné: rychly proud a pomaly proud kanalem.
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Obr. 19 Razné prabé
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hy akeniho potencialu

Membrana, na které prevaZzuji chemicky tizené iontové kandly (tj. postsynaptickd membrana), je
drézditelnd chemickymi podnéty, predevdm medidtorem. Odpoved’ na toto podrézdéni miaze byt
dvoji: Depolarizace - zvySeni permeability pro sodné draselné a chloridové ionty, nebo
Hyperpolarizace - zvySeni permeability pro draselné a chloridové ionty.

To zpasobi lokdni zménu membranového potencidu (mistni podrézdéni) membrany. Chemicky
fizené iontové kandly jsou rozhodujici pro vzrudivost neuronu, diky nim dochézi k modulaci signalu.
Membrana, na které prevaZuji elektricky fizené iontové kandly, reaguje na podrézdéni podle z&ona
»V3e nebo nic*. Bud’ reaguje vzruchem, nebo ne, a pokud ano, tak s nejvyssi moznou intenzitou. Ke
vzniku vzruchu musi dojit k mistni depolarizaci membrany, a nahlému rychlému poklesu
membrénového potencialu. VIna depolarizace membrany, kterd nastava otevienim iontovych kandl,
Sitici se postupné po povrchu neuronu, se nazyva akéni potencidl a je podstatou pienosu informaci
neurony.

Takovyto jednoduchy model presné reprodukuje chovani. Model tedy doké&ze predpovidat chovéani
izolovaného neuronu pozorovaného v laboratofi.



10.2 M ozek

Z&kladnim prvkem, z néhoz se sklada stavba mozku, je nervova burika ¢i neuron. Lidsky mozek je
tvoren ze 100 miliard neurond, které jsou jako vSechny bunky organismu vymezeny membranou.
Li& se vSak svymi velmi dozitymi tvary.

Jeden neuron vytvari synapse pramérné s 10 000 jinymi neurony. V mozku ¢loveéka tedy existuje 100
miliard krét 10 000 synapsi, tedy asi milion miliard synapsi. Jedna se o biochemické reakce, které
produkuiji i elektrické signdly.

Existuje-li matematicky model jednoho neuronu, 8o by vytvorit matematicky model celého mozku.
Z pohledu teorie chaosu je mozek velice sloZity systém, ktery reaguje citlivé nazmeény jednotlivych
neuronu. Vidime tedy, Ze je velice citlivy na poé¢atecni podminky. Znamenato, Ze pravdépodobng by
do vypocitat (kdybychom znaly vSechny stavy synapsi a neuroni), jak se mozek rozhodne.
Neznamena to ale bohuZel, Ze budeme moci presné urcit chovani daného jedince. ProtoZe kazdy dalSi
okamZik se stava podmétem pro zménu synapsi. Bude vSak existovat urcita pravdépodobnost, Ze
jedinec bude reagovat die vypocta. Cim mén¢ informaci budeme védst, tim mendi bude
pravdépodobnost predikce.

Obr. 20 M agnetickéa resonance mozku

11 VZORKOANI

Pro vétSinu aplikaci je duleZité zpracovavat signd digitélné. Analogove digitélni prevodnik (zkratky
A/D, v anglicting i ADC) je elektronicka soucastka uréend pro prevod spojitého (neboli
analogového) signdlu na signél diskrétni (neboli digitdlni). Divodem tohoto prevodu je umoznéni
zpracovani puvodné analogového signalu na cidicovych pogitatich. Mezi nimi v soucasnosti
pievazuji digitalni signalni procesory DSP, které jsou pravé na zpracovani takovych signélu
specializované. V digitélni podobé se také daji signdly daeko kvalitnéji zaznamenavat a prenaset.
Opacny pievod z digitdlniho signdlu na analogovy zgist'uje D/A pievodnik.



Pro sprévné vzorkovani musi byt spinén Shannon-Kotelnikav vzorkovaci teorém. Podle néj plati:
(11.1)

2 = fsignélu

Pro gpInéni této podminky je dulezité zndt spektrum signalu, ze kterého se d& stanovit potrebna
rychlost prevodniku. Vidime, Ze je nutny nejprve teoreticky rozbor problému.

Pro simulaci si vybereme zndmy Lorenzav atraktor. Ten se tvofen tiemi diferencidlnimi rovnicemi.

Pro urceni vzorkovaci frekvence, budeme vychazet z predpokladu, Ze jedna jednotka je jedna
sekunda. Je li integracni krok napiiklad h=0,003 (tedy vzda enost vzorka — jedné se o diskrétni body,
ne o analogovy signal) plati:

1

~foz=h => f,, > 666Hz (11.2)

Zmensime-li v&ak krok h=0,001 plati:
fvz = 2000Hz (11.3)
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Obr. 21 Stavova proménna x v ¢ase't
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Obr. 22 Spektrum Lorenzova atraktoru pro stavovou promeénnou X

Vydedné spektrum bude obdobné pro dalsi stavové proménné. V simulaci byl pouZit integracni krok
h=0,01. Ze ziskaného spektra se d& viak vzorkovaci frekvence jedté poupravit.
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12 PROGRAMOVA REALIZACE

Program je napsén pro operacni systém Microsoft Windows v jazyce C++ Builder 6.0, numericky
integruje systém 3 diferencialnich rovnic, pracuje se vstupnimi daty uloZenymi v souborech, uklada
do souboru avizualizuje data pomoci grafickych knihoven OpenGL a T Chart. Pro spu&téni programu
jsou zapotiebi mit v systému nainstalované knihovny Borland C++.

8 ot sobvng equations I

File Graph About

k3 Sl A S| (R A e ][ 4, by e :

5 f \ * | arentz equations
yl=lay, ay az| +eg ca oo ||| lx oy ozldy |+

Z Gy Oy ) \Z €3 Cap Oyt \Z dy £y " Chaos class C

atrix a[1..3.1..3] M atrix d
10 10 ] Nurnber of iteration: i~| 000
28 -1 ] i Fe
Step (di):
0 i] -2 BREE a
Time distance: 1.00000004743745
Matrix c[1..3.1..3] I atrix b Begining conditions
0 1] 1 a . ’-01—
0 1 ] 1]
z ID,1
Integrate Count Dimengion Setup of memory:

Save every: i1 walug

Frogress:

Obr. 23 Ukézka hlavniho okna programu

12.1 Programové reSeni numerické integrace

v s

NejdaleZitejSi soucésti programu je numerické feSeni diferencidlnich rovnic. Ty jsou v programu
zapsané pomoci matic. Kazdé policko matice dostane svoji vlastni proménnou pro jednodusSi
operace. Proménnd je typu double. Jedna se o 64 bitové raciondni ¢islo s dvojitou presnosti.

Ukézka zdrojového kodu:
/lprevod matic na konstanty DUUUD Matriea[1.31.3]) Dl iiiii Matigd 1010

all= StrToFloat(M atA->Cell90][0]); o

a21= StrToFloat(MatA->Cellg0][1]); = o ]

a31= StrToFloat(MatA->Cell§0][2]);

al2= StrToFloat(MatA->Cellg 1][0]);

a22= StrToFloat(MaA->Cellg 1][1]); L Matell 313 Malkb

a32= StrToFloat(MatA->Cellq1][2]); I T

al3= StrToFloat(M atA->Cell92][0]); =

a23= StrToFloat(MatA->Cellg 2][1]); i :
Obr. 24 Ukazka matic
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Timto zpusobem pokracujeme a nastavime i jiné parametry. Pied samotnou integraci Eulerovou
metodou (vice o0 metodé v piedchozi kapitole) musime nastavit do matic vSechny hodnoty, i kdyZ jen
nulove, aby nedodo k vypoétam s nahodilou hodnotou z operacni paméti. Vydedky feSeni ukladame
také do matice, protoZe vyuZiti datového typu pole neni mozné vzhledem k velikosti. JednodusSi by
bylo ukladat vysledky do objektu typu TMemo, které viak pii zdpisu ukldda na pevny disk, coz
vyrazné zhorsuje ¢asovou narocnos.

Pro vydedky vypocétu jsou zvoleny datovée typy long double (80 bitové

velmi dlouhé raciondlni ¢islo). Cely vypocet se provadi ve while cyklu. Déle jsou pomoci podminek
vybréany rovnice.

Méame tedy zadané dva typy rovnic v maticovém tvaru. Abychom algoritmus urychlili, je duleZité
proveést nasobeni matic a do programu zapsat samotné feSeni.

ad(o a@ﬂ &, 230 a0 a8, Cp, Ci30 X asl, 6 a@lo'
C ~ € ¢ \* ¢

Qf’——@azl 8y ApLY+tceln Cp CuXgy+ >‘(X y Z)de—"'(;b + (12.1.1)
8&!25 8331 Az assﬂ 82!25 8(:31 Cay 033!25 82!25 8d3!25 8b3 g
a&o @y a, a,0aX0 abd EeNo axo |9

g - g - 19 - g g - g =
f(—_ CQy Ay Ay f&;y++_9b2 =€ (Wl W, Ws)(}yf"' - (Wl W, Ws)(}yf"' :(12-1-2)
8&!& 8331 A 8335822; 8b3ﬂ 825 825 B

Pro rovnici 13.1.1 je feSeni:

(k ¥y 2) =
g%llxu al2w + alde + XodDELL + edDel2y + 0dlelde + ya2ellx + y d2xel2 + yxd2xelde + 2d3clix+ 2312y + 72d3c13 + b1 9

=8a21>9<+ a22% + a23g + x2>dl>(:21 +0d1>c22% + %d1>c23xz + y>d2>c21x + y2>d2>(:22 + y>d2>c23% + 220321 + 22d3e22% + zz>d3>(:23 + b2:

r =
gaBlx + a3y + a3z + x2>dl>(:31 +0d1>c32% + xd1>33x + y>d2>c31x + y2>d2>(:32 + y>d2>c33x + 220331 + 22d3e32y + zz>d3>(:33 +b3g

(12.1.3)

Pro rovnici 13.1.2 je feSeni:

Sa11>9(+ al2y + aldz + §>b1>(|w1>9(+ w2y + Wz + 1| - |whx+ w2y + wdx - 1|)H (12.1.4)

8@((5 é U
- 1 .
c¥== %21>9<+ a2y + a23z + E>b2>(|w1>9<+ w2y + wz + 1| - |whx+ w2y + wde - 1|)3
S15 6 G

~ 1 o
Fa3lx + a3y + a33¢ + E>b3>(|w1>9<+ w2y + w3z + 1| - |wlx+ w2y + wde- 1)
€ L
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Je vidét, Ze pro vypocet druhé rovnice je zapotiebi absolutni hodnota. Problém je v tom, Ze v jazyce
C++ funkce Abg() provadi operace jen scelymi ¢idy. Musime s tedy napsat svoji vliastni funkci,
kterou nazveme abs2():

long double abs2(long double a)

if (a<0) a=a*-1,
return a;
}

Nyni ukazka zdrojového kddu samotného vypoctu:
while (i<times) {  //provadéj vypocet, je-li i mendi neZ promeénna times (voli uzivatel)

i++;
if (pocitatpodle==1){
/IMastni ZjednoduSené 7eSeni matice LORENZ

dx=all*x+al2*y+al3* z+x* x* d1* c11+x* d1* c12* y+x*d1* c13* z+y*d2* cl1* x+y* y*d2* c12+y*d2*
c13*z+z*d3*cl1*x+z*d3*cl2* y+z* z*d3*c13+bl;

dy=a21* x+a22* y+a23* z+x* x* d1* c21+x* d1* c22* y+x*d1* c23* z+y* d2* c21* x+y* y* d2* c22+y*d2*
C23*z+z*d3* c21* x+z* d3* c22* y+z* z* d3* c23+b2;

dz=a31*x+a32* y+al33* z+x* x*d1* c31+x*d1* c32* y+x* d1* c33* z+y*d2* c31* x+y* y* d2* c32+y* d2*
€33*z+z*d3* c31*x+z*d3* c32* y+z* z*d3*c33+b3;
}
//Chaos Class C
if (pocitatpodle==2){
mezivypocet=(abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)-ab2(d1* x+d2* y+d3* z-1));
dx= all*x + al2*y +al3*z +(0.5)* b1* mezivypocet;
dy= a21*x + a22*y +a23* z +(0.5)* b2* mezivypocet;
dz= a31*x + a32*y +a33*z +(0.5)* b3* mezivypocet;
}
//Samotna Eulerova Integracni Metoda
X=X+ dx* dt;
y=y+dy*dt
z=z+dz* dt;

V&echny vydedky, véetné ¢asového Udaje, uloZime do matice. Abychom dodrZeli presnost a sniZili
vypocetni naro¢nost je v programu moznost zvolit, kolikéty vydedek se ulozi.

//UloZeni do pole s vypu&enim prvku
krok++;
if (krok==StrToFloat(Edit6->Text))
{

Pole->CelIq0][ pamet]=FloatToStr(x);
Pole->Cedl | 1][pamet]=FloatToStr(y);
Pole->Cd g 2][ pamet]=FloatToStr(z);
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Pole->Cellq 3][pamet]=FloatToStr(i* dt);
pamet++;

krok=0;

}

Z agoritmu je evidentni, Ze se uloZeni provede, kdyZ se krok rovna uZivatelem volené konstanté
(konstanta vSak musi byt celé ¢ido).

12.2 Ukladani do souboru

Program ukléda a nacita vydedky vzniklé integraci. V3e je provadéno pies komponentu TMemo a
komponenty TOpenDialog a SaveDialog. Priponu souboru s maZe uZivatel zvolit vliastni, takze pfi
zpétném naciténi neni aplikovan Zédny filtr. Format souboru volime takovy, Ze se pod sebe stde
ukl&ddi hodnoty x,y,z a ¢asovy Udg. Program také uklada a nacité tzv. simulacni profily. Zde se do
souboru uloZi patticné informace o v3ech nastavenych parametrech dulezitych pro reSeni rovnic.
Soubor ma koncovku *.prj, takZe pti nacitani aplikujeme filtr, ktery zobrazuje jen soubory typu *.prj.
Zdrojové kady jsou v souborech Unitl.cpp a Unitl.h.

12.3 3D Vizualizace dat VTR
DalSi duleZitou soucésti  programu  je
vizualizace dat. UZivatel ma moznost volby 2D

nebo 3D vizualizace. Pro 3D vizualizaci
vyuZijeme grafické knihovny OpenGL, kterou
ptipojime ve druhém formul&i. Abychom

v programovém prostiedi mohli vyuzit téchto
knihoven, musime pfipojit  nasedujici
hlavi¢kové soubory.

Obr. 25 Ukézka programu (3D vizualizace)

#include <gl/glu.h>
#include <gl/glaux.h>

Pri prvnim spudteni je v&ak zapotiebi nastavit hloubku barev, buffer a formét pixelt. DalSi problém
nastane pii zméné velikosti okna. Je zapotiebi okno znovu nastavit. VSe je programové o3etieno.
Cely zdrojovy kdd je priloZen v souboru Unit2.cpp.

NejdulezitéjSi soucasti zdrojového kodu je vykresleni os x,y,z a samotnych bodi FeSeni.

void TForm2::DrawScene(void)

{
glShadeM odel (GL_SMOOTH);

glClearColor(1, 1, 1, 1); //barva pozadi
glClear(GL_COLOR_BUFFER _BIT |GL_DEPTH_BUFFER_BIT);

glLoadldentity(); /l reset pohledu

gl Translatef(0.0f,-2.0f,-20.9f); /I posune pocatek

glRotatef(-45, 0.1f,0.0f,0.0f);
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glRotatef(-45, 0.0f,0.0f,1.0f);
olRotatef (status,0.0f,0.0f,1.0f);

giBegin(GL_LINES);  /losy x,y,z
glColor3f(1,0, 0);
glVertex3f(0, 0, 0);
glVertex3f(0, 0, 10);
9lEnd();
gBegin(GL_LINES);
glColor3f(1,0, 0);
glVertex3f(0, 0, 0);
glVertex3f(0, 10, 0);
9lEnd();
gBegin(GL_LINES);
glColor3f(1,0, 0);
glVertex3f(0, 0, 0);
glVertex3f(10, 0, 0);
9lEnd();
long double x = 0;
long doubley = 0;
long double z = 0;
int i=0,barva=0;
bool stop = fasg;
glBegin(GL_POINTYS);
while (!stop) { IIngitani dat z matice ve formul&i 1
x=StrToFloat(Form1->Pole->Cellg[0][i]);
y=StrToFloat(Form1->Pole->Cellq[ 1][i]);
z=StrToFl oat(Form1->Pole->Cellg[ 2][i]);
i++;
glColor3f(0,0,0); //barva boda
glVertex3f(x/meritko , y/meritko, z/meritko); //zmena meritka
if (i >= Form1->pamet) stop = true;  //ochrana

}
glEnd();
glFlush();
}

Dalsi funkci je rotace vytvoreného objektu. To je realizovano pomoci ¢asovace (kvali plynulosti
ot&teni). Zm&knuti tlacitka ridi jen spudteni resp. vypnuti ¢asovace.

void __fastcall TForm2::rotacelClick(TObject * Sender)
if (Timerl->Interval == 0)
Timerl->Interval = 300; //START STOP ROTACE
/1300 Mmezicas rotace.
else
Timerl->Interval = 0;

DrawScene();
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Invalidate();
}

Celé natoceni objektu je realizovano funkci ¢asovace. Do globdlni proménné status se stale pricita
hodnota 10. KdyZ dosdhne hodnoty 360, nastavi ze znovu na 0 (probihé tedy nat&teni o 10°).

void __ fastcall TForm2::Timer1Timer(TObject * Sender)

{

if (status==360) status=0;
status=status+10;
Invalidate();

}

12.4 2D Vizualizace dat

DalSim krokem, ktery program redizuje, je
2D vizualizace dat v z&vislogti na ¢ase. Ta
se provadi za pomoci standardni
komponenty TChart, ktera je soucasti
programového prostiedi. Komponenta
umoznuje dokonce animovany zoom. Po
zobrazeni  tretiho  formulare  dojde
k vykonani nasledujici ¢asti  zdrojového
kodu.

=il

Obr. 25 Ukézka 2D vizudizace

void __fastcall TForm3::FormShow(TObject * Sender)

{

long double x = 0;
long doubley = 0;
long double z = 0;
long double dt = 0;
inti=0;
bool stop = false;

TFastLineSeries * ser=new TFastLineSeries(Chartl); //vytvoreni rii
TFastLineSeries * ser2=new TFastLineSeries(Chartl);
TFastLineSeries * ser3=new TFastLineSeries(Chartl);

Chart1l->AddSeries(ser);
Chart1->AddSeries(ser2);
Chart1->AddSeries(ser3);
ser->Name="x"; //pojmenovani érii
ser2->Name="z2";

ser3->Name="y";
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while(!stop){  //n&iténi dat do grafu

x=StrToFloat(Form1->Pole->Cellg[0][i]);
y=StrToFloat(Form1->Pole->Cellq[ 1][i]);

z=StrToFl oat(Form1->Pole->Cellg[ 2][i]);

dt=StrToFl oat(Form1->Pole->Cellg 3][1]);

i++;

ser->AddXY (dt, x,""); //ptitazovéni dat do sérii pro graf
ser2->AddXY (dt, z,");

ser3->AddXY (dt, y,"");

if (i >= Form1->pamet) stop = true;  //ochrana, aby nedodo k preteceni

Po ukonceni okna musi dojit k vymazani érii. Vice ve zdrojovém kodu v souboru Unit3.cpp.

12.5 M¥izkova dimenze

Cilem programu bylo vytvorit algoritmy pro numerické reSeni diferenciénich rovnic a déle pripravit
data pro stanoveni dimenze objektu. Stanoveni dimenze totuto metodou je velice ¢asové narocné. Pro
stanoveni hranic prostoru je potieba ngjit nejvétsi a negmensi hodnotu dat. Timto krokem umistime
cely objekt do kvédru. Problém je vtom, Ze agoritmus pocita skrychli. Ur¢ime li vSak nejvetsi
hranu kvadru, maZeme vytvotit krychli, do které cely kvédr patti. Budeme tedy prohledédvat kvédr,
ale pro samotny vypocet a volbu hrany budeme pocitat s krychli. Tento na prvni pohled slozity krok
ma veliky dopad na urychleni vypoctu. Cely algoritmus prohledava kvadr (prostor R%) po malych
krychlich (hrana je stanovena z faktoru zmenSeni a z hrany krychle) pomoci tii FOR cykl.
V podednim cyklu se v kazdém kroku prohledava pomoci while cyklu tabulka sdaty.
Hledgji se takovéa data, ktera patii do malé krychle. V pripadé Uspéchu dojde k predéasnému
ukonc¢eni while cyklu. Je daleZité si uloZit pocet krychli, které obsahuji data. Cely vypocet
provadime opakované v daSim FOR cyklu se zménénym faktorem zmenSeni. Abychom
uréili dimenzi, musime vynést zavislost:

1

f (log(tspesp) = log( Eakior zmenéenl') . (12.5.1)

Je dulezité vlozZit spojnici trendu a z jgi smérnice urcime dimenzi objektu. Program také
vykredi graf zévidosti volby velikosti hrany malé krychle (resp. faktoru zmen3eni) na
dimenzi.

Pro vypocet je volba faktoru zmenSeni klicova Pri volbé veliké hrany dojde k neptesnému uréeni
dimenze. Av3ak pii volbe priliS malé hrany, kromé ¢asoveé ndrocnosti, miZe dojit také k chybé. Bude
li hrana mensi, nez volba integracniho kroku, bude chyba velika.

Program také obsahuje okénko komponenty TMemo, ve kterém se zobraziji dopliikové informace o
probihajicim vypoctu (kvili ¢asové ndrocnosti mé uZivatel moznost kontrolovat prabéh vypoctu).

void __fastcall TForm4::Button1Click(TObject * Sender)

{ //deklarace
long doublei;
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long double maxx, maxy,maxz,minx,minz,miny,a,b,c,vysledek;
long double hranka,r,s,t,faktor;
long double obsazeni=0;
bool stop;
int opakovani=0;
double off, dop;
int multi;
float ukazatel ,ukazatel2;
for(int i=Chart1->SeriesCount()-1;i>=0;i--) //\Vymazéni grafu
{ deete Chartl->Serieq[i];
}
for(int i=Chart2->SeriesCount()-1;i>=0;i--)
{ deete Chart2->Serieq[i];
}
maxx=StrToFloat(Form1->Pole->Cellg[0][1]); //nastaveni nal. znak pole
maxy=StrToFl oat(Form1->Pole->Cellg[ 1][1]);
maxz=StrToFloat(Form1->Pole->Cell§ 2][1]);
minx=StrToFloat(Form1->Pole->Cell50][1]);
miny=StrToFloat(Form1->Pole->Cellg[ 1][1]);
minz=StrToFloat(Form1->Pole->Cdlg2][1]);
for (i=0;i<=(Forml1->pamet-1);i++) //hledani maxim aminim v R"3
{
if (maxx<StrToFloat(Form1->Pole->Cellg0][i]))
maxx=StrToFloat(Form1->Pole->Cel I 0][i]);
if (maxy<StrToFloat(Forml1->Pole->Cellg[1][i]))
maxy=Str ToFloat(Form1->Pole->Cdlg 1][i]);
if (maxz<StrToFloat(Forml->Pole->Cedlg2][i]))
maxz=StrToFloat(Form1->Pole->Cellq 2][i]);
if (minx>StrToFloat(Form1->Pole->Cdlg0][i]))
minx=StrToFl oat(Form1->Pole->Cellq 0][i]);
if (miny>StrToFloat(Forml1->Pole->Cdlg0][i]))
miny=StrToFl oat(Form1->Pole->Cellq 0][i]);
if (minz>StrToFloat(Form1->Pole->Cellg0][i]))
minz=StrToFloat(Form1->Pole->Cell§ 0][i]);
}

a=maxx-minx; //uréeni vzddenosti

b=maxy-miny;

c=maxz-minz;

if (&>=b) vydedek=a; //nejvetsi vzdalenost

if (b>=c) vysedek=b;

if (c>=a) vydedek=c;

faktor=StrToFloat(Edit1->Text);//vysledek/delitel; //volbahrany z ngjmensi vzalenosti
multi=StrToFl oat(Edit2->Text);

Label1->Caption=FloatToStr(faktor* multi);

1
/Ivlastni algoritmus pro pocitani BOX-COUNTING METHOD
//pocitani v kvadru

TFastLineSeries * ser=new TFastLineSeries(Chartl); //nastaveni grafu
Chartl->AddSeries(ser);

ser->Name="log";




TFastLineSeries * ser2=new TFastLineSeries(Chart2); //nastaveni grafu2
Chart2->AddSeries(ser2);
ser2->Name="Box";
ukazatel=0; //reset ukazatele %
for (opakovani=1;opakovani<=multi;opakovani++)
/lopakovani pro vyneseni do grafu

{
hranka=vysledek/(faktor* opakovani); //hrana krychle
obsazeni=0; //reset obsazeni krychli
for (r=minx;r<=(maxx);r=r+hranka)
{ /Isouradnice x
ukazatel=ukazatel +(100/(multi* (a/hranka))); /lkrok ukazatele %
StatusBar1l->SimpleText=("Done:"+IntToStr(int(ukazatel))+"%");
Ilukazatel %
for (s=sminy;s<=(maxy);s=st+hranka)
//Po¢itdme s krychli, ale vsazujeme do kvédru
{ /Isouradnicey
for (t=minz;t<=(maxz);t=t+hranka)
{ /lsouradnice z
stop=false;
/lprohledani pole
i=0;
Memol->Clear(); //kontrolni okénko
Memol->Lines->Add("----Check----");
Memol->Lines->
Add("Containing_Boxes:"+Fl oat ToStr(obsazeni));
Memol->Lines->Add("Scale:"+IntToStr(int(faktor* opakovani)));
while (!stop){

i++;
if (StrToFloat(Form1->Pole->Cellg[0][i])>=r)
if (StrToFloat(Form1->Pole->Cellg[0][i])<(r+hranka))
{
if (StrToFloat(Form1->Pole->Cdlg[1][i])>=9)
if (StrToFloat(Form1->Pole->Cdllg1][i])<(sthranka))

{
if (StrToFloat(Form1->Pole->Cdlg2][i])>=t)
if (StrToFloat(Form1->Pole->Cdlg[2][i])<(t+hranka))
{
obsazeni++;
stop = true;
}

}

}

if (i>=(Forml->pamet-1))stop = true; //ochrana

}
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ser->AddXY (log10(1/hranka), logl0(obsazeni),");

if (opakovani>1){

getTrendLine(ser,off,slop); //funkce pro uréeni spojnice trendu a spojnice
ser2->AddXY (hranka, dop,"");

} //konec opakovani
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Obr. 26 Vydedek pro pogitani dimenze Lorenzova atraktoru

Teoreticka hodnota dimenze je 2,06, program hodnotu stanovil na 1,87. Tuto hodnotu
muZzeme povaZovat za piesnou. Je pravdépodobné, Ze pii jiné volbé faktoru zmenSeni a
mensi integracni konstanté dt by vydedek byl piesngjsi.

12.6 Kaplan-Yorkeho dimenze

Tato ¢ést programu je realizovana pomoci nového vyvojového prostiedi — CodeGear RAD Studio
2007 — Builder C++ 2007. Zména programovaciho prostiedi byla provedena, kvili lepSi podpore jak
ze strany vyrobce IDE, tak ze strany operacnich systémi typu Windows. DalSi zména, kterd byla na
programu provedena, je to, Ze vytvoieny program jde spustit na libovolném PC (se systémem typu
Windows — podpora i Windows Vista 32b a 64b) bez nutné instalace dalSich doplnujicich knihoven.
DalSim divodem zmeny vyvojového néstroje je lepSi piekladag, tedy vysledny program je
efektivnejsi.
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Abychom dostali potiebné vektory, musime nejprve vynésobit dané rovnice piislusnou Jacobiho
matici.
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Kde matice s vektory A-l reprezentuje Jacobiho matici, ktera je tvorena pridusnymi derivacemi.

Naptiklad vektor A bude mit tvar:
A =aqy; +2xdici; +dicipy + dici3z + ydycqq + zdscqy. (12.2)

Ostatni vektory budou mit obdobny tvar.

Program déle ieSi situaci pro jiny typ rovnice. ReSeni problému s jen naznagime:
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Opét pro vektor A plati:

A = a11 + %blldlx + dzy + d3Z + 1|d1 - |d1X + dzy + d3Z - 1|d1 (124)
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Je potieba s uvédomit, Ze vektory J-U jsou rovnice v diferencialnim tvaru. Pro jgich feSeni tedy
potiebujeme jednu z uvedenych metod v predchozich kapitolach. Uvedeme si ¢ast zdrojového kodu,
kde se potiebné operace realizuji:

[* Start iterating... */
for (int d=1; d<imax; d++)
{ /* Linear and Non-Linear Equations + MATICOVE operace */
if (Forml->pocitatpodle==1){
dx[1]=all*x+al2*y+al3*z+x*x*d1* cl1l+x*d1*cl2* y+x*d1* c13* z+y*d2* c11*x+y* y*d2*c
12+y*d2* c13* z+z*d3* c11*x+z* d3* c12* y+z* z* d3* c13+bl,;
dx[2]=a21* x+a22* y+a23* z+x* x* d1* c21+x*d1* c22* y+x* d1* c23* z+y* d2* c21* x+y* y* d2* c22+y*
d2* c23* z+z* d3* c21* x+z* d3* c22* y+z* z* d3* c23+b2;
dx[3]=a31*x+a32* y+al33* z+x* x* d1* c31+x*d1* c32* y+x* d1* c33* z+y* d2* c31*x+y* y* d2* c32+y*
d2* c33* z+z* d3* c31* x+z* d3* c32* y+z* z* d3* c33+b3;
//Obecna Jacobbiho matice
//Déeleni po doupcich
A=all+2*x*d1*cl1+d1*c1l2*y+d1*cl3* z+y*d2*c11+z*d3*cll;
B=a21+2*x*d1* c21+d1*c22* y+d1* c23* z+y* d2* c21+z*d3* c21,
C=a31+2*x*d1*c31+d1*c32* y+d1* c33* z+y*d2* c31+z*d3* 31,

D=al2+x*d1*cl2+d2* c11*x+2* y*d2* c12+d2* c13*z+z*d3* c12;
E=a22+x*d1* c22+d2* c21*x+2* y*d2* c22+d2* c23* z+z* d3* c22;
F=al32+x*d1* c32+d2* c31* x+2* y* d2* c32+d2* c33* z+z* d3*c32;

G=al3+x*d1*c13+y*d2* c13+d3* c11* x+d3* c12* y+2* z*d3* c13;
H=a23+x*d1* c23+y* d2* c23+d3* c21* x+d3* c22* y+2* z*d3* c23;
[=a33+x*d1* c33+y* d2*c33+d3* c31* x+d3* c32* y+2* z* d3* c33;
}
if (Forml->pocitatpodle==2){

dx[1]= all*x + al2*y +al3*z +(0.5)*b1* (ab2(d1* x+d2* y+d3* z+1)-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1));
dx[2]= a21*x + a22*y +a23*z +(0.5)*b2* (abs2(d1* x+d2* y+d3* z+1)-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1));
dx[3]= a31*x + a32*y +a33*z +(0.5)*b3* (abs2(d1* x+d2* y+d3* z+1)-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1));

//Obecna Jacobbiho matice

//Déeleni po doupcich
A=all+.5*bl*(abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d1-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d1);
B=a21+.5*b2* (abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d1-ab2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d1);
C=a31+.5*b3* (abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d1-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d1);

D=al2+.5*b1* (abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d2-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d2);
E=a22+.5* b2* (ab2(d1* x+d2* y+d3* z+1)* d2-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d2);
F=a32+.5*b3* (abs2(d1* x+d2* y+d3* z+1)* d2-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)* d2);

G=al3+.5*b1*(abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d3-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d3);
H=a23+.5*b2* (abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d3-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d3);
|=a33+.5* b3* (abs2(d1*x+d2* y+d3* z+1)* d3-abs2(d1* x+d2* y+d3* z-1)*d3);
}
I /
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IINASOBENI MATIC dx=J*Y

for (i=0;i<=2;i++){
dx[4+i]= A*Y[4+i]+D*Y[7+i]+G*Y[10+i];
1 /

dX[7+i]= B*Y[4+i]+E*Y [7+i]+H*Y[10+i] ;
1 /

dX[10+i]= C*Y[4+i]+F* Y[ 7+i]+HI*Y[10+i];
}

//[EULEROVA INTEGRACNI METODA
for (i=1;i<=Naji++){

X[i]=X[i]+dx[i]* dt;

}
t=t+dt;
x=X[1];
y=X[2];
z=X[3];
for (i=1;i<=Nai++) Y[i]=X[i]; //Vytvoreni pomocne matice

Vidime, Ze samotny proces se d¢je ve for-cyklu. Ten se opakuje, dokud nedosdhneme poZadované
hodnoty iteraci. Vysedné hodnoty numerické integrace jsou uloZeny v poli X (viz. zdrojovy kad).
Vydedky nasobeni matic se ukladaji do proménné dx[i]. Pricemz prvni t¥i prvky pole obsahuji
vydedky vypoctu pro integraci zakladnich rovnic. VSechny prvky vektoru d[i] je nyni tieba
integrovat jednou z popsanych numerickych metod. Zbytek je produktem vynasobeni Jacoobiho
matici.

Néasledn¢ se musi prvni vektor normalizovat.

I* Normalizace prvniho vektoru */
Znorm[1] = 0.0;
for (j =1;j<=N;j++)
Znorm[1] = Znorm[1] + X[N*j+1] * X[N*j+1];
Znorm[1] = sgrt(Znorm([1]);

for(j=1;j<=N;j++)
X[N*j+1] = X[N*j+1] / Znorm[1];

V dasim kroku je potieba vygenerovat novy ortonormalni set. Nasledné spocitat normu vektoru a
dany vektor normdizovat. Ze zdrojového kodu je evidentni, Ze se cely proces d¢je ve for-cyklech.

/* Generovani noveho ortonormaniho setu */
for(j =2, <=N;j++)
{
/* Generovani J-1 GOS=GSC */
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for (k =1; k <=j-1; k++)

GSC[k] =0.0;
for (I =1;1 <= N; |++)
GSC[K] = GSC[K] + X[N*I+j] * X[N*I+K];
}

/* Novy vektor */
for (k =1; k<=N; k++)
for (1 =1; 1 <=j-1; |++)
X[N*k+j] = X[N*k+]j] - GSC[I] * X[N*k+l];

[* Pocitani normy vektoru */
Znorm([j] = 0.0;
for (k =1; k <= N; k++)
Znorm[j] = Znorm[j] + X[N*Kk+j] * X[N*k+j];
Znorm(j] = sgrt(Znorm(j]);

/* Normalizace noveho vektoru */
for (k =1; k <= N; k++)
X[N*k+j] = X[N*k+j] / Znorm(j];
}

Nyni staci jen provést prepocet amplitud sloZek pomoci vypocitané ho logaritmu normy vektoru
Znorm. V dal8im kroku nésleduje normali zace exponentt ¢asovou vzdalenosti.

[* Update amplitud */
for (k =1; k <= N; k++)
CUMIK] = CUM[K] + log(Znorm[K]);

/Inormalizace exponentu

for j=1;j <=N; j++)
lyp_exp[j] = CUM[j] / t;

Mame-li vytvorenou ortonormalni soustavu, aplikace vzorce pro vypocet dimenze je trividni.
[+ +
J

DKYOj' |

(12.5)

j+1

Ve zdrojovém kodu se vypocet dimenze provede nédedovné. Vydednd dimenze se uklada do
promeénné DKy.

* Lyapunov dimension DKy */
double sum=0, Isum, Dky;
int kmax=0;

for (j=1; j<=N; j++)
{

sum = sum + lyp_exp[j] ;
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if( sum>=0)
{
kmax=j;
Isum=sum;
}
}
if( sum>=0)
Dky = kmax - lsum/lyp_exp[kmax+1];

Cely program je vytvoreny do nového formulére. Ten si ze zakladniho piebira nastaveni parametra
matic, poc¢atecni podminky, pocet iteraci a ¢asovou konstantu d(t) (obé se vSak dgji jeté zmenit).
Pred spustenim modulu se v&ak nemusi provadét integrace. Ta se kvili své sloZitosti pocita za
pomoci vlastnich algoritmi popsanych vySe.
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Metoda vypoctu je velice rychla v porovnani s miiZzkovou metodou (box-counting method) vypoctu.
Dosahované vysledky metody jsou velice blizké teoretickym piedpokladim. Celd simulace byla
provedena pro Lorenzuv atraktor u kterého vime, Ze teoreticka hodnota Lyapunovych exponentt je
A, = 078,1,=0,4; =—-145. Hodnoty dosaZené programem jsou A, = 0,7802,4, =
—0,005,1; = —14,524. Z toho hodnota teoretické dimenze je D=2,06 a hodnota stanovena pomoci
vypocetni metody je D=2,06. Ve vypoctech vSak nastavaji numerické chyby dané numerickou
integraci, tedy spravnou volbou integracni konstanty. To znamend volbou matematické metody
principialné dochézi k chybam. Déle vypocetni chyby vznikaji pii pievodu datovych typu. Naptiklad
pii prevodu datového typu string na double float. Chyba tak vznika jiZ na patém desetinném miste.
Metodu miZzeme ale povaZovat za velice efektivni vzhledem k dobé potiebné pro stanoveni presnych
vydedka. Vydedné vypocty dimenze a Lyapunovovych exponentt jsou programem vyneseny do
grafu v zavidosti na poctu iteraci. Z danych charakteristik se tak dé ur¢it ndsledny priibéh exponenta
a hodnoty, ke kterym se limitn¢ bliZi.

Pocitatové reSeni je vSak velice zavislé na velikosti operacni paméti systému. Aby se cely vypocet
urychlil, neni mozné vyuZivat pevny disk pro uklddéni mezivydedki. Proto nastavime vypis
vydedka po 10000 iteracich. Znamend to tedy, Ze kazda iterace provedena po 10000 iteracich se
uloZi do paméti avypocita se hodnota dimenze. Tento proces velice urychli vypocty.

Nasledn¢ srovname stejné feSeni pomoci programu Matlab 2007b s vytvorenym programem v jazyce
C++. Cely vypocet provedeme pro znamy Lorenziv atraktor. Nastaveni parametra bude:

Cas, do kterého chceme integrovat: t=100 jednotek.

Program v jazyce Matlab vyuZiva pro integraci implementovanou funkci ode45. Jedné se o integraci
pomoci Runge Kuttovy metody 4. r&du.

Abychom méli stejnou fesnost vypocétu, nastavime ve vytvoreném programu v jazyce C++:
d(t)=0,0001 jednotek

Cas, do kterého chceme integrovat je také t=100 jednotek. Vidime, Ze bude zapotiebi provést 10°
iteraci. DosaZené vydedky jsou uvedeny v tabulce:

Matlab 2007b C++
Trvani = 120 sekund Trvani = 22 sekund
L1=0,7375 L1=0,7625
L2=0,0047 L2=-0,005
L3=-14,409 L3=-14,565
D=2,06 D=2,06

Tab. 12.6.1 Srovnani vydedka

45



13 ZAVER

V bakal&iské préci jsem se sezndmil s metodami vypocti metrickych dimenzi stavovych atraktora
autonomnich deterministickych systémui. Konkrétné s Hausdorffovou metodou a mrizkovou metodou
stanovovéani dimenzi. Prvni z metod jde pouZit jen na sobépodobné Gtvary jako je Kochova kiivka
nebo Mandelbrotova mnoZina. Druhou metodu jsem vybral pro redizaci pomoci pocitace. Jgi
piesnost je zavisla na volbé hrany miizky, respektive krychle a na volbé integracniho kroku.

Déle jsem vytvoril algoritmy pro numerickou integraci soustav diferencidlnich rovnic Eulerovou a
Runge-Kuttovou metodou. Tyto metody jsem porovna z hlediska presnosti a vypocetni nrocnosti.
Pro redlizaci jsem zvolil Eulerovu metodu.

Déle jsem vytvoril program pro vypocet metrickych dimenzi stavovych atraktora véetné vizualizace
dat ve 2 a 3 rozmérném prostoru. Vytvoreny program umoziuje data a simulacni profily uklédat a
nacitat do souboru.

Sprévnost navrZzenych programt jsem ovéioval na vybranych dynamickych systémech. Presnost
vypoctu dimenze Lorenzova atraktoru byla stanovena s odchylkou 0,19. Vy&Si presnogti je mozné
doséhnout volbou menSich mrizek (krychli) a volbou mensi integracni konstanty. Lze konstatovat, Ze
vypocet je pouZitelny jen pro informativni odhad.

V dasdi ¢adi jsem se vénoval souvidostem mezi Lyapunovovymi exponenty a velikosti dimenze.
Vytvoril jsem algoritmy pro vypocet jednorozmérného spektra L yapunovovych exponentii. Nésledng
jsem vypocetl velikost Kaplan Yorkeho dimenze. K dosazeni vybornych vysledki je vSak potieba
spravné volit integracni konstanty a pocet iteraci. Metoda je pocetné ndrocnd jen na numerickou
integraci a na Gram-Schmidtovu ortonormalizaci soustavy. Nésedny vypocet velikosti dimenze je
trividni. Pro Lorenzav atraktor mi velikost dimenze vychazela D=2,06, coZz se piesné shoduje
steoretickymi predpoklady. Program vynési L yapunovovy exponenty a dimenzi v zavidosti na poctu
iteraci do piehledného grafu, ze kterého je mozno stanovit nadedny vyvoj vydedka. V3echny
programy jsem vytvoiil v programovacim jazyce C++ a Matlab 2007b. DosaZzené numerické
vydedky se neliSily. Program vytvoreny v jazyce Matlab ae vyZadoval pro vypocet asi o 80% vice
casu.

Déle jsem nastinil fyzikdlni hranice, které predem preduréuji (Heisenbergav princip neurditosti)
nepresnost metody. To tedy znamend, Ze nikdy nebude mozné vypocitat prabéh dopiedu s absolutni
presnosti.

V podedni ¢asti se zabyvdm moznostmi praktického vyuZiti. Nejvice diskutovana oblast je nyni

oblast mediciny. Existuji studie, které zkoumaji moZnosti vyuZiti teorie pro diagnogtiku pacient. Jde
piredevSim o diagnostiku srdecni aktivity a o diagnostiku mozkové aktivity.
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15 SEZNAM OBRAZKU:

Obr. 1 Lorenziv atraktor popisuje pohyb systému ve stavovém prostoru. Zde pro poc¢étecni hodnoty
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Obr.15 Vizualizace vektori po Gram- Schmidtové ortonormalizace
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.
Obr.

r=28,6=10,b=8/3.
. 2 Rozdilné vysledky pii raznych pocéecnich podminkach
. 3 Euklidovské dimenze
4 Topologicka dimenze (Vlevo-ptimka, Vpravo- povrch)
5 Cést Mandelbrotovy mnoziny
6 Rozdé¢leni Gsecky
7 Priklad uréovani mrizkove dimenze
8 Priklad vypocétu mrizkové dimenze (D=1.84)
9 Zobrazeni v prostoru R(x,y,2)
10 Vyvoj proménnych v ¢ase
11 Rozdily v eSeni pro h=0,1
12 Vyneseni odchylek
13 Rozdily v ¥eSeni pro h=0,0001
14 Vyneseni odchylek
15 Porovnéni vlivu volby kroku h pro Lorenzovy rovnice
13 Transformace kruhové trajektorie na eliptickou
14 Vizualizace vektoru (resp. Baze)

16 Normalni ECG

17 ECG pri infarktu

19 Obrézek neuronu.

19 Razné prabehy akéniho potencidlu

20 Magneticka resonance mozku

21 Stavova proménnax v caset

22 Spektrum Lorenzova atraktoru pro stavovou promeénnou X
23 Ukézka hlavniho okna programu

24 Ukézka matic

25 Ukézka programu (3D vizualizace)

25 Ukézka 2D vizudizace

26 Vysdedek pro pocitani dimenze Lorenzova atraktoru

27 Z&kladni vzhled okna s vypoctem pro Lorenzav atraktor
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16 SEZNAM PRIiLOH

Priloha ¢islo 1 — CD ROM s binarnimi a zdrojovymi kody celého programu véetné bakal &iské préce
v pdf.
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