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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva teorii fizeni robotického mechanismu simulujicitho pohyb
hada. Z hlediska teorie Tizeni se jedna o neholonomni systém, jehoz riditelnost je urcena
vektorovymi poli. V praci je provedeno odvozeni vstupnich vektorovych poli pomoci sou-
stavy neholonomnich rovnic a dalsich vektorovych poli nezbytnych k fizeni, pomoci ope-
race Lieovy zavorky, aplikované na vektorova pole vstupni. Tato vektorova pole jsou déle
zkoumana v konkrétnich bodech konfigura¢niho prostoru. V zavéru je provedena diskuze,
jak se zméni popisny aparat pridanim jednoho, nebo obecného poctu c¢lanki.

Summary

The subject of this Bachelor’s thesis is control theory of mechanism that simulates snake’s
movement. From a viewpoint of control theory the robot is classified as nonholonomic sys-
tem, controllability of which is determined by vector fields. Based on nonholomic constrain
a set of input vector fields is obtained from a system of nonholonomic equations. The other
vector fields that are necessary for controllability of the system are derived from the set of
input vector fields by application of Lie bracket operation on two input fields. This set of
vector fields is further analysed in particular points of the configuration space. Finally we
discuss changes that need to be done in order to describe a mechanism created by adding
one, or more new links.
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Uvod

V soucasné dobé se ve strojirenské praxi, ale i v mnoha jinych oblastech lidské ¢innosti,
naptiklad ve zdravotnictvi, nebo v armadé, bézné vyuziva robotickych systémi. Mezi
hlavni prednosti robotti patfi schopnost presné vykonavat urcené tkoly, nebo operovat
v prostredi, které je pro ¢lovéka nebezpecné, nebo z riznych divodi nepristupné, af uz
se jedna trosky budovy, nebo lidské télo.

Tato prace se bude zabyvat konkrétnim typem robota, a to robotickym hadem. Jak jiz
z nazvu vyplyva, jedna se o roboticky systém, ktery svou funkci simuluje pohyb skute¢ného
zivocicha, tedy hada. Nejprve si stru¢né popiseme mechanismus a funkci prvki, kterymi
je tvofen. Dalsi poznatky k tomuto tématu je mozné najit napiiklad v [6]. Schématicky
je mechanismus vyobrazen na nasledujicim obrazku.
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Obrazek 1: Schéma mechanismu

Podélné ¢ary symbolizuji ¢lanky hada, kruznice mezi jednotlivymi ¢lanky maji vyznam
kloubti. Hlava hada je oznacena Sipkou, koncovy bod ocasu hada je oznaceny plnym
¢ernym kruhem. Uprostied kazdého ¢lanku je schématicky naznaceno kolecko. Jeho poloha
na c¢lanku je urcena kiizkem.

7 obrazku je patrné, ze mechanismus je tvoren ¢tyimi ¢lanky. Kazdy ¢lanek nese prave
jedno kolecko, které se v obecném ptipadé muize nachéazet kdekoliv na c¢lanku. Ve své
praci se budu zabyvat pouze mechanismem, jehoz kolecka se nachéazeji pravé uprostied
¢lanku. Kolecka nejsou pohanéna, jsou pasivni. Jednotlivé ¢lanky jsou spojeny klouby,
které umoznuji nataceni kolem z - owgych os lokalnich soufadnych systémii s pocatky
v kazdém kloubu. Tyto osy jsou rovnobézné s osou z globalniho soutadného systému (viz
Obrazek 1 ). V kloubech se nachézeji servomotory. Rizenim pohybu servomotorti dochazi
k nataceni ¢lankt a tim i k pohybu mechanismu. Uvidime, Ze vhodnou posloupnosti
natoceni ¢lank jsme schopni docilit toho, aby se mechanismus pfesunul z mista A do mista
B v prostoru, zménil svoje natoceni viici globalnimu systému souradnic, nebo napft. zmeénil
vzajemné usporadani clank.

Obsahlejsi ¢ast prace potom bude sestavat z matematického popisu riditelnosti robota.
Pro tyto tucely nejprve zadefinujeme nékteré nezbytné pojmy, predevsim z oblasti linearni
algebry, nasledné pak bude fesena dopredna kinematicka wloha, jejiz cilem je stanovit sou-
stavu rovnic, ktera urcuje polohu koncového ¢lenu mechanismu, v nasem ptipadé polohu
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hlavy hada v cCase, pfi znalosti polohy hnacich ¢asti mechanismu. Pro feseni této tlohy
vyuzijeme metodu pohyblivého repéru.

Roboticky had je neholonomni systém. Tedy, zjednodusené feceno systém, jehoz cel-
kovy pocet stupnt volnosti neni roven dimenzi konfigura¢niho prostoru. Z neholonomie
systému plyne podminka, kterou vyuzijeme v dalsim postupu feseni pro urceni soustavy
neholonomnich rovnic. Nalezeni feSeni soustavy je prvnim krokem k fizeni robota. Reseni
ziskame ve tvaru vektorovych poli. Mechanicky vyznam jednotlivych prvki reseni bude in-
terpretovan na prikladech. Aplikaci operace Lieovy zavorky na feseni soustavy dostaneme
nova vektorovéa pole. Riditelnost mechanismu je plné uréena Lieovou algebrou fiditelnosti,
v nasledujicim textu se tedy budeme zabyvat tim, jak ze vstupnich vektorovych poli a poli
ziskanych operaci Lieovy zavorky vybrat mnozinu, ktera bude tvorit bazi vyse zminéné
algebry tiditelnosti. K témto tcelim vyuzijeme pojmu baze Phillipa Halla. Diskutovana
vektorova pole budeme analyzovat v konkrétnich konfiguracich mechanismu a na zakladé
ziskanych poznatkii se pokusime stanovit bazi algebry fiditelnosti, kterd bude v jistém
ohledu nejlepsi.

Posledni kapitola se bude zabyvat tim, jak se zméni popisny aparat, rozsitime-li me-
chanismus o jeden ¢lanek. Tyto ivahy se v samém zavéru pokusime zobecnit pro pripad
mechanismu rozsifeného o obecny pocet ¢lanki.
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1. Matematické zaklady

V nasledujici kapitole zadefinujeme nékteré nezbytné pojmy, se kterymi budeme v da-
18im textu pracovat. Tato kapitola ¢erpa predevsim z [1], [2], kde lze najit i nékteré dikazy
k vétam, které v kapitole nebyly provedeny, déle pak z [3], ¢astecné také z [4]. Podkapitola
Metoda pohyblivého repéru potom vychazi z [5].

1.1. Shodnosti euklidovskych prostort

Pred tim, nez zacneme uvazovat o pohybu hada je vhodné si rozmyslet, kde se mecha-
nismus bude pohybovat. Pro nase tivahy budeme vyuzivat Euklidovsky prostor, avsak
zacnéme nejprve obecnéjsi definici prostoru metrického.

Definice 1.1. Metricky prostor
Pod pojmem metricky prostor rozumime dvojici (X, p), kde X je neprazdnd mnoZina a p
je funkce p: X x X — R, spliyjici Vz,y, z € X:

plz,y) =0z =y,
p(z,y) = p(y, ),
p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).

Poznamka: Funkci nazyvame metrika, nebo vzdéalenost. Podminky, které musi metrika
spliiovat, se po fadé nazyvaji axiom totozZnosti, symetrie a trojuhelnikovd nerovnost.

Definice 1.2. Vektorovy prostor
Komutativni grupa (V,+) spolu s operaci - : R x V' — V' se nazyva vektorovy prostor
nad redlnymi cisly R, jestlize pro kazdé prvky ve V ar e Rplatir-v=rv eV adile
prokazdé ueV,veV,r € R, s € R plati:

r-(u+v)=r-u+r-v,

(r+s)-u=r-u+s-u,

(rs)-u=r-(s-u),
l-u=u

Dale se jiz budeme zabyvat specialnim piipadem metrického prostoru, a to prostorem
Euklidovskym.

Definice 1.3. Euklidovsky prostor
Méjme mnozinu:

X ={(z1,..,xp) :x; €ER pro i=1,2,...,n}

spolu s funkci p: X x X — R, definovanou:

n

plx,y) = | D (@ —u)?,

i=1

kde z = (z1,...,z,) € X ay = (y1,...,yn) € X. Potom dvojici (X, p) nazyvame n - roz-
meérny euklidovsky prostor.
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Dokazme nyni, Ze se skutecné jedna o metricky prostor.
Véta 1.4. Euklidovsky prostor (X, p) z definice 1.3 je metrickym prostorem.

Diikaz. 1. p(x,y) =0 2=y
Nejprve, necht p(z,y) = 0, potom plati

neboli

\/(xl —y1)?+ ...+ (x, —yn)?2=0.

Potom zirejmé také plati
($1 - y1)2 +.+ (xn - yn)2 = 0

Diky druhé mocniné musi platit (x; —y;)? > 0 pro 1 < ¢ < n. Odtud plyne, Ze pro splnéni
rovnice musi platit

(i —y)’=0 = @m—-yu=0 = w=y,

pro 1 <i<n. Tedy x =y.
Opacné, necht plati z = y, potom

2. p(x,y) = p(y, x)
Necht

Pro dikaz t¥etiho axiomu metrického prostoru vyuzijeme Minkowského nerovnosti (viz

- 1/p 1/p 1/p
<Z|ai+bi|p> §<Z|ai|p> +(Z|w> .

i=1 i=1 i=1
Jestlize dosadime a; = z; — v;, b; = y; — z; a p = 2, dostaneme pifimo trojihelnikovou
nerovnost pro Euklidovsky prostor:

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Z(% - Zz)2> < <Z(l’z - yz>2> + <Z(Iz - yz)2> :

=1 i=1 i=1

Tim je véta dokazana. O]
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Definice 1.5. Afinni prostor

Standartni afinni prostor A, je mnozina vsSech bodi v R™ oznacovand jako A, spolu
s operaci + : A, x R* — A, kterou k bodu A = (ay,...,a,) € A, a vektoru v =
(v1,...,v,) € R" =V pfifadime bod

A+v=(a1+vy,..,a,+v,) € A,.

Tato operace splnuje nasledujici tii vlastnosti:
1. A+ o = A pro vSechny body A € A, a nulovy vektor o € R".
2. A+ (v+w) = (A+v)+ w pro vSechny vektory v,w € R” a body A € A,.
3. Pro kazdé dva body A, B € A, existuje pravé jeden vektor v € V takovy, ze A+v = B.
Znacime jej B — A nebo také ﬁ
Vektorovy prostor R™ nazyvame zameéreni standardniho afinniho prostoru A,.

Definice 1.6. Linearni nezavislost vektoru

Bud V = (V, +) vektorovy prostor a vy, ..., v, € V (k € N). Rekneme, Ze vektor v € V se
linearné vyjadiuje vektory vy, ..., vk, nebo je linearni kombinaci vektord vy, ..., vi, jestlize
existuji redlna cisla rq, ...ry tak, ze plati

V="rivy+ ..+ rpvg.

Vektory vy, ..., vi se nazyvaji linearné zavislé, jestlize existuji redlnd ¢isla rq, ...rg, z nichz
aspon jedno je ruzné od nuly tak, ze plati

V] + ... + TV = 0.
V opac¢ném pripadé jsou vektory vy, ..., vp linedrné nezavislé.

Definice 1.7. Baze vektorového prostoru

Bud V = (V,+) vektorovy prostor a vy,...,vy € V (k € N). Soustava vektori vy, ..., vy
se nazyva baze vektorového prostoru V| jestlize vektory vy, ..., vi jsou linedrné nezavislé
a kazdy vektor v € V se linearné vyjadiuje vektory vy, ..., vi.

Definice 1.8. Necht V = (V,+) je vektorovy prostor, vq,...,vy prvky z V (k € N).
Mnozinu vSech linearnich kombinaci vektori vy, ..., vy ozna¢ime L(vy, ..., V), tj.

L(vi,...,vi) ={rvi+..+rvi:r €R kde 1<i<k}.

Mnozina L je podprostor vektorového prostoru V, ktery se nazyva podprostor generovany
vektory vy, ..., V.

Véta 1.9. Bud'V = (V,+) vektorovy prostor a vy, ...,vx € V (k € N) necht jsou proky
z V. Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:

1. Soustava vektori vy, ..., v je bdze vektorového prostoru V.

2. Vektory vy, ..., vy tvori mazimalni linedrné nezdvislou soustavu vektoru prostoru V.

3. Kazdy vektor v € V lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru

V="1U + ... + U,

kde ry, ...,y jsou redlna cisla.
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Cisla 7y, ..., se nazyvaji souradnice vektoru v vzhledem k bazi a = [vy,...,vi] a
. _ T
piseme [v]q = (11, ..., 7%)" .

Diikaz. Nejprve predpokladejme, Ze plati (1.) a necht v € V. Pak v € L(vy,...,vg),
tudiz existuji realna cisla rq, ..., s vlastnosti v = r;vy,...,r,vg. Polozme » = —1. Pak
T1V1+ ... + 1p Vi + 7V = 0, tudiz vektory v, vy, ..., v, jsou linearné zavislé. Plati tedy (2.).
Nyni predpokladejme, ze plati (2.) a necht v € V. Pak vektory v,vy,..., vy jsou
linearné zavislé, tudiz existuji realna c¢isla r, rq, ..., r; z nichz alespon jedno je rtizné od nuly,
tak, ze rv+rivy+... + v = 0. Jestlize r = 0, mame r v, +... + 1, vy +1rv = 0, coz dava
spor, protoze vektory vi, ..., vy jsou linearné nezavislé. Dostavame r # 0, odkud plyne

V= _;(7“1V1 + o+ TRvE) € L(Ve, ., V).

Nakonec predpokladejme, Ze plati obé podminky (1.) i (2.) a necht v € V. Protoze
V = L(vy,...,vg) existuji redlna ¢isla rq, ..., 7k, tak, ze v = ryvy, ..., rpvi. Mame ukazat
jednoznacnost redlnych ¢isel r;(1 < i < k). Pfedpokladejme, Ze sy, ..., s jsou redlna ¢isla
s vlastnosti v = s;vy, ..., spvi. Pak

0=v—v=_(r —s1)V)+ ...+ (rp — ) V.

Protoze vektory vy, ..., v jsou linedrné nezavislé, mame r; —s; = 0 pro kazdé i(1 < i < k),
tudiz ry = sq,...,7, = Sk. Tim je véta dokézana. O

Vyznam bodi 1. a 2. véty 1.9 je, Ze pojem baze vektorového prostoru je ekvivalentni
pojmu maximalni nezavislé soustavy vektorti. Bez diikazu uvedeme nasledujici vétu.

Véta 1.10. Zakladni véta o bazich vektorového prostoru

Predpokladejme, ze V = (V,+) je vektorovy prostor, ktery md bazi vy, ..., v, (k € N).
Pak plati:

1. Z vektori wuy,...,w (I € N), takovijch, Ze V- = L(w, ..., w) lze vybrat bazi vektorového
prostoru V (tudiz k <1).

2. Je-li wy,...,w, (h € N) bdze vektorového prostoru V, pak h = k. Tedy vSechny bdze
vektoroveho prostoru V mayji stejny pocet prokii.

3. KaZdou soustavu @y, ..., x; (s € N) linedrné nezavislych vektord vektorového prostoru V
lze doplnit na bdazi tohoto prostoru. Tudiz s < k a existuji Tsyq,...,x, € V tak, Ze x, ..., T
je baze vektorového prostoru V.

Definice 1.11. Linearni transformace
Zobrazeni T : V — V nazveme linearni transformaci na V jestlize pro kazdé prvky
ueV,veV, reRplati:
Tu+v)=T(u)+T(v),
T(r-u)=r-T(u).

Bez diikazu pripomeneme, ze na vektorovém prostoru R™ jsou linearni transformace rea-
lizovany maticemi n X n.

Definice 1.12. Matice transformace
Necht V je vektorovy prostor nad redlnymi ¢isly a 7' : V — V linedrni transformace
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vektorového prostoru V, pak pro pevné zvolenou bazi B prostoru V fikame, ze matice
[T)5 je matice linedrni transformace v bazi B pravé tehdy, kdyz

[T(v)]s = [T]s[V]s-

Definici matice transformace zobecnime tak, Ze na V zvolime dvé baze C a B a zavedeme
matici [T]c_ 5 splitujici:

[T(v)]s = [Te-s[Vvie-
Na vstupu mame tedy vektor v v souradnicich baze C, ktery zleva ndsobime matici trans-
formace [T)c_5-

Poznamka 1.13. Pfipomenime jesté bez dikazu, ze sloupce matice transformace [T|c_z
z definice 1.12 jsou tvofeny vektory baze C vyjadiené v soutadnicich baze B.

Poznamka 1.14. Dale budeme uvazovat specialni pripad matice transformace, kdy trans-
formaci je identita. Tuto matici transformace nazveme matice prechodu.

1.2. Metoda pohyblivého repéru

Metoda pohyblivého repéru slouzi k popisu robotického systému, tvoreného kinematickymi
prvky, které jsou pohyblivymi klouby spojeny v kinematické dvojice a fetézce. Tento
postup budeme v nasledujicim odstavci aplikovat na nas systém robotického hada.

Definice 1.15. Necht P, € A3 a B = {x;,y;, z;} je baze vektorového prostoru, potom
fekneme, ze B; = (P;,x;,y;,2;) je repérem v afinnim prostoru As.

Obrazek 1.1: Metoda pohyblivého repéru

Zvolime oznaceni repéri:
BG: (P7XG7YG7ZG)7 BO = (R07X07y0aZ0)7 Bl = (R17X17y17zl);

B2 = (R27X27YQ7ZQ)7 B3 = <R37X37y37z3>7

kde x;,y,,2; € R?. Pismeny R; budeme oznacovat pocatecni body repérii B;. Uhel vy
je uhel natoceni repéru By viic¢i repéru Bg, a tedy i tthel natoceni celého systému vici
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globalnimu systému soufadnic. Uhel ¢; je tihel vzajemného natoceni ¢lanku vaci ¢lanku
sousedicimu. Pismeny K; budeme oznacovat body, ve kterych se nachéazeji kolecka.

Budeme uvazovat obecnou délku ¢lankt mezi dvéma uzly [;. Dale uvazujeme, ze vSechny
¢lanky jsou stejné dlouhé: [; = [ proi = 1 az 4. V naSem kinematickém fetézci se vyskytuji
pouze cylindrické kinematické dvojice, které vyjadiuji otoceni kolem osy z, proto volime
z; =z=(0,0,1)T.

7 divodu zjednoduseni budeme v dalsim textu vyuzivat pro vyjadifeni goniometric-
kych funkci sin a cos zkraceny zapis pismeny s a ¢, tedy s(a) = sin(a) a obdobné
c(a) = cos(a). Matici prechodu [A]p,,p, , budeme zkracené oznacovat A;_; ;. Tedy
matice prechodu mezi pootocenymi bazemi jsou v nasem pripadé:

c(p3) —s(¢s) 0 c(p2) —s(g2) O

Az o= | s(dz) clez) 0 |, Agsi=| s(d2) cle2) 0 |,
0 0 1 0 0 1
c(¢1) —s(¢1) O (o) —s(o) O
A= | s(¢1) cldr) 0 ), Apse=| s¥o) c(th) 0
0 0 1 0 0 1

Pismenem () oznac¢ujeme Fizeny bod (hlavu hada), pismeny R;, kde 0 < i < 3, oznacu-
jeme pocatky souradnych systémi jednotlivych repéri. Polohou bodu @ (hlavy) v soutad-
ném systému B; chapeme vektor [R;Q)]p,. Konkrétné v souradném systému Bj je poloha
urcena vektorem

[RsQ]s, = (1,0,0)".
Nyni vyjadiime polohu [RyQ]p, v repéru By:

[R2Q]B, = [RaRs]s, + [RsQls, = (1,0,0)" + Az 5(,0,0)".

Potom vyjadiime polohu [R1Q)]p, v repéru By:

[R1Q)B, = [R1Ra)B, +[RaRs) 5, +[R3Q)5, = (1,0,0)"+As,1(1,0,0)"+ Ay .1 Az 5(1,0,0)".

Pak polohu [RyQ)]p, v repéru By:

[RoQ]B, = [RoR1]B, + [R1Ro]s, + [R2Rs)p, + [RsQl, = (1,0,0)" + Ay_0(1,0,0)"

+A150A51(1,0,0)" + A 0As1A35(1,0,0)7.

A konec¢né polohu [PQ)]p, v globalnim repéru Bg:

[PQ]p. = [PRo|p, + [RoRi)p. + [R1Ra)s. + [RaRs)s, + [R3Q] e = (70, Y0, 20)"

+A056(1,0,0)" + AgcAi0(1,0,0)" + AgcAi0As1(1,0,0)"
+AocA10A2 1A 2(1, 0, O)T-

Kdyz pak posledni rovnost rozepiseme maticové, dostaneme:

o (o) —s(to) O !
[PQls = | wo |+ s(to) c(¥o) O 0
0 0 0 1 0
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c(tho) —s(tho) O c(¢1) —s(¢1) O l
+ S(?/Jo) C wo) 0 S(¢1) C ¢1) 0 0
0 0 1 0 0 1 0
c(to) —s(ibo) O c(p1) —s(é1) 0 c(p2) —s(¢2) 0 l
+ | s(¥0) c(o) O s(¢1) c(g1) O s(¢2) c(g2) O 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
c(tho) —s(th) O c(¢1) —s(¢1) O c(¢2) —s(g2) O
+ | s(¥o) c(to) 0 s(¢1) clé1) O s(¢2) c(g2) O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
c(¢3) —s(gs3) O l
s(¢3) cl(gs) O 0
0 0 1 0

Vyse uvedena rovnost je vyjadienim polohy bodu ) hlavy hada viici pocatku globalniho

soufadného systému P. Vyjdeme z této myslenky

a pomoci metody pohyblivého repéru

vyjadiime polohu jednotlivych kolecek vici P v souradnicich Bg. Body, v nichz se nachazi

jednotliva kolecka, oznac¢ime pismeny K; pro 0 < i

< 3. V dalsim vyuzijeme skutecnosti,

ze se kolecka nachézeji uprostied c¢lanki, tedy jejich vzdalenost od jednotlivych kloubt
bude % Pro kolecko Ky, které se nachazi na poslednim c¢lanku dostavame:

[PKo|, = [PRo|B, + Aosc[RoKo)B,-

Kdyz tuto rovnost vyjadiime maticoveé, dostaneme:

To c(¥o) —s(ibo) O %
[PKolpe = | o | + | s(to) c(¥o) 0O 0
0 0 0 1 0

Provedeme nésobeni matice Ay, a vektoru [RyKy|p, a dostaneme:

Zo

Yo
0

[PKo|p; = + 5

2

(o)
s(1o)
0

Obdobné budeme postupovat pro kolecko K; nachézejici se na predposlednim c¢lanku.

Jeho poloha vici P bude:
[PKl]BG = [PRO]BG + AO%G[RURl]BO

Kdyz tuto rovnost vyjadiime maticové, dostaneme:

Zo (o)

[PKilp, = | o | + | s(%o)
0 0

(o) —s(to) 0 (1)

+ | s(o) (o) O s(¢1)
0 0 1 0

20

+ Aosc Ao R KB, .

—s(1o) 0 l
c(tho) O 0
0 1 0
—s(¢1) 0 %
c(¢1) 0 0
0 1 0



V rovnosti opét provedeme nasobeni:

Zo c(to) —s(t) O
[PKilp, = | %o | + | s(to) c(¥o) O
0 1

c(to)e(dr) — s(¥1)s(g1) —c(vo)s(d1) — s(vo)c(dr) 0O
+ 5(1/10)0(651)‘50(1/10)5((/51) _3(1/11)5(¢1)0+ c(tho)e(¢r) (1)

Pro dalsi ipravu vyuzijeme goniometrickych vzorcti:
cla+ ) = cla)e(B) — s(a)s(B) (1.1)

a

s(a+ ) = s(a)e(B) — c(a)s(B). (1.2)

Po aplikaci goniometrickych vzorcti 1.1, 1.2 a roznasobeni dostavame:

Zo c(vo) / c(o + ¢1)
[PKilge = | wo | +1| s(¥o) | + B s(o+ 1) |-
0 0 0

Pro kolecko K5 dostavame:
[PKs)p, = [PRo|, + Aosc[RoR1) B, + AoscAiso[RiRe) B, + AoscAi0As 1 [R2Ks)B,.

Rovnost opét rozepiseme maticove:

(3 )

(o) —s(th) O c(1) —s(o1) O c(pa) —s(ga) 0 L
+ 1 s(¥o) c(¥o) O s(¢r) clp1) O (¢2) c(¢2) 0 .
0 0 1 0 0 1 0 1 0

Rovnost opét roznasobime a za vyuziti goniometrickych vzorcti 1.1 a 1.2 dostavame:

Zo c(to) c(vo + ¢1) I c(o + ¢1 + ¢2)
[PKolge = | wo | +1| s(¥o) | +1| s(to+ 1) +§ s(tho + 1+ @2) | -
0 0 0 0

o

A konec¢né pro kolecko K3, které se nachazi na prvnim ¢lanku mechanismu mame:
[PK3|p; = [PRolss + AosalRoRi]B, + AosgAi-o[RiRap, + AgsgAi0As 1 [RaRs) B,

+AocA150As 1 As o[R3 K3 B,
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Jestlize rovnost pfepiSeme maticové dostaneme:

To c(o) —s(1o) O [
[PK3)p, = ( Yo ) + ( s(o) (o) O ) ( 0 )
0 0 0 1 0

c(vo) —s(ibo) O c(¢1) —s(¢1) O
+ 1 s(¥o) (o) O s(¢1) c(g1) O
0 0 1 1
) )
) )

0
c(p3) —s(p3) O
s(¢3) c(gs) O .
0 0 1 0

Dale budeme postupovat analogicky jako v predchozich pfipadech a po roznasobeni a
aplikaci vzorcti 1.1 a 1.2 dostaneme:

Zo c(vo) c(Vo + ¢1) c(o + ¢1 + @)
[PK3)p, = ( Yo ) +1 ( s(to) ) +1 ( s(to + 1) ) +1 ( s(Yo + ¢1 + h2) )
0 0 0 0

I c(Yo + o1 + 2 + ¢3)
s(1o + @1+ b2 + ¢3)
0

Ziskané vztahy vyjadiuji polohu bodu ¢ - tého kolecka vzhledem ke globalnimu sou-
fadnému systému. Nasi tlohou je zabyvat se teorii fizeni pohybu mechanismu v roviné,
vysledné vyrazy jsou ve tvaru, ve kterém je z - ovd souradnice vzdy nulova, vysledné
rovnice miizeme zjednodusend zapsat v R? nasledujicim zptisobem:

[PKo|Bs = (Tox, Yox) = (xoayo)T + é(c(f/fo)a 5(¢0)>T- (1.3)

[PKilp. = (71, Y1) = (To,y0)" + 1(c(1o), 5(10))" + é(CWo + 1), s(to + ¢1))". (1.4)

[PK3)p, = (v2r, y2) = (z0,y0)" + 1(c(to), 5(v0))" + U(c(vo + ¢1), s(to + ¢1))"

l ;- (L5)
+§(c(¢o +é1+ ¢2),5(Y0 + 01 + h2)) "

[PK3)ps = (w3, ysx) = (20, Y0)" + Uc(to), s(tho))" + Uc(vo + ¢1), s(to + ¢1))"
+Hi(c(o + ¢ + d2), 5(1o + 1 + ¢2))" (1.6)

—l—é(C(% + 1+ da + 63), 5(vo + ¢1 + G2+ 03))"

Tyto rovnice nazveme holonomnimi rovnicems robotického systému. V nasledujicim textu
s nimi budeme nadale pracovat.
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2. Diferencialni kinematika

Teoretické podklady pro tuto kapitolu vztahujici se k neholonomnim mechanismtim je
mozné najit v [1]. Vice k teorii feSeni soustavy linearnich rovnic je mozné naleznout napf.
v [2].

2.1. Holonomni rovnice

Pro nasledujici vypocty provedeme dalsi zjednoduseni. Budeme uvazovat, ze délka clanku
jel=2.

Obrazek 2.1: Mechanismus

Zopakujeme, Ze vyjadieni polohy jednotlivych kolecek v ¢ase vzhledem k hlavé hada
vypada nasledovné:

(Tox, Yox') = (@0, yo) + (c(vho), 8(¢0)),

(1, Y1) = (0, o) + 2(c(¥ho), 5(¥0)) + (c(¥o + ¢1), s(vo + ¢1)),

(warc,yarc) = (w0, 90) + 2(e(tb0), 5(0)) + 2(e(Wo + 61), 5(tbo + 61))
+ (c(to + @1 + @2), 8(Yo + ¢1 + ¢2),

(T3rc, yar) = (20, Yo) + 2(c(t0), $(¥0)) + 2(c(vo0 + ¢1), 8(Yo + ¢1)) + 2(c(vbo + ¢n
+ ¢2), (Yo + @1+ ¢2)) + (c(Vo + d1 + P2 + B3), (Yo + P1 + P2 + ¢3)).

Casovou derivaci polohy kolecka ziskdme vektor rychlosti kolecka:

(&ox, ox) = (&0, 50) + to(—s (o), c(tho)),

(150, Y1x) = (F0, Yo) + 280(—5(wo), c(vho)) + (Yo + ¢1)(—s(Wo + é1), c(tho + ¢1)),

(e, Yor) = (Fo, Jo) + 2¢0(—5(why), c(tho)) + 2(¥o + ¢1)(—s(o + é1), c(tho + ¢1))
+ (Yo + 61+ P2)(—s(vho + b1 + d2), c(tho + b1 + ¢2)),

(&35, U3x) = (0, 90) + 2h0(—s(v0), c(¥0)) + 2(tho + ¢1)(—s(tho + ¢1), c(tho + ¢1))
+ 20 + ¢1 + G2)(—s(to + b1 + b2), c(tho + b1 + 62))
+ (Yo + b1 + b2 + 63)(—s(tho + 1 + 2 + ¢3), c(tho + b1 + 62 + 63)).
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V dalsim budeme také vyuzivat normalové vektory kolecek, které ziskame ze smérovych
vektort, které vypadaji nasledovné,

so = (c(¢o), 5(¢0)),
= (c(o + ¢1), s(Yo + ¢1)),
sy = (c(Yo + ¢1 + ¢2), 8(o + ¢1 + ¢2)),
= (c(to + ¢1 + P2 + ¢3), s(Vo + ¢1 + P2 + ¢3)).

Z nich odvozené normalové vektory maji tedy tento tvar,

s(1o), c(t)),
(Yo + ¢1), c(tho + ¢1)),
(

(

S

s(to + &1+ ¢2), c(Vo + 1 + ¢2)),

(—
(-
(-
(—=s(o + &1 + 2 + ¢3), (o + d1 + P2 + ¢3)).

2.2. Podminka, neholonomni rovnice

Pro kazdé kolec¢ko pozadujeme, aby nedochazelo k jeho smykani. Vektor rychlosti pohybu
kolecka musi byt vzdy kolmy k norméalovému vektoru kolecka. Podminku matematicky
zapiSeme s pomoci skalarniho sou¢inu. Ozna¢me v; = (&;,7;) rychlost i - tého kolecka a
n; = (Nizy, Niy) @ - ty normalovy vektor. Potom plati:

Vi Ny = TNy + YNy = 0. (2.1)
Dosazenim do rovnice (2.1) pro kolecko posledniho ¢lanku ziskdvame:
(40 — Pos(v0)) (—s(0)) + (o + Yoc(wo))e(th) = 0
roznasobenim potom dostaneme:
—i95(t0) + Yos*(Yo) + Joc(¥o) + Yoc® (Vo) =
Pro tpravu ziskaného vyrazu vyuzijeme goniometrické jednicky:
Ala) + s*(a) = 1. (2.2)

Po tpraveé ziskame: '
—o5(10) + Yoc(vo) + 1o = 0. (2.3)

Dosazenim do rovnice (2.1) pro druhé kolecko ziskavame:

(0 — 2t05(v0) — 2(tho + d1)s(tho + 1)) (—s(tho + ¢1)
+(o + 2toc(tho) + 2(th + d1)e(tho + 61))c(ho + ¢1) = 0

Provedeme roznasobenti:

—Zos(Yo + ¢1) + 21?03(%)5(% +¢1) + 2@0 + ?51)32(??0 + ¢1)
+goc(o + d1) + 29hoc(o)c(tbo + ¢1) + 2(tho + 1) (Yo + ).
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Zde se pro dalsi upravy vyuzije goniometrického vzorce:

c(a = B) = c(a)e(P) + s(a)s(P) (2.4)

a goniometrické jednicky. S pomoci vzorc(2.2) a (2.4) ziskdvame:

—2ios (Yo + ¢1) + Hoc(to + ¢1) + 2hoc(r) + 1o + ¢y = 0. (2.5)

Obdobné pro treti kolecko:

(&0 — 2¢00s(t0) — 2(tho + G1)s (o + ¢1) — (Yo + G1 + G2)s(o + G1 + ¢2)) (—s(tho + b1 + ¢2))
+(80 + 2¢0c(v0) + 2(tho + ¢1)c(Yo + é1)

+(Wo + é1 + da)e(vo + b1 + ¢2)) (c(vo + ¢1 + ¢2)) = 0.

Po roznasobeni:

—Eos(Yo + @1 + h2) + 200s(tho)s(vo + @1 + ¢2) + 2(vo + ¢‘1)$_(¢0 + ¢1)s(Yo + d1 + ¢2)
+(Wo + d1 + @2)s* (Yo + 1 + b2) + Joc(Wo + 1 + d2) + 20oc(vho)c(vo + 1 + b2)
+2(Y0 + ¢1)c(vho + d1)e(Vo + @1 + ¢2) + (Yo + @1 + ¢2)c* (Yo + @1 + ¢2) = 0.

Vyuzijeme vzorec (2.2) a (2.4) a dostavame:

—&05(1g + b1 4 P2) + Yoo + d1 + b2) + 2oc(dr + do)+
2(1ho + d1)e(¢2) + o + b1 + g2 = 0.

A pro ¢tvrté kolecko:

(@0 — 2¢os (o) — 2(Yo + ¢1)s(vho + d1) — 2(Yo + 1 + P2)5(Yo + ¢1 + ¢2)
—(Yo + @1+ d2 + ¢3)s(tho + ¢1 + D2 + ¢3)) (—s(tho + P + P2 + ¢3))
+(%o + 2¢0c(vho) + 2(¥o + ¢1)c(vo + 1) + 2(tho + 1 + P2)c(Yho + d1 + ¢2)
+(o + ¢1 + @2 + ¢3)c(Yo + P1 + b2 + ¢3))(c(Yo + b1 + P2 + ¢3)) = 0.

Po roznasobenti:

—dos(tho + @1 + d2 + @3) + 2005(tho)s(Yo + 1 + P2 + P3)
+2(¢0 + ¢1)s(Yo + ¢1)s(Yo + @1 + P2 + B3)
o 20 + 1+ d2)s(vo + d1d2)s(Vo + d1 + P2 + B3)

(Yo + ¢+ d2 + ¢3)) s (Yo + 1 + P2 + @3) + Joc(tho + 1 + P2 + ¢3)
+2¢oc(to)c(to + d1 + d2 + ¢3) + 2(tho + d1)c(Yo + P1)c(Vo + ¢1 + @2 + ¢3)
+2(Y0 + @1 + P2)c(tho + P1d2)c(Yo + ¢1 + P2 + b3)
+((tho + ¢1 + G2 + ¢3))*(tho + d1 + b2 + ¢3) = 0.

S vyuzitim vzorce (2.2) a (2.4) dostavame:

—G0s(Yo + @1 + P2 + B3) + Yoc(Wo + d1 + 2 + B3) + 2¥0c(B1 + Bo + b3)

. . ) . . . . . . 2.7
+2(10o 4+ d1)c(d2 + ¢3) + 2(to + ¢1 + P2)c(P3) + Yo + 1 + P2 + ¢3 = 0. 27)

25



2.3. Reseni soustavy

Na ziskané rovnice 2.3, 2.5, 2.6, 2.7 mtizeme nahlizet pti konkrétni volbé ¢, ¢, @3, g, o, Yo
jako na soustavu Ctyr hnearnlch rovnic o Sesti nezndmych. Z rovnic tedy vyjadiime ne-
znamé derivace thli natoceni jednotlivych c¢lankt qﬁl, ¢2,¢3 a derivaci thlu celkového
natoceni wo v zavislosti na zbylych dvou neznamych, derivacich polohy & a 3. Dostavame
tak soustavu rovnic:

Yo = 05(1bo) — Yoc(to),
Yo (2c($1) + 1) + g1 = d05(tho + 61) — Joc(tho + b1),
Yo (2(dr + ¢2) +2¢(d2) + 1) + 1 (2c(d2) + 1) + b = d05(tho + P1 + 2) — Yoc(Wo + b1 + b2),

Yo(2¢(¢1 + ¢2 + @) + 2¢(¢2 + ¢3) + 2c(ds) + 1) + 61(2c(d2 + ¢3) + 2¢(¢3) + 1)
+¢2(2¢(d3) + 1) + ¢3 = Zos(Yo + &1 + P2 + d3) — Yoc(Yo + d1 + P2 + ¢3).

Tuto soustavu budeme déle nazyvat soustava neholonomnich rovnic. Soustavu mizeme
zapsat maticove:

1 0 0 0 o
2¢(¢1) + 1 1 0 0 o1 | _
2¢(¢1 + ¢2) + 2¢(¢p2) + 1 2¢(d2) + 1 1 0 éo | T
2¢(¢1 + 2 + ¢3) + 2c(d2 + d3) +2c(¢3) + 1 2c(d2 + ¢3) +2c(¢3) + 1 2c(¢3) +1 1 b3
s(tho) —c(tho)
_ (%o + ¢1) —c(tho + ¢1) ( 2] )
(Yo + ¢1 + ¢2) —c(Yo + ¢1 + ¢2) % )’
s(Yo + @1+ d2 +¢3)  —c(Yo + 1 + ¢2 + ¢3)
nebo
i
1 0 0 0|a az ¢1
20( ) +1 1 0] b1 by o)) -0
2¢(..) +2¢(..)+ 1 2¢(...)+1 1 0|1 e b3 '
2c(...) +2¢(...) +2¢(..) + 1 2e(e.)+2¢(..)+1 2¢(...)+1 1|di do %0
Yo

kde pismeny a; az d; (resp. as aZ ds) jsou oznaeny koeficienty nachazejici se u &g (resp.
¥o)-

Hodnost matice soustavy rovnic je r(A) = 4, hodnost rozsifené matice soustavy je
r(A) = 4 a podet neznamych n = 6, tedy r(A) = r(A) < n a podle Frobeniovy véty (viz
[2]) plati, Ze soustava m4a nekone¢né mnoho feSeni zavislych na n —r(A) = 2 parametrech.
Zavedeme parametrizaci £y = r a 7jy = s a soustavu vyfesime viici neznamym gb.l, gﬁg, Qgg, ¢0.
Jestli vyTesenou soustavu opét vyjadiime maticove, ziskavame:

o
1000[fi fo)]| &
01 0 0lg1 g ¢2 —0
0 0 1 O0]ht ho o ’
0 00 1]k £k To

Yo
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kde pismeny f; aZ ky (resp. fo aZ k) jsou oznacdeny koeficienty nachazejici se u g (resp. 9po).

Reseni miizeme zapsat vektorové ve tvaru:

kde:

21

8o =

o
61
zz =7-8 +5- 8,
To
Yo

(%)

—2¢(¢1)s(tho) + 5(Yo + ¢1) — s(tbo)

de(¢r1)c(d2)s(1o) — 25(o + d1)c(d2) + 2¢(¢1)s(1bo)
—2c(¢1 + ¢2)s(10) — (1o + ¢1) + s(Vo + d1 + ¢2)

—de(dr)c(p2)s(vo) + de(da + d3)c(P1)s(vo) + de(dz)s(o + d1)c(¢a)
+dc(ds)e(dr + ¢2)s(vo) — 8c(ps)c(P2)c(d1)s(1bo) — 2¢(d3)s(1ho + ¢1 + P2)
—2¢(p1 + @2 + ¢3)s(th0) + 25(1bo + P1)c(da) + 2¢(d1 + Pa)s(tho)
—5(1ho + ¢1 + P2) + 5(Yo + 1 + P2 + o)

1

0

c(tbo)
2¢(p1)c(tho) — c(tho + é1) + (o)

—4dc(pr)e(P2) (o) + 2¢(Yo + P1)c(P2) — 2¢(P1) (o)
+2c(p1 + ¢2)c(tbo) + (o + ¢1) — (o + ¢1 + ¢2)
2¢(¢1)c(to) — c(tho + ¢1) + c(¢o)

de(pr)e(p2)e(tbo) — 4c(pa + d3)c(Pr) (o) — 4e(@s)e(to + d1)c(dz)
—dc(P3)e(dr + d2)c(ho) + 8c(ds)c(da)c(pr)c(bo) + 2¢(P3)c(o + d1 + @)
+2¢(@1 + ¢2 + ¢3)c(Vo) — 25(Yo + ¢1)c(P2) — 2¢(P1 + d2)c(tbo)
+c(Yo + @1 + ¢2) —( c(;ﬁo + ¢1 + b2 + o)
c(to

0

1

Vektorova pole g; a go budeme nazyvat vstupni vektorova pole.
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Reseni soustavy bylo nalezeno s pomoci software Maple 17. Soubor Solve system.mw
s TeSenim se nachézi na CD v priloze.

2.4. Interpretace reseni, priklady

V této kapitole bude provedena interpretace feSeni systému rovnic na prikladech. Budeme
predpokladat, ze se mechanismus hada nachéazi v konkrétni pozici, urcené thly natoceni
jednotlivych ¢lank viaci sobé navzajem ¢q, ¢, ¢3 a thlem celkového natoceni mecha-
nismu . Tyto hodnoty dosadime do obecného feSeni soustavy rovnic. Vycislenim feSeni
ziskame hodnoty, kterych musi wo, qbl, (bg a (bg nabyvat, aby se cely mechanismus pohybo-
val ve sméru daného vstupniho vektorového pole. Pro jednoduchost ve vSech ptikladech

plati xog = yo = 0.

Priklad 2.1. V prvnim piikladu budeme uvazovat, ze se mechanismus nachézi v pozici
vyznacené na obrazku (2.2).
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Obrazek 2.2: Natoceni ¢lanktt mechanismu v prostoru v prikladu 3.1

Vsechny jeho c¢lanky lezi v jedné primce, proto tthly natoceni jednotlivych c¢lankd vici
sobé maji hodnoty:

o1 =2 =¢3=0.
Déle je z obrazku patrné, zZe se mechanismus nachazi v pozici rovnobézné s osou z, tedy
pro thel celkového natoceni vy plati:

Yo = 0.
Po dosazeni uhli g, ¢1, ¢, ¢3 do TeSeni soustavy dostavame:
1?0 0 —1
¢1 0 2
P2 | _y. o —¢. |V |2
1/;3 =t-g tu-gy,=1 0 +u 9
To 1 0
o 0 1

Ziskany vysledek mlizeme interpretovat nasledujicim zptisobem. Vektory g, g, urcuji dva
samostatné, nezavislé pohyby bodu hlavy hada. Vektor g, pohyb podél osy = a g, pohyb
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podél osy y. Tedy, naptiklad, chceme-li mechanismus rozpohybovat urcitou rychlosti podél
osy y, bude parametr ¢ = 0 a 1o, ¢1, do, ¢3 budou rovny prvnim &tyfem soufadnicim
vektoru g,.

V prvnim prikladu si miizeme povsSimnout jesté jedné zajimavé skutecnosti. Pokud
chceme, aby se mechanismus v daném uspotradani (viz 2.2) pohyboval kupfedu podél osy
z, bude u = 0 a dostavame, ze vektor feSeni je roven pouze vektoru g;, ktery ma vsak na
pozicich hodnot g, ¢1, ¢ a ¢ nuly. To by znamenalo, Ze chceme-li pohybovat mechanis-
mem v tomto usporadani podél osy z, nesmime ¢lanky viici sobé natacet. Tento zaveér je
ziejmé v rozporu s principem funkce robotického hada, vzhledem k tomu, ze nebudeme-li
pohybovat klouby, nebude se pohybovat ani cely mechanismus.

Priklad 2.2. Ve druhém piikladu budeme uvazovat, Ze se mechanismus nachazi v pozici
uvedené na obrazku (2.3).

Obrazek 2.3: Natoceni ¢lanktt mechanismu v prostoru v prikladu 3.2

Prvni dva jeho ¢lanky lezi v piimce, tfeti je vii¢i druhému natocen o urcity thel a ¢tvrty
vici tfetimu taktéz. Vypocet je proveden pro nasledujici hodnoty thli natoceni jednotli-
vych ¢lank:

T T
= —— = — — O
d1 5 P2 =5, ¢3
Dale budeme uvazovat, ze tihel celkového natoceni ¢y nabyva hodnoty:
T
Yo =%

Po dosazeni uhli g, ¢1, ¢, ¢3 do TeSeni soustavy dostavame:

Yo 0.500 —0.866
é1 ~1.500 0.866
6 |, | 1866 | 0500
6o | TUB TR sy UL 00
o 1.000 0.000
o 0.000 1.000

Interpretace vysledku je obdobné jako v prikladu (2.1) s tim rozdilem, Ze pro toto vy-
chozi usporfadani mechanismu nedochéazi ke vzniku singularit, které by byly v rozporu
s principem funkce robotického hada.
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Priklad 2.3. V tomto piikladu budeme uvazovat, Ze se mechanismus nachazi v pozici
uvedené na obrazku (2.4).

Obrazek 2.4: Natoceni ¢lank mechanismu v prostoru v ptikladu 3.3

Kazdé dva sousedici ¢lanky sviraji nenulovy tihel a tihel celkového natoceni mechanismu
vici soufadnému systému je taktéz nenulovy. Vypocet je proveden pro nasledujici hodnoty
uhli vzajemného natoceni jednotlivych ¢lanki:

oT s oT
¢1 = _E’¢2 = §,¢3 =1
a pro uhel celkového natoceni mechanismu:
T
do=T

Po dosazeni uhli g, ¢1, ¢, ¢3 do TeSeni soustavy dostavame:

o 0.707 0,707
b ~1.573 0.207
6 | . | os66 | 1500
g | TUBTEE T g | T 1259
o 1.000 0.000
o 0.000 1.000

I v tomto pfipadé muZeme FeSeni interpretovat obdobné jako v piikladé (2.1). Podobné
jako u piikladu (2.2), ani zde nevznikaji Zddné singularity.
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3. Teorie rizeni

Tato kapitola vychazi pfevazné z knihy [1], kde 1ze nalézt mnoho podrobnosti k teorii
Lieovych algeber. Vyznamnym zdrojem informaci se stala taktéz publikace [7].

3.1. Lieovy zavorky

Ozna¢me G = {g,,g,} mnozinu vstupnich vektorovych poli, ziskanych fesenim soustavy
rovnic 2.3, 2.5, 2.6, 2.7. Potom plati, ze riditelnost symetrickych afinnich systém je uplné
urcena Lieovou algebrou riditelnosti, coz je nejmensi Lieova algebra, ktera obsahuje G.
Lieovu algebru riditelnosti budeme oznac¢ovat symbolem ¥ a ziskame ji pomoci operace
Lieovy zavorky.

Definice 3.1. Necht f a g jsou vektorova pole na A,,, potom operaci [-, -] : R* xR" — R”
definovanou podle pfedpisu:

£.8)(0) = 55800) ~ 1, 8. (3.)

nazveme Lieova zavorka vektorovych poli.

Véta 3.2. Vlastnosti Lieovy zavorky vektorovych poli:

Necht f,g a h jsou vektorovd pole na A,, pak operace Lieovy zdvorky md ndsledujici
vlastnosti:

1. Antisymetie:

£, g9 =—lg fi

2.Jakobiho identita:
[, [g, W] + [h, [f. gl] + [g, [ fil = 0.

Nyni vysvétlime algoritmus vypoctu Lieovych zavorek pomoci predpisu 3.1 pro vek-
torova pole dimenze n = 6. Pro tyto ucely budeme uvazovat vektorova pole t, u na Ag:

31 Uy
1) U
t= s , u= U )
t4 Uy
t5 Us
t6 Ug

jejichz soutadnice jsou funkcemi proménnych g, ¢1, @2, 3, o a Yyo.
Nejprve vycislime jedno vektorové pole na funkcich druhého:

VT oy 0gy 0, 4a¢3 58 6ayo '
R S O B L (33)
VT 0w T P00 C0dy | 0 | COxe  Oye '
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Jednotlivé soufadnice vektorového pole v = [t, u] ziskdme podle predpisu 3.1 jako rozdil
vyrazu t(u;) a u(t;), tedy v; = t(u;) —u(t;) pro 1 <i < 6. Vysledné vektorové pole v pak
vypada nasledovné:

(%1 t(ul) — ll(tl)
(%) t('LLQ) — U(tg)
v = Vs _ t<U3) — U.(tg)
V4 t(’LL4) — U.(t4)
Vs t(U5) — ll(t5)
Vg t(ub) — u(tG)

Timto zpisobem ziskdme z g, g, vektorové pole g5 = [g;, g,], dale potom g, = [g,, g;]
a 85 = [8,,8s] a nakonec g5 = [g1,84), 87 = (82,84, 8 = [81,85] & 89 = [82,8;). Tato
vektorova pole budeme nazyvat vysledkem operace Lieova zdvorka.

Dalsim krokem k fizeni mechanismu je sestavit bazi algebry fiditelnosti z mnoziny
vektorovych poli B = {g;,8, 85,84, 5, 8, 875 8s, 8o} V dusledku platnosti vlastnosti
Lieovy zavorky (viz 3.2) se v8ak mize stat, Ze néktera pole z mnoziny B budou linearné
zavisla. Abychom vybrali Sestici linearné nezavislych poli, budeme pfi vybéru postupovat
tak, aby vznikla mnozina byla tzv. bdaze Phillipa Halla. Nez se pustime do samotné definice
baze P. Halla, zadefinujme si nejprve, co rozumime pod pojmem délky na vstupnich
vektorovych polich a vysledcich operace Lieova zavorka.

Definice 3.3. Mé&me mnozinu vstupnich vektorovych poli G = {g;, ..., g, }. Pojem délky
na vstupnich vektorovych polich a vysledcich operace Lieova zavorka zadefinujeme rekur-
zivné nasledujicim zptisobem:
&l =1,
pro g, € G a dale
|[a, b = [a] + [b],

kde a, b jsou vysledky Lieovy zavorky, nebo vstupni vektorova pole.

Definice 3.4. Baze Phillipa Halla

Necht ¢ je Lieova algebra fiditelnosti generované prvky {g, ..., g,,}, potom bézi Phillipa
Halla nazveme linearné usporadanou podmnozinu ‘H = {I;} (j € N) mnoziny ¢, ktera
spliiuje nasledujici podminky:

1. Jestlize |g;| < |g;| pak g; < g;.

2. Pro {g,...,g,,} C ¥ polozime g, < g, < ... < &,,-

3. Kazdy prvek g, € H , pro ktery plati |g,| = 2 je tvofeny Lieovou zévorkou prvkii
&: 8], kde g;,8; € {g;,..,8,} a plati g; < g;.

4. Prvek g; € ¢, pro ktery plati |g;| > 3, nalezi do H, jestlize g; = [g;,, [g;,.8;,]], kde
g:,.-8:,, 8, € H ajesplnéno: (i) [g,,,g;,] € H, (ii) g;, < g;,, (iii) g;, < g;,, nebo g;, = g;,
a (iv) g;, < [8:,8:.]-

Nyni si bez diikazu uvedeme nésledujici vétu, pfevzatou z publikace [1].
Véta 3.5. Mnozina vektoru H splriujici definici 3.4 tvori bdzi algebry Fiditelnosti 4.
Snadno se vidi, ze plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 3.6. Vektorové pole g3 = (g1, (95, (91, 9o]]] nend prvkem bdze Phillipa Halla podle
definice 3./.
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Diikaz. Predpokladejme, ze vektorové pole je prvkem béaze Phillipa Halla pole podle de-
finice 3.4. Na zékladé podminky (iii) v 4. bod¢ definice mame g;, < g; . V pfipadé gg je
g, = 8 a g, = g;. Plati tedy g, < g;. Podle 1. vSak mame g; < g,, dostavame tedy
spor s predpokladem. Tim je tvrzeni dokazano. O

Tvrzeni 3.7. Pro vektorové pole gg plati —gs = g,.
Diikaz.

—8s = —(211[81,82)8]] = — [[[&1, 82 (81, 82]] + [[81, (81, 2], 8]] =

= —[[g1, (81, 8], 8] = [82, (81, (81, 8:]]] = &7
O

Ukézali jsme, ze vektorové pole gg je nasobkem vektorového pole g,. Snadno by
se ovétilo, ze vSechny ostatni prvky mnoziny B jiz definici 3.4 vyhovuji.

3.2. Rizeni ve zvolenych konfiguracich

V této ¢asti bude v konkrétnich bodech konfigura¢niho prostoru provedeno vy¢cisleni vek-
torovych poli gs, g,, 85 a vSech variant pole vzniklého Lieovou zavorkou vstupnich vek-
torovych poli a vektorovych poli g, a g;.

Ackoliv jsme v predchozim odstavci dokazali, ze pole gg netvoii bazi Phillipa Halla
a pro konstrukci baze algebry riditelnosti ¢4 jej nebudeme vyuzivat, je v tomto odstavci
provedeno jeho vyd¢isleni, a to predevsim proto, abychom mohli pozorovat platnost tvrzeni
3.7 na prikladech.

Vypocet vyse uvedenych Lieovych zévorek a jejich nasledné vycisleni v konkrétnich
bodech konfigura¢niho prostoru bylo provedeno za pomoci software Maple 17. Soubory
Lie Brackets Ex 1, Lie Brackets Ex 2, Lie Brackets Ex 3 s vypocty se nachazi
na CD v priloze.

Priklad 3.8. Nejpve budeme opét uvazovat nejjednodussi priklad mechanismu v pozici,
kdy vSechny jeho c¢lanky lezi na jedné primce. Toto usporadani bylo vyobrazeno na obr.
(2.2).
Jak jiz bylo feceno diive, thly natoceni jednotlivych ¢lankd vii¢i sobé maji v tomto
pripadé hodnoty:
P1=¢2=¢3=0,

pro uhel celkového natoceni ¢y plati:

1y =0

a xg = yo = 0. Po dosazeni uhli v, ¢1, ¢2, 3 do obecného predpisu vektorovych poli
vypoctenych Lieovou zavorkou dostavame tyto hodnoty konkrétniho vektoru vektorového
pole g:

—1.000

0.000

4.000

8s —8.000
0.000
0.000
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Dale potom hodnoty dvou vektorti vektorovych poli g,, g::

1.000 0.000

~92.000 0.000

| —2.000 | 0.000
8= 2000 | &7 | 0.000
0.000 0.000

0.000 0.000

A konecné ¢tyfi vektory vektorovych poli gg, g7, 8s, 8o:

—1.000 0.000 0.000 1.000
4.000 0.000 0.000 —4.000
—4.000 0.000 0.000 48.000
=1 4000 | B 7| 0000 [ &7 | 0000 [ % 7| 128000
0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000

Ziskané vektory usporadame do matice néasledujicim zptisobem:

Q = (81, 82, 83, 84> 85 8¢ 875 8s: 89,

tedy

0.000 -1.000 —1.000 1.000 0.000 —1.000 0.000 0.000 1.000
0.000 2.000  0.000 —2.000 0.000 4.000 0.000 0.000 —4.000
0.000 —-2.000 4.000 —2.000 0.000 —4.000 0.000 0.000 48.000
Q= 0.000 2.000 —8.000 —2.000 0.000 4.000 0.000 0.000 128.000
1.000 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 1.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Hodnost matice Q je rovna dimenzi Lieovy algebry fiditelnosti h(Q) = 6. Matici Q
budeme déle zkoumat, a to nasledujicim zptisobem. Budeme postupné vytvaret podmatice
matice Q tak, Ze vynechame vzdy i - ty sloupec matice Q (vektor g;). Vzniklou matici
oznacime Q,, kde 7 je ¢islo vynechaného sloupce, a budeme zkoumat jeji hodnost. Jestlize
bude hodnost matice Q, nizsi nezli hodnost matice Q, znamena to, zZe vynechané vektorové
pole g, nelze v bazi algebry riditelnosti nahradit ostatnimi vektorovymi poli g;. Vypoctem
jsme ziskali nasledujici hodnosti podmatic Q,:

Ql:57Q2:57Q3:57Q4:57Q5:67Q6:57Q7:67Q8:67Q9:5'

Z vypoctenych hodnosti je ziejmé, ze v daném usporaddni mechanismu musi byt Lie-
ova algebra fiditelnosti generovana vektorovymi poli g;, 8, 83,84, 8¢ & &y- Tento zaver je
pozoruhodny a poukazuje na zvlastnost této konfigurace mechanismu.

Priklad 3.9. V druhém piikladu budeme uvazovat usporadani vyobrazené na obrazku
(2.3). Hodnoty thlt vzéjemného natoceni ¢lankt viici sobé jsou:

s T
¢1:_§7¢2:ga¢320a
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uhel celkového natoceni systému ma hodnotu:

™

Yo ==

a xg = yo = 0. Vektory ziskané dosazenim vyse uvedenych thli do obecnych predpist
vektorovych poli dale budeme zapisovat do matice Q obdobné, jako v pfedchozim pii-
kladu.

Q = (81,8, 85,84, 85, 86, &7+ 8s: 8o)
tedy

0.500 —0.866 —1.000 0.866 0.500  —1.000 0.000 0.000 1.000
—-1.500 0.866 —2.000 —3.464 —6.000  5.500 9.526  —9.526 15.500
_ 1.866  0.500  5.598 1.366 5.964 10.129  —-27.874 27874 —16.593
Q= —-1.732 —-1.000 -9.562 -—18.482 3.325 —56.127v 1.782 —-1.782 23.863
1.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 1.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Vypoctem jsme ziskali nasledujici hodnosti podmatic Q;:

Ql:5aQ2:57Q3:6>Q4:6aQ5:67Q6:67Q7:6aQ8:67Q9:6‘

Z hodnot hodnosti podmatic plyne, ze baze algebry fiditelnosti musi byt v této konfiguraci
mechanismu nezbytné tvorena vektorovymi poli g; a g,.

Priklad 3.10. V tfetim piikladu budeme uvazovat usporadéni vyobrazené na obrazku
(2.4). Hodnoty thlt vzéjemného natoceni ¢lankt viici sobé jsou:

51

5% T
¢1 - _Ev(bQ — §7¢3 - _57

pro thel celkového natoceni mechanismu plati:

™

Yo =7

a xg = yo = 0. Obdobné jako v predchozich dvou piikladech vytvorime z vektorovych
poli vycislenych v konkrétnich bodech konfigura¢niho prostoru matici Q, ktera v tomto
pripadé vypada nasledovné:

—-1.000 —-0.866 —1.000 0.707  0.707 —1.000  0.000 0.000 1.000
—1.500 0.866 —1.932 0.109 —6.814 18.556  7.142 —7.142 21.521

B 1.866  0.500 3.748 —2.379 8445 —-9.397 -—-23.738 23.738 —16.467
Q= —-1.732 —-1.000 —-0.869 13.939 -—7.932 45.143 2.207 —2.207 4.573
1.000  0.000  0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000  1.000  0.000  0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000

Vypoctem jsme ziskali tyto hodnosti podmatic Q;:

Ql:5aQ2:57Q3:67Q4:6aQ5:67Q6:67Q7:6aQ8:67Q9:6‘

7 hodnot hodnosti podmatic opét dostavame, ze baze algebry fiditelnosti musi byt v této
konfiguraci mechanismu nezbytné tvorena vektorovymi poli g; a g,.

Treti priklad je z hlediska usporadani mechanismu v prostoru nejzajimavéjsi, a proto
se jim budeme zabyvat podrobnéji. Provedeme diskusi moznych zptisobii vytvoreni baze
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algebry riditelnosti. Na zakladé diive odvozenych zavért vime, Ze vektorova pole g;, g,
jsou pro Fizeni nezbytna, coz ale neni prekvapivé, a to proto, ze pouze diky témto polim je
koncovy bod (hlava) mechanismu schopen se pohybovat ve sméru os z a y. Druhou ziejmou
skutecnosti, kterd napovida, Ze jsou pole g;, g, nepostradatelna, je, ze se jedna o pole
vstupni, s pomoci kterych generujeme pole ostatni. Vektorové pole g4 je nepostradatelné
z podobnych divodi, jako pole g, a g,. Nejedna se jiz sice o pole vstupni, avsak je
ziejmé, ze pro ziskani poli vyssich fadd je nutné vyuzit praveé pole g;. Z definice 3.4
potom zfejmé plyne, Ze vektorova pole g,,g, a g; musi byt nezbytné obsazena v bazi
Phillipa Halla. Budeme tedy vzdy uvazovat takovou bazi algebry fiditelnosti, ktera tato
tfi vektorova pole obsahuje. Abychom ziskali bazi, je nutné pridat dalsi tii vektorova
pole. Uvazujme tedy néasledujici mnoziny vektorovych poli: By = {g;, 8., &3, 84, 8¢, &7}
By = {81.82,83:85,87: 80}, Bs = {81,802, 83,84, 8586} Ba = {81,883, 84 85,87}, Bs =
{81,852, 83,84, 86,89} VSechny moznosti obsahujici vektorové pole gg jsme v dusledku
tvrzeni 3.6 a 3.7 neuvazovali.

Nyni ovérime, zda v konkrétnim bodé konfigura¢niho prostoru diskutovaném v tomto
prikladu mohou tyto mnoziny tvorit bazi algebry fiditelnosti. Necht B; je matice 6 x 6,
jejiz sloupce jsou tvoteny vektory z odpovidajici mnoziny B; pro 1 <1 < 5 tak, ze kazdy
vektor z této mnoziny je v matici obsazen pravé jednou. Budeme zkoumat hodnost téchto
matic.

Pro matici By = (g1, 85, 83, 84, &, &7) dostavame hodnost h(B;) = 6, pro matici By =
(81, 82, 83, 85, 87, 8) dostdvame hodnost 2(B3) = 6, pro Bs = (g, 85, 83, 84, 85, 8) dosta-
vame hodnost h(Bj3) = 6, pro By = (g, 85, 83, 84, 85, 87) dostavame hodnost h(B4) = 6
a kone¢né pro matici By = (g, 85, 83, 84, 85, 89) dostavame taktéz h(Bs) = 6.

Ovérili jsme tedy, Ze vSechny mnoziny mohou v tomto konkrétnim bodé konfigura¢niho
prostoru tvorit bazi algebry fiditelnosti a mtzeme zvolit libovolnou z nich. Tento vysledek
bylo mozné ocekavat.

Dalsim zajimavym tématem ke zkoumani by bylo urc¢it metodu, na zakladé které by
z mnoziny vSech moznych bazi algebry fiditelnosti bylo mozné vybrat takovou, ktera
by byla jistym zptisobem pro fizeni nejvyhodnéjsi. Nazna¢me nyni, jak bychom mohli
pri Teseni této ulohy postupovat, uvazime-li vysledky predchozich prikladi, predevsim
prikladu 3.8.

Hlavni myslenkou této metody je zarucit fiditelnost ve vsech diskutovanych bodech
konfigura¢niho prostoru. Ptiklad 3.8 je vyznamny tim, ze zkoum& mechanismus praveé
bodé, ktery je problematicky. Zopakujme nyni, ze vysledkem vyse zminéného prikladu je
zcela konkrétni baze algebry fiditelnosti, tvofend mnozinou vektorti Bs, kterd je v tomto
prostorovém usporadani mechanismu jedind mozna. Jinymi slovy, chceme-li zarudit 1i-
ditelnost i v tomto bodé, musime jako béazi algebry riditelnosti zvolit pravé tuto bazi.
Snadno by se ukazalo, Ze baze Bs = {g;, 85, 3, 84, 86> 8o} Spliiuje vlastnosti definice 3.4 a
je bazi Phillipa Halla.
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Vv o Ll e \ v I d o
4. Pridani dalsich ¢lanku

V této kapitole bude s pomoci poznatki odvozenych v kapitolach predchozich pro-
vedena diskuze toho, jak se zméni matematicky popisny aparat, pridame-li jeden, nebo
obecny pocet dalsich ¢lanki.

Nez pristoupime k samotné diskusi, zavedeme jisté zmény v oznaceni. V piedcho-
zich kapitolach bylo zavedeno znaceni, které v dané situaci bylo logické a prispivalo k
lepsimu pochopeni odvozenych skutec¢nosti. Pro ucely této kapitoly ve stavajicim zna-
¢eni provedeme drobnou zmeénu, ktera nam usnadni formulaci nékterych zavéri. Zména
bude nasledujici. Uhel nato¢eni mechanismu viéi globalnimu systému soufadnic budeme
oznacCovat pismenem ¢, plati tedy zZe 1y = ¢y.

y

Obréazek 4.1: Mechanismus s péti ¢lanky

Pridanim dalsiho ¢lanku pribude dalsi repér, ktery bude natoceny oproti repéru pred-
chozimu o thel ¢4 (obr. 4.1), a paté koletko K,. Jestlize pomoci metody pohyblivého
repéru vyjadiime polohu patého kolecka viici pocatku globalniho souradného systému P,
ziskdme holonomni rovnici popisujici polohu patého kolecka v ¢ase. Dosazenim do neho-
lonomni podminky (2.1) ziskdme neholonomni rovnici

—0s(Yo + 1 + P2 + 3 + Pa) + Yoc(o + ¢1 + 2 + ¢z + Pa)
+200c(p1 + b2 + 3 + da) + 2(Yo + 1)c(d2 + b3 + Pa) + 2(tho + G1 + d2)c(ds + da)  (4.1)
+2(t0 + 1 + P2 + P3)c(Pa) + 1o + 1 + 2 + b3 + da = 0.
7 mechanismu odvozeni rovnic plyne nasledujici. Stavajici systém ¢ty rovnic o Sesti nezna-
mych pro mechanismus hada ¢tyiclankového se pro péticlankového hada zmeéni na systém
péti rovnic o sedmi nezndmych, pficemz prvni Ctyfi rovnice zustanou stejné jako v pii-
padé c¢tyrélankového hada a nova proménnd ¢, se vyskytuje pouze v nové, paté rovnici
4.1. Tuto nové vzniklou soustavu muizeme zapsat maticové nasledujicim zpiisobem:
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1 0 0 0 0|a ay o
mg 1 0 0 0|b b bs
ng ni 1 0 0| ¢ <ﬁ3 =0,
po p1 p2 1 0)di do ba
o @ G 93 ljer e T
Yo

kde pismeny m,n,p,q s piislusnymi indexy jsou oznaceny koeficienty, které se nachazeji
u @g, 41, Pa, P3, G4 a pismeny ay az ey (resp. as az e;) jsou oznaceny koeficienty nachazejici
se u &y (resp. 9o). PovSimnéme si nyni, jakych proménnych jsou koeficienty m,n,p,q a
a, b funkcemi:

1 0 0 0 b0
m0(¢1) 1 0 0 d?1
no (1, P2) ni(P1, p2) 1 0 ¢z | =
po(P1, P2, P3) P1(01, P2, P3) p2(d1, P2, P3) 1 b3
Qo (01, 02,03, 04) qi(d1, 02,03, 04) q2(P1, P2, $3,04) q3(P1, P2, P3,¢4) 1 ba
a1(¢o) az(to)
b1(do, P1) b2 (v, ¢1) i
= c1(o, 91, 92) c2(vo, ¢1, 2) < yg >

d1(¢07¢17¢27¢3> d2(¢07¢17¢27¢3)
el(¢0)¢l)¢2)¢3)¢4) 62(¢0)¢1)¢27¢37¢4)

Z tohoto zapisu je zfejmé, ze budeme-li soustavu rovnic fesit naptiklad pomoci Gaus-
sovy elimina¢ni metody (dale zkracené ozna¢ované GEM), musime nezbytné ziskat takové
feseni, jehoz jednotlivé slozky budou zavislé na proménnych ¢g, ¢1, P2, P3, ¢4 nasledujicim
zpusobem:

%o t1(¢o) u1(¢o)

b1 t2(¢o, ¢1) us(o, ¢1)

P2 t3(¢o, 91, P2) uz(¢o, P1, 2)

03 =r- ta(Po, 41, P2, P3) +5- us (o, ¢1, P2, P3)
ba ts(do, P1, d2, G3, P1) us(go, o1, b2, @3, 44
o 1 0

%o 0 1

Reseni jsme obdrzeli ve tvaru vektorového pole, jehoz dimenze je 7, tedy o jedna vyssi,
nez dimenze vektorovych poli feSeni pro c¢tyrcélankového hada. Dale mtizeme na zakladée
znalosti GEM tvrdit, Ze prvni ¢tyfi souradnice vektorovych poli feseni soustavy rovnic pro
péticlankového hada se budou shodovat s prvnimi ¢tyfmi soufadnicemi vektorovych poli
feseni soustavy rovnic pro hada ¢tyfclankového. Jedind zména tedy nastane v soutadnici,
kterou maji vektorova pole feseni pro péticlankového hada navic oproti vektorovym polim
feSeni pro hada c¢tyrclankového.

Zbyva ndm rozmyslet, jaky vliv bude mit pfidani dalsiho ¢lanku na vypocet Lieovy
zavorky. Mechanismus vypoctu Lieovy zavorky byl vysvétlen ve ¢tvrté kapitole. Nyni si
tento mechanismus rozebereme znovu a budeme si pfi tom vsimat, jakych proménnych
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jsou funkce, které ve vypoctu figuruji. Nahlédnéme nejprve, jak by vypadal vypocet prvni
soufadnice. Jak uz bylo dfive feceno, prvni soutadnice vstupniho vektorového pole je
funkci pouze jedné proménné a to ¢.

() = (60 P 10, 00) P2 110,00, 00) P00
+ta(do, P1, P2, 3) aq(;ﬁo) + t5(¢0, D1, P2, P3, P4) Uééﬁjo) +teaualifo) +t7aualg(jo).

Vzhledem k tomu, ze souradnice u; je funkci pouze proménné ¢, je ziejmé, ze vsechny
derivace kromé &%ﬁm a tedy i vSechny sc¢itance kromé tl(gbo)% jsou nulové. Analo-
gicky vysledek bychom ziskali i v pfipadé, kdybychom zkoumali u(t;). Dospéli jsme tedy
k nasledujicimu zavéru. Pro prvni soutfadnici vektorového pole vzniklého Lieovou zavorkou

plati:

(t(u1) —u(t1)) (o) = z1(0)-

Zkusme nyni podobnou tvahu provést obecné pro ¢ - tou soutadnici péticlankového
hada. Dostaneme néasledujici vyraz:

aui(¢07 LK) ¢i71)
do

aui<¢07 seey ¢i71)
Oy

aui<¢07 teey ¢i71)
02

aui(¢07 XS] (ﬁifl)

t(u;) = t1(¢o)

+ ta(¢o, ¢1)

+ t3(¢0, ¢1, P2)

aui(¢07 veey (bifl)

+t4(Po, 1, P2, ¢3) + t5(d0, P1, P2, 3, Pa)

o3 oJon
auz(¢0> sy ¢i—l) aui(¢07 sy ¢z l)
o dxg e Yo

kde 0 <1 < 7.

Derivace podle zq, 1o budou zfejmé nulové, jelikoz z vypoctu vstupnich vektori plyne,
ze zadna soutradnice neni funkci téchto proménnych. Nulovost ostatnich sc¢itanct zavisi
na hodnoté 7, tedy na poradi souradnice, kterou pocitdme. Z uvedeného je videt, ze i - ta
soufadnice bude funkci proménnych ¢y az ¢; ;. Tim padem se nemuiize stat, ze by se nova
proménna ¢4 vyskytovala jinde, nezli v paté souradnici nové vzniklého vektorového pole.

Na zakladé vysledkii analyzy feseni soustavy rovnic, ktera byla provedena diive v této
kapitole a nyni povedené analyzy vypoctu Lieovy zavorky mutzeme tvrdit, Ze vektorova
pole vznikla Lieovou zavorkou se pro péticlankového hada budou lisit oproti vektorovym
polim hada ¢tyrélankového pouze v jedné soutfadnici, kterou maji vektorova pole hada
péticlankového oproti ¢tyiclankovému mechanismu navic.

Na zavér této kapitoly si rozmyslime, jak by se pro péticlankového hada zménila baze
algebry tiditelnosti, stanovena v zavéru prikladu 3.8. Pfipomenme, zZe tato baze méla tvar
Bs = {g1,85,83, 84, 86,89 }- Dimenze algebry Fiditelnosti pro pétilankového hada je 7.
Mnozinu vektorii B je tedy nezbytné rozsitit o dalsi vektor g, , ktery opét ziskdme operaci
Lieovy zévorky a jehoz délka (viz 3.3) bude |g,| = 7. V tvahu pfipadaji tyto moZnosti:
810 = [81,86]; 811 = [82,86], 812 = [81,87], 813 = [82,87], 814 = [81,80], 815 = [82, 8-
Snadno se vidi, Ze vektory g, a g;, nespliuji vlastnost (iii) ze 4. bodu definice 3.4 a
mnozina B; = B U{g,}, pro k = 12,14, netvoii bazi Phillipa Halla. Ostatni pole definici
vyhovuji, mnozina tvorenad mnozinou Bj a jednim z téchto poli je baze Phillipa Halla a
podle véty 3.5 tvori bazi algebry riditelnosti. Nyni zbyva pomoci hodnosti matic tvorenych
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vektory baze ovérit, jestli vSechny nami navrzené baze jsou bazemi algebry riditelnosti i
v singularnich bodech. Postup by byl obdobny jako v ptikladé 3.8. Pro dokonceni této
ulohy musime postupné dopocitat posledni slozku vektorovych poli a jejich zavorek. Tento
vypocet je pfimocary a presné kopiruje nase predeslé avahy, a proto jej zde jiz neuvadime.
Pomérné snadno lze vidét, ze vSechny poznatky, které v této kapitole byly odvozeny pro
péticlankovy mechanismus lze zobecnit i pro mechanismus, ke kterému piridame libovolny
pocet novych c¢lankt. Tento zavér ma prakticky vyznam. Na zakladé predchozi diskuse
je patrné, ze chceme-li rozsitit mechanismus o néjaky pocet ¢lankt, nemusime znovu
provadét veskeré vypocty, staci pouze stanovit zmény vzniklé pridanim novych ¢lanki.
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v
Zaver

V prvni ¢asti prace byly na zakladé metody pohyblivého repéru sestaveny holonomni
rovnice ¢tyré¢lankového hada, popisujici polohu bodid mechanismu v zavislosti na zméné
fidicich parametri. Dale byla popsana neholonomni kinematika c¢tyrélankového hada a
stanoveny neholonomni podminky, vedouci na soustavu neholonomnich rovnic.

Resenim neholonomi soustavy rovnic byla ziskana vstupni vektorova pole. Interpretace
vyznamu Teseni soustavy byla provedena na prikladech. Zajimavy je pfedevSim prvni
priklad, jelikoz konfigurace mechanismu zvolena v tomto prikladu, se ukazala byt v jistém
smyslu singularni. Z vy¢isleni vektorovych poli v tomto bodé konfigura¢niho prostoru totiz
vyplynulo, Zze aby bylo docileno pohybu hlavy mechanismu podél osy z, nesmi byt zaroven
pohybovano klouby hada. Coz je v rozporu s principem funkce mechanismu.

Pomoci aplikace operace Lieovy zavorky na vstupni pole byla za Gcelem stanoveni
algebry tiditelnosti ziskana dalsi vektorova pole. Nasledné byly diskutovany zptsoby, jak
vybrat z téchto vektorovych poli mnozinu, ktera by tvorila bazi algebry riditelnosti. Byla
navrzena metoda, zakladajici se na definici baze Phillipa Halla, ktera udava zptisob, jakym
vybirat z vektorovych poli ziskanych zptisobem popsanym vysSe mnoziny, které potom
podle véty 3.5 jsou bazemi algebry fiditelnosti. Na zakladé vlastnosti baze Phillipa Halla
bylo nasledné dokazano, ze vektorové pole gg nemtize byt prvkem béaze P. Halla. Nasledné
bylo s pomoci vlastnosti Lieovy zavorky dokazano, ze je vektorové pole gg nasobkem
vektorového pole g-. Mnozina diskutovanych vektorovych poli ziskanych Lieovou zavorkou
se v diisledku téchto skutecnosti o jedno vektorové pole zmensila.

Nasledujici kapitola se vénovala zkoumani fizeni ve zvolenych konfiguracich. T¥i konfi-
gurace zkoumané v prikladech byly vybrany proto, ze se predpoklada, ze tyto konfigurace
jsou mozné vychozi stavy, ve kterych se mechanismus bude nachazet, nez bude uveden
do pohybu a zaroven stavy, kterymi bude pfi svém pohybu periodicky prochazet, a do kte-
rych se po ukonceni pohybu opét vrati. Na zakladé zkoumani hodnosti matice, jejiz sloupce
jsou tvoreny vektorovymi poli ziskanymi feSenim neholonomni soustavy a aplikaci Lieovy
zavorky bylo stanoveno, ktera pole jsou v danych konfiguracich pro sestaveni baze algebry
fiditelnosti nezbytna. Zde se opét ukazal jako nejzajimavéjsi priklad, ve kterém se me-
chanismus nachéazel v konfiguraci, ktera se ukazala byt jistym zptisobem singularni jiz pti
interpretaci feSeni neholonomni soustavy rovnic. Algebra fiditelnosti v této konfiguraci
mé totiz jednoznacné urcenou bazi. Nasledné byly navrzeny mozné baze algebry riditel-
nosti, spliujici definici baze Phillipa Halla. Na zakladé poznatkid z dfive diskutovaného
prikladu byla posléze z navrzenych bazi vybrana ta, ktera byla pro vSsechny diskutované
konfigurace nedegenerovana.

NejvyznamnéjsSim poznatek byl odvozen v zavérecné kapitole. Bylo zjisténo, Ze pro
péticlankového hada se soustava neholonomnich rovnic v disledku pridani nového ¢lanku
pouze rozsifi o novou patou rovnici. Dalsimi tivahami jsme postupné dospéli k tomu,
ze vstupni vektorova pole péticlankového mechanismu, i pole vznikla aplikaci Lieovy za-
vorky se budou lisit oproti mechanismu ¢tyfclankovému pouze jedinou soutadnici, ktera
pribude pravé jako disledek rozsifeni neholonomni soustavy o novou rovnici. V zavéru
kapitoly byla navrzena vektorova pole, ktera je mozné pridat k bazi algebry fiditelnosti
¢tyrclankového systému, abychom ziskali bazi algebry fiditelnosti systému péticlankového.
Poznatky odvozené v posledni kapitole lze zobecnit pro libovolny pocet nové pridanych
¢lank. Hlavni vyznam této skutecnosti spociva v tom, ze pridame-li ke k - clankovému
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systému n novych ¢lankd, stavajici navrh fizeni pro k - clankovy systém zistava platny.
Staci ho pouze doplnit o zmény vzniklé pridanim novych ¢lank.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolt

R mnozina realnych cisel

N mnozina prirozenych ¢isel

R, mnozina realnych kladnych c¢isel
v,u vektory, vektorova pole

A'B matice

B” transponované matice B

T casova derivace x

v-u skalarni soucin vektord v a u
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