KVATERNION 2/2013, 57-68 57

ELEMENTARNI DUKAZ LEVINOVY-MAYOVY VETY

JAN CERMAK a JIRI JANSKY

Autori tento prispévek vénuji prof. RNDr. Alexandru Zeniskovi, DrSc., byjvalému tediteli
Ustavu matematiky a Otci zakladateli oboru Matematické inZengrstvi na FSI VUT v Brné.

ABSTRAKT. Clanek se zabyva problematikou lokalizace kofenti polynomu obecného
stupné s obecnymi realnymi koeficienty. Vedle vlastniho teoretického pfinosu je tato
otazka dulezitd predevsim v souvislosti s analyzou stability nékterych diferencial-
nich a diferené¢nich rovnic. Hlavnim vysledkem ¢lanku je originalni dikazova metoda,
formulujici nutné a postacujici podminky pro to, aby vsechny kofeny daného poly-
nomu mély velikost mensi nez jedna. Tato metoda umoznuje odvodit dosud znamé
vysledky efektivnéji, nez je tomu v pripadé standardnich diikazovych postupi. Navic
je také aplikovatelna i na dosud nezkoumané typy polynomu.

1. VYMEZENI PROBLEMATIKY

Jednou z vyznamnych otazek tradi¢né diskutovanych v souvislosti s vySetfovanim
polynomu k-tého stupné s realnymi koeficienty

PO =N+ p M b At pe,  p €R, (1.1)

je problém lokalizace jeho kofenii. Pfesnéji vyjadieno, podstatou problému je for-
mulace podminek zarucujicich, ze v8ech k kofent polynomu P(\) lezi uvnitf pre-
dem vymezené c¢asti komplexni roviny. Timto problémem se zabyvala a dosud
zabyva fada vyznamnych matematiki, a to pfedevsim pro dva typy oblasti: levou
polorovinu v komplexni roviné (tedy mnozinu v8ech komplexnich ¢isel se zdpornou
redlnou ¢asti) a jednotkovy kruh v komplexni roving (tedy mnozinu vSech kom-
plexnich ¢isel, jejichZ velikost je mensi nez jedna). Pfesnd znéni odpovidajicich
problémt jsou pak tato:

Problém 1: Formulujte nutné a postacujici podminky pro parametry polynomu
P(\) zarucujici, ze vSechny jeho kofeny maji zdpornou redlnou ¢ast.

Problém 2: Formulujte nutné a postacujici podminky pro parametry polynomu
P(\) zarucujici, ze vSechny jeho kofeny maji velikost mensi nez jedna.

Hlavnim divodem, pro¢ jsou vyznamné pravé tyto dvé oblasti, je jejich sou-
vislost s analyzou stability linearnich diferencidlnich a diferen¢nich rovnic vyssich
rada. V dalsi kapitole ukdzeme, Ze otazka optimalnich podminek asymptotické
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stability pro tyto typy rovnic je ekvivalentni vysSe formulovanym problémum, kde
polynom P(A) hraje roli odpovidajiciho charakteristického polynomu.

Odpovédi na oba uvedené problémy jsou znamé a spojené se jmény vyznacnych
matematiki. Pripomeneme je v jejich klasické podobé.

Véta 1.1 (Routh-Hurwitz). Oznacéme

P1 1 0 0 o --- 0
D3 D2 D1 1 o --- 0

d(n) = Ps Pa Ps po p - 0 |, n=12...k,
P2n—-1 P2n—2 P2n-3 P2n—4 " ° Pn

kde prvek p,, nahradime nulou pro m > k. Pak vSechny kofeny P(\) maji zdpornou
redlnou cdst pravé tehdy, kdyz

d(1) >0,d(2) >0,...,d(k)>0.
Véta 1.2 (Schur-Cohn). Oznacéme

An Bn _
D(n)—det(Bn An)’ n=12,...,k—1,
kde
1 0O --- 0 0o --. 0 P
i o . e B : e
: .0 0 : : :
Pn-1 -+ p1 1 Pk DPk—1 °°° Pk-ntl

Pak vsechny koteny P(X\) maji velikost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz
P(1) >0, (-=1)*P(-1) >0 (1.2)

a zdrovern

D(1)>0,D(2)>0,...,D(k—1)>0. (1.3)

Poznamka 1.3. V literatufe je znamo nékolik variant Schurova-Cohnova krité-
ria. Formulace Véty 1.2 vychdzi ze znéni uvedeného v monografii [11], s pfihléd-
nutim k nédhradé podminky D(k) > 0 nerovnostmi (1.2) (viz [7, str. 87]).

Mohlo by se tedy zdat, ze oba problémy jsou GspéSné vyresSeny, a nemé proto
smysl se jimi nadale zabyvat. To je vSak pravda pouze Castena. Obé kritéria
sice davaji odpovéd na otézku, zda vSechny kofeny daného polynomu P()\) nélezi
do vymezenych oblasti, ovSem pouze pro polynomy s pevné zvolenym stupném k
a s konkrétné specifikovanymi koeficienty p;. Pokud bychom chtéli ziskat expli-
citn{ a efektivni podminky na lokalizaci kofenti polynomu P()\) obecného stupné
k a ss obecnymi keoficienty p;, pak uvedend kritéria nejsou dostacujici. Co je tim
presné minéno, vysvétlime na nasledujicich piikladech. Omezime se v nich (jako
iv celém dalsim textu) pouze na Problém 2, tedy na otazku lokalizace vSech kofeni
P(A) uvnitt jednotkového kruhu.
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Priklad 1.4. Uvazujme kvadraticky polynom
PQ()\) :)\2+p1)\+p2. (14)

Z podminek (1.2) a (1.3) Schurova-Cohnova kritéria vyplyva, Ze oba kofeny Pa()\)
maji velikost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz plati

P(1)=1+4p; +p2 >0, (—=1)?P(=1) =1—p1 +p2 >0,
_ 1 p2 Y\ _, o
D(l)—det<p2 1 )—1 p5 > 0.

Mizeme tedy shrnout, Ze oba kofeny kvadratického polynomu P»(\) maji velikost
mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

p1] <1+p2<2. (1.5)
Priklad 1.5. Uvazujme déale kubicky polynom
Pg()\) = /\3 +p1)\2 +p2)\ + p3.

V tomto pfipadé Schurovo-Cohnovo kritérium implikuje tyto podminky:

P(1)=14pi+p2+p3s>0, (-1)*P(~=1)=1—p1+ps—p3 >0
a
1 ps3 2
D) = det —1-p2>0,
<> (, 5 )-1-#
1 0 0 P3
_ i 1 ps p2 | _ oy 22 2
D(2) = det 0 p3 1 0 _(1 p3) (p2 p1p3) >0.

p3 p2 p1 1

Dostavame tak nerovnosti

|p1 + ps| <14 p2, Ips| <1, lp2 — pips| < 1—pj3.

Tedy kubicky polynom Ps(\) mé vSechny tii kofeny o velikosti mensi nez jedna
pravé tehdy, kdyz

Ip1 +p3| <1+ pa2, lp2 — p1ps| < 1—p3. (1.6)

Jiz v téchto jednoduchych speciadlnich piipadech si lze povsSimnout, jak silny
aparat v sobé obsahuje zminéné kritérium. V obou pfipadech totiz existuji znama
vyjadfeni kofenti daného polynomu pomoci jeho koeficienti. Mohlo by se tedy zdat,
Ze jednodussi bude ziskat podminky (1.5) a (1.6) pfimo ze vztahii pro vyjadieni
kofentl. PFimym vypoctem se vSak lze presvédcit o tom, ze jiz v pripadé kvadratic-
kého polynomu vyzaduje odvozeni podminek (1.5) ze vzorce pro kofeny Ap o jisté
pocetni Gsili. V pripadé kubického polynomu je pak pocetni vyhodnost odvozeni
podminek (1.6) ze Schurova-Cohnova kritéria zcela markantni. Neni totiz t&zké si
domyslet, jaké tsili by vyzadovalo odvozeni téchto podminek primo z Cardanovych
vzorcu pro kofeny kubického polynomu.

Oba piipady ale soucasné ilustruji, Zze takto explicitné pojaty tvar podminek se
zaciné s rostoucim stupném daného polynomu komplikovat. Napt. pro polynom

Py(N) = M+ pi A3 + pod? + p3d + py
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lze vySe popsanym zptisobem ze Schurova-Cohnova kritéria odvodit, ze P4(\) mé
vSechny své kofeny o velikosti mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

Ipal <1,  |p1+p3| <1+4p2+ps

a

Ip2(1 = pa) + pa(1 — p3) + p1(p1pa — p3)| < papa(l — pa) + 1 — pi + ps(prpa — ps) -

Je tedy evidentni, ze Schurovo-Cohnovo kritérium nemuze dat pro polynom
P(X) s obecnym stupném k podobné explicitni podminky jako pro Py(A) ¢éi Ps(A).
Bylo tedy tfeba hledat jiné metody, jak zformulovat potfebné podminky, a to
zejména v souvislosti s jistymi speciadlnimi polynomy obecného k-tého stupné, které
se zacCaly v literatuie objevovat v souvislosti s nékterymi diskrétnimi problémy.
Mezi nejjednodussi polynomy tohoto typu patii

Q) =X = "14q,  geR, (L.7)
ktery se poprvé objevil v ¢lanku [10] jako charakteristicky polynom pro specidlni
linearni diferenc¢ni rovnici modelujici jisty popula¢ni problém. V tomto ¢lanku byla
soucasné zformulovana jednoducha nutna a postacujici podminka pro to, aby vsech
k koreni tohoto polynomu meélo velikost mensi nez jedna.

Véta 1.6 (Levin-May). Vsechny koteny polynomu Q(N\) magji velikost mensi
nez jedna pravé tehdy, kdyz plati
(k—Dm
2k—1 °
Poznamka 1.7. Podminka (1.8) je zcela explicitni a vyplyva z ni pfim4 zéavislost
koeficientu ¢ na stupni k& daného polynomu. Tuto zavislost je pfitom mozné chapat
i v opa¢ném smyslu, nebot ekvivalentni vyjadfeni podminky (1.8) je

0 < ¢ < 2cos (1.8)

arccos(—q/2)
2arcsin(q/2)

Hlavnim cilem tohoto ¢lanku je podat jednoduchy dikaz této véty, ktery by
umoznil i jeji rozsifeni na obecnéjsi typy polynomt. Nami dale navrzend dika-
zova metoda vyuziva, kromé elementarnich znalosti linearni algebry, také zaklady
teorie diferencnich rovnic. Proto jsou v kapitole druhé uvedeny nékteré zakladni
poznatky o téchto rovnicich, se zaméfenim na ty partie, které budeme v dikazu
Véty 1.6 potifebovat. Soucasné nam pripomenuti nékterych zakladi teorie linear-
nich diferen¢nich rovnic umozni alespon naznacit motivaci formulace Problému 2
a specialné i Véty 1.6. Kapitola tieti je vénovana navrzenému alternativnimu da-
kazu Véty 1.6, zejména popisu jeho principu a souvisejicim vypoc¢tim. V kapitole
¢tvrté budou uvedeny a komentovany nékteré vysledky pro obecnéjsi typy poly-
nomt, a to jak vysledky znamé, tak i vysledky origindlni, vyplyvajici z prezento-
vané diukazové metody.

0<qg<2, k<

2. NEKOLIK POZNAMEK O DIFERENCNICH ROVNICICH

Hlavni motivaci, pro¢ se zabyvat Problémem 2, je jeho tizka souvislost s kvalita-
tivni analyzou linearni diferen¢ni rovnice k-tého fadu

y(n+k)+pry(n+k—1)+ - -+pr_1y(n+1)+pry(n) =0, n=0,1,..., (2.1)
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kde p1,...,pg jsou realné konstanty, pficemz py # 0. Pfipomernme proto nejprve
nékteré zakladni pojmy a vlastnosti souvisejici s touto rovnici.
Resenim rovnice (2.1) rozumime kazdou posloupnost {y(n)},n = 0,1,..., ktera

této rovnici po dosazeni vyhovuje. K jednoznac¢né identifikaci jednotlivych feSeni je
tfeba pfedepsat k pocatecénich hodnot y(0),y(1),...,y(k—1). VSechny nasledujici
hodnoty y(k),y(k + 1),... pak obdrzime z rovnice (2.1) postupnym dosazenim
n = 0,1,.... Snadno nahlédneme, Ze mnozina vSech FeSeni rovnice (2.1) tvofi
vektorovy prostor dimenze k. Proto k popisu vSech feseni této rovnice stac¢i nalézt
bézi tohoto prostoru, tedy k linearné nezavislych reseni.

Zptsob, jak tato feSeni urcit, je inspirovan tivahami provadénymi pfi reSeni
odpovidajicich rovnic diferencidlnich. Hledejme proto feseni rovnice (2.1) ve tvaru
y(n) = A", kde A je (obecné komplexni) ¢islo, které je t¥eba urcit. Dosazenim do
(2.1) dostédvame charakteristickou rovnici

M p AT b e =0,
jejiz leva strana je pravé charakteristicky polynom P(\) - viz (1.1). Konstrukei
potiebnych k linearné nezdvislych feSeni pomoci kofentt P(\) naznacime pro k = 2.
V tomto pfipadé ma prislusna diferenc¢ni rovnice

y(n+2)+pry(n+ 1)+ pay(n) =0, n=01,... (2.2)
charakteristicky polynom (1.4) s dvojici kofenit Ai, As. Jsou-li tyto kofeny re-
alné a rtzné, pak bazi prostoru FeSeni rovnice (2.2) tvoii funkce yi(n) = A}
a ya(n) = AJ. M&-1i polynom (1.4) dvojndsobny reilny kofen A, pak odpovidajici
béze prostoru FeSeni rovnice (2.2) je tvofena funkcemi y1(n) = A" a ya(n) = nA\"™.
Pripad, kdy A1, A2 je dvojice komplexné sdruzenych kofenu « + i3, vyzaduje jisté
dodate¢né pocetni obraty, jejichz cilem je pfevést neredlnd feseni (a & i)™ na
dvojici realnych feseni. Komplexné sdruzené kofeny je zapotfebi nejprve vyjadrit
v goniometrickém tvaru

A1,2 = r(cos(w) £isin(w)),
kde r = \/a? + 32 je velikost daného komplexniho ¢isla a 0 < w < 7 vyhovuje
vztahlim
cos(w) = afr, sin(w)=F/r.
Bazi prostoru reseni ur¢ime v principu analogicky jako v pfedchéazejicich piipadech.
Uzitim Moivreovy véty dostavame bazova reseni
71(n) = r"(cos(wn) + isin(wn)), Fa(n) = r"(cos(wn) — isin(wn)) .

Vhodnou linearni kombinaci téchto neredlnych feseni pak zajistime, ze baze pro-
storu feSeni rovnice (2.2) je tvofena redlnymi funkcemi

y1(n) =r"cos(wn), ya2(n)=r"sin(wn). (2.3)
Jako ilustraci vyse uvedeného postupu zminime nésledujici klasicky problém.

Priklad 2.1. Jednou z nejzndméjsich tloh souvisejicich s diferenéni rovnici
typu (2.2) je nepochybné konstrukce tzv. Fibonacciho posloupnosti

0,1,1,2,3,5,8,13,... .
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Vétsina ¢tendii jisté zna princip této posloupnosti (kazdy ¢len, druhym pocinaje,
je souétem dvou pfedchézejicich), stejné jako jeji klasickou motivaci (modelovani
populace kraliki za jistych specifickych podminek). Oznacime-li F(n) jako n-ty
¢len této posloupnosti, pak vzniké otdzka, zda lze nalézt néjaké explicitni (pFimé)
vyjadieni pro F(n) s obecnym n. Ke kladnému zodpovézeni této otazky si staci
uvédomit, ze musi byt splnén rekurentni vztah

Fn+2)=F(n+1)+ F(n), n=0,1,..., (2.4)
pficemz nulty a prvni ¢len této posloupnosti je predepsan jako
F(0)=0, F(1)=1. (2.5)
Jedna se tedy o diferen¢ni rovnici typu (2.2), jejiz charakteristicka rovnice
M-A-1=0
ma dvojici redlnych rtznych kofent

14+5 1-5
5 AQ = .

2 2

Linearni kombinaci pfislusnych bazovych feseni y1(n) = A7, ya(n) = A} pak do-

stavame obecné FeSeni rovnice (2.4) ve tvaru

F(n)=01<1+\/5> +02<1_\/5> ., n=0,1,.... (2.6)

A =

2 2

Pocéteéni podminky (2.5) dosazené do (2.6) specifikuji obecné konstanty Ci,Cs
jako C} = 1/4/5 = —Cy, ¢imz dostavame feseni problému (2.4),(2.5), neboli expli-
citni vyjadreni n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti ve tvaru

F(n)=—

1+v5) [(1-vB\" o1
NG 5 - 5 , n=0,1,....

O této fascinujici posloupnosti by se dalo uvést mnoho dalsich zajimavosti, my
se vSak vratime k ptivodnimu sméru tvah. Pfedev§im poznamenejme, Ze rozsiteni
vyse uvedené konstrukce bazovych feseni na piipad obecného k je pfimym zobec-
nénim postupu popsaného pro k = 2 (a lze ho nalézt napf. v [6]). Specidlné pak
odtud vyplyva nasledujici tvaha.

Jednou z nejdilezitéjsich vlastnosti diferen¢nich (a obecné dynamickych) rovnic
je jejich asymptoticka stabilita. Zhruba vyjadieno, tato vlastnost popisuje schop-
nost dané rovnice eliminovat pfipadné poruchy vstupnich dat. Pfesnou definici
asymptotické stability v obecném (nelinedrnim) piipadé uvadét nebudeme (jeji
znéni opét viz [6]). Pro piipad linearni diferenc¢ni rovnice (2.1) lze tuto vlastnost
popsat takto:

1

Definice 2.2. Diferené¢ni rovnici (2.1) nazveme asymptoticky stabilni, jestlize
kazdé jeji feseni y(n) konverguje k nule pfi n rostoucim nade vSechny meze.

Jestlize si znovu promyslime princip konstrukce béaze prostoru feSeni rovnice
(2.1), pak snadno dospéjeme k tomuto zévéru:
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Véta 2.3. Linedrni diferenéni rovnice (2.1) je asymptoticky stabilni prdvé
tehdy, kdyz viechny koteny jejiho charakteristického polynomu P(X\) maji velikost
mensi nez jedna.

Tuto vétu lze povazovat za diskrétni analogii znamého kritéria asymptotické
stability pro linearni diferencidlni rovnici

2B @) + pra® V@) + -+ pr_12/(t) + pra(t) =0, t>0 (2.7)

s redlnymi koeficienty p1, ..., pr, které pripomeneme v nasledujicim znéni.

Véta 2.4. Rownice (2.7) je asymptoticky stabilni (tedy kazZdé jeji vesend x(t)
konveguje k nule pii t rostoucim nade vSechny meze) prdvé tehdy, kdyz vsechny
koteny jejtho charakteristického polynomu P(\) maji zdpornou redlnou édst.

Jak jiz bylo zminéno dfive, pfedchazejici dvé tvrzeni jsou hlavnim divodem,
pro¢ bylo usili fady matematikii vénovano pravé feSeni Problému 1 a 2.

Z piikladu diferen¢ni rovnice (2.4) a z vyjadfeni jejiho obecného feseni (2.6) je
nazorné vidét, pro¢ tato rovnice nemuze byt asymptoticky stabilni. Zatimco kofen
Ao prislusného charakteristického polynomu mé velikost mensi nez jedna, kofen Ay
tuto vlastnost nemd. Pak ve vyjadfeni (2.6) tedy dominuje pravé vyraz A7, ktery
zpusobuje neohranicenost feseni.

Tento zavér je samoziejmé zcela prirozeny jiz vzhledem k charakteru Fibo-
nacciho dlohy. Specialné z hlediska modelovani populace kralikii zde totiz chybi
jakykoliv regulujici prvek (pfirozeni nepiatelé, nedostatek potravy, ¢i samotnd pfi-
rozend tmrtnost). U slozit&j$ich modelf, kde se s témito faktory pocita, nabyva
otazka asymptotické stability velkého vyznamu. A to i v pfipadé nelinedrnich dis-
krétnich modelt, kde se rizné typy rovnovaznych stava klasifikuji pravé pomoci
asymptotické stability prislusnych linearizovanych modeli. To byla také motivace
¢lanku [10] pfi vySetfovani asymptotické stability linedrni diferenéni rovnice

yin+k)—yn+k—1)+qyn) =0, n=20,1,..., (2.8)
ziskané linearizaci rovnice
yin+k)—yn+k—1)+ f(y(n)) =0, n=0,1,..., (2.9)

ktera modeluje, pfi vhodné volbé funkce f, jisty popula¢ni problém. Z Véty 2.3
pak vyplyva, ze v ekvivalentnim vyjadfeni staci posoudit podminky zarucujici, ze
charakteristicky polynom @()) pro rovnici (2.8) mé vSechny své kofeny o velikosti
mensi nez jedna. Formulace této podminky, tedy vztah (1.8), byl hlavni vysledek
zminéného c¢lanku. V nésledujici kapitole podame jeho novy dikaz.

3. DUKAZ LEVINOVY-MAYOVY VETY

Standardni dtkaz Levinovy-Mayovy véty je zalozen na analytické diskusi kofeni
polynomu Q(\) v zévislosti na ménicim se koeficientu ¢q. Kromé originalniho ¢lanku
[10] 1ze nalézt didakticky zdaFilou formu tohoto ditkazu také v monografii [6, str.
491-497], kde tvoii obsah Apendixu E.

Alternativni dikaz, ktery predlozime v dalsi ¢asti textu, jde proti pfevazujicimu
nazoru o nevhodnosti Schurova-Cohnova kritéria pfi lokalizaci kofenti polynomu
P(X) obecného stupné k. Podle tohoto nazoru zminéné kritérium neni vhodné pro
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formulaci explicitnich podminek typu (1.8), a to ani v p¥{padé formélné jedno-
duchych polynomii obecného stupné k (jako je napf. polynom Q(\)). V dalsim
ukazeme opak, tedy Ze Schurova-Cohnova kritéra nejen vyuzit lze, ale navic se tim
cely dukazovy proces vyrazné zjednodusi.

Hlavni myslenka nasi metody mé zakladni obrysy, mozna ponékud prekvapive,
spole¢né se zptisobem, jakym byla vyfeSena Fibonacciho tiloha. Pfipomenme, Ze
klicem k nalezeni pozadovaného explicitniho vyjadieni hodnoty F'(n) pro obecné n
bylo sestaveni rekurentniho vztahu (2.4), doplnéného o podminky (2.5). Rekurence
(2.4) je ptitom linearni diferenéni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty,
jejiz explicitni feseni bylo v kapitole druhé popséano. V piipadé Schurova-Cohnova
kritéria tedy snadno nahlédneme, ze pokud bychom znali explicitni vyjadieni de-
terminant@ D(n) pro obecné n, pak posouzeni podminky (1.3) tohoto kritéria by
mohlo byt snadné (ovéfeni podminek (1.2) je pfitom evidentné trividlni). Polozme
si proto tuto otazku: Je mozné nalézt rekurenci pro D(n), ktera by, pfi doplnéni
prislusnych pocéatecénich podminek, explicitni vyjadfeni tvaru D(n) umoznila?

Uvédomime-li si po¢etni vyznam jednotlivych symbolia D(n), D(n+1),..., pak
nalezeni potfebné rekurence znamené nalezeni vhodné relace mezi jednotlivymi
determinanty.

Aplikujme tedy nejprve Schurovo-Cohnovo kritérium na polynom (1.7). Pak
pomocné matice A,, B, dostavame ve tvaru

1 O -+ - 0 0 -+ ... 0
-1 1 - : : ()
Ani 0 ) Bni
: . . 1 0 0 :
o --- 0 -1 1 g 0 - -0

Prvnim cilem pfi dikazu Levinovy-Mayovy véty bude proto nalezeni vhodnych
rekurentnich vztahd pro odpovidajici determinanty D(n). Za timto G¢elem nyni
provedeme néasledujici sloupcové tpravy v determinantu D(n + 2):

Prvni sloupec prislusné matice vynasobime vyrazem —q a pficteme k posled-
nimu sloupci. Poté predposledni sloupec vynasobime ¢islem —1 a opét pficteme
k poslednimu sloupci. Odtud obdrzime vyjadieni

1 0 - .0 0
-1
0 | Ant1 || Bnsa
D(n+2) =det :
: Buny1 || Anta 0
0 -1
g 0 -« 0—-1 2—¢>

Nyni vyuzitim Laplaceova rozvoje podle posledniho sloupce obdrzime relaci

D(n+2)=(2—-¢*)D(n+1)—D(n).
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Hledané determinanty tedy lze vyjadrit jako feSeni linearni diferencni rovnice

D(n+2)—(2—-¢*)D(n+1)+ D(n) =0, n=0,1,....,k—3, (3.1)
doplnéné o pocatecni podminky ve tvaru
D(0) =1, D(1)=1-¢*. (3.2)

Vztahy (3.1), (3.2) tedy predstavuji analogii vztahti (2.4), (2.5) z Fibonacciho
ulohy. Dalsim krokem je proto vyfeSeni problému (3.1), (3.2). Proces jeho feSeni
budeme provadét za pfedpokladu 0 < ¢ < 2. Podminky (1.2), (1.3) totiz specidlné
implikuji nerovnosti 0 < ¢ < 2 pro k liché a 0 < g < 1 pro k sudé.

Protoze feSeni problému (3.1), (3.2) pfedstavuje explicitni vyjadieni determi-
nant® D(n) z Schurova-Cohnova kritéria, uvedeme ho v samostatném tvrzeni.

Lemma 3.1. Nechf 0 < ¢ < 2. Potom

D(n) = cos(wn) — sin(wn), n=0,1,...,k—1, (3.3)

_a
(4— )2
kde

W = arccos

(3.4)

Dtikaz: Rekurence (3.1) je linedrni diferenéni rovnici druhého fadu. Odpovidajici
charakteristickd rovnice

p=2=¢)u+1=0

ma kofeny
Hi2 = 2 —2q2 + iq(4 —2q2)1/2 = cos(w) £ isin(w),
kde w je ddno vztahem (3.4). Obecné Feseni rovnice (3.1) je tedy podle (2.3) tvaru
D(n) = C; cos(wn) + Cay sin(wn) . (3.5)

Obecné konstanty Cy, Cy uré¢ime dosazenim pocéate¢nich podminek (3.2) do vztahu
(3.5). Odtud dostavame soustavu
1 = €1,
1-¢* = Ccos(w)+ Cysin(w),

jejimz vyfeSenim a dosazenim do (3.5) obdrzime vyjadieni (3.3). O

Nyni se vratime zpét k diskusi podminky (1.3). Po dosazeni (3.3) tato podminka
nabyva tvar

cos(wn) — sin(wn) >0, n=0,1,...,k—1. (3.6)

7
=
Vztah (3.6) plati pravé tehdy, kdyz

cos(w(k — 1)) — sin(w(k —1)) >0, 0<(k—1w< g :

7
=
tedy

q

W(k — 1) < arCCOtgm .
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Odtud s vyuzitim vztaha

2—q¢* q q
= 7 — 2arccos 3 arccotg

q
m — arccos 5

dostavame podminku (1.8). Tim je Levinova-Mayova véta dokdzana.

W = arccos

4. ZAVERECNE KOMENTARE

Dtikazova metoda uvedend v predchéazejici kapitole lze vyuzit i v Sirsich souvis-
lostech. Jedno z moznych rozsifeni vychazi ze skutecnosti, ze Schurovo-Cohnovo
kritérium 1ze obecnéji formulovat i pro problém, kdy hledame podminky zaru-
Cujici, aby polynom P(A) mél pravé m kofend (kde 0 < m < k) lezicich uvnit¥
jednotkového kruhu v komplexni roviné, a zbyvajicich £k — m kotfenu lezicich vné
tohoto kruhu. Tato varianta Schurova-Cohnova kritéria se vyuzila v ¢lanku [2], je-
hoz cilem bylo popsat potfebné explicitni podminky na parametry k a ¢ polynomu
Q(N), a podat tedy tplnou charakterizaci véech mozngch rozloZeni jeho k kofent
vzhledem k jednotkovému kruhu v komplexni roviné. Levinovo-Mayovo kritérium
pak odtud vyplyva jako specialni pripad pfislusného tvrzeni.

Vyznamnéjsi a zajimavéjsi zobecnéni tato dikazova metoda pfinasi v pripadé,
uvazujeme-li obecnéjsi polynomy k-tého stupné, nez je Q(A). Jestlize nahradime
ve vyjadieni Q(\) koeficient minus jedna obecnym parametrem p, pak dostavame
polynom

Q) = A 4 pAFl 4 g, p,q € R.

Za pFislusné zobecnéni Levinovy-Mayovy podminky (1.8) pro tento polynom je

obvykle povazovano nésledujici tvrzeni, poprvé publikované v ¢lanku [9].

Véta 4.1. Necht p # 0 a q jsou redlnd ¢isla a k > 2. Pak viechny koveny @()\)
magi velikost mensi neZ jedna pravé tehdy, kdyz |p| < k/(k—1) a

Ip| —1 < ¢ < (p> +1—2|p| cos ¢)*/? pro k sud4,
p+q <1 a g < (@*+1—2|p|cosep)'/? pro k lich4,
kde ¢ € (0,7/k) je kofen rovnice sin[(k — 1)z]/sin(kz) = 1/|p|.

Z uvedeného vyjadreni je patrné, ze toto kritérium sice dava systém nutnjych
a postacujicich podminek pro pozadovanou vlastnost kofenti polynomu @()\)7 avsak
tento systém podminek neni zcela explicitni. Zejména si povSimnéme, Ze vyzaduje
FeSeni jisté nelinearni rovnice, coz pfedstavuje prekazku pro jeho efektivni vyuziti.

Formalné velmi podobny systém podminek byl odvozen v ¢lanku [5] i pro piipad
polynomu A* + pX + ¢. P¥imjm zobecnénim obou téchto typt je pak polynom

QM) =X +p\tq, pqgeR, kleZt, k>¢,

pro ktery byly pozadované podminky, lokalizujici vSechny koreny @()\) uvnitt jed-
notkového kruhu, formulovany v ¢ldnku [4]. Zde uvedeny systém podminek pro
danou lokalizaci kofenti je zobecnénim Véty 4.1 a je jiz pomérné komplikovany
(Ize ho nalézt rovnéz v monografii [6, str. 250-251]). Alternativni, nikoliv vSak
explicitni systémy podminek byly pozdéji odvozeny v ¢lancich [3] a [8].

Velka prednost metody popsané v predchézejici kapitole spoc¢iva v tom, ze jeji
aplikaci (v kombinaci s dalsimi dtikazovymi technikami) je mozné ziskat podminky
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explicitni, a to pro vSechny vyse zminéné polynomy. P¥islusné tvrzeni zformulujeme
bez diikazu pro pripad nejobecnéjsiho z nich, tedy polynomu CA)()\) Ten je zajimavy
predevsim tim, Ze jde o obecny t¥iclenny polynom (pokud u koeficientu ¢ vystupuje
¢len A\, m € Z*, m < £, pak jeho vytknutim pievedeme trivialné tento ptipad
na tvar @(A)) Zdtraznéme také jests, Ze nésledujici tvrzeni dosud nebylo jinde
publikovéno.

Véta 4.2. Necht p,q jsou redlnd cisla a necht k,£ jsou nesoudélnd pfirozend
c¢isla s vlastnosti k — £ > 2.
(i) Necht (—p)*(—q)*=¢ > 0. Pak viechny koieny Q(\) maji velikost mensi nez
jedna pravé tehdy, kdyz
lpl+ gl < 1.

(ii) Necht (—p)*(—q)*~* < 0. Pak vsechny kofeny Q(\) maji velikost mensi nez
jedna prave tehdy, kdyz

Pl +lql <1,
nebo
1 2 _ 2 1— 2 2
PP+ <1< |pl+lql, farccosu+(k—€)arccos#<w.
2|p| 2|pq|

Poznamka 4.3. 7 Véty 4.2 vyplyva nékolik zajimavych skutecnosti. Pfedevsim
si v§imnéme, ze typ podminek zavisi na znaménku koeficientt p, ¢ a parité mocnin
k,{. Bez ohledu na tyto hodnoty, vSechny kofeny polynomu @()\) maji velikost
mensi nez jedna, jestlize jeho koeficienty p, ¢ leZi uvnitt ¢tverce [p| + |q| < 1 (pfi-
tom na hodnoty mocnin k,¢ neni kladeno 74dné dalsi omezeni). V piipadé (i)
je tato podminka soucasné i podminkou nutnou. Pfedpokladame-li vSak platnost
(ii), vySetfovana kofenové vlastnost plati nejen na hranici, ale dokonce i vné to-
hoto ¢tverce; v kazdém piipadé vSak p, ¢ musi lezet uvnitt kruhu, ktery je tomuto
¢tverci opsan. V tomto piipadé soucasné nastupuje také omezeni na mocniny k, ¢
obsazené v @(A) I toto omezeni m4 zajimavou interpretaci, jestlize si uvédomime
rozsah funkénich hodnot pfislusnych cyklometrickych funkci obsazenych v tomto
omezeni.

Pripad k£ — ¢ = 1 nebudeme bliZze komentovat, od vyse diskutovaného se lisi
pouze v nékolika detailech.

Je tfeba zdtraznit, ze aplikace vyse popsané diikazové metody se stava vyrazné
pocetné narocnéjsi, nez byla pfi odvozeni Levinovy-Mayovy véty, a to jiz i ve
zminénych specidlnich pfipadech polynomu @()\) Ackoliv hlavni myS$lenka této
metody zlstavé stejnd, jeji pfipadné rozsifeni na dalsi typy polynomi (specidlni
CtyFélenny polynom byl diskutovén v ¢lanku [1]) bude nepochybné vyzadovat dalsi
inspirujici ndpady. Hlavnim problémem se pfitom ukazuje byt sestaveni potfebné
rekurence mezi determinanty D(n) z Schurova-Cohnova kritéria, tedy nalezeni
roz§irené analogie vztahi (3.1), (3.2). Tento problém se tyka napfiklad polynomu
Mo — M1 4 pAL 4 g, ktery tvarové zobeciiuje Q(A) i Q(\). Formulace explicitnich
nutnych a postacujicich podminek, které by zarucily, ze vSechny kofeny tohoto
polynomu maji velikost mensi nez jedna, je znamy otevieny problém. K odpovédi
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na tento problém by mohla napomoci i metoda, kterd byla popsana v tfeti kapitole
tohoto ¢lanku.

Pozndmka 4.4. Pokud bychom pro polynom @(A) fesili Problém 1, tedy otazku
podminek zarucujicich, ze vSechny jeho kofeny maji zapornou realnou c¢ast, pak
na rozdil od vysSe komentovaného Problému 2 je tato otazka v pripadé @()\) témeér
trividlni. Pfimo z Routhova-Hurwitzova kritéria totiz jednoduse plynou podminky
k=2,/¢=1,p,q>0.

Na zavér poznamenejme, ze uvedené vysledky byly dosazeny v rdmci vyzkumu,
ktery na Ustavu matematiky FSI VUT probih4 nékolik poslednich let. Kromé au-
tord tohoto prispévku se na nékterych dosazenych vysledcich podilel také Petr
Tomések, ktery je, podobné jako jeden z autort tohoto textu, absolventem stu-
dijniho oboru Matematické inzenyrstvi na FSI VUT. Lze tedy fici, Ze s vyraznym
pfispénim absolventil tohoto oboru, jejich napadt a postiehtl, se podafilo objevit
nové vysledky v oblasti, ktera je povazovana za klasickou a jejiz vyzkum je spojen
s fadou vyznamnych matematikt minulosti a soucasnosti.

Pripadné poznamky, naméty ¢i dotazy k vyse uvedené problematice jsou vitany
a je mozné se s nimi obratit na kteréhokoliv z autort tohoto textu.
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