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ÚVOD

Každý fyzikálnı́ děj či proces musı́ být v technice nějakým způsobem matematicky po-
psán. Diferenčnı́ rovnice obvykle popisujı́ vývoj určitého jevu v průběhu času. Tento
jev nazveme signálem. Zpracovánı́ signálů je součástı́ různých úloh nejen z oborů
technických a přı́rodnı́ch věd, ale použı́vá se i v lékařstvı́, ekonomice a statistice.
V dnešnı́ době nabývá na významu zpracovánı́ signálů v diskrétnı́ podobě, tedy po-
sloupnostı́, nebot’ většina aplikacı́ užı́vá technologiı́ zpracovánı́ signálů s diskrétnı́m
časem i pro zpracovánı́ signálů s časem spojitým. V některých aplikacı́ch plyne dis-
krétnı́ charakter signálu z přı́slušné fyzikálnı́ či matematické formulace úlohy, v jiných
je důsledkem diskretizace spojitého signálu. Činnost a vlastnosti diskrétnı́ch soustav,
které zpracovávajı́ diskrétnı́ signály, jsou často vyjádřeny a popsány diferenčnı́mi rov-
nicemi. Tyto rovnice řešı́me metodami diferenčnı́ho počtu nebo pomocı́ funkcionálnı́ch
transformacı́ posloupnostı́.

Jednou z cest je tvorba od základu nových algoritmů. Dalšı́ možnostı́ je užitı́ vazby
s již známými matematickými postupy. Diferenčnı́ rovnice často představujı́ analogii
diferenciálnı́ch rovnic, které se použı́vajı́ k popisu činnosti spojitých systémů (o mož-
nosti přechodu diferenčnı́ch rovnic v rovnice diferenciálnı́ je napsáno napřı́klad v [3]).
Teorie diferenciálnı́ch rovnic je velmi dobře propracována, a proto je zřejmé, že nové
přı́stupy v oblasti řešenı́ diferenčnı́ch rovnic hledajı́ inspiraci také v již vytvořených
postupech a algoritmech u diferenciálnı́ch rovnic. Výše zmı́něná analogie obou oblastı́
(diferenciálnı́ch a diferenčnı́ch rovnic) se může objevit jen do určité mı́ry nebo může
být úplná, což bylo také jednou z hlavnı́ch motivacı́ této práce.

Diferenčnı́ rovnice mohou být různého řádu, který se stanovı́ jako maximálnı́ rozdı́l
v posunutı́ argumentu. Každá rovnice vyššı́ho řádu (jde o řád dva a vı́ce) se dá převést
na systém rovnic prvnı́ho řádu. Toto je velmi důležitá vlastnost diferenčnı́ch rovnic,
s jejı́ž pomocı́ lze kteroukoliv diferenčnı́ rovnici druhého a vyššı́ho řádu řešit pomocı́
algoritmu pro řešenı́ soustavy diferenčnı́ch rovnic.

Disertačnı́ práce se věnuje předevšı́m řešenı́ lineárnı́ch diferenčnı́ch rovnic, se kte-
rými lze matematicky pracovat, protože jejich teorie je nejlépe propracovaná.

Tato práce zmiňuje a opı́rá se o výsledky a teorii některých známých matematických
osobnostı́. Eduard Weyr působil v oboru matematiky ve druhé polovině devatenác-
tého stoletı́ a zabýval se teoriı́ prvořadých útvarů, křivek druhého stupně, ploch a také
diferenciálnı́m počtem. V teorii diferenciálnı́ch rovnic byla Eduardem Weyrem vyvi-
nuta metoda řešenı́ soustavy diferenciálnı́ch rovnic pomocı́ vlastnı́ch vektorů. Otakar
Borůvka se stal známou osobnostı́ matematického světa během dvacátého stoletı́.
Do historie matematiky se zapsal popisem algoritmu nalezenı́ minimálnı́ kostry grafu.
Dále se zabýval studiem algebry a po druhé světové válce i diferenciálnı́mi rovnicemi.
Podle [1], kde je Weyrova metoda detailně vysvětlena, lze uvedený postup použı́t
obdobně i pro řešenı́ soustavy diferenčnı́ch rovnic, což bylo jednou z motivacı́ této
práce.
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1 DOSAVADNÍ VÝVOJ A STAV PROBLEMATIKY

V této kapitole bude popsán princip řešenı́ diferenčnı́ch rovnic pomocı́ transformaceZ
a diskrétnı́ obdoby Putzerova algoritmu. Ve třetı́ části bude pak naznačen postup Wey-
rovy metody pomocı́ vlastnı́ch vektorů, která se sice použı́vá v oblasti diferenciálnı́ch
rovnic, ale jejı́ popis je pro dalšı́ postup důležitý.

1.1 Transformace Z

Transformace Z je často použı́vaná metoda při řešenı́ diferenčnı́ch rovnic vyššı́ch
řádů v inženýrské praxi. Tato metoda spočı́vá v nalezenı́ obrazu diferenčnı́ rovnice
v transformované oblasti, čı́mž převedeme členy se zpožděnými argumenty na členy
se stejným argumentem a zı́skáme algebraickou rovnici. Vyjádřenı́m neznámé ob-
držı́me obraz řešenı́ a originálnı́ tvar řešenı́ zı́skáme pomocı́ zpětné transformace Z .
Výhodou této metody je ten fakt, že původnı́ diferenčnı́ rovnici převedeme do snadno
řešitelné podoby. Nevýhodou mohou být přı́liš složité výrazy obrazu zı́skaného řešenı́,
jejichž zpětná transformace je přı́padně velmi komplikovaná. Srozumitelný matema-
tický popis této metody lze najı́t napřı́klad v [7] nebo [9].

TransformaceZ posloupnosti x(n), která je identicky nulová pro záporná celá čı́sla
(tedy x(n) = 0 pro n = −1,−2, . . .), je definována

X(z) = Z{x(n)} =
∞∑
i=0

x(i)z−i, (1)

kde z je komplexnı́ čı́slo. Zadaná posloupnost x(n) se nazývá předmětem transfor-
maceZ a komplexnı́ funkceX(z) obrazem transformaceZ . V definici se předpokládá
konvergence uvedené řady pro |z| > R > 0, kde R je dostatečně velké čı́slo.

Inverznı́ transformaci Z značı́me

Z−1{X(z)} = x(n)

a lze ji provést vı́ce způsoby. Prvnı́ možnostı́ je jednoduše rozvinout obraz X(z)
do nekonečné mocninné řady s kvocientem z−1 v jejı́m oboru konvergence:

X(z) =
∞∑
i=0

aiz
−i

pro |z| > R. Potom ze srovnánı́ s rovnicı́ (1) vyplývá, že

x(n) = an,

kde n = 0, 1, 2, . . .. Pokud je obraz X(z) dán ve tvaru racionálnı́ lomené funkce

X(z) =
g(z)

h(z)
,
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kde g(z) ah(z) jsou polynomy s proměnnou z, potom jednoduchým dělenı́m polynomů
obdržı́me rozvoj X(z) v mocninnou řadu s kvocientem z−1.

Dalšı́ variantou je metoda parciálnı́ch zlomků, která se použı́vá v přı́padě, že trans-
formacı́ Z obdržı́me obraz X(z) ve tvaru racionálnı́ lomené funkce proměnné z,
analytické v nekonečnu [7], ve tvaru

X(n) =
b0z

m + b1z
m−1 + · · ·+ bm−1z + bm

zn + a1zn−1 + · · ·+ an−1z + an
, m ≤ n. (2)

Kořeny polynomu v čitateli nazýváme nulovými body, kořeny polynomu ve jmenova-
teli póly. Pokud X(z) ve tvaru (2) rozložı́me do parciálnı́ch zlomků,

X(z) = X1(z) +X2(z) +X3(z) + . . . ,

pak podle [7] dı́ky linearitě inverznı́ transformace Z dostaneme

x(n) = Z−1{X1(z)}+ Z−1{X2(z)}+ Z−1{X3(z)}+ . . . .

Předměty dı́lčı́ch funkcı́ hledáme podle slovnı́ku transformace Z .
Třetı́m způsobem je použitı́ inverznı́ integrálnı́ metody. Vynásobı́me-li obě strany

rovnice (1) výrazem zn−1, obdržı́me

X(z)zn−1 =
∞∑
i=0

x(i)zn−i−1,

což je rozvoj výrazu X(z)zn−1 do Laurentovy řady kolem bodu z = 0. Potom lze
obraz X(z) transformovat zpět podle formule

x(n) =
1

2πj

∮
C
X(z)zn−1dz, (3)

kde C je jednoduchá, uzavřená, kladně orientovaná a po částech hladká křivka, která
obsahuje uvnitř oblasti, kterou ohraničuje, všechny singulárnı́ body integrandu. K vý-
počtu integrálů typu (3) lze použı́t residuovou větu

1

2πj

∮
C
X(z)zn−1dz =

∑
resX(z)zn−1.

Za předpokladu, že

X(z)zn−1 =
g(z)

h(z)
,

uvažujeme při výpočtu residuı́ dva přı́pady:

• pokud má polynom h(z) jednoduché kořeny, je residuum v pólu prvnı́ho řádu zi

res
g(z)

h(z)

∣∣∣∣
z=zi

= lim
z→zi

[
(z − zi)

g(z)

h(z)

]
,
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• v přı́padě vı́cenásobného kořene polynomu h(z) o násobnosti r, je residuum v pólu
zi řádu r

res
g(z)

h(z)

∣∣∣∣
z=zi

=
1

(r − 1)!
lim
z→zi

[
(z − zi)r

g(z)

h(z)

]
.

1.2 Diskrétnı́ analogie Putzerova algoritmu

Je na mı́stě připomenout, matice reálných čı́sel A = (aij) o rozměru k × k má reálné
nebo komplexnı́ vlastnı́ čı́slo λ takové, že Aξ = λξ pro některé nenulové ξ ∈ Ck, C
značı́ množinu komplexnı́ch čı́sel. Ekvivalentně lze tento vztah zapsat jako

(A− λI)ξ = 0. (4)

Rovnice (4) má nenulové řešenı́ x právě tehdy, když

det(A− λI) = 0

nebo
λk + a1λ

k−1 + a2λ
k−2 + · · ·+ ak−1λ

1 + ak = 0. (5)

Rovnice (5) se nazývá charakteristickou rovnicı́ matice A, jejı́ž kořeny λ se nazývajı́
vlastnı́mi čı́sly matice A. Pokud λ1, λ2, . . . , λk jsou vlastnı́ čı́sla matice A, pak lze
napsat rovnici (5) jako

p(λ) =
k∏
j=1

(λ− λj) = 0.

Věta 1 Každá matice vyhovuje své charakteristické rovnici, tedy

p(A) =
k∏
j=1

(A− λjI) = 0,

nebo
Ak + a1A

k−1 + a2A
k−2 + · · ·+ akI = 0.

Necht’ A je matice reálných čı́sel o rozměru k × k. Matice An lze reprezentovat
ve tvaru

An =
s∑
j=1

uj(n)M(j − 1), (6)

kde uj(n) jsou skalárnı́ funkce a

M(j) = (A− λjI)M(j − 1), M(0) = I (7)

nebo
M(j + 1) = (A− λj+1I)M(j), M(0) = I.
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Iteracemi lze ukázat, že

M(n) = (A− λnI)(A− λn−1I) · · · (A− λ1I)

anebo v kratšı́ formě

M(n) =
n∏
j=1

(A− λjI). (8)

Podle Cayley-Hamiltonova teorému je

M(k) =
k∏
j=1

(A− λjI) = 0.

A následně, M(n) = 0 pro všechna n ≥ k. Formuli (6) lze přepsat jako

An =
k∑
j=1

uj(n)M(j − 1). (9)

Pokud je dosazeno n = 0 do formule (9), lze obdržet

A0 = I = u1(0)I + u2(0)M(1) + · · ·+ uk(0)M(k − 1). (10)

Rovnice (10) je splněna, pokud

u1(0) = 1 and u2(0) = u3(0) = · · · = uk(0) = 0. (11)

Z formule (9) je

An+1 =
k∑
j=1

uj(n+ 1)M(j − 1) = AAn

= A

 k∑
j=1

uj(n)M(j − 1)


=

k∑
j=1

uj(n)AM(j − 1).

Substitucı́ AM(j − 1) z rovnice (7) lze dostat

k∑
j=1

uj(n+ 1)M(j − 1) =
k∑
j=1

uj(n) (M(j) + λjM(j − 1)) . (12)

Srovnánı́m koeficientů M(j), 1 ≤ j ≤ k, v rovnici (12), a uplatněnı́m podmı́nky (11),
lze dostat

u1(n+ 1) = λ1u1(n), u1(0) = 1,
uj(n+ 1) = λjuj(n) + uj−1(n), uj(0) = 0, j = 2, 3, . . . , k.

}
(13)
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Řešenı́ rovnic (13) jsou dána

u1(n) = λn1 , uj(n) =
n−1∑
i=0

λn−1−ij uj−1(i), j = 2, 3, . . . , k. (14)

Rovnice (8) a (14) dohromady tvořı́ algoritmus pro výpočet matice An, který se
nazývá Putzerův algoritmus. Existujı́ také jiné postupy na určenı́ matice An, které
jsou přı́kladně popsány napřı́klad v [8].

1.3 Princip Weyrovy maticové metody

Algoritmus vedoucı́ k nalezenı́ fundamentálnı́ho systému řešenı́ soustavy lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic je uveden napřı́klad v [16]. Nynı́ bude stručně uveden princip
Weyrovy teorie, jejı́ž popis je zmı́něn v [1] nebo [2], přı́padně v [5].

Necht’A je čtvercová matice komplexnı́ch čı́sel rozměru m, λ jedno z jejı́ch vlast-
nı́ch čı́sel a h hodnost matice A. Potom čı́slo

ν = m− h

nazýváme nulitou matice A. Předpokládejme vlastnı́ čı́slo λ s násobnostı́ k. Potom
vytvořené posloupnosti matic

(A− λI)0 = I, (A− λI)1 = A− λI, (A− λI)2, . . . , (A− λI)p,

odpovı́dá posloupnost hodnostı́

h0 > h1 > h2 > · · · > hp

a posloupnost nulit
0 = ν0 < ν1 < ν2 < · · · < νp = k,

kde p vyhovuje podmı́nce
hp = m− k.

Necht’
σ1 = ν1 − ν0, σ2 = ν2 − ν1, . . . , σp = νp − νp−1

jsou charakteristiky matice A odpovı́dajı́cı́ vlastnı́mu čı́slu λ, splňujı́cı́ nerovnosti
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σp. Lze ukázat, že existuje systém nenulových vektorů

vs1, . . . ,vsσp, s = 1, 2, . . . , p,
vsσp+1, . . . ,vsσp−1

, s = 1, 2, . . . , p− 1,
vsσp−1+1, . . . ,vsσp−2

, s = 1, 2, . . . , p− 2,
... ...
vsσ2+1, . . . ,vsσ1, s = 1

9



Tabulka 1: Systém vektorů odpovı́dajı́cı́ch přı́slušnému vlastnı́mu čı́slu λ.

v11 v12 . . . v1σp v1,σp+1 . . . v1,σp−1 . . . v1σ2 . . . v1σ1

v21 v22 . . . v2σp v2,σp+1 . . . v2,σp−1 . . . v2σ2
...

...
...

...
...

...
...

...
vp−1,1 vp−1,2 . . . vp−1,σp vp−1,σp+1 . . . vp−1,σp−1

vp1 vp2 . . . vpσp

přı́slušejı́cı́ vlastnı́mu čı́slu λ, který se skládá z σ1 + σ2 + . . . + σp = k lineárně
nezávislých vektorů. Tyto vektory jsou určeny charakteristikami matice A a jsou
rozmı́stěny v tabulce o p řádcı́ch a σ1 sloupcı́ch (viz tabulka 1).

Počet vektorů v každém řádku je určen přı́slušnou charakteristikou (σs, s = 1, 2, . . . , p),
tedy v j-tém řádku tabulky 1 je celkem σj vektorů. Každý sloupec tabulky 1 je řetěz-
cem zobecněných vlastnı́ch vektorů, odpovı́dajı́cı́m zobecněnému vlastnı́mu vektoru,
kterým sloupec končı́.

Nejprve se tedy určı́ poslednı́ (nenulový) vektor v každém sloupci podle vztahu

(A− λI)jvjs = 0, (15)

kde j = 1, 2, . . . , p a s ∈ {σj+1 +1, σj+1 +2, . . . , σj}. V přı́padě, že je voleno j = p,
položı́me σp+1 = 0. Pokud σj+1 > σj , vztah (15) nenı́ definován.

Následně se určı́ všechny předcházejı́cı́ vektory v každém sloupci. Pro každou
hodnotu dvojice indexů (j, s), j ∈ {2, 3, . . . , p} a s ∈ {σj+1 + 1, σj+1 + 2, . . . , σj}
se najdou řetězce netriviálnı́ch vektorů pomocı́ vztahů

vl−1,s = (A− λI)vls, (16)

kde l = j, j − 1, . . . , 2. Pokud j = p, pak σp+1 = 0.
Nynı́ necht’existuje soustava lineárnı́ch homogennı́ch diferenciálnı́ch rovnic v ma-

ticové podobě
y′(t) = Ay(t), (17)

kde A je matice koeficientů rozměru m × m a y(t) je vektor řešenı́, který tvořı́
m-rozměrný vektorový prostor. Bázı́ tohoto prostoru je fundamentálnı́ systém řešenı́,
který je tvořen množinou m řešenı́ y1(t), y2(t), . . ., yp(t). Obecné řešenı́ je potom
dáno lineárnı́ kombinacı́ fundamentálnı́ho systému řešenı́. Pokud je λ libovolné k-
násobné vlastnı́ čı́slo matice A a tabulka 1 obsahuje odpovı́dajı́cı́ systém vektorů, pak
vlastnı́mu čı́slu λ odpovı́dá k řešenı́ systému (17) ve tvaru

y1s(t) = v1se
λt,

y2s(t) = (v1st+ v2s)e
λt,

...

yjs(t) =

(
v1s

tj−1

(j − 1)!
+ v2s

tj−2

(j − 2)!
+ · · ·+ vj−1,st+ vjs

)
eλt,
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pro každou dvojici indexů (j, s), j ∈ {1, 2, . . . , p}, s ∈ {σσj}. Fundamentálnı́ systém
řešenı́ je sjednocenı́ všech množin lineárně nezávislých řešenı́ odpovı́dajı́cı́ch všem
kořenům charakteristické rovnice.

1.4 Známý postup řešenı́ pomocı́ Weyrovy teorie

Řešenı́ diskrétnı́ho systému s konstantnı́mi koeficienty pomocı́ Weyrovy teorie se již
zabýval Jiřı́ Čermák v polovině 20. stoletı́ v [4], kde fundamentálnı́ systém soustavy
(20) byl nalezen ve tvaru

yjs =

(
vjs + vj+1,s

n

1!
+ vj+2,s

n(n− 1)

2!
+ · · ·+

+vp,s
n(n− 1) . . . (n− (p− j − 1))

(p− j)!

)
λn (18)

pro j ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, s ∈ {1, 2, . . . , σp−j+1} a

yjs = vjsλ
n (19)

pro j = p, s ∈ {1, 2, . . . , σ1}. Formule použité k výpočtu systému vektorů v (18),
(19) jsou podle [4] následujı́cı́:

1

λ
(A− λI)vjs = 0

pro j = p a
1

λ
(A− λI)vjs = vj+1,s

pro j = 1, 2, . . . , p− 1. V obou přı́padech s = 1, 2, . . . , σp−j+1.

2 CÍLE DIZERTAČNÍ PRÁCE

Potřeba nového algoritmu pro řešenı́ soustavy diferenčnı́ch rovnic je hlavnı́ hnacı́
silou této dizertačnı́ práce. Analogie Weyrovy metody pro řešenı́ soustavy lineárnı́ch
diferenciálnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty může skrývat výhody v podobě
schopného algoritmu. Proto byly formulovány následujı́cı́ cı́le dizertačnı́ práce:

• Vytvořenı́ a popsánı́ analogie Weyrovy metody s použitı́m teorie řešenı́ systému
lineárnı́ch homogennı́ch diferenčnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty pomocı́
vlastnı́ch vektorů.

• Rozšı́řenı́ použitı́ algoritmu i k řešenı́ systému lineárnı́ch nehomogennı́ch difere-
nčnı́ch rovnic.

11



• Aplikace algoritmu v programovém prostředı́ Matlab s využitı́m nástroje pro práci
se symbolickou matematikou. Program Matlab se věnuje předevšı́m řešenı́ dife-
renciálnı́ch rovnic, a proto posı́lenı́ programového vybavenı́ účinným algoritmem
pro řešenı́ systému diferenčnı́ch rovnic bude přı́nosem. Budou navrženy některé
funkce pro výpočet řešenı́ diferenčnı́ch rovnic, které implementujı́ uvedený al-
goritmus. Protože s rostoucı́m řádem diferenčnı́ rovnice také vzrůstá obtı́žnost
implementace funkce pro řešenı́ této diferenčnı́ rovnice, budou navrženy funkce
pro řešenı́ lineárnı́ch homogennı́ch diferenčnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty
druhého a třetı́ho řádu.

Protože je vhodné teoretický základ aplikovat na praktický přı́klad, bude metoda
vlastnı́ch vektorů vystavena konfrontaci s dalšı́mi dvěma postupy a bude názorně
ukázáno, že užitı́m všech třı́ metod vede ke stejnému výsledku.

3 DISKRÉTNÍ SYSTÉM A VLASTNÍ VEKTORY

V této kapitole bude ukázán analogický přı́pad Weyrovy metody pro lineárnı́ diskrétnı́
systém. Základem pro výpočet řešenı́ bude tabulka vlastnı́ch vektorů tabulka 1 uvedena
v kapitole 1.3.

3.1 Homogennı́ systém rovnic s konstantnı́mi koeficienty

Necht’ je dána soustava lineárnı́ch homogennı́ch diferenčnı́ch rovnic s konstantnı́mi
koeficienty

y(n+ 1) = Ay(n), (20)

kde A je matice konstant rozměru m×m a y(n) je vektor řešenı́.
V tomto přı́padě jsou vektory z tabulky 1 počı́tány podle odlišných vztahů než (15),

(16). Nejdřı́ve musı́ být určen prvnı́ nenulový vektor v každém sloupci tabulky podle
vztahu

(A− λI)vjs = 0, (21)

kde j = 1 a s ∈ {1, 2, . . . , σj}. Následně jsou vypočı́tány dalšı́ vektory v každém
sloupci podle formule

(A− λI)vjs = λ

(
v1s

(j − 1)!
+

v2s

(j − 2)!
+ · · ·+ vj−2,s

2!
+ vj−1,s

)
, (22)

kde j ∈ {2, 3, . . . , p} a s ∈ {1, 2, . . . , σj}.

Věta 2 Systém všech lineárně nezávislých řešenı́, která odpovı́dajı́ libovolnému k-
násobnému vlastnı́mu čı́slu λ matice A, je tvořen k řešenı́mi (20) ve tvaru

yjs(n) =

(
v1s

nj−1

(j − 1)!
+ v2s

nj−2

(j − 2)!
+ · · ·+ vj−1,sn+ vj,s

)
λn, (23)
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pro každou dvojici indexů (j, s), kde j ∈ {1, 2, . . . , p} a s ∈ {1, 2, . . . , σj}.

Důkaz. V důkazu bude proveden pomocı́ vztahů (21), (22) pouze pro vektory v prvnı́m
sloupci v tabulce 1, proto se předpokládá index s = 1. Výpočet vektorů v dalšı́ch
sloupcı́ch tabulky 1 lze dokázat analogicky. Pokud j = {1, 2, . . . , p − 1, p} a λ je
jedno z vlastnı́ch čı́sel matice A, pak podle vztahu (22) vlastnı́mu čı́slu λ odpovı́dá
systém vektorů

(A− λI)v11 = 0, (24)
(A− λI)v21 = λv11, (25)

...

(A− λI)vp−1,1 = λ

(
v11

(p− 2)!
+

v21

(p− 3)!
+ · · ·+ vp−3,1

2!
+ vp−2,1

)
, (26)

(A− λI)vp1 = λ

(
v11

(p− 1)!
+

v21

(p− 2)!
+ · · ·+ vp−2,1

2!
+ vp−1,1

)
. (27)

Systémy (24)–(27) lze vyjádřit v ekvivalentnı́m tvaru

Av11 = λv11, (28)
Av21 = λ (v11 + v21) , (29)

...

Avp−1,1 = λ

(
v11

(p− 2)!
+

v21

(p− 3)!
+ · · ·+ vp−3,1

2!
+ vp−2,1 + vp−1,1

)
, (30)

Avp1 = λ

(
v11

(p− 1)!
+

v21

(p− 2)!
+ · · ·+ vp−2,1

2!
+ vp−1,1 + vp1

)
. (31)

Necht’j = 1. Podle vztahu (23) platı́

y11(n) = v11λ
n. (32)

Dosazenı́m do (20) a úpravou pomocı́ vztahu (28) lze dokázat, že

y11(n+ 1) = v11λ
n+1 = λv11λ

n = Av11λ
n = Ay11(n).

Vektor (32) je tedy jednı́m z řešenı́ systému (20).
Necht’j = 2. Podle vztahu (23),

y21(n) = (v11n+ v21)λ
n. (33)

Analogickým dosazenı́m vektoru (33) do (20) a úpravou podle (28), (29) lze zı́skat:

y21(n+ 1) =
(
v11(n+ 1) + v21

)
λn+1 = (λv11n+ λv11 + λv21)λ

n =

= (Av11n+ Av21)λ
n = A (v11n+ v21)λ

n = Ay21(n).

13



Vektor (33) je tedy také jednı́m z řešenı́ systému (20).
Nynı́ bude uvažován přı́pad, kdy j = p. Potom by měl být vektor

yp1(n) =

(
v11

np−1

(p− 1)!
+ v21

np−2

(p− 2)!
+ · · ·+ vp−1,1n+ vp1

)
λn

jednı́m z řešenı́ systému (20):

yp1(n+ 1) =

(
v11

(n+ 1)p−1

(p− 1)!
+ v21

(n+ 1)p−2

(p− 2)!
+ · · ·+ vp−1,1(n+ 1)

+vp1

)
λn+1

=

(
λv11

(n+ 1)p−1

(p− 1)!
+ λv21

(n+ 1)p−2

(p− 2)!
+ · · ·+ λvp−1,1(n+ 1)

+λvp1

)
λn

=

[
λv11

(p− 1)!

[
np−1 +

(
p− 1

1

)
np−1−1 +

(
p− 1

2

)
np−1−2 + · · ·

+

(
p− 1

p− 2

)
n+

(
p− 1

p− 1

)]
+

λv21

(p− 2)!

[
np−2 +

(
p− 2

1

)
np−2−1

+

(
p− 2

2

)
np−2−2 + · · ·+

(
p− 2

p− 3

)
n+

(
p− 2

p− 2

)]
+ · · ·

+λvp−1,1(n+ 1) + λvp1

]
λn

=

[
λv11

(p− 1)!

(
np−1 + (p− 1)np−2 +

(p− 1)(p− 2)

2
np−3 + · · ·

+(p− 1)n+ 1

)
+

λv21

(p− 2)!

(
np−2 + (p− 2)np−3

+
(p− 2)(p− 3)

2
np−4 + · · ·+ (p− 2)n+ 1

)
+ · · ·

+λvp−1,1(n+ 1) + λvp1

]
λn
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=

[
np−1

λv11

(p− 1)!
+ np−2

(
λv11(p− 1)

(p− 1)!
+

λv21

(p− 2)!

)
+ · · ·

+n

(
λv11(p− 1)

(p− 1)!
+
λv21(p− 2)

(p− 2)!
+ · · ·+ λvp−1,1

)
+

(
λv11

(p− 1)!
+

λv21

(p− 2)!
+ · · ·+ λvp−1,1 + λvp1

)]
λn

=

[
λv11

np−1

(p− 1)!
+ (λv11 + λv21)

np−2

(p− 2)!
+ · · ·

+

(
λv11

(p− 2)!
+

λv21

(p− 3)!
+ · · ·+ λvp−1,1

)
n

+

(
λv11

(p− 1)!
+

λv21

(p− 2)!
+ · · ·+ λvp−1,1 + λvp1

)]
λn.

Úprava pomocı́ vztahů (28)–(31) ukáže, že

yp1(n+ 1) =

(
Av11

np−1

(p− 1)!
+ Av21

np−2

(p− 2)!
+ · · ·+ Avp−1,1n+ Avp1

)
λn

= A

(
v11

np−1

(p− 1)!
+ v21

np−2

(p− 2)!
+ · · ·+ vp−1,1n+ vp1

)
λn

= Ayp1(n).

Věta 2 je dokázána. Ke každému vlastnı́mu čı́slu matice A existuje odpovı́dajı́cı́
množina řešenı́. Počet těchto řešenı́ se vždy rovná násobnosti přı́slušného vlastnı́ho
čı́sla. Obecnému řešenı́ systému (20) odpovı́dá maticový zápis

y(n) = Φ(n)C, (34)

kde Φ(n) je tzv. fundamentálnı́ matice řešenı́ a C je vektor libovolných konstant, které
lze určit podle počátečnı́ podmı́nky

y(n0) = y0. (35)

Postup řešenı́ včetně důkazu lze najı́t v [10] anebo stručný popis taktéž v [12].

3.2 Nehomogennı́ systém rovnic s konstantnı́mi koeficienty

V přı́padě nehomogennı́ho systému lze určit partikulárnı́ řešenı́ podle následujı́cı́ věty.

Věta 3 Necht’ je dán nehomogennı́ systém vycházejı́cı́ z předchozı́ho homogennı́ho
systému (20) ve tvaru

y(n+ 1) = Ay(n) + g(n) (36)
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s počátečnı́ podmı́nkou (35). Potom partikulárnı́ řešenı́ systému (36) má tvar

y(n, n0,y0) = Φ(n)Φ−1(n0)y0 +
n−1∑
r=n0

Φ(n+ n0 − r − 1)Φ−1(n0)g(r). (37)

Důkaz. Podle [7] lze určit řešenı́ nehomogennı́ho systému (36) podle vztahu

y(n, n0,y0) = An−n0y0 +
n−1∑
r=n0

An−r−1g(r). (38)

Obecné řešenı́ (34) homogennı́ho systému (20) v počátečnı́m bodě n0 je

y(n0) = Φ(n0)C.

Násobenı́m zleva maticı́ Φ−1(n0) lze zjistit, čemu se rovná vektor konstant C:

Φ−1(n0)y0 = Φ−1(n0)Φ(n0)C

a po úpravě
Φ−1(n0)y0 = C. (39)

Dosazenı́m vektoru konstant (39) do obecného řešenı́ homogennı́ho systému (34) lze
dostat rovnici

y(n) = Φ(n)Φ−1(n0)y0. (40)

Protože podle [7] platı́ pro partikulárnı́ řešenı́ homogennı́ soustavy (20) vztah

y(n) = An−n0y0, (41)

porovnánı́m rovnic (40) a (41) lze zjistit, že

Φ(n)Φ−1(n0) = An−n0. (42)

Protože je potřeba najı́t také vyjádřenı́ An−r−1, lze podle rovnosti

n− n0 = n− r − 1 → n = n+ n0 − r − 1

nahradit n v mocnině matice An−n0 výrazem n+n0− r− 1. Výsledkem této operace
je pak výraz

An−r−1 = Φ(n+ n0 − r − 1)Φ−1(n0). (43)

S použitı́m nalezených mocnin (42), (43) matice A lze nynı́ vztah (38) zapsat ve tvaru

y(n, n0,y0) = Φ(n)Φ−1(n0)y0 +
n−1∑
r=n0

Φ(n+ n0 − r − 1)Φ−1(n0)g(r).

Věta 3 je dokázána.
Za povšimnutı́ stojı́ vztah (42), který umožňuje určenı́ mocniny matice An, jejı́ž

nalezenı́ pomocı́ vztahu (9) je podstatou napřı́klad již dřı́ve uvedené diskrétnı́ obdoby
Putzerova algoritmu. Pokud n0 = 0, má rovnice (42) tvar

An = Φ(n)Φ−1(0).
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3.3 Násobnost kořene a vliv nulit na tvar řešenı́

V přı́padě, že charakteristická rovnice systému má m navzájem různých reálných
kořenů

λ1, λ2, . . . , λm (44)

a m odpovı́dajı́cı́ch (nenulových) vlastnı́ch vektorů

v1,v2, . . . ,vm, (45)

je konstrukce obecného řešenı́ soustavy rovnic (20) jednoduchá a platı́: Má-li matice
A celkemm navzájem různých vlastnı́ch čı́sel (44), kterým odpovı́dajı́ vlastnı́ vektory
(45), potom vektorové funkce

v1λ
n
1 ,v2λ

n
2 , . . . ,vmλ

n
m

tvořı́ fundamentálnı́ systém řešenı́ soustavy rovnic (20). Obecné řešenı́ této soustavy
lze vyjádřit ve tvaru

y(n) = K1v1λ
n
1 +K2v2λ

n
2 + . . .+Kmvmλ

n
m,

kde K1, K2, . . . , Km jsou libovolné konstanty.
Konstrukce fundamentálnı́ho systému řešenı́ je komplikovanějšı́ v přı́padě, kdy jsou

kořeny charakteristické rovnice násobné. Vlastnı́mu čı́slu λ násobnosti s odpovı́dá s
lineárně nezávislých řešenı́. V přı́padě, že je násobné vlastnı́ čı́slo komplexnı́, tj.
λ = α + jβ, kde j je komplexnı́ jednotka a α, β ∈ R, bude komplexně sdružené
čı́slo λ̄ = α− jβ také vlastnı́m čı́slem stejné násobnosti. Existuje-li komplexnı́ řešenı́
y = y(n) soustavy (20), lze obdržet dvě reálná řešenı́ y1(n), y2(n) pomocı́ vzorců

y1(n) = Re y(n)
y2(n) = Im y(n),

kde Re značı́ reálnou část a Im imaginárnı́ část komplexnı́ho řešenı́ y(n).
Jiný pohled na konstrukci systému řešenı́ nabı́zı́ tzv. nulity ν, které byly představeny

již dřı́ve v této práci. V přı́padě s-násobného kořene charakteristické rovnice mohou
vlastnı́ vektory v1, v2, . . ., vs tvořit tzv. řetězec vlastnı́ch vektorů, kdy z výchozı́ho
vlastnı́ho vektoru v1, který odpovı́dá vlastnı́mu čı́sluλ, dostáváme vektor v2 až posléze
vs. Délka tohoto řetězce vlastnı́ch vektorů odpovı́dajı́cı́ danému vlastnı́mu čı́slu je
rovna jeho násobnosti. Hodnota nulity ν tak udává počet lineárně nezávislých vlastnı́ch
vektorů v1, které mohou být přı́padně dále řetězeny. Detailnějšı́ rozbor řetězenı́ vektorů
a jeho možné varianty jsou popsány napřı́klad v [13].

3.4 Implementace algoritmu v programu Matlab

Jednou z motivacı́ disertačnı́ práce byla i snaha uplatnit teoretické poznatky a imple-
mentovat zjištěný postup v nějakém technickém řešenı́. Teorie, která byla uvedena
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v předchozı́ kapitole 3.1, je součástı́ algoritmu pro výpočet řešenı́, který byl imple-
mentován v programovacı́m prostředı́ Matlab. Samotný program Matlab v základnı́
instalaci neobsahuje vhodné nástroje a k výpočtu je potřeba použı́t modul pro počı́tánı́
se symbolickou matematikou – Symbolic Math Toolbox, po vloženı́ přı́kazu a spu-
štěnı́m výpočtu proběhne řešenı́ podle navrženého algoritmu a program Matlab vrátı́
obecné řešenı́ zadané soustavy diferenčnı́ch rovnic. Pro zjednodušenı́ byl postup apli-
kován na lineárnı́ homogennı́ diferenčnı́ rovnice druhého a třetı́ho řádu.

3.4.1 Popis implementace algoritmu

Pro řešenı́ lineárnı́ch homogennı́ch diferenčnı́ch rovnic druhého a třetı́ho řádu byly
navrženy čtyři funkce v programu Matlab. Prvnı́m úkolem byla implementace postupu
odvozeného od Weyrovy metody pro systém lineárnı́ch homogennı́ch diferenčnı́ch
rovnic. Vznikly tak funkce vypocet2.m a vypocet3.m. Obecně lze obě funkce rozdělit
do třech částı́.

V prvnı́ části funkce zpracovává zadané vstupnı́ argumenty, které jsou tvořeny
koeficienty matice A systému (20) a provádı́ následujı́cı́ operace:

• sestavenı́ matice koeficientů A systému rovnic ze vstupnı́ch argumentů,

• uloženı́ rozměrů matice do proměnných, resp. do proměnné, nebot’ uvažujeme
pouze čtvercové matice A,

• vytvořenı́ jednotkové matice I,

• vytvořenı́ vektoru kořenů charakteristické rovnice,

• stanovenı́ násobnosti k jednotlivých kořenů λ.

Ve druhé části jsou dále zpracovávány vektory násobnostı́ a kořenů charakteristické
rovnice zı́skané v prvnı́m kroku. Zde začı́ná vlastnı́ implementace postupu odvozeného
od Weyrovy metody a pro každý kořen charakteristické rovnice jsou provedeny tyto
postupy:

• zjištěnı́ exponentu matice (A−λI) takového, kdy hodnost takto umocněné matice
je rovna nule,

• vytvořenı́ posloupnosti hodnostı́,

• vytvořenı́ posloupnosti nulit,

• vytvořenı́ posloupnosti charakteristik,

• sestavenı́ tabulky vektorů podle 1,

• výpočet vektorů podle sestavené tabulky,

• sestavenı́ řešenı́ (kombinace vektorů) pro daný kořen charakteristické rovnice.
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Ve třetı́ části funkce je vypsáno symbolické řešenı́ zadaného systému rovnic a vý-
sledky jsou formátovány názorným způsobem.

Druhým úkolem bylo vytvořit funkce difrov2.m a difrov3.m. Navržené funkce pra-
cujı́ v podstatě pouze s koeficienty diferenčnı́ rovnice druhého nebo třetı́ho řádu a jejich
účelem je převod diferenčnı́ rovnice druhého nebo třetı́ho řádu na systém dvou nebo
třı́ rovnic prvnı́ho řádu. Vstupnı́ argumenty funkce převede na koeficienty systému
dvou rovnic prvnı́ho řádu (a11, a12, a21, a22) nebo třı́ rovnic prvnı́ho řádu (a11, a12,
a13, a21, a22, a23, a31, a32, a33). Takto zı́skané koeficienty jsou vstupnı́mi argumenty
předchozı́ch funkcı́ vypocet2.m a vypocet3.m, které již byly popsány dřı́ve.

Implementaci provázely nepřı́jemné situace, problémy vznikaly zejména vlivem
kvantovánı́ a zaokrouhlovánı́ čı́selných hodnot, napřı́klad při výpočtu determinantů.
Dále vznikala s rostoucı́m řádem soustavy řada krajnı́ch situacı́, které způsobovaly
pád programu, a proto bylo třeba všechny krajnı́ situace nalézt a ošetřit přı́slušnými
pravidly.

4 APLIKACE TEORIE

Jak lze dospět ke stejnému řešenı́ diferenčnı́ rovnice pomocı́ transformace Z a někte-
rým známým diskrétnı́m postupem je uvedeno napřı́klad v [14]. V této kapitole bude
představena aplikace a výsledky navrženého algoritmu, který byl popsán v předchozı́
kapitole 3. Jednoduššı́ přı́pad použitı́ postupu s vlastnı́mi vektory a jeho srovnánı́ s ji-
nou diskrétnı́ metodou na názorném přı́kladě lze nalézt napřı́klad v [15]. Zajı́mavé
srovnánı́ metody vlastnı́ch vektorů a transformace Z při výpočtu proudové odezvy
v obvodu RLC zde nemohlo být uvedeno dı́ky svému rozsahu, avšak lze ho najı́t
napřı́klad v [11].

4.1 Konfrontace třı́ metod

Uvedený postup řešenı́ nehomogennı́ho systému bude nynı́ vysvětlen na přı́kladě
a srovnán s výsledky, které byly zı́skány jinými postupy (viz [6]).
Je dána lineárnı́ nehomogennı́ diferenčnı́ rovnice s konstantnı́mi koeficienty

y(n+ 2)− 1, 25(y + 1) + 0, 78125y(n) = x(n+ 2)− x(n). (46)

Předpokládá se, že posloupnost {x(n)} je posloupnost charakterizujı́cı́ jednotkový
impuls, tj. x(n) = δ(n), kde δ(0) = 1 a δ(n) = 0 pro n 6= 0. Za podmı́nky, že systém
byl pro n < 0 v klidu (kauzálnı́ systém), tj. při nulové přirozené odezvě, je zřejmé, že
platı́ y(n) = 0 pro n = −1,−2,−3, . . .. V přı́padě dosazenı́ za n = −2 do rovnice
(46) lze dostat

y(0)− 1, 25y(−1) + 0, 78125y(−2) = x(0)− x(−2). (47)

Protože jsou známy hodnoty y(−1) = 0, y(−2) = 0, x(−2) = 0 a x(0) = 1,
ze vztahu (47) vyplývá hodnota y(0) = 1. V přı́padě dosazenı́ n = −1 do rovnice
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(46) lze dostat

y(1)− 1, 25y(0) + 0, 78125y(−1) = x(1)− x(−1). (48)

Protože podle podmı́nky kauzality je y(−1) = 0, dále platı́ x(1) = 0, x(−1) = 0
a právě zjištěná hodnota je y(0) = 1, lze nalézt ze vztahu (48) hodnotu y(1) =
1, 25y(0) = 1, 25. Dvě počátečnı́ podmı́nky tedy jsou

y(0) = 1, y(1) = 1, 25. (49)

Zavedenı́m proměnných Y1(n), Y2(n), kde

y(n) = Y1(n),

y(n+ 1) = Y1(n+ 1) = Y2(n),

y(n+ 2) = Y2(n+ 1),

lze zadanou rovnici převést na systém dvou lineárnı́ch homogennı́ch diferenčnı́ch
rovnic s konstantnı́mi koeficienty ve tvaru

Y1(n+ 1) = Y2(n),

Y2(n+ 1) = −0, 78125Y1(n) + 1, 25Y2(n) + x(n+ 2)− x(n),

jehož počátečnı́ podmı́nky jsou

Y1(0) = 1, Y2(0) = 1, 25.

Tomuto systému odpovı́dá systém homogennı́ch rovnic, který má podobu

Y1(n+ 1) = Y2(n),

Y2(n+ 1) = −0, 78125Y1(n) + 1, 25Y2(n),

jehož řešenı́m pomocı́ metody vlastnı́ch vektorů (užitı́m nových funkcı́ v Matlabu) lze
dostat vektor

yH(n) =

(
Y1(n)
Y2(n)

)
=

=

 0, 8839n
[
C1 cos(0, 7854n) + C2 sin(0, 7854n)

]
0, 8839n

[(
5

8
C1 +

5

8
C2

)
cos(0, 7854n) +

(
−5

8
C1 +

5

8
C2

)
sin(0, 7854n)

] 
a tedy

yH(n) = Φ(n)C, (50)
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kde

Φ(n) =

(
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

)
,

Φ11 = 0, 8839n cos(0, 7854n),

Φ12 = 0, 8839n sin(0, 7854n),

Φ21 = 0, 8839n
[

5

8
cos(0, 7854n)− 5

8
sin(0, 7854n)

]
,

Φ22 = 0, 8839n
[

5

8
cos(0, 7854n) +

5

8
sin(0, 7854n)

]
,

C =

(
C1

C2

)
.

Dosazenı́m počátečnı́ch podmı́nek (49) do (50) lze zı́skat

(
Y1(0)
Y2(0)

)
=

(
1 0
5

8

5

8

)(
C1

C2

)
.

Odtud lze zjistit, čemu je roven vektor konstant C:

(
1 0
5

8

5

8

)−1
·
(
Y1(0)
Y2(0)

)
=

(
C1

C2

)
=⇒

(
1 0

−1
8

5

)
·
(
Y1(0)
Y2(0)

)
=

(
C1

C2

)
.

Dosazenı́m počátečnı́ch podmı́nek lze dostat konstanty C1, C2:

C1 = Y1(0) = 1,

C2 = −Y1(0) +
8

5
Y2(0) = −1 +

8

5
· 5

4
= −1 + 2 = 1.

Homogennı́ řešenı́ rovnice (46) yH(n) má tvar

yH(n) = Y1(n) = 0, 8839n
[
cos(0, 7854n) + sin(0, 7854n)

]
. (51)

Podle vztahu (37) lze v tomto přı́padě určit partikulárnı́ řešenı́ vztahem

yP (n) =
n−1∑
r=0

Φ(n− r − 1)Φ−1(0)g(r),
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kde

Φ(n− r − 1) = 0, 8839n−r−1
(

Φ11(n− r − 1) Φ12(n− r − 1)
Φ21(n− r − 1) Φ22(n− r − 1)

)
,

Φ11(n− r − 1) = cos
(
0, 7854(n− r − 1)

)
,

Φ12(n− r − 1) = sin
(
0, 7854(n− r − 1)

)
,

Φ21(n− r − 1) =
5

8

[
cos
(
0, 7854(n− r − 1)

)
− sin

(
0, 7854(n− r − 1)

)]
,

Φ22(n− r − 1) =
5

8

[
cos
(
0, 7854(n− r − 1)

)
+ sin

(
0, 7854(n− r − 1)

)]
,

Φ−1(0) = 0, 88390

(
cos 0 sin 0

5

8
(cos 0− sin 0)

5

8
(cos 0 + sin 0)

)−1
,

g(r) =

(
0

x(r + 2)− x(r)

)
.

Úpravami lze dostat

yP (n) =
n−1∑
r=0

0, 8839n−r−1·

·

 8

5

[
x(r + 2)− x(r)

]
sin
[
0, 7854(n− r − 1)

]
8

5

[
x(r + 2)− x(r)

]5
8

(
cos
[
0, 7854(n− r − 1)

]
+ sin

[
0, 7854(n− r − 1)

])


= 0, 8839n−1

(
−8

5
sin
[
0, 7854(n− 1)

]
− cos

[
0, 7854(n− 1)

]
− sin

[
0, 7854(n− 1)

]
)
.

Partikulárnı́ řešenı́ yP (n) je tedy rovno prvnı́mu prvku vektoru yP (n) a má tvar

yP (n) = −8

5
0, 8839n−1 sin

[
0, 7854(n− 1)

]
. (52)

Celkové řešenı́ rovnice (46) je dáno součtem řešenı́ (51) a (52):

y(n) = yH(n) + yP (n) =

= 0, 8839n
[
cos(0, 7854n)+sin(0, 7854n)

]
−8

5
0, 8839n−1 sin(0, 7854n−0, 7854)

a po úpravě

y(n) = 0, 8839n
[
2, 28 cos(0, 7854n)− 0, 28 sin(0, 7854n)

]
.

V přı́padě pravé strany uvedené v rovnici (46) je odezva systému popsaného touto
rovnicı́

y(n) =


0 pro n ≤ −1
yH(0) = 1 pro n = 0
0, 8839n

[
2, 28 cos(0, 7854n)− 0, 28 sin(0, 7854n)

]
pro n ≥ 1

22



V článku [6] je stejná rovnice řešena transformacı́ Z a metodou konstrukce řešenı́
pomocı́ součtu vhodného řešenı́ odpovı́dajı́cı́ homogennı́ rovnice a některého partiku-
lárnı́ho řešenı́ nehomogennı́ rovnice (metodou variace konstant). Po transformaci Z
rovnice (46), kdy Z{y(n)} = Y (z), lze dostat

z2Y (z)− z2y(0)− zy(1)− 1, 25zY (z) + 1, 25zy(0) + 0, 78125Y (z)

= z2X(z)− z2 −X(z),

odkud po úpravě

Y (z) =
z2 − 1

z2 − 1, 25z + 0, 78125
X(z)+

+
1

z2 − 1, 25z + 0, 78125

[
(z2 − 1, 25z)y(0) + zy(1)− z2

]
=

= YP (z) + YH(z),

kde YH(z) odpovı́dá obrazu homogennı́ho řešenı́ yH(n) a YP (z) odpovı́dá obrazu
partikulárnı́ho řešenı́ yP (n) rovnice (46). Zpětnou transformacı́ je pak zı́skáno řešenı́
y(n), pro které platı́:

y(n) =


0 pro n ≤ −1
1 pro n = 0

2, 2971 · 0, 8839n cos
(nπ

4
+ 0, 1222

)
pro n ≥ 1

Druhým postupem v [6] je metoda variace konstant, která určuje řešenı́ rovnice (46)
jako součet řešenı́ homogennı́ rovnice a některého partikulárnı́ho řešenı́ nehomogennı́
rovnice ve tvaru

y(n) = yH(n) + yP (n).

Homogennı́ řešenı́ bylo určeno ve tvaru

yH(n) =
pn+1
1

p1 − p2
− pn+1

2

p1 − p2
a partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru

yP (n) =
pn−12 − pn−11

p1 − p2
,

kde p1,2 = 0, 625 ± j0, 625 jsou komplexně sdružená čı́sla. Hledané řešenı́ rovnice
(46) je

y(n) =


0 pro n ≤ −1
yH(0) = 1 pro n = 0
pn+1
1

p1 − p2
− pn+1

2

p1 − p2
+
pn−12 − pn−11

p1 − p2
pro n ≥ 1
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Lze snadno dokázat, že zı́skaná řešenı́ uvedenými třemi metodami jsou shodná.
Pro čı́sla p1,2 platı́:

p1,2 = A± jB =
√
A2 +B2

[
cos

(
arctan

B

A

)
± j sin

(
arctan

B

A

)]
=

= ρ(cosϕ± j sinϕ),

ρ = |p1| = |p2| =
√

0, 6252 + 0, 6252
.
= 0, 8839,

ϕ = arctan
0, 625

0, 625
= arctan 1 =

π

4
.
= 0, 7854.

Potom podle metody variace konstant platı́

yH(n) =
pn+1
1

p1 − p2
− pn+1

2

p1 − p2
=

=
ρn+1

[
cos
(
ϕ(n+ 1)

)
+ j sin

(
ϕ(n+ 1)

)]
A+ jB − (A− jB)

−
ρn+1

[
cos
(
ϕ(n+ 1)

)
− j sin

(
ϕ(n+ 1)

)]
A+ jB − (A− jB)

=

=
ρn+1

[
sin
(
ϕn+ ϕ)

)]
B

=
ρ

B
ρn
[
sin(ϕn) cosϕ+ cos(ϕn) sinϕ

]
=

=
0, 8839

0, 625

√
2

2
0, 8839n

[
cos(0, 7854n) + sin(0, 7854n)

]
=

= 0, 8839n
[
cos(0, 7854n) + sin(0, 7854n)

]
,

čı́mž bylo dosaženo stejného výsledku jako metodou vlastnı́ch vektorů v (51). Stejně
tak pro partikulárnı́ řešenı́ platı́:

yP (n) =
pn−12 − pn−11

p1 − p2
=

=
ρn−1

[
cos
(
ϕ(n− 1)

)
− j sin

(
ϕ(n− 1)

)]
A+ jB − (A− jB)

−
ρn−1

[
cos
(
ϕ(n− 1)

)
+ j sin

(
ϕ(n− 1)

)]
A+ jB − (A− jB)

=

= −
ρn−1

[
sin
(
ϕ(n− 1)

)]
B

=
−1

0, 625
0, 8839n−1 sin

[
0, 7854(n− 1)

]
=

= −8

5
0, 8839n−1 sin

[
0, 7854(n− 1)

]
. (53)
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V tomto přı́padě jsou opět partikulárnı́ řešenı́ (52) a (53) shodná. Je zřejmé, že celková
řešenı́ y(n) dosažená pomocı́ metody vlastnı́ch vektorů a metody variace konstant jsou
shodná. Nynı́ zbývá jen ukázat, že se také shodujı́ s celkovým řešenı́m zı́skané trans-
formacı́ Z v přı́padě n ≥ 1. Nezbývá, než upravit výsledek zı́skaný transformacı́ Z:

y(n) = 2, 2971 · 0, 8839n cos
(nπ

4
+ 0, 1222

)
=

= 2, 2971 · 0, 8839n
[
cos(0, 7854n) cos 0, 1222− sin 0, 1222 sin(0, 7854n)

]
=

= 0, 8839n
[
2, 2971 cos(0, 7854n) cos 0, 1222−2, 2971 sin 0, 1222 sin(0, 7854n)

]
=

= 0, 8839n
[
2, 28 cos(0, 7854n)− 0, 28 sin(0, 7854n)

]
.

Nynı́ se celková řešenı́ y(n) zı́skaná všemi třemi metodami shodujı́.

ZÁVĚR

Cı́lem této disertačnı́ práce bylo osvětlenı́ některých principů v oboru diferenčnı́ch
rovnic a představenı́ metody řešenı́ diferenčnı́ch rovnic pomocı́ vlastnı́ch vektorů.
Práce byla tématicky a logicky rozdělena do několika částı́.

Jednou z motivacı́ bylo použı́t již známý postup pro řešenı́ rovnic diferenciálnı́ch
a pokusit se pro něj odvodit variantu pro diferenčnı́ rovnice. Obor diferenciálnı́ch
rovnic je dnes již poměrně dobře zmapován a popsán, a tak se nabı́zı́ vı́ce možnostı́
pro tvorbu nových způsobů řešenı́ diferenčnı́ch rovnic, které jsou čı́m dál vı́ce v kurzu
dı́ky rozvoji čı́slicové techniky. Existujı́ postupy, které byly pro diferenčnı́ rovnice
převzaty v plné mı́ře z rovnic diferenciálnı́ch, nicméně ne vždy to jde tak snadno a tato
práce toho byla důkazem. Záměrem bylo tudı́ž upozornit na rozdı́l mezi diferenciálnı́mi
a diferenčnı́mi lineárnı́mi soustavami a možné východisko pro řešenı́ problematiky
soustav diferenčnı́ch rovnic většı́ch dimenzı́.

Ústřednı́ myšlenka této práce byla vnuknuta pracı́ Otakara Borůvky, který pouká-
zal na metodu řešenı́ systému diferenciálnı́ch rovnic pomocı́ vlastnı́ch vektorů, jejı́ž
propagátorem byl původně Eduard Weyr. Tato metoda byla v této práci popsána a jejı́
modifikacı́ byl vytvořen postup pro řešenı́ diferenčnı́ch rovnic. Nejdřı́ve bylo odvo-
zeno a dokázáno řešenı́ homogennı́ch lineárnı́ch diferenčnı́ch rovnic s konstantnı́mi
koeficienty (publikováno v [10]). Následně byla pak tato teorie rozšı́řena o řešenı́ ne-
homogennı́ch lineárnı́ch diferenčnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty. Bylo zjištěno,
že systémy (21)-(22) pro výpočet řetězců vlastnı́ch vektorů u diferenčnı́ch rovnic jsou
odlišné od systémů (15)-(16) u rovnic diferenciálnı́ch, což bylo také ukázáno v kapi-
tole 3. Postup řešenı́ u diferenčnı́ch rovnic je také ovlivněn nulitami, které významně
ovlivňujı́ a komplikujı́ sestavovánı́ řetězců vlastnı́ch vektorů.

Teoretická výhoda tohoto algoritmu plyne z toho, že řešı́ soustavu diferenčnı́ch
rovnic a tı́mto postupem lze řešit diferenčnı́ rovnice libovolného řádu dı́ky faktu, že
diferenčnı́ rovnici lze převést na systém rovnic prvnı́ho řádu.
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Aby byla otestována robustnost navrženého algoritmu, byl tento postup vystaven
konfrontaci s jinými známými postupy a metodami. Předevšı́m byl algoritmus porov-
nán s všeobecně známou transformacı́Z a také jiným diskrétnı́m algoritmem pro řešenı́
diferenčnı́ch rovnic, a sice diskrétnı́ obdobou Putzerova algoritmu, který byl často pou-
žı́ván k porovnánı́, zda nově navržený postup dává skutečně správné výsledky.

Aplikace algoritmu v programu Matlab je v současnosti dokončena pro řešenı́ sys-
tému lineárnı́ch diferenčnı́ch rovnic s konstantnı́mi koeficienty nejvýše řádu tři. Vy-
tvořený program využı́vá standardnı́ funkce Matlabu a také některé funkce nástroje pro
práci se symbolickou matematikou. Navržené funkce umožňujı́ výpočet řešenı́ a jeho
výpis v názorné podobě po zadánı́ koeficientů do argumentu přı́slušné funkce.

V praktické části se disertace také zabývala ukázánı́m postupu na přı́kladě diferenčnı́
rovnice. Bylo také názorně ukázáno, že výsledek zı́skaný dřı́ve popsaným algoritmem
je shodný s výsledky zı́skanými dalšı́mi dvěma metodami a že navržený algoritmus
lze zařadit jako rovnocenného konkurenta mezi dalšı́ známé metody. Na přı́kladě
řešenı́ obvodu RLC (publikováno v [11] a v plné verzi dizertačnı́ práce) bylo graficky
demonstrováno srovnánı́ přesnosti metod transformaceZ a metody vlastnı́ch vektorů.
Obě tyto diskrétnı́ metody pak byly vystaveny konfrontaci se spojitým přı́padem,
který reprezentuje teoreticky přesné výsledky v daném obvodu. Při použitı́ dostatečně
jemného kroku dávajı́ metoda použitı́ transformace Z a metoda vlastnı́ch vektorů
výsledky s přibližně stejnou chybovostı́.

Disertačnı́ práce nabı́zı́ některé možnosti, jak by se dala zde započatá teorie dále
rozvinout. Předevšı́m návrh funkcı́ v programu Matlab nabı́zı́ možnosti tvorby funkcı́
pro řešenı́ diferenčnı́ch rovnic vyššı́ch řádů a předevšı́m pak také zahrnutı́ nehomo-
gennı́ch lineárnı́ch diferenčnı́ch rovnic do implementace.

Dalšı́m krokem by také mohlo být zvolenı́ takového přı́kladu diferenčnı́ rovnice,
jejı́ž řešenı́ by ukázalo plnou sı́lu metody vlastnı́ch vektorů. Existujı́ přı́pady, se kterými
si transformace Z dokáže poradit jen velmi těžce, a předevšı́m transformace obrazu
výsledku řešenı́ zpět do originálnı́ oblasti může být hodně obtı́žné.

Algoritmus s použitı́m vlastnı́ch vektorů, prezentovaný v této dizertačnı́ práci, byl
také součástı́ řešenı́ grantového projektu FRVŠ 2961/2006/G1 s názvem „Algoritmus
pro řešenı́ diferenčnı́ch rovnic (inovace výuky předmětů doktorského studia)“, ve kte-
rém byl postup začleněn do osnovy některých matematických předmětů doktorského
studia na Fakultě elektrotechniky a komunikačnı́ch technologiı́ v Brně.
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202. Dostupné z <http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/apm/apm1/apm1119.pdf>.
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Jméno: Ing. Jaroslav Klimek
Narozen: 23.1.1981 v Přı́lepı́ch
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