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Abstrakt

V této préci je feSena tvorba a aplikace redukovanych modelti proudéni zaloZenych na extrak-
ci dominantnich struktur ze systému metodou vlastni ortogonilni dekompozice. Vyvoj vypo-
¢itanych méda v Case popisuje systém obycejnych diferencidlnich rovnic, ktery se ziska po-
moci Galerkinovy projekce téchto médi na Navier-Stokesovu rovnici. Tato metodika byla
aplikovana na dva testovaci ptipady — Karmanovu virovou stezku a virovy cop. V obou pfipa-
dech byla provedena CFD simulace jednoho referenéniho bodu a s pouzitim ziskanych POD
modi byly sestaveny piislusné redukované modely. Jejich vysledky byly zhodnoceny podle
toho, do jaké miry se shoduji s referencni simulaci.

Klicova slova

vlastni ortogonalni dekompozice, redukovany model, virovy cop

Abstract

This thesis deals with the formulation and application of reduced order models based on
extraction of dominant structures from a system utilizing the method of proper orthogonal
decomposition. Time evolution of computed modes is described by a system of ordinary dif-
ferential equations, which is gained by means of Galerkin projection of these modes onto the
Navier-Stokes equations. This methodology was applied on two test cases — Karman vortex
street and vortex rope. In both cases, a CFD simulation of one refference point was carried out
and by utilizing gained modes, the corresponding reduced order models were formulated.
Their results were assessed by comparing to the refference simulation.
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Diplomova prace (VUT-EU-ODDI-13303-18-17)

Uvod

Proudéni tekutin je jev, ktery ma velky vyznam jak v pfirodg, tak v oblasti techniky.
Matematicky je popsano slavnou Navier-Stokesovou rovnici doplnénou o rovnici kontinuity
(n€kdy jsou souhrnn€ oznacoviny jako Navier-Stokesovy rovnice). Jde o parcialni diferen-
cidlni rovnice, jejichZ analytické feSeni je zndmo pouze pro n¢kolik jednoduchych ptipadii.
V ostatnich piipadech se fes$i numericky, pti¢emz vypocetni naro¢nost je imérna poZadavkiim
na velikost a jemnost sité. Na jedné stran¢ spektra je napfiklad stacionarni laminarni proudéni
s jednoduchou geometrii, které 1ze vyfeSit bchem nékolika minut i na standardnim osobnim
pocitaci, na opacné stran€ obecné 3D turbulentni proudéni, jehoZ presné feSeni je Casove prili§
naro¢né i pii pouZiti nejvykonngjsich superpocitacii. Tento fakt vedl k tomu, Ze se pii feSeni
turbulentniho proudéni na Navier-Stokesovu rovnici aplikuje reynoldsovské Casové stie-
dovéni, které na jedné strané vede ke sniZeni vypocetnich nirokt, ale na druhé strané¢ ma za
nasledek vznik novych neznamych, takzvanych reynoldsovskych napéti, které je potieba
modelovat pomoci dal§ich rovnic. Za cenu ztraty detailli a niZ$i pfesnosti je tim umoZnéna
praktickd aplikace vypocetniho modelovani turbulentniho proudéni, nicméné narocnost téchto
simulaci je 1 tak pro n€které aplikace prili§ vysoka. K jejich realizaci mohou ve vhodnych
pfipadech poslouzit takzvané redukované modely proudéni, které popisuji pouze nejdomi-
nantnéjsi struktury v proudovém poli. Za ucelem stanoveni té€chto struktur je nejprve potieba
provést referen¢ni plnohodnotnou simulaci, popiipadé experiment. ReSeni nasledné sesta-
veného redukovaného modelu je pak oproti plnohodnotnému mnohem rychlejsi, coZ umoz-
nuje napiiklad zefektivnéni n€kterych optimaliza¢nich vypoctl, které jinak vyZzaduji vyfeSeni
fidici rovnice mnohokrat za sebou pro riizné parametry, nez je nalezena optimalni varianta.”’
Stinnou strankou redukovanych modeld je omezeny rozsah aplikovatelnosti dany piesnosti
vstupnich dat (dominantnich struktur). Z hlediska vstupnich parametri se tedy nelze pfili$
vzdalit od referen¢ni simulace (referen¢niho experimentu), protoZe v takovych ptipadech se
skuteCné proudové struktury od téch referen¢nich mohou liSit natolik, Ze vysledky reduko-
vaného modelu jsou jiZ velmi neptfesné.

Cilem této prace bude podat ptehled o tvorbé a aplikacich redukovanych modeli zaloZe-
nych na Galerkinové metodé€ s vyuzZitim metody vlastni ortogonalni dekompozice k identi-
fikaci dominantnich struktur. Hlavnim cilem je aplikace této metodiky na konkrétni piiklady —
Karmanovu virovou stezku a virovy cop, ktery vznika napiiklad v savce Francisovy turbiny
pfi mimooptimalnich provoznich podminkach. Tato struktura ma za nésledek tlakové pulzace,
které zatéZuji soucasti turbiny a omezuji tak jeji provozni rozsah, coz pfedstavuje problém
zejména u precerpavacich elektraren, jejichZ ukolem je zajistit stabilitu rozvodné sité. Princi-
pem je, Ze pii nadbytku dodévané elektrické energie funguji v Cerpadlovém rezimu, pii kte-
rém spotifebovavaji nadbyte¢nou energii na ¢erpani vody do horni nadrze, a naopak ve Spic-
kach funguji v turbinovém reZimu a dodavaji energii do sité. Jednim z poZadavkd na tyto
stroje je proto Siroky provozni rozsah, aby bylo moZné reagovat na aktualni potfeby rozvodné
sit€. Smyslem této price je proto provéfit moznost aplikace redukovaného modelu na proud¢-
ni v savce turbiny, coZ by mohlo pomoci do budoucna pfi hledani optimalniho fizeni s ohle-
dem na sniZeni U¢inkii virového copu. Tento problém se v soucasnosti fesi samonasavanim
vzduchu piivadéného stiedem ob&Zného kola™", nicméng stile zde existuje potencidl k nale-
zeni ucinn€js$i metody.
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1 Prehled z oblasti tvorby a aplikaci redukovanych modeli

Na tdvod této kapitoly je dobré zminit, Ze redukované modely zaloZené na Galerkinové
metod¢ nejsou jedinou z moZnosti sniZeni vypocetni ndro¢nosti simulaci proudéni. Pokud se
omezime na modely zaloZené na extrakci dominantnich struktur ze systému, existuje zde také
nov¢j$i metoda zaloZend na shlukové analyze, kterou formuloval tym kolem Bernda
Noacka."" Jde o statistickou (pravdépodobnostni) metodu zaloZenou na hledani a popisu
chovani takzvanych shluki (clustert) v dodaném souboru dat. Galerkinova metoda je naproti
tomu deterministickd, stanovuje chovani dominantnich struktur feSenim obecné platné tidici
rovnice, v pfipad€ proudéni tedy Navier-Stokesovy.

Zakladni mySlenka a ptfedpoklad Galerkinovych redukovanych modeli je, Ze sectenim
nékolika malo takzvanych modul se lze dostat na velmi dobrou aproximaci feSeni. Tyto médy
jsou vyjadieny jako soucin tvarové funkce zavislé pouze na prostorovych soufadnicich
a Casové funkce zavislé pouze na Case. Tvarové funkce je nutné vhodné zvolit (tak, aby
odpovidaly dominantnim strukturdm), ¢asové funkce (které urcuji chovani dominantnich
struktur) je pak moZné dopocitat pouZzitim Galerkinovy projekce tvarovych funkci na fidici
rovnici. Jeji popis krok po kroku Ize nalézt dale v této praci. Podle pouZité metody stanoveni
tvarovych funkci zavedl autor Bernd Noack rozdéleni Galerkinovych modelt na tfi kate-

1) matematicke,
2) fyzikdlni,
3) empirické.

U matematickych modelli jsou tvarové funkce stanoveny matematicky tak, aby byly
ortonormdlni a spliiovaly rovnici kontinuity. K uspokojivému popisu proudéni je zde Casto
nutné pouZit velké mnoZstvi téchto funkci (stovky aZ tisice”®). Fyzikdlni modely jsou
charakteristické vétsi vazbou na Navier-Stokesovu rovnici. Pfislu$né tvarové funkce se pak
stanovuji napiiklad z linearni stabilitni analyzy. Kone¢né empirické modely vyuZivaji ke
stanoveni tvarovych funkci pfimo referen¢ni feSeni Navier-Stokesovy rovnice. Diky tomu je
mozné dosahnout pii dané presnosti optimalni redukce poctu médu (a tim i nejniZsi vypocetni
narocnosti redukovaného modelu), ale ve srovnani s matematickymi modely mnohem rychleji
klesa presnost, kdyz se konfigurace vzdaluje od referen¢ni simulace nebo experimentu. Pro
stanoveni tvarovych funkci z feSeni Navier-Stokesovy rovnice existuji rizné metody. Velice
popularni je vlastni ortogonalni dekompozice zavedend do oblasti mechaniky tekutin v roce
1967 Johnem Lumleym."® Jeji vyhodou je, Ze stanovuje soubor méda tak, aby byl rezidual
aproximace feSeni minimalizovan ve smyslu metody nejmensich ¢tvercii. V pifipadé¢ dekom-
pozice rychlostniho pole mluvime o energetické optimalité, protoZe druhd mocnina rychlosti
je umérnad mérné kinetické energii. O 21 let pozdéji byla tato metoda poprvé pouZzita k sesta-
veni Galerkinova redukovaného modelu.”” Autorem je Nadine Aubry, jednim ze spoluautori
je 1 zminény John Lumley. V nasledujicich odstavcich budou ptedstaveny nckteré konkrétni
aplikace této metodiky, od zminéného Aubryho prikopnického modelu z roku 1988 po
nejaktudlnéjsi aplikace z oblasti zbranovych systémi stthacich letount.
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Dynamika koherentnich struktur v turbulentni mezni vrstvé
Nadine Aubry, Philip Holmes, John Lumley, Emily Stone

Vibec prvni aplikace Galerkinovy metody k sestaveni redukovaného dynamického modelu,
z roku 1988. Objektem zajmu byl rozvoj turbulence pfi proudéni kolem stény. Autofi vyuzili
experimentalni data ziskana pomoci termoanemometrie 1 vysledky numerické simulace z jiné
prace. Pro stanoveni dominantnich (koherentnich) struktur kombinuji vlastni ortogondlni
dekompozici a vlnové funkce. Déje nezahrnuté do systému modeluji pomoci modelu zaloZe-
ného na turbulentni viskozité s jednim volnym parametrem. V zavislosti na hodnoté tohoto
parametru pozorovali riznd chovéni systému, bliZze se zabyvali intermitentnim chovinim. Své
vysledky zvetejnili v ¢asopisu Journal of Fluid Mechanics.

Optimalni Fizeni odtrhavani viri s pouZitim redukovanych modela
William R. Graham, Jaume Peraire, K. Y. Tang

Jde o prvni aplikaci Galerkinova modelu v oblasti kontroly proudéni, coz je odvétvi, se
kterym jsou v posledni dobé redukované modely Casto spojoviny. Price byla v roce 1997
odeslana do Casopisu International Journal for Numerical Methods in Engineering, zvefejnéna
byla v roce 1999 ve dvou &astech.'™ 'l Autofi si jako testovaci piipad zvolili obtékani
véalecCku pi1 Reynoldsové Cisle Re = 100 (laminédrni proudéni), kde dochazi k periodickému
odtrhavani virti v dplavu zndmému jako Kirménova virova stezka. Formulovali dvé metody
zahrnuti vlivu kontrolnitho zisahu do modelu — metodu kontrolni funkce a penalizacni
metodu. Ve vypoctech se potykali s nartstajici chybou pfi integraci modelu v ¢ase, ktera byla
zplisobena tim, Ze nijak nemodelovali vliv zanedbanych mé6di. Tento problém fesili tim, Ze
model v pravidelnych intervalech resetovali. Autofi si jako kontrolni zasah zvolili rotaci va-
lecku a formulovali metodiku, pomoci které hledali optimalni pribé&h thlové rychlosti v ase
tak, aby nestacionarita proudéni byla co nejmensi. Dosazené vysledky byly ovlivnény nedos-
tatky pouZzitych metod, ale zavérem bylo, Ze s pouZzitim redukovaného modelu 1ze do urcité
miry docilit zminéného kontrolniho zaméru.

Optimalni Fizeni iplavu rotaci valecku s vyuzitim POD redukovaného modelu
Michel Bergmann, Laurent Cordier, Jean-Pierre Brancher

Tato studie navazuje na praci Williama Grahama a kol., popsanou v pfedchozim odstavci.
Zveiejnéna byla v roce 2005 v &asopisu Physics of Fluids.""! Autofi se zabyvaji obtékanim
valeCku pii Reynoldsové ¢isle Re = 200. Pro nalezeni optimalniho kontrolniho zéasahu
spocivajictho opét v rotaci valecku pouzili prakticky stejny postup, ale sviij redukovany
model na rozdil od predchozi prace stabilizovali prostfednictvim cCasov€ proménné umélé
viskozity. Vysledny kontrolni zasah dosahl sniZeni soucinitele odporu o 25 %. Své vysledky
autofi srovnavaji s dostupnymi vysledky z literatury, z nichZ vyplyva, Ze maximalni dosa-
zitelnd redukce soucinitele odporu pomoci rotace valeCku je pro danou konfiguraci 30 %.
Kontrolni zasah stanoveny redukovanym modelem je tedy z hlediska efektu pomérné blizko
optimalnimu kontrolnimu zasahu. Pfitom je potfeba vzit v potaz, Ze ticelovou funkci nebyl
samotny soucinitel odporu, ale stejné€ jako v praci Williama Grahama nestacionarita uplavu,
tedy norma fluktuaci. Z toho plyne zavér, Ze pfi pouZiti vhodného souboru tvarovych funkci a
vhodného optimaliza¢niho algoritmu lze dosahnout vysledkl srovnatelnych s plnohodnotnym
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feSenim Navier-Stokesovy rovnice, které je ale dle vypoctu autortii v tomto ptipad¢ stondsobné
niro¢néjsi na vypocetni ¢as.

Redukované modelovani horni vrstvy Tichého oceanu v tropické oblasti
Yanhua Cao, Jiang Zhu, Zhendong Luo, Ionel Navon

Autofi pouZzili techniku vlastni ortogonalni dekompozice a Galerkinovu metodu k sestaveni
redukovaného modelu vyvoje horni vrstvy Tichého oceanu. Pokryta oblast saha od 20° s. §.
po 20°j. S. aod 140° v. d. po 80° z. d. Matematicky model byl nejprve integrovan pies ¢asovy
usek 20 let s casovym krokem 100 sekund, z 21. roku poté byla zapisovana data pro vlastni
ortogonilni dekompozici. Vysledny redukovany model pak dosahl dobré shody s referen¢ni
simulaci pfedev§im u vyvoje hloubky horni vrstvy, kterd se v prib¢hu roku méni. Studie byla
v roce 2006 zveiejnéna v ¢asopisu Computers and Mathematics with Applications.'®

Redukované modelovani proudéni ve vyduti aorty

Gary Han Chang, Clemens Schirmer, Yahya Modarres-Sadeghi

Tato nova studie (rok 2017), uvefejnéna v Gasopise Journal of Biomechanics''?, se zabyva
moznosti vyuZziti redukovaného modelu pii pfedpovidani proudéni ve vyduti aorty (medicin-
sky aneurysma). Jde o specificky problém, takze pro jeho presné modelovani je tfeba pomoci
dostupnych metod (pocitaCova tomografie, ultrazvuk) ziskat jak tvar tepny, tak okrajové
podminky pro konkrétniho pacienta. Tato data ale mohou byt nespolehliva, coz vede na nut-
nost provedeni simulaci pro rtizné variace okrajovych podminek. Autofi ve své praci pro
jednoduchost pouZili symetrickou vydut’ s uvazovanim newtonovskych vlastnosti krve. Jejich
cilem bylo sestavit model, ktery by dokazal pfedpovédét charakter proudéni pro riizny vstupni
thel proudu krve do vyduti. Za timto ucelem provedli referenéni simulaci, pfi které se tento
thel v priibéhu ¢asu ménil. Na ziskany soubor snapshotli aplikovali metodu vlastni ortogo-
nalni dekompozice a z vypocitanych médi vhodné sestavili redukované modely pro rizné
vstupni dhly proudu do vyduti. Vyhodnocovanym parametrem bylo sténové smykové napéti.
Kromé¢ toho také v rdmci redukovaného modelu ménili tepovou frekvenci. Validace vysledkil
proti plnohodnotnym simulacim dopadla slibné€, takZe dal§im cilem by méla byt aplikace na
sloZit&jsi situace a rozvoj této metodiky s ohledem na potencidlni klinické vyuZiti.

Redukované modelovani interakce tekutiny s télesem u kompletniho letounu
Thuan Lieu, Charbel Farhat, Michel Lesoinne

V této studii je feSen ndroCny problém z oblasti aeroelasticity — predpovidani aeroelastického
chvéni, a to pro kompletni model stihaciho letounu F-16. V subsonickém a supersonickém
rezimu k tomu lIze vyuZit zjednoduSené linearizované modely, ale v transonickém reZimu
(tedy pti rychlostech blizkych rychlosti zvuku) nelze nelinearni dynamiku zanedbat, coZ se
fesi korekcemi pomoci dat z testi v aerodynamickém tunelu. Autofi v rdmci své prace
ovéfovali moznost vyuZziti redukovaného modelu, navrhli také interpolacni techniku pro
rozSifeni oblasti aplikovatelnosti této metody. Princip spociva ve vypoctu tvarovych funkci
z plnohodnotnych simulaci pomoci vlastni ortogondlni dekompozice ve dvou zvolenych
bodech, v tomto pfipadé¢ danych Machovym c¢islem. Diky své interpolacni technice nasledné

mohli fesit jakykoli provozni bod, ktery lezi mezi dvéma vychozimi. V ramci sledovanych
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veli¢in jejich redukovany model dosahl velmi dobré shody s validaénimi plnohodnotnymi
simulacemi. Price byla zvefejnéna v roce 2006 v Casopisu Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering.'®’

Redukované modelovani proudéni pro zbranové systémy stealth letouni
Irina Tezaur, Srinivasan Arunajatesan, Matthew Barone, Jeffrey Fike a kol.

Tento projekt je feSen v americké spolecnosti Sandia National Laboratories, ktera spada pod
korporaci Lockheed Martin. U stealth letountl je nezbytné, aby byla vyzbroj uloZena v Sach-
tidch uvnitt trupu. Pfi otevieni poklopu pred odpalenim rakety zde ale vznikd nepiiznivé
proudéni, které ma za nésledek velké namahani soucésti nesoucich vyzbroj. Jde o niro¢ny
problém z oblasti stlaCitelného proudéni a interakce tekutiny s télesem, jehoZ simulace
metodou velkych vir dle autort trva tydny i na nejvykonnéjSich superpocitacich. Zaméfuji se
proto na formulovani metod, které by tuto problematiku umozZnily feSit pomoci redukovanych
modelll, zejména metod zajiStujicich stabilitu feSeni vysledného modelu. VSechny zpravy
a Clanky z feSeni projektu lze nalézt na strdnkach hlavni autorky, zde je citovana zprava

z roku 2014, 19!

Ptedchozi odstavce obsahuji jen vybér z Sirokého spektra praci tykajicich se redukovanych
modeld. Ty mohou mit i mnoho dalSich uplatnéni, jejich dspéch ale zdvisi na vhodnosti
pouzitych metod. Nalezeni univerzalné aplikovatelné metodiky vedouci na stabilni modely
popisujici Siroky rozsah provoznich situaci nicméné stale zistava velkou vyzvou.
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2 Galerkinova metoda

Galerkinova metoda, nékdy také Ritzova-Galerkinova metoda, je postup feSeni parcidlnich
diferencidlnich rovnic. Autorem mySlenky je némecky matematik Walther Ritz, ale podrob-
n&ji metodu rozpracovali ruiti védci Ivan Bubnov a Boris Galerkin."”’ Tato metoda se stala
zakladem zndmé a dnes Casto pouZivané metody konecnych prvki. Postupem casu byla dale
rozpracovana, takZe nyni existuje v celé fad¢ variant a modifikaci vzhledem k vlastnostem
riznych problémt. Zde bude prezentovana pouze tradicni Galerkinova metoda tak, jak se

Mooz e s . o v . [22
vyuZzivé pti sestavovani redukovanych modelii proudéni.”**!

2.1 Postup vypoctu Galerkinovou metodou kone¢nych prvki

Pro popis postupu vypoctu méjme konkrétni diferencialni rovnici

ou ou

- —=0 2.1a

ot o 1
a k ni pocatecni podminku

u(z,0) =sinx (2.1b)

Tato rovnice se nazyva transportni rovnice, protoze unisi pocate¢ni podminku rychlosti v,
ktera bude pro jednoduchost zvolena 1 m/s.

Zakladni myslenkou Galerkinovy metody je vyjadieni hledaného feSeni u(x,t) jako souctu
kone¢ného poctu funkci ve tvaru

m
u(x,t) = ¢;(x)a(t) 2.2)
7 =1
Funkce ¢,(z) se oznacuje jako bazovd nebo tvarovd, funkce a;(t) je Casové zavisld funkce,
ktera urcuje chovani feSeni v Case.

Regen{ je hledano na kone&né prostorové oblasti 2 v koneéném Easovém tseku T'. Prosto-
rova oblast se diskretizuje vytvofenim sit€, na které budou definovany jednotlivé tvarové
funkce. Kazd4 tvarova funkce se vaze k jednomu uzlu tak, Ze jeji hodnota je v tomto uzlu
rovna libovolné hodnoté (obvykle jedné), v ostatnich uzlech rovna nule a mezi nimi ma kvuli
vypoctu derivaci libovolné zvoleny priibéh. Obvykle se tento priibeh ziskd interpolaci néjakou
funkci, naptiklad line4rni nebo kvadratickou. Je nutné, aby byla dostatecné hladka vzhledem
k fadu derivaci v tidici rovnici.

Pro problém (2.1) je prostorova oblast jednorozmérnd, dand intervalem xe(0;2m).
Diskretizace byla pro jednoduchost zvolena na 4 ekvidistantni useky s uzlovymi body
z = {0;2;m;3%; 2r}. Tvarovych funkei je celkem pét, pfiGemZ kvili presnosti feSeni maji
s ohledem na pocatec¢ni podminku sinusovy pribéh. Vse je znazornéno na obrazku 2.1.

Vyjadreni feSeni (2.2) se dale dosadi do tidici rovnice (2.1a)

0 ¢;a;) O ¢ja;)
&J il 3353 il _ (2.3)

kterou je potfeba vyfeSit pro m nezndmych funkci a,(t). Aby to bylo moZné, je potieba
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Tvarové funkce

| T T I T
| — 4]
\//' _¢2
0 > - > & 7'753—
g,
s — 4|
| | | | | L
0 1 2 3 4 5 6 7

Obrizek 2.1: Tvarové funkce pro reSeni problému (2.1). Cernd cdra oznacuje vypocetni doménu, tecky jsou
uzlové body.

sestavit soustavu odpovidajiciho poctu rovnic. Toho se docili vyndsobenim rovnice souborem
libovolnych linedrné nezavislych testovacich funkci ¢, () a integrovanim ptes oblast 2

7” o (BE22) , AT S

ox
Tomuto kroku se n€kdy tika projekce rezidualu tidici rovnice na testovaci funkce. Rovnici
(2.4) se tika slaba nebo také variacni formulace a jeji feSeni se nazyva slabé feSeni. Pojem
slaba forma souvisi s oslabenim fadu derivaci o jeden stupen aplikaci integrélu.
Dalsim krokem je volba testovacich funkci. U tradiéni Galerkinovy metody se jako
testovaci funkce voli tvarové funkce, to znamena

o (x) = ¢;(x) (2.5)
Po dosazeni do slabé formulace (2.4) a upravé jednotlivych cleni (roznasobeni sum,
provedeni derivaci a integraci) mame

=0 (2.4)

5
d Ldz =0 2.6
> /¢¢x+z /%x 26)
Diéle definujeme matice, jejichZ prvky jsou
27
0
Tyto matice pro feSeny problém vychazi nasledovné
s s
— 05 0 0 O —0,5 —
1 ) ) 1 0 0 0
s s s
0 —=- 05 0 O —— —
) 5 ) 1 0 1 0 0
s s s
m=| 0 05 5 056 0 | 1= 0 1 0 1 0 (2.8)
s s s
0O 0 05 = 05 0 0O —— 0 —
’ 2 ’ 4 4
s s
0O 0 0 05 - 0 0 0 —— 0
) 4 4 )
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Soustavu rovnic 1ze nyni piepsat do maticové podoby, tim dostdvidme Galerkiniiv systém
ma—+la=0 (2.9)
Charakteristickou vlastnosti téchto matic je, Ze jsou fidké, v tomto ptipadé dokonce pasové,
eho se da s vyhodou vyuZit ke kompresi pii ukladani a v fesi¢ich k efektivnimu vypoétu.”'!
V MATLABu se da pouzit napiiklad fesi¢ ode45 s Runge-Kuttovou metodou. Pro potieby
numerického feSeni je jeSt€ potfeba s vyuZitim pocitecni podminky vyjadiit pocatecni
hodnoty ¢asovych funkci. Snadno dostaneme
a,(0) = 0; ay(0) =1; a4(0) =0; a,(0) =—1; a5(0) =0 (2.10)

Resenim jsou harmonické funkce sinus a kosinus vykreslené na obrazku 2.2. Pata funkce zde
splyva s prvni.

Casové funkce
\ \

a

7

a

a

Cas [s]
Obrdzek 2.2: Vysledné casové funkce problému (2.1)

Celkovym feSenim ziskanym sectenim vSech dil¢ich funkci je pak postupna vlna Sitici se
smérem doprava. Na obrazku 2.3 je zachycena v Case 1 sekunda vcetné jednotlivych funkci,

ze kterych se sklada.

—-— 93
Sentse,

—-—da,

_'_‘¢5a5 1
u(x,1) ||

Obrdzek 2.3: Reseni problému (2.1) v ¢ase 1 sekunda. Je zde vidét, Ze jednotlivé dilci funkce tvoii dohromady
dveé viny — sinovou a kosinovou, které jsou z definice (2.2) stojaté. Souctem téchto fdzové posunutych stojatych
vin vznikd vyslednd postupnd vina.

Pokud secteme analytické vyjadreni dilCich sloZek feSeni, dostaneme se na rovnici postupné
viny

u(x,t) = sin(x —t) (2.11)

Galerkinova metoda kone¢nych prvkil tedy v tomto pfipadé diky vhodné volbé sité a tvaro-
vych funkci vedla na piesné feseni.
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2.2 Redukce Fadu Galerkinova systému

Aplikace Galerkinovy metody konecnych prvkii obecné vede na soustavu tolika rovnic, kolik
ma vypocetni sit’ uzli. S tim je spojend vypocetni narocnost, kterd mize byt pro nckteré
aplikace, jako je fizeni proudéni, nednosna i pii pouZiti superpoéitada.’™ Stejné je to i u ji-
nych metod CFD simulaci. Pro tyto aplikace je tedy nutné najit zptisob, jak tuto narocnost
efektivné sniZit pti zachovéani dostate¢né presnosti fesSeni.

Zakladni zptisob redukce tadu je pouZziti globalnich tvarovych funkci misto lokalnich, které
byly nenulové pouze v jednom uzlu vypocetni sité. Tyto globdlni funkce se voli tak, aby pfi
co nejmensim poctu aproximovaly feSeni co moZznd nejlépe. Pro piipad transportni rovnice
z minulé ¢asti je volba jednoduchad. Z obrazku 2.3 bylo patrné, Ze lokalni tvarové funkce
dohromady tvoftily sinovou a kosinovou vlnu, jejichZz souctem vznikla vyslednd postupna
vlna. Nové tvarové funkce tedy budou

¢, =sinx; ¢, = cosx (2.12)

Tato volba vede na soustavu dvou rovnic

da, da,
— g 2 _ _ 2.13
a T " .13)

jejimz feSenim jsou pii dané pocatecni podmince (2.1b) funkce
a; =cost; a, = —sint (2.14)

Vysledné feseni se d4 opct upravit na tvar (2.11).

Pro ptipad transportni rovnice tedy bylo dosaZzeno exaktniho feSeni rovnice pomoci pouze
dvou tvarovych funkci, coz vedlo k tdspofe vypocetniho ¢asu. Obecné ale plati, Ze chceme-li
na dané siti o m uzlech postihnout vSechny mozné varianty feSeni, pak musime pouzit m
ortogondlnich tvarovych funkci. Je to analogie k tvrzeni, Ze k vytvofeni libovolného m-roz-
mérného vektoru potrebujeme provést linearni kombinaci m vzdjemné kolmych (ortogonal-
nich) vektorti, protoZe hodnoty feSeni v uzlovych bodech lze do takového vektoru zapsat.
Zvolené dvé funkce dokiZou vytvofit pouze postupnou nebo stojatou vinu o dané vinové
délce. Pokud by tedy doSlo naptiklad ke zmén€ vlnové délky, nebylo by mozné nové teseni
pomoci téchto funkci aproximovat s dostateCnou presnosti a vysledky by byly chybné. Reduk-
ce fadu Galerkinova systému je tedy vykoupena omezenim stupiiti volnosti, a tim i omezenim
oblasti pouZzitelnosti.

S omezenim stupnil volnosti pfichdzi i problém se samotnym stanovenim tvarovych funkci
pro redukci fddu. Aby byl model efektivni, je potfeba pfedem védét, jak bude vypadat feSeni.
Pokud jsou k dispozici presné vysledky, napiiklad z plnohodnotné numerické simulace nebo
experimentalntho méfeni, pak lze pouzit metodu zvanou vlastni ortogonalni dekompozice,
ktera vyjadiuje vstupni funkci jako linearni kombinaci dil¢ich médi tak, aby rezidudl mezi
aproximaci a feSenim byl vZdy minimalni, cozZ je z hlediska redukce fadu vyhodna vlastnost.
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3 Vlastni ortogonalni dekompozice

Vlastni ortogonalni dekompozice (ve zkratce POD — z anglického Proper Orthogonal Decom-
position) je technika, kterd umoziuje rozlozit dynamické déje na soubor médd nebo také
bazovych funkci. Kazdy sloZity dynamicky d¢j 1ze v mechanice kontinua vyjadfit jako soucet
dil¢ich dejh, kterych mtiZze byt obecné nekonecné mnoho. Sila POD spoc¢iva v jeji optimalité,
diky které je v kazdém modu zachyceno nejvEétsi mozné mnoZstvi informaci ve smyslu
nejmensich Ctvercl, viz niZe rovnici (3.2). Diky tomu lze efektivné zredukovat fad popisu
vstupniho déje (z nekonecna na napiiklad n€kolik desitek). Redukce fadu s sebou obecné nese
chybu spojenou se zanedbanim nepouzitych dil¢ich déji. Ale v pripadech, kdy se ve zkouma-
ném systému nachazeji dominantni struktury, je vétSina informaci ¢asto zachycena v nékolika
malo moédech, vzhledem k nimZ lze ostatni povaZovat za bezvyznamné. Kromé toho je POD
vypocetné relativné nenarocnd, velkou vyhodou je také jeji linearita a moZnost aplikace i na
nelinedrni systémy.

V ramci riiznych obort existuji rtizné variace POD: Principal Component Analysis (PCA),
Karhunen-Loeveova transformace (KLT) a Singular Value Decomposition (SVD). Tyto
metody byly vytvofeny nezavisle na sob¢, maji stejny cil, ale li§i se provedenim. Na poli
mechaniky tekutin tuto metodu piedstavil v roce 1967 John Lumley.""® Daliimi oblastmi
aplikace POD jsou analyza signali, komprese dat, analyza vibraci a zpracovéani obrazii. Jako
nékteré konkrétni zajimavé aplikace lze zminit v ocednografii analyzu cirkulace v Tichém
oce4nu'® nebo v pruznosti a pevnosti detekci pritomnosti a mist defektil s pouZitim analyzy
POD médi vibrujici souéésti.™

3.1 Obecny postup vypoctu POD

Nasledujici princip vypoctu POD médul i jeho aplikace lze nalézt napiiklad v materidlech
Dirka Luchtenburga a kol."'”! Vygetiujeme skalarni funkci u(Z,t), kde Z = (z,, @, ..., z,) je
vektor prostorovych soufadnic a ¢ ¢as. Tato funkce je definovani na oblasti {2 v Casové
doméné 1" a popisuje n€jakou vlastnost. U proudéni je to napiiklad tlak, velikost rychlosti
nebo vitivost. Vysetfovanou funkci Ize beze zbytku vyjadrtit souctem m modi ve tvaru

u(,t) = Z@(f)ai(t) 3.1)

kde ¢, je prostorové zavisla funkce urcujici tvar médu a a,; Casové zavisld funkce urcujici jeho
vyvoj v Case. Aproximace vstupni funkce pomoci n médi, kdy n < m, ma byt ve smyslu
néjaké podminky optimélni, zde kritéria nejmensich ctverc, takZe plati

// (@—al,)" dzdt < // (a—al,)" dzdt (3.2)
QT QT

Tato podminka vyjadiuje snahu zachytit co nejvice informaci do co nejmensiho poctu médu.
Jinymi slovy neexistuje Zadnd jind dekompozice, kterd by pomoci n mddi zachycovala danou
veli¢inu 1épe nez POD. Také to znamena, Ze POD obecné neni modélni analyza, kde poZa-
dujeme, aby Casové€ zavislé funkce byly exaktné sinus nebo kosinus. Za vhodnych podminek
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toho 1ze dosahnout pomoci metody zvané Dynamic Mode Decomposition (DMD).2*!
Matematické feSeni optimalizaCniho problému (3.2) vede na Fredholmovu integralni
rovnici

[ R@#) 0,07 = 30,(2) (33)
)
kde R(Z,Z’) je korela¢ni matice definovana vztahem
= =/ 1 — —/
R(Z,7") = T/u(m,t)u(x ,t)dt (3.4)
T

Symbol Z’ znaéi odliSnou pozici oproti Z. VyfeSenim Fredholmovy rovnice jsou ziskany

7 w7z

vlastni funkce ¢, a vlastni ¢isla \,. Korela¢ni matice je samoadjungovand a pozitivn¢ semide-
finitni. Diky témto vlastnostem jsou vlastni ¢isla redlna a kladna a vlastni funkce ortonormalni
ve smyslu

/@@@@wz% (3.5)
Q

kde I je jednotkova diagondlni matice. Casové funkce a; pak lze dopo&itat pomoci projekce
veli¢iny u na pfisluSnou vlastni funkci ¢,

cmwzjﬁ@w@@Mf 3.6

Q

V roce 1987 navrhl Lawrence Sirovich alternativni cestu, kterd stavi misto prostorové
v , . 130 . e . . . , . . ,
korelace na ¢asové korelaci.”” Vstupni veli¢ina je diskretizovdna v ¢ase, odtud vznikl nazev
metoda snapshotl. Korelacni matice je potom definovana vztahem

C(t,t) = /u(f,t)u(af,t’) dz (3.7)

Q

a Fredholmova rovnice ma tvar
1 / / /
1 [ cttrawiar =ra G
T

Z predchazejiciho je zfejmé, Ze vlastni funkce tentokrat predstavuji Casovou funkci a,. Tyto
funkce jsou biortogonalni ve smyslu

1
= / a;(t)a(t)dt = A, (3.9)
T

kde A je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly A;. Vlastni funkce ¢, se dopocitaji projekei
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1
08) = 7 [ @ Da oy (3.10
T
Pti dodrZeni vySe popsanych postupt jsou prostorova i ¢asova POD ekvivalentni, tzn. vedou

ke stejnym vysledkiim.

Vzhledem k tomu, Ze vlastni funkce ¢, lze dle rovnice (3.10) po prevedeni integralu na
sumu reprezentovat jako linedrni kombinaci okamzitych hodnot vstupni veliiny u(Z,t),
pfechazi na n€ vSechny jeji Casov€ nezavislé vlastnosti, které lze popsat linearni homogenni
rovnici z hlediska proménné u. Mezi né patii napiiklad rovnice kontinuity u nestlacitelného
proudéni nebo nékteré okrajové podminky, které pak plati jednotlivé u v§ech POD mdédii.

Dale 1ze rovnici (3.9) s vyuZitim ortonormality vlastnich funkci (3.5) rozsifit na tvar

s = ([ @@ aza e
QT

Z toho vyplyva, Ze je-li sledovana veli€ina u velikost rychlosti, pak je vlastni ¢islo A\, imérné
stiedni integralni hodnoté pies Casovy usek 7' integrdlu mérné kinetické energie piisluSného
modu pres oblast (2. Vydélenim tohoto vlastniho ¢isla souctem vlastnich Cisel vS§ech méda
dostaneme podil mérné kinetické energie daného médu na celkové mérné kinetické energii ve
sledované oblasti. Timto zpiisobem se da snadno urcit, kolik mdda je potieba secist, aby bylo
zachyceno pozadované procento mérné kinetické energie v oblasti. V pripad¢€, Ze sledovana
veli¢ina je tlak nebo velikost vifivosti, nemd vlastni Cislo relevantni fyzikdlni vyznam a je
oznacovano jako mohutnost v piipadé tlaku, resp. enstrofie v piipadé€ velikosti vifivosti. Pofad
je ale pouzitelné pii stanovovani vyznamu jednotlivych moda.

3.2 Prakticky postup vypoctu POD

Pii praktickych vypoctech se zpravidla pocita s daty diskrétnimi v Case 1 prostoru, proto je
potieba provést operace znacené v piedchazejicim popisu obecné analyticky pomoci
vhodnych numerickych metod. V této ¢asti bude popsan nejjednodussi princip vypoctu POD
jak prostorovou (pfimou) metodou, tak ¢asovou metodou (metoda snapshotll), pro skalarni
i vektorovou veli¢inu. Nalézt ho Ize také naptiklad v materidlech Bernda Noacka.*”!

3.2.1 POD skalarni veli¢iny

Pro vypocet POD je uvazovana nerovnomérna sit, na které je sledovana veli¢ina vypoctena
nebo naméfena v urCitém poctu Casovych okamzikl. Mezi témito okamZiky (snapshoty) je
dan konstantni ¢asovy krok. Ke kazdému datovému bodu je ptitazena velikost buriiky, ve které
se nachazi (v zavislosti na dimenzi délka, obsah nebo objem). Idedlné€ by se mély datové body
obrazku 3.1.

Prvnim krokem je sefazeni vSech hodnot do vektorti a matice. Vektory budou uvazovany
ve vychozim tvaru jako sloupcové. Nejprve jsou do vektorti poskladany jednotlivé souradnice
vSech datovych bodl v libovolném potadi. Nasleduji velikosti buné€k .S;, které uz ale musi ctit
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E— bunka

oblast  — uzel

Obrdzek 3.1: Schéma dvourozmeérné vypocetni domény typu quad pro vypocet obtékdni ctverce.

stejné poradi jako soutadnice. ProtoZe sledovana veliCina je definovani kromé& prostoru
i v Case, bude zapsidna v matici. M4a-li vypocetni sit' /N bodl a pofizeno bylo M snapshott,
bude mit tato matice rozmér N x M. Hodnoty sledované veliCiny jsou tedy u kazdého snap-
shotu sefazeny ve stejném potadi jako soutradnice a zapisovany postupné do sloupcti matice.
Témito kroky doslo k pfesunu z klasického diskretizovaného prostoru do tzv. fazového pros-
toru R o rozméru P = N. Pro ptipad dvourozmérné domény je tedy tvar vstupii nisledujici

Ty hn Sl Uz, t, Uz ity 7 Uzt
Zqy Yo S2 Uz, t, Uzyty o Uzyty,

x=| 2| y=|2] s=|2| u=| ™ 2t (3.12)
Ty Yn Sn Uzt Yzn oty Uz o tar

Dile je pro ucely numerické integrace, ktera je provadéna obdélnikovou metodou, vytvotfena
matice

mu51,t1 muf1,t2 mu517tM
V — \/572;”55’2,151 \/572%2,@ \/5727’:%’W (3.13)

% SNquyh \% SNquytz I SNquth

ktera vznikne vynasobenim kazdé hodnoty v matici U odmocninou z velikosti ptislu§né bui-
ky. Dalsi postup zavisi na vybrané metodé¢. Sestava z nasledujicich krok:

Prima metoda Metoda snapshoti

Vypocet korela¢ni matice

V.vVT vT.v
= 3.14a = 3.14b
R i ( ) C i ( )
VyteSeni vlastniho problému
Re;, = )€, (3.152) Ce, = \€; (3.15b)
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Vypocet vektoru ¢,
(e')j €;
)= . =U
(), N (3.16a) ¢ AN, (3.16b)
Vypocet vektoru a,
N
(ai)j = ZUkj(<ei)k\/ Sk) (3.17a) a, =e;\/ M)\, (3.17b)
k=1

V obou metodich je korelacni matice sestavena tak, Ze Fredholmova rovnice pfechdzi na
znadmy vlastni problém matice (3.15). Odvozeni tohoto procesu lze nalézt v ¢lanku od autorti
Smithe, Moehlise a Holmese.”* V MATLABu se vlastni problém fesi pomoci funkce eig.
Vlastni vektory e; jsou nasledné setazeny podle svych vlastnich Cisel A; sestupné, tedy od
nejvet§itho vlastniho ¢isla po nejmensi. Vypocet vlastnich funkei (3.16) a (3.17) obsahuje
1 zpétny prepocet, takze vysledné funkce, resp. vektory, jsou ortonormalni a biortogonalni ve
smyslu rovnic (3.5) a (3.9). Tento zpétny prepocet je nutné ud¢€lat, protoze pfi zminéné tprave
korela¢ni matice za tucelem redukce Fredholmovy rovnice na vlastni problém matice doslo
i k predefinovani vlastnich vektora.

Hlavnim kritériem pfi volbé metody je porovnéani poctu snapshotli oproti poctu bun¢k ve
vypocetni siti. Jak je patrné z rovnic (3.14), vzhledem k rozdilnému potadi maticového
nisobeni ma vyslednd matice u pfimé metody rozmér N x N, zatimco u metody snapshot
M x M. Piima metoda se proto 1épe uplatni tam, kde je vice snapshotii nez sitovych bungk,
coZ jsou typicky naptiklad kmitajici prutova télesa. Naproti tomu metoda snapshotl se uplatni
u dat s rozsdhlymi sitémi a mensim poctem snapshott, coZ je ptipad i CFD simulaci.

3.2.2 POD vektorové veli¢iny

U vektorové veli¢iny se vyuZziva faktu, Ze kazda jeji slozka je ve své podstaté skalarni veli-
¢ina, k jejiz hodnoté je v ramci tohoto vektoru pfifazen smér prislu$né soutradnicové osy.
Princip POD je proto tpln¢ stejny jako v pfedchozim piipadé, li§i se pouze ve tvaru vstupt,
kde je vhodné pocitat se vSemi sloZzkami vektoru zaroven.

Princip tvorby vstupnich vektort a matic pro POD vektorovych veliin je ten, Ze slozky
vektoru se zapisuji postupné pod sebe. Ma-li vektorova veliCina n slozek a je definovani na
siti o NV bodech v M c¢asovych okamzicich, potom vektory soufadnic maji rozmér Nn a mati-
ce s hodnotami veli€¢iny ma rozmér Nn x M. Jejich tvary pro dvourozmérny prostor jsou

T Y, S, Uy zit, - UYaaity,
Ty Sn Ug gyt - Uz zyty,
x = y=|"™| s=|g4 | U=|," u (3.18)
Ty Y 1 Yy, Tty YTyt
. :
N Yn SN Uy 7ty Uy %Nty
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Po vypoctu prostorovych POD médi ¢, je dilezité mit na paméti, Ze i tyto vektory maji
tvar analogicky ke tvaru vstupnich vektord, je tedy nutné je rozd¢lit zpét na piislusné slozky.
Naopak ¢asové funkce neni tieba upravovat a fidi se jimi vSechny slozky prostorovych médu,
coz vede ke zjednoduseni dalSich vypocti a analyz. To je diivod, pro¢ se pocitd se vSemi
sloZkami vektoru zaroven.

3.3 Varianty provedeni POD

V piipad¢ mechaniky tekutin se rozliSuji dva zplisoby POD. Prvni je POD celkovych hodnot
sledované veli¢iny, druhy POD fluktuacni sloZky této veliCiny. Fluktua¢ni slozka se vypocita
odectenim stfedni hodnoty ze vSech snapshotli od jednotlivych snapshott. Stfedni hodnota je
tedy dana vztahem

N R
up(Z) = 77> uld, ) (3.19)
=1
a fluktuac¢ni hodnoty vztahem
u'(Z,t;) = u(@, t;) — uy(Z) (3.20)

Vysledna aproximace sledované veli¢iny je pak ddna souctem jeji sttedni hodnoty a souboru
POD modi fluktuaci. Vysledky obou variant POD byvaji na prvni pohled velice podobné,
protoZe jeden z médi u POD celkovych hodnot piiblizné odpovidd Casové stfedované
hodnoté¢ a oznacuje se jako nulty mod. Nicméné Castéji se vyuzivd POD fluktua¢nich hodnot,
protoZe fluktuace jsou z definice symetrické kolem nuly a stacionarni okrajové podminky,
jako je konstantni vstupni rychlost, jsou tak dany pouze €asové sttedovanou hodnotou. V této
praci bude pouZzivana pouze POD fluktua¢nich hodnot.

3.4 Vliv vstupnich parametrii na vlastnosti POD médi

3.4.1 Vliv ¢asového rozmezi

Casové rozmezi, tedy rozdil asového okamziku posledniho snapshotu a ¢asového okamziku
prvniho snapshotu, piimo ovliviiuje tvary POD médii. Na obrazku 3.2 jsou pro srovnani
vykresleny druhy a ¢tvrty POD mdd tlaku pii obtékani Ctverce a frekvencni spektrum druhého
moédu ziskané diskrétni Fourierovou transformaci (DFT).

V prvnim piipad€ byl jako vstup do POD vybran soubor prvnich 646 snapshottl, které
dohromady popisuji rozmezi Sesti period. Tvary POD médii jsou zde symetrické, resp.
antisymetrické, a jejich frekvencni spektra obsahuji jen nékolik malo frekvenci, zde u druhého
modu pouze tfi, pfiemz dveé z nich jsou prakticky zanedbatelné. Z toho vyplyva, ze POD
mddy jsou v tomto piipad¢ velice blizké vlastnim tvarim proudéni.

Ve druhém piipad¢ bylo pouZito prvnich 700 snapshotii, které popisuji rozmezi 6,5
periody. Zde je vidét, Ze dosSlo ke ztraté symetrie a antisymetrie. Frekven¢ni spektra obsahuji
velké mnozZstvi frekvenci, mnoho z nich se nachazi v plynulych ndbézich na amplitudové
Spicky, tzv. peaky. Ve frekvencnim spektru druhého moédu jsou tfi dominantni frekvence.
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Obrdzek 3.2: Vliv ¢asového rozmezi na POD mdédy pro pripad obtékdni ctverce. Zobrazeny jsou tvary POD
modii tlaku ¢4 a ¢, a jejich casové funkce ay a a,. Frekvencni spektrum druhého modu bylo spocitdno pomoct
diskrétni Fourierovy transformace (DFT). Casovy krok mezi snapshoty je At = 0,005 s.
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Primér z prvnich dvou odpovidd dominantni frekvenci v prvnim piipadé, tfeti dominantni
frekvence se v prvnim pfipad¢ vyskytuje az u tfetiho a ¢tvrtého modu.

Duivod toho, pro¢ jsou POD mddy stejné jako DFT zkreslené, pokud délka ¢asového tseku
neodpovida ptirozenoc¢iselnému nasobku periody signdlu, 1ze snadno najit srovnanim vztaha
pro vypocet téchto operaci. V obou se vyskytuje vypocet stiedni integralni hodnoty pies caso-
vy usek 7'. V idedlnim piipad€ je tento Casovy usek nekonecny, takZe se na ném mohou
projevit vSechny frekvence a eliminuje se nepfesnost u celkové neperiodickych signdlt.
Na kone¢ném c¢asovém tuseku je nejlepSich vysledkii dosaZeno, pokud stfedni integralni
hodnota pies tento Usek odpovida stfedni integrdlni hodnoté pres nekonecny usek. U peri-
odického dé&je to tedy znamena, Ze na tomto useku musi probehnout pocet period odpovidajici
néjakému prirozenému cislu.

Rozdilné tvary POD médi v jednotlivych ptipadech maji za nésledek i odliSnosti v jejich
relativnich mohutnostech danych vlastnimi ¢isly A,. V tomto piipadé¢ jsou ale relativné malé,
napiiklad druhy méd v prvnim piipadé€ dosahuje 15,7 %, ve druhém 16,2 %.

Srovnanim obou piipadl lze dospét k zavéru, Ze je vhodné pouZivat soubor snapshotl
popisujici €asovy interval odpovidajici n¢jakému ndsobku periody. Pti stanovovani poctu
snapshotll v praxi je nutné mit na paméti, Ze prvni snapshot by m¢l navazovat na posledn,
nesmi se tedy shodovat. V opatném piipadé by se posledni snapshot uz pocital do dalsi
periody, pficemz i tento jediny snapshot navic se pii kroku 0,005 sekundy znatelné projevil,
v tomto pifipad€ zejména na tvaru druhého mddu, ktery se na toto ukazal byt nejcitlivé;jsi.

3.4.2 Vliv ¢asového kroku

Pro stanoveni vlivu ¢asového kroku na vysledky POD byla pouZita vstupni data popisujici
casové rozmezi 18 period, v prvnim piipadé¢ 1939 snapshotl s krokem 0,005 sekundy, ve
druhém piipadé 57 snapshotl s krokem 0,170 sekundy.

Z vysledkl na obrazku 3.3 vyplyva, Ze ¢asovy krok sdm o sob& neovlivnil sledovany POD
mdd, ten vysel prakticky stejné. Nicméné frekvencni analyzy se 1isi. Divodem je, Ze v pfipa-
dé kroku 0,170 sekundy neni splnén Nyquistiv-Shannontiv teorém, ktery fika, Ze presnd
rekonstrukce spojitého frekvencné omezeného signalu z jeho vzorkd je mozna tehdy, pokud
byla vzorkovaci frekvence vyssi nez dvojnasobek nejvyssi harmonické slozky vzorkovaného
signalu. Casovy krok 0,170 sekundy odpovid4 vzorkovaci frekvenci 5,88 Hz, pro kterou je
nejvyssi mozné rekonstruovatelnd frekvence 2,94 Hz. Toto hrubé podkroceni Nyquistova-
Shannonova teorému proto vedlo ke zcela Spatnym vysledkiim frekven¢ni analyzy, ale nemé-
lo v tomto pifipad€ vliv na vysledek POD. Nicméné pokud vzorkovaci frekvence odpovida
nékteré z frekvenci periodického déje, dojde k ovlivnéni mddul, protoZze mody piislusejici
inkriminované frekvenci se jevi jako konstantni signal. Z tohoto divodu se pak neprojevi na
fluktuacni sloZce, ale na stfedni hodnoté.

V praxi se kvili rekonstruovatelnosti ¢asovych funkci Nyquistlv-Shannoniv teorém
nepodkrocuje. V takovém piipadé¢ zména Casového kroku nema na POD mddy prakticky
Zadny vliv, coZ potvrzuji i vysledky dizertaéni prace Davida Stefana prostfednictvim srovnani
relativnich mohutnosti mnohem sloZit&jsiho tlakového pole ve virovém generatoru.”¥
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Obrdzek 3.3: Vliv ¢asového kroku na POD mody pro pripad obtékdni ¢tverce. Zobrazeny jsou tvary desdtého
POD médu tlaku ¢, a jeho frekvencni spektra pro casové kroky 0,005 s a 0,170 s.
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4 Redukovany model proudéni

V prvni kapitole byla na jednoduchém piiklad¢ prezentovana Galerkinova metoda a zpiisob,
jak lze docilit sniZzeni fddu modelu, a tim 1 sniZeni vypocetni naroCnosti. DalSi kapitola se
vénovala vlastni ortogonalni dekompozici, coZ je metoda, diky které lze efektivné ze znamého
feSeni ziskat soubor mdéda pro sniZeni faddu Galerkinova systému. Vyhoda tohoto souboru
moddu je, Ze z definice POD je jeho rezidudl vzhledem ke vstupnim datim minimalizovan ve
smyslu metody nejmensSich ¢tverct. V této kapitole bude tato technika pouZzita k sestaveni tak-
zvaného redukovaného modelu proudéni (ve zkratce ROM — z anglického Reduced Order
Model) nestlacitelné visk6zni tekutiny.

4.1 Ridici rovnice a pouzivana konvence

Proudéni tekutin se idi znAmou Navier-Stokesovou rovnici, ktera se da odvodit na zakladé
rovnovahy sil plsobicich na elementarni ¢astici. Pro tdplnost systému je doplnéna rovnici

kontinuity. Uvazujeme-li nestla¢itelnou visk6zni kapalinu bez plisobeni vnéjSich objemovych
sil, maji tyto rovnice tvar

V-5=0 (4.1a)

@ = —vVu— 1Vp + VAU (4.1b)
ot p

Cilem je vyftesit tento problém pomoci Galerkinovy metody. Potfebnym vstupem je soubor
m POD médu rychlosti. Ty jsou uvaZzovany pouze pro fluktuacni slozku rychlosti, proto plati,
Ze ¢ jsou casové€ stiedované hodnoty a ¢, ., jsou vypocitané POD mddy. Vektor rychlosti je
tedy vyjadren jako

=Y ¢ (4.2)
=0

Vyjadieni rychlosti se dale dosadi do Navier-Stokesovy rovnice (4.1b) a nasledné se provede
Galerkinova projekce jednotlivych POD médi na tuto rovnici. Vzhledem k jeji rozsahlosti
bude vhodné postupovat ¢len po Clenu. Dale se pro zjednoduSeni zapisu pouziva nasledujici
konvence

(@, 7)g = / 4vdS) (4.3a)

Q
], = / iindo (4.3b)
0
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4.2 Vyjadreni jednotlivych ¢lenti Galerkinova systému

Pro lokélni zrychleni dostavame vyraz

( o 51 25 ) (4.4)
Q

Sumace je dale roznésobena derivaci i médem ¢,. Casové zavislé je jen funkce a;, proto lze

aplikovat operator derivace pouze na ni, pti¢emz diferenciil se zméni z parcidlniho na totalni.
Je to déano tim, Ze tato funkce nezdvisi na ni¢em jiném neZ na ¢ase. Vyraz ma nyni podobu

" da, - -
(Zdicbczﬁ) 4.5)

Zde lze vyuzit ortonormalitu médli popsanou v rovnici (3.5), coz vede k vypadnuti mnoha
¢lenti. Nyni ale uvaZzujme obecné¢ neortogonalni médy. Déle je potieba provést prostorovou
integraci. S vyuZitim stejné dvahy jako u Casové derivace lze vytknout casové funkce pred
integral (nezavisi na prostorovych soufadnicich), kterému tim pddem podléhaji pro zménu jen
prostorové POD mddy. Definujeme matici, jejiz prvky jsou

a koneCny tvar lokalniho zrychleni je
m% 4.7
2"y
Nasleduje konvektivni ¢len. Ptislu$na projekce ma tvar
—~ (a?i,Za? VY ¢ ak> (4.8)
=0 k=0 o

Sumy jsou sjednoceny do jedné, kterd je rozndsobena ¢lenem qz?z
- ( D 66,V ajak> (4.9)
b Q
Pro zjednoduseni se zavadi matice, jejiZz prvky jsou
Qs = —(6:6,V ) (4.10)
Konec¢na podoba konvektivniho ¢lenu potom je

> a0 (4.11)

7,k=0
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Dalsi na fad€ je tlakovy Clen. Zde je mozné vyuZit matematickou identitu
——(¢:,Vp), = ——(V- (po:) —p(V-cbi)) (4.12)

Divergence modu rychlosti je z definice POD nulovd a na zbylou divergenci lze aplikovat
Gaussovu-Ostrogradského vétu

(V- (06)) =~ [pd] @13)

kde 6 je hranice oblasti 2. Podminkou je, aby hranice byla uzaviena. Problematika modelo-
vani tlaku bude feSena v nasledujici ¢asti.
Zbyva viskozni ¢len. Jeho projekce ma tvar

v (&i,A Zgz?jaj> (4.14)
7=0 o

Dalsi dpravy jsou podobné jako u konvektivniho ¢lenu. Nejprve je roznasobena suma

J=0 Q
a déle se zavadi matice, jejiz prvky jsou
Ly =v(6:A;) (4.16)

Za ucelem redukce chyb spojenych s numerickou derivaci se aplikuje Greenova prvni identita,
diky které lze sniZit fad derivace o jeden. To vede na novy tvar

Ly =v Y _([(60):V(80);]0 = (V(#4):V(4);)0) (.17)
k=1
kde index k zna¢i sméry soufadnicového systému. Konecna podoba viskdzniho ¢lenu je
>l (4.18)
7=0

4.3 Modelovani tlakového ¢lenu

V predchozi ¢asti byla provedena Galerkinova projekce POD méda na Navier-Stokesovu
rovnici. V ni ale stile prebyvd jedna neznama — tlak. Ten by mél byt aproximovéan
konzistentn€ s rychlosti[zs], coZz znamend, Ze hledame takové mody tlaku, které se fidi
stejnymi ¢asovymi funkcemi jako mddy rychlosti. Diky tomu dostaneme soustavu m rovnic
pro m neznamych ¢asovych funkci, kterou uz je mozné vyresit. Zptsobd, jak se s tlakovym
¢lenem vyporadat, je vice.
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Autorem prvniho zptsobu je Bernd Noack."”! Médy tlaku jsou zde ziskany vyfeSenim
Poissonovy rovnice pro tlak. Tato rovnice je odvozena z Navier-Stokesovy rovnice pro
nestlacitelnou kapalinu (4.1b) aplikovanim operatoru divergence a vyuZitim rovnice
kontinuity (4.1a), diky které mnoho ¢lenti vypadne. Vysledny tvar pro 3D je

ov,\ > v, 2 ov\ > v, Ov, Jv, Ov, v, dv,
Ap=—p ((890) + (8—y> + (82) 2 oy Or 2 0z Ox 2 0z Oy (4.19)

Tento tvar se da upravit vyuZitim sumace a indexového zapisu do podoby

3
81}. 81)-
Ap = — E L_J
D pi’j:1 6% oz, (4.20)

DalSim krokem je dosazeni aproximace rychlosti pomoci POD moédu (4.2) do této rovnice,
vysledek pak 1ze po tpravé zapsat ve formé

Ap = Z S k0, (4.21)

j:kzo

Reseni této rovnice lze odekévat ve tvaru
m
p= Z Pjra;ay (4.22)
J,k=0

kde parcialni tlaky p;;, spliuji rovnici

Neumannova okrajovd podminka pro feSeni této rovnice se ziska vyjadrenim gradientu tlaku
z Navier-Stokesovy rovnice (4.1b). Po posazeni tohoto feSeni do Galerkinovy projekce (4.12)
m4 pfisluSny ¢len podobu

1 N m
—— ¢V Y ppa, ak> (4.24)
P J =0 0

Upravy opét spo&ivaji v roznasobeni sumy a zavedeni matice, jejiz prvky jsou

1,-
@y = —;(@ijk) (4.25)
Q

coZ vede na dal$i kvadraticky ¢len Galerkinova systému
Z q;31, 05, (4.26)
4,k=0

Tato metoda je vhodna tam, kde zndme rychlostni, ale nemame tlakové pole. Typickym
piikladem jsou experimentdlni data, kde zatim lze ziskat pouze rychlostni pole, napiiklad
metodou PIV. Jeji nevyhodou je ndro€nost spojend s feSenim Poissonovy rovnice.

31




Diplomova prace (VUT-EU-ODDI-13303-18-17)

Pokud zname 1 tlakové pole, coZ je ptipad CFD simulaci, je snazsi pro vypocet tlakového
¢lenu pouzit druhou metodu, kterou navrhl Michel Bergmann.””! Spociva v provedeni POD
pro rychlost a tlak dohromady. PouZzije se zde POD pro vektorovou veliinu popsana v ¢asti
3.2.2, pficemz vstupni vektorova veli¢ina je

i = (v,,v,,v,,p) (4.27)

s w7

Ve vysledku je tlak dekomponovan spolecné s rychlosti, ¢imZ ziskdvame aproximaci tlaku ve
tvaru

p=>_ v (4.28)

J=0

Po dosazeni do Galerkinovy projekce ma tlakovy ¢len tvar

1. _&
= <¢ VY v, aj> (4.29)

Dalsi dpravy jsou stejné jako v pfedchozich ptipadech. Zavadi se matice, jejiZz prvky jsou

1.-
= ;(@ij) (4.30)

Q

a vysledkem je dalsi linearni ¢len Galerkinova systému

> a, (4.31)
=0

Dusledkem provedeni POD rychlosti a tlaku dohromady je, Ze médy rychlosti (a ani tlaku)
nejsou obecné ortogondlni. Divodem je, Ze po provedeni POD jsou vysledné prostorové
mody rozdéleny na tlakovou a rychlostni slozku. Ortogonalita zde plati pouze pro cely vektor,
ne jednotlive pro jeho slozky.

Jak je vidét, vyhoda Bergmannova modelu spoc¢iva v jeho nenaro¢nosti. Velkou nevyho-
dou ale je, Ze je platny pouze v referen¢nim bodé¢, a to kviili tomu, Ze zména gradientu tlaku je
podle néj pfimo imérna zmén¢ rychlosti (4.29), zatimco ve skute¢nosti se méni kvadraticky,
coz Noacklv model respektuje (4.24). Tteti pristup k modelovani tlaku pak spoc¢iva v tom, Ze
se Poissonova rovnice nefesi plnohodnotnou simulaci, ale na drovni redukovaného modelu. !
Predpokladem jsou znamé hodnoty tlaku, z nichZ je provedeno POD oddé€lené od rychlosti.
Aproximace tlaku tedy je

p=> ub (4.32)
=0
Funkce b; jsou novou nezndmou, proto je potieba v ramei redukovaného modelu kromé Navi-

er-Stokesovy rovnice (4.1b) feSit navic také Poissonovu rovnici (4.19). DalSim krokem je tedy
dosazeni této aproximace a provedeni Galerkinovy projekce s testovacimi funkcemi v,
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(m,ZA;bjbj) = <¢ > k:jkajak> (4.33)
=0 o 4,k=0 Q

kde Clen k,;, v sob& obsahuje viechny Cleny z pravé strany. Zde bude pro jednoduchost uvazo-
vano 2D proudéni

0(d.);0(¢,)s,

4.34
ox ox oy oy oy ox (4.34)

kjk -

Po zavedeni matic, které v sob& obsahuji integraly pfes doménu, stejné jako tomu bylo
u Navier-Stokesovy rovnice, dostivame tvar

m m
Db = (435)
7=0 j,k=0

V kombinaci s Navier-Stokesovou rovnici nyni mame systém 2m + 2 rovnic pro 2m + 2
neznamych a; a b;, j = {0,1,2,...,m}. Ale diky tomu, Ze po aplikaci Galerkinovy projekce
se Poissonova rovnice zredukovala na obyc¢ejnou soustavu linedrnich rovnic, lze neznamé
funkce b, explicitn€ vyjadfit a dosadit je do Navier-Stokesovy rovnice. Plati tedy

(m+1)?
k=0
kde s, jsou prvky matice s, ktera se ziska feSenim soustavy rovnic (4.35)
s = (LP)"1qg” (4.37)

Matice g” je v tomto vztahu oproti rovnici (4.35) preskladana tak, aby bylo moZné soustavu
rovnic napsat v maticové form¢ L”b = gPa?, kde vektor a? v sob¢ obsahuje vSechny souciny
casovych funkei a;a,. Matici s je mozné preskladat tak, aby platilo

m

b_] - Z Sjklakal (4.38)

k,1=0
Po dosazeni do vychoziho vztahu (4.32) dostavame novy piedpis pro tlak
P= > ;800 (4.39)
J, k=0
Pro zjednoduseni definujeme novou matici, jejiz prvky jsou
Dip =D WiSi (4.40)
i=0

coZ vede na finalni aproximaci tlaku
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=Y P (4.41)
4,k=0

se kterou se dale pracuje analogicky jako u Noackova modelu (4.24) az (4.26). Tato apro-
ximace respektuje kvadratickou zavislost mezi gradientem tlaku a rychlosti. Nevyhodou je
riziko znacnych numerickych chyb, protoZe Poissonova rovnice obsahuje mnoho soucinl
prvnich derivaci i druhé derivace POD médu.

S ohledem na vyhody a nevyhody pfedchozich metod byla v rdmci této prace formulovana
ctvrtd metoda, kterd v sobé kombinuje nenarocnost Bergmannova modelu pii zachovani
kvadratické zavislosti gradientu tlaku na rychlosti. Trik spo¢iva v tom, Ze se provede POD
veli¢iny

i = (v,,v,,v.,/p) (4.42)

Rozdil oproti Bergmannovu modelu (4.27) spoc¢iva v tom, Ze se nepracuje s tlakem, ale s jeho
odmocninou. Druhd odmocnina je ale v oboru realnych cisel definovana pouze pro neziporna
Cisla, takZe je nutné zajistit, aby tlak nenabyval zdpornych hodnot a idedln¢ také to, aby se
nepohyboval prili§ blizko nule, coZ po aplikaci odmocniny vede na strmé gradienty. To se
provede jednoduse pri¢tenim dostatecné velké konstanty ke v§em hodnotam tlaku. Z Navier-
Stokesovy rovnice (4.1b) je patrné, Ze rychlostni pole nezdvisi na konkrétnich hodnotich
tlaku, ale pouze na jeho gradientu, ktery se pri¢tenim konstanty nezméni. Dostidvame tedy

Vp=V(Vp (ZW%> > V(i) asa (4.43)

J;k=0

Toto vyjadieni se opét analogicky s pfedchozim a Noackovym modelem dosadi do Navier-
Stokesovy rovnice, kde vede na dalsi kvadraticky Clen.

4.4 Shrnuti a FeSeni Galerkinova systému

V predchozich castech byla vyfeSena podoba jednotlivych prvkil Galerkinova systému.
Upravy vedly na kvadratické a line4rni ¢leny. Daliim krokem je seéteni téch, které si tvarové
odpovidaji. Tyka se to tlakového Clenu, ktery ma v zdvislosti na pouZitém modelu linearni
formu (takZe ho lze pficist k viskdznimu ¢lenu) nebo kvadratickou formu (takze ho lze pricist
ke konvektivnimu zrychleni). Galerkinlv systém pak ma tvar

me dt Z sz J + Z Qijka‘j Qg (444)

7=0 7,k=0

pro¢ = 0,1,..., m. V tomto tvaru se ale Galerkinliv systém vétSinou nefesi. Problémy zde Cini
casove stfedované hodnoty gz?o. Ty obvykle obsahuji okrajové podminky, jako je vstupni
rychlost nebo vystupni tlak. Numerické chyby ve vypoctu piislusné ¢asové funkce by vedly
ke zmén¢ okrajovych podminek, coZ je nezddouci. Dal§im diivodem jsou komplikace v dyna-
mickych analyzach.** Proto se Gasové funkce a, nepocita, ale poloZi se rovna jedné. Rovnice
pro ¢ = 0 je pak nadbyteCna, takze se ze systému vyfadi. Dosazeni a, = 1 na pfislu$na mista
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v kvadratickém a linearnim ¢lenu vede na jejich oslabeni o jeden az dva tady. Dusledkem je
vznik konstantniho ¢lenu

¢; = biop + Qoo (4.45)
a roz$iteni linearniho ¢lenu
lij = lij + Gijo + Gio; (4.46)
Galerkindv systém ma nyni nasledujici podobu
>y oo at D Lty D G ay (4.47)

pro:=1,2,....,m.

Nyni uz lze ptikrocit k feSeni Galerkinova systému, Cili jeho integraci v Case pomoci
vhodné numerické metody. V této praci bude feSeni provadéno v MATLABu pomoci feSice
ode45. Ten tesi systémy ve tvaru y = f(t,y), takze prvnim krokem je vynasobeni Galerkino-
va systému inverzni matici k matici m. Matice kvadratického ¢lenu se ndsobi postupné pro
jednotlivé hodnoty indexu k. Tim doSlo k osamostatnéni ¢asové derivace na levé strané
soustavy

T ¢, + Z lia; + Z ;105 Ay, (4.48)
J=1

7,k=1

Poté je mozné vytvofit funkci, ve které bude sestavovian Galerkiniiv systém, a piisluSnym
prikazem spustit fesi¢. Detaily k této proceduie lze nalézt v literatuie.”” Pro jednozna¢nost
feSeni je jesté nutné definovat pocitecni podminku. Tou mohou byt naptiklad pocatecni

hodnoty €asovych funkci ziskanych z POD.

4.5 Kalibrace Galerkinova systému

Z predchazejiciho popisu sestaveni redukovaného modelu proudéni je vidét, Ze je potieba
provést mnoho numerickych vypoctl — derivaci a integrald, které jsou obecné zatiZené nume-
rickou chybou. To se promitne i na feSeni Galerkinova systému, kde ¢asto dochazi k nezaned-
batelnym frekvencnim a amplitudovym chybam. Na obrazku 4.1 je pro ilustraci vykresleno
feSeni redukovaného modelu obtékani ¢tverce se 7 pouzitymi mddy (Casové stiedované hod-
noty + 6 POD moédu fluktuacni slozky). Je zde vidét naristajici rozdil mezi feSenim Galerki-
nova systému a vysledky POD, ktery nakonec mize vést k divergenci nebo ustaleni vysledkil

na chybnych hodnotach. Pro tyto chyby je moZné identifikovat nékolik pii¢in':

1) strukturdlni nestabilita Galerkinova systému[23 1

2) zkrdceni bdze POD mddu (zanedbani vyssich POD médit),

3) numerické chyby (ve vypoctech matic i v integraci Galerkinova systému),

4) chybné predpoklady (pti zanedbavani raznych ¢lenti nebo napiiklad nesplnéni
podminky nestlacitelnosti u experimentalnich dat).

35




Diplomova prace (VUT-EU-ODDI-13303-18-17)
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Pojem strukturalni nestabilita znaci, Ze malé chyby v systému mohou vést k velkym chybam
v feSeni. Bod 1) je tedy uzce provizan s bodem 3). Malad hodnota kinetické energie vysSich
modda dand jejich vlastnimi Cisly vede k jejich zanedbani a nepouZiti v Galerkinové systému.
Situace ale vypadd jinak z hlediska disipace. Zde vy$$i POD mddy ¢asto hraji dilezitou roli,
protoZe znacna Cast disipace se odehrdva na drovni malych vir, které jsou jejich sou-
casti.®* Bod 2) je tim padem do jisté miry provazan s bodem 4). Vliv chyby spojené se
zanedbanim vys$§ich POD moédi pomize odhadnout energeticka analyza Galerkinova systé-
mu, ktera bude feSena v dalSi ¢asti.

s N ¥

Vyse popsané problémy se daji feSit dvéma cestami:

1) modelovdni zanedbanych déjii (subgridni modely turbulence””, vyuZiti energetické
analyzy'**!, vyuziti reziduala Navier-Stokesovy rovnice"! aj.),
2) kalibrace Galerkinova systému (prosttfednictvim minimalizace definované chyby).

Prvni cestu lze oznacit jako fyzikdlni, protoZe spociva ve vytvofeni modelu zaloZeného na
popisu fyzikalnich zakonitosti (at’ uz exaktniho nebo empirického). Naproti tomu druhou
cestu lze nazvat matematickou, protoZe spociva v €isté matematické dpravé systému tak, aby
jeho feSeni bylo co nejbliZze zvolené funkci (v tomto ptipadé Casové funkce z POD). Postrada
tedy jakoukoli vazbu na néjakou fyzikalni zékonitost a plati vZdy jen pro konkrétni Galerki-
niv systém.

Ackoli se prvni zplisob zda byt preferovanou volbou vzhledem ke své fyzikalni podstate,
miZe se stat, Ze dosazené vysledky jsou sice lepsi, ale pofad ne dostate¢né presné. Potom
zbyva uz jen druhy zplsob, tedy matematicka kalibrace. K jejimu provedeni je vhodné nejpr-
ve prepsat Galerkinlv systém (4.48) do maticové podoby. Definujeme matice

E(t,)={1 a(t) - a,{) aalt) - a,a,(t))
¢ byl @it Qm
x{ = : : : : : : : (4.49)
Cm Zml me qmll qmmm
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Galerkiniv systém pak lze zapsat ve tvaru
Ex =a (4.50)

Cilem kalibrace je nalézt takové koeficienty x, aby byla zvolen4 chyba minimalni. Lze pouZit

nasledujici definice'”":

e<1>(x, t) = apop (t) — agom(t) (4.51)

kde ap ) (t) fesi problém (4.50). Této metode se nékdy fika Floquetova kalibrace a vyZaduje
opakovanou integraci Galerkinova systému v kombinaci s nékterym optimaliza¢nim algorit-
mem k nalezeni vyslednych koeficienti."**! Dalii dvé definice spoéivaji v dosazeni ¢asovych
funkci z POD do systému (4.50). Druha definice chyby se ziska po jeho integraci

t

e (x,t) = apop (t) — apop (0) — /E(t)th (4.52)
0
a konecné tfeti definice se ziska analogicky ke druhé, ale bez integrace

e (x,t) = apop (t) — BE(t)x (4.53)

Tato metoda je nékdy nazyvana Poincarého kalibrace.”*!

V dal$im bude vyuZita tfeti definice chyby. Tu chceme minimalizovat metodou nejmensich
ctvercl

(|le® (x,1)|P)r = min (4.54)

kde |e| = VeTIe zna¢i normu s jednotkovou vahovou funkci a (-), znali stfedovani pies
Casovy usek 7'. Hledana matice x se ziska vyfeSenim problému

Ax=Db (4.55)
jehoZz prvky jsou
A =ETE; b=E"Ta (4.56)

Piimé fesSeni tohoto problému ale neni rozumné z toho divodu, Ze matice A obvykle byva
$patné podminénd'”!, coZ ma za nasledek, Ze malé zmény ve struktuie problému vedou k vel-
kym zménam feSeni. Jinymi slovy, feSeni je velice citlivé na numerické chyby v systému, coz
eventudlné muze vést k rapidnimu narastu chyby. Proto autor Laurent Cordier navrhl pouZit
k nalezeni matice x pfistup zvany Tichonovova regularizace, ktery se da popsat jako nalezeni
kompromisu mezi dvéma pozadavky'’":

1) |Ax —b|? = min

2) |x —%,[?* = min

Prvni poZadavek je minimalizace rezidudlu feSeného problému, druhy pozadavek je, aby
rozdil mezi plivodnimi koeficienty Galerkinova systému x,, (pfed kalibraci) a nov€ ziskanymi
byl co nejmensi. Druhy pozadavek je zaloZen na piedpokladu, Ze puvodni koeficienty
vyZaduji pouze malé tpravy, které opravi numerické chyby. Je to zplisob zachovani fyzikalni
podstaty pivodniho modelu, protoZze se d4 ukéazat, Ze bez aplikace tohoto poZadavku by
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norma rozdilu mezi ptivodnimi a novymi koeficienty nabyvala velmi vysokych hodnot."”

Tichonovova regularizace tedy spociva v hledani minima
[Ax — b|? + a|x — x,|* = min (4.57)

kde « je parametr regularizace. Pokud je roven nekone¢nu, dostaneme ptivodni koeficienty v
nezménéné podobé, pokud je roven nule, dostaneme neregularizované feSeni. DalSim krokem
je vybér optimalni hodnoty regulariza¢niho parametru. K tomu je potieba napocitat vysledky
pro né€kolik zvolenych hodnot a vykreslit si do grafu normu reziduilu rovnice proti normé
rozdilu koeficienti. Vysledna kiivka ¢asto mivéd tvar pismene L, proto se ji fikd L-ki¥ivka.
Obecny tvar této kiivky vcetné obvyklé volby regulariza¢niho parametru je na obrazku 4.2.

L-kiivka

@
£
=
E _
- z z o v v v 2
2 Obrdzek 4.2: Obecny pritbeh L-krivky. OranZovd
= Ve v, . v,
| Sipka znaci obvyklou volbu regularizacniho
5
£ parametru.
g & 4
£ p
=

norma rozdilu koeficienti —

Z grafu je ziejmé, Ze rezidual zacina vyrazné klesat az tehdy, kdyZ norma rozdilu koeficientd
dosahne urcité hodnoty. Déle dochazi k rychlému poklesu, ktery se zahy témét zastavi a dalSi
pokles nastava az u velkych hodnot normy rozdilu koeficientti, kde uZ v ptipad¢ Galerkinova
systému dochazi ke ztrat€¢ fyzikalni podstaty. Rigorézni pfistup k volbé regularizacniho
parametru spocivad v nalezeni mista nejvétSiho zaktiveni pismena L, které je na obrizku
znazornéno oranzovou Sipkou."”!

Samotny vypocet matice x pro zvolenou hodnotu regularizacniho parametru a jednotkovou
vahovou funkci spociva ve vyfeSeni rovnice

(ATA + al)x = ATb + ax, (4.58)

kde I je opét jednotkova matice. Lze pouZit i jinou vahovou funkci, a tim upfednostnit modifi-
kaci nékterych koeficientl nad jinymi.

Po vypoctu kalibrovanych koeficienti Galerkinova systému je potfeba mit na paméti, Ze
pii jeho feSeni (integraci v ¢ase) by méla byt pouZzita stejna diskretizace jako pti vypoctu deri-
vaci ¢asovych funkci z POD a, které jsou jednim ze vstupt pro regularizaci. Znamena to pou-
ziti stejné numerické metody se stejnym Casovym krokem. Vzhledem k této diskretizaci jsou
totiz vysledky regularizace optimalni, takze pouZiti jiné metody miiZze vést k mén¢ presnym
vysledkiim.
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4.6 Energeticka analyza Galerkinova systému

Energeticka analyza Galerkinova systému je nastroj, diky kterému lze ziskat ndhled do ener-
getickych tokli v rdmci jednotlivych POD mddii a mezi nimi. Ze zjisténych energetickych
bilanci Ize odhadnout vliv zanedbanych médi a jim ovlivnénou stabilitu feSeni. Tuto metodu
formuloval Bernd Noack™' s vyuZitim postupt Dietmara Rempfera.”*”

Princip vypoctu energetickych toki jednotlivych médu je velice podobny principu vypoctu
Galerkinova systému. Jde opét o projekci jednotlivych médu na Navier-Stokesovu rovnici, ale
tentokrét se pouZiji celé mody, ne jen jejich prostorové funkce. Navic se provadi ¢asové stie-
dovéni pies tsek 7. Resime problém

((¢iai, V) ) =0 (4.59)

T

kde NV je operator Navier-Stokesovy rovnice (4.1b) a funkce a; jsou casové funkce z POD.
UvaZuje se zde dekompozice kolem casové sttedovanych hodnot. Diky biortogonalité caso-
vych funkci (3.9) mnoho ¢lenti vypadne. Zbylé tvofi po osamostatnéni asovych derivaci na
levé strané a drobné dpravé modélni bilancni rovnice ve tvaru

dx,;
dt

=P, +C,+T,+D,+ F, (4.60)

Prvni ¢len je umérny Casové sttedované zméné mérné kinetické energie v Case. PrisluSny
vztah je

dx, 1,- - da?
L =—(¢;, P, ‘ 4.61
N 2(¢1,¢1)Q<dt>T (4.61)
Druhy ¢len se nazyva produkce. Jeho definice je
P = (ngégi)ﬂ%o (a?)r (4.62)

Produkce je interakce mezi danym fluktuaénim médem a casové sttedovanymi hodnotami.
Obvykle vychazi kladné, takZe predstavuje energeticky tok, ktery dany mdd ziskava z Casové
sttedovaného proudu. Tteti ¢len se nazyva konvekce. Je definovan vztahem

i = (Cgm $i)QQi0i<a12>T (4.63)

Opct jde o interakcei s Casové sttedovanym proudem, kterd ale na rozdil od pfedchoziho ¢lenu
obvykle vychizi zdporné. Predstavuje tedy energeticky tok odevzdavany Casové stredova-
nému proudu. Pro 7 = 0 jsou definice produkce a konvekce shodné, v tomto ptipad¢ se uvazu-
je pouze konvekce. Ctvrty &len se nazyva transfer. Vztah pro jeho vypodet je

Ti = (00 0:) , Gign {0:0;01,) 7 (4.64)
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Tento ¢len ma vyznam prenosu energie do/z dalSich fluktua¢nich médua. Paty Clen je disipace.
Jeho definice je

D; = (¢, ¢i)Qlii<a?>T (4.65)

Popisuje pfeménu energie na teplo. Posledni je tlakovy ¢len. Pro model dle Bergmanna se
vypocita ze vztahu

F,= <¢i>¢i)ﬁlfi<azz>T (4.66)

Predstavuje energii ziskavanou z tlakového gradientu.
Sectenim vSech modalnich bilan¢nich rovnic lze ziskat globalni bilan¢ni rovnici. Ener-
getickd bilance, resp. jeji rezidudl, napovi, jak se budou chovat vysledky integrace Galerkino-

va systému v ase. Toho Ize nasledn& vyuzZit k jeho kalibraci.'*”

40




Redukovany model virového proudéni

5 Aplikace Galerkinovy metody na obtékani Ctverce
V této ¢asti bude feSen 2D problém obtékani ctverce, coz je v urCitém rozsahu Reynoldsovych
Cisel nestacionarni proudéni, pfi némz dochazi ke vzniku tzv. Karmanovy virové stezky. Jde
o periodické odtrhavani vird v dplavu za prekdzkou. Tento jev ma velky prakticky vyznam,
protoZe neptiznivé ovliviiuje G¢innost stroji a tlakové pulzace vznikajici vlivem odtrhavani
virti maji za nasledek periodickou silu ptsobici na obtékané téleso, kterd jej mlize rozkmitat
a v krajnim ptipadé zpasobit tinavovy lom. Typickymi piiklady jsou proudéni kolem kiidel
letadla nebo kolem lopatek vodni turbiny. Pro svou relativni jednoduchost a celou Skalu
pravodnich jevll je obtékdni jednoduchého télesa Casto vyuZivano k naladéni rtiznych
matematickych modeld proudéni.

Cilem této Casti je provést CFD simulaci obtékani Ctverce pro lamindrni i turbulentni
proudéni, na vysledky aplikovat vlastni ortogonalni dekompozici a sestavit redukovany model
s pouzitim Galerkinovy metody.

5.1 Laminarni proudéni (Re = 200)

5.1.1 CFD simulace

Simulace byla provedena na vypocetni siti na obrazku 5.1. Ta pokryva oblast o rozmérech
1200x560 mm. Obtékany Ctverec o strané 40 mm se nachdzi 400 mm od levého okraje,
vertikdln€ je zarovnan doprostifed. Soutfadnicovy systém ma pocatek ve stiedu Ctverce, osa x
sméfuje do sméru proudéni (doprava), osa y do pticného sméru (nahoru).

Y
A

560

‘ 400 | 800

— velocity inlet symmetry — wall — pressure outlet

Obrdzek 5.1: Vypocetni sit, geometrie a okrajové podminky.
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Vypocetni sit’ je strukturovana a konformni typu quad (jejimi prvky jsou na sebe navazuji-
ci Ctyfuhelniky — Ctverce a obdélniky) a sklada se z 209400 bunék, 419930 stran a 210530
uzlii. V oblasti okolo ctverce je jemnéjsi, aby bylo dobte podchyceno odtrZeni mezni vrstvy,
kde dochézi k velkym zménam rychlosti na malém prostoru.

Pro feSeni laminarniho proudéni bez problému staci Navier-Stokesovy rovnice. Neni tedy
nutné k nim pfidavat dalS$i modely ¢i korekce. Vstupni rychlost byla nastavena na hodnotu
0,00502 m/s, coZ v kombinaci se stranou ¢tverce davd Reynoldsovo cCislo 200. CFD simulace
byla provedena v programu ANSYS Fluent 16.2, kone¢né nastaveni feSice je v nasledujici
tabulce.

Tabulka 5.1: Nastaveni Fluentu.

Materialy
Material uvniti bunék: voda
Vlastnosti: Hustota [kg/ms] Dynamicka viskozita [Pa-s]
998,2 0,001003

Okrajové podminky
Vstupni rychlost [m/s] Vystupni tlak [Pa] Sténa
0,00502 0 No slip

Metody FeSeni a nastaveni FeSice

SdruzZeni tlaku a rychlosti PISO

Gradienty Least squares cell based
Tlak Second order

Hybnost QUICK

Piechody Second order implicit
Casovy krok [s] 0,2

Pocet iteraci na ¢asovy krok 30

Prubéh feSeni byl monitorovan v jednom bodé¢ nachazejicim se v tplavu na soufadnicich
[93,21] mm. Zaznamendvana byla rychlost ve sméru y metodou vertex average (prumer z vr-
cholt dané buiiky). Na tato data byla aplikovana Fourierova transformace, jejimz vysledkem
je frekvencni spektrum zobrazené na obrazku 5.2. Data pro POD byla exportovana pomoci

funkce automatického exportu po kazdém casovém kroku. Zvolen byl export hodnot v tézZis-
tich bun¢k do ASCII souboru.
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s Priibéh rychlosti <10° Frekvenéni spektrum
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Obrdzek 5.2: Priibeh rychlosti ve sméru y v monitorovaném bodé a jeho frekvencni spektrum.

Z vysledktl Fourierovy transformace vyplyva, Ze proudéni je periodické. Zakladni frek-
vence je 0,01926 Hz, déle se tu projevuji i jeji nasobky, ptiCemz jejich amplituda s rostouci
frekvenci exponencialné klesa. Vyjimkou je ¢tvrta vlastni frekvence, jejiz amplituda je oproti
sousednim frekvencim velice nizka. Diivodem je ziejmé to, Ze se jeji vlastni tvar ve sledo-
vaném misté projevuje jen slab¢.

Na obrazku 5.3 jsou pomoci kontur vykreslena prostorova rozloZeni hodnot nékterych
veli€in v rdmci zvoleného ¢asového okamZziku (snapshotu). Je na nich dobfe vidét o¢ekavana
Karméanova virova stezka. Obrazek 5.3 a) znazorfiuje pole relativni rychlosti, ve kterém je
mozné dobte identifikovat odtrZzené virové struktury rotujici kolem svych virovych jader.
K odtrhdvani virt dochazi stfidavé na horni a dolni stran¢ ¢tverce. Dusledkem toho se stiida
i smér rotace virli — viry na horni stran¢ rotuji po sméru hodinovych rucicek, viry na spodni
strané rotuji proti sméru hodinovych rucicek. Smér rotace viru je dan rychlostnim profilem,
kdy u stény je relativni rychlost ve sméru osy = zaporna, o kousek vys ale uz kladna, cozZ je
dano zrychlenim proudu pii obtékani. Na obrazku 5.3 b) jsou vykresleny kontury velikosti

a)

Relativni rychlost
I - R - i e J 2 I

150 -

100

y [mm]
<o
I
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Obrdzek 5.3: a) pole relativni rychlosti (vzhledem ke vstupni rychlosti), b) velikost virivosti, c) staticky tlak, d)
velikost koherentni sloZky rychlosti, e) velikost absolutni rychlosti

vifivosti. Tato veli¢ina poskytuje asi nejnazorngj$i vizualizaci Karmanovy virové stezky.
Z kontur statického tlaku na obrazku 5.3 c) je patrné, Ze od kraje viru smérem k jeho jadru
tlak klesad. To je zplsobeno odstfedivymi tucinky rotujici tekutiny. Na vystupu je vidét vliv
tlakové okrajové podminky, kdy tlak po celé délce klesa na nulovou hodnotu. Na obrazku 5.3
d) je vykreslena velikost koherentni slozky rychlosti (oznaceni je podle Reynoldsovy trojité
dekompozice). Tato veli€ina slouzi jako vstup pro POD a zaroven dava informaci o tom, kde
je proudéni staciondrni a kde se naproti tomu odehravaji dynamické déje. Nakonec na obrazku
5.3 e) jsou vykresleny kontury velikosti absolutni rychlosti.

5.1.2 Vlastni ortogonalni dekompozice

Vstupem pro vlastni ortogondlni dekompozici bylo 258 snapshoti popisujicich rozmezi jedné
periody, tedy odtrZeni jednoho paru virG. Provddéna byla dvéma zpisoby — rychlost a tlak
oddélené pro pouziti do modelu se zanedbanym tlakovym ¢lenem a rychlost s tlakem dohro-
mady ve spolecnych snapshotech pro pouZiti do modelu s tlakovym ¢lenem modelovanym
pomoci POD. Charakteristickou vlastnosti POD médi Karmanovy virové stezky je jejich
parovost. Parované moédy zachycuji spolecny tvar s faizovym rozdilem 90°. Divodem je, Ze
Karméanova virova stezka ma charakter postupného vinéni, protoZe odtrZzené viry jsou unaseny
proudem, zatimco POD mo6dy maji charakter stojaté viny. Souctem dvou stojatych vin s fazo-
vym rozdilem 90° pak vznikd Zadana postupna vlna. Z toho vyplyva, Ze soucet parovanych
mddu Ize brat jako jeden vinovy méd.

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny POD mody rychlosti pocitané oddélené od
tlaku, pfiCemZ z vySe uvedeného divodu je z kazdé dvojice vykreslen jen jeden méd. Dale
jsou zde vykresleny jejich Casové funkce vcetné frekvenCniho spektra a graf relativnich
kinetickych energif jednotlivych médi.
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Obrdzek 5.4: POD mody rychlosti pocitané variantou dekompozice rychlosti a tlaku oddélené. Kontury znaci
velikost vektorového pole, u prvniho modu je vykresleno i samotné vektorové pole, ve kterém jsou videt undsené
virové struktury. U casove stiedovanych hodnot je i detail z vektorového pole, na kterém je videt pdr
staciondrnich viri za ctvercem.
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<107 Casové funkce méda
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Obrdzek 5.5: Casové funkce POD médii z predchoziho obrdzku.

< 10™ Frekvencni spektra modi Relativni kinetické energie médu
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Obrdzek 5.6: Frekvencni spektra modii vykreslenych na Obrdzek 5.7: Graf relativnich energii prvnich 10 POD
obrdzku 5.4. modit.

Z frekvenc¢niho spektra na obrazku 5.6 je vidét, Ze POD moédy vykreslené na obrazku 5.4
obsahuji vZdy jednu dominantni frekvenci a navic pfipadné nékteré dalsi, které jsou ale
vzhledem k té dominantni zanedbatelné. Proto POD moédy témét odpovidaji vlastnim tvarim
proudéni, které dohromady popisuji takzvané koherentni struktury. V tomto piipadé jsou jimi
odtrhavajici se viry tvofici Karmanovu virovou stezku.

Graf relativnich energii ukazuje, Ze jen prvni dva POD mody zachycuji 95,66 % kinetické
energie koherentni slozky proudéni. Presnosti 99 % je dosaZeno po seCteni pouhych Sesti
modu. Z hlediska pouZiti POD médt pro Galerkinovu projekci to znamend, Ze pokud by byly
vSechny vstupy naprosto piesné, mélo by prvnich 6 POD mddi stacit k dosazeni pouzitelnych
vysledkd.

Na dalSich obrazcich jsou vykresleny POD mody tlaku. Provedeni je stejné jako v ptipadé
rychlosti. Vzhledem k tomu, Ze byly pocitdny samostatné, jsou jejich casové funkce odliSné
od Casovych funkci média rychlosti, takZze v redukovaném modelu je potfeba feSit také
Poissonovu rovnici dle ¢asti 4.3. Nicméné diky urcité provazanosti rychlosti a tlaku se zde
prezentované POD mddy rychlosti a tlaku pocitané oddélené od téch pocitanych dohromady
li$1 jen malo. Srovnanim obrazkd 5.5 a 5.9 a 5.6 a 5.10 lze zjistit, Ze ¢asové funkce odpo-
vidajicich si m6da rychlosti a tlaku jsou frekvencné prakticky shodné, ale maji rozdilnou
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Obrdzek 5.8: POD mddy tlaku pocitané variantou dekompozice rychlosti a tlaku oddélene.
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<10 Casové funkce modi
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Obrdzek 5.9: Casové funkce nékterych POD mddii z predchoziho obrdzku.
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Obrdzek 5.10: Frekvencni spektra nekterych modii Obrdzek 5.11: Graf relativnich mohutnosti prvnich 10
vykreslenych na obrdzku 5.8. POD modii.

pocate¢ni fazi a amplitudu. Pokud si maji odpovidat, je potfeba fizové posunout a ampli-
tudové poupravit pfislu§né prostorové POD moédy. V tom spociva nejvétsi rozdil mezi vysled-
ky jmenovanych zptisobl provedeni POD rychlostniho a tlakového pole.

Graf relativnich mohutnosti ukazuje, Ze na rozdil od rychlosti, kde byla vétSina energie
zachycena v prvnich dvou mddech, je v ptipad¢ tlaku vétSina informaci zachycena az v prv-

a) b)
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Obrdzek 5.12: Odpovidajici si POD mody rychlosti pocitané a) samostatné b) dohromady s tlakem. Sice se od
sebe lisi poradovym cislem, ale po ostatnich strdnkdch (amplituda, fdze) se list pouze nepatrne.
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nich ¢tyfech modech (98,25 %). Piesnosti 99 % je ale dosazeno shodné s rychlosti po secteni
6 modi.

Z provedené POD analyzy dale vyplyvaji dvé skutecnosti tykajici se potfadi modil. Za prvé,
pokud jsou mody setazeny podle své relativni energie/mohutnosti/enstrofie, coz je standardni
postup, neni vZdy nutné, aby s rostoucim ¢islem mddu rostla i jeho dominantni frekvence.
Potadi zavisi na sile danych pulzaci v ramci sledovaného jevu. Tento fakt je vidét u méda
rychlosti 1 tlaku. Za druhé, nemusi ani platit, Ze parované mody se vyskytuji vedle sebe, ptes-
toZe dohromady tvofi jeden vlnovy mdd (postupnou vinu). Zptisobuji to jednak stojaté pulza-
ce, které se ze své podstaty vyskytuji pouze v jednom z dvojice mddii, jednak i to, Ze stojaté
vlny vzniklé rozkladem postupné vlny obecn€ nemusi mit stejnou energii. Tento jev, k némuz
dospél i Martin Jizdny ve své diplomové praci'”, je vidét u POD médu tlaku, kde jedny z pé-
rovanych médi maji ¢isla 1 a 3, resp. 2 a 4.

Posledni ¢asti POD analyzy jsou rekonstrukce vybraného snapshotu z rizného poctu médu.
Lze tak zjistit, jak se ktery POD mod podili na daném jevu a vysledky srovnat s grafem rela-
tivnich energii/mohutnosti/enstrofii. Na obrazku 5.13 je snapshot tlaku a jeho rekonstrukce ze
tif, péti a sedmi POD médu. Kazd4 pridana dvojice modi je odpovidajici si par, s ohledem na
jev popsany v predchozim odstavci tedy mody nebyly ptidavany presné podle potfadového
Cisla. Je zde vidét, Ze pfidanim prvniho paru (mohutnost 58,31 %) k Casové stiedovanym
hodnotdm doSlo ke zvInéni oblasti nizkého tlaku v tuplavu, ale nejsou zde patrné odtrhivajici
se virové struktury. Ty jsou dotvofeny dal§im pirem moédli s mohutnosti 39,94 %, celkova
mohutnost je tedy 98,25 %. Mohutnost dalStho paru uz je nesrovnatelné mensi, ¢emuz
odpovidaji jen nepatrné zmény na rekonstruovaném obrazu.

Snapshot z asu t =15.8 s Rekonstrukee snapshotu z ¢asu t = 15.8 s ze 3 médi
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Rekonstrukee snapshotu z ¢asu t = 15.8 s z 5 médi Rekonstrukce snapshotu z ¢asu t = 15.8 s ze 7 modi
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Obrdzek 5.13: Snapshot tlakového pole a jeho rekonstrukce ze t7i, péti a sedmi modii.
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5.1.3 Redukovany model

Ziskané prostorové POD mddy z predchozi kapitoly byly pouZity jako bazové funkce pro
Galerkinovu metodu. Pti pouZiti modelu fluktuacéni slozky (4.48) vzhledem k okrajovym pod-
minkam tlakovy ¢len vypadne, a staci tak znat pouze POD mddy rychlosti. Pokud je potieba
spocitat 1 tlakové pole, je mozné pouZzit Poissonovu rovnici pro tlak, viz ¢ast 4.3.

Vzhledem ke tvaru Navier-Stokesovy rovnice po Galerkinové projekci bylo potieba
napocitat prvni derivace POD moédu. Za timto tcelem byl vytvofen v MATLABu program,
ktery nacita informace o uzlech a stranich sit¢ ze soubort typu *.msh vytvofenych v genera-
torech siti od ANSYSu. Pomoci téchto informaci 1ze k jednotlivym buinikkdm identifikovat sou-
sedni buiiky, tedy ty, které s danou bunikou sdili nékterou jeji stranu. Derivace byly nisledné
spocitany metodou least squares cell based. Integrace byly provedeny obdélnikovou metodou
s vyuzitim zndmych hodnot obsahli bunék, exportovanych piimo z Fluentu spole¢né s fese-
nim. Jako pocatecni podminky byly pouzity poc¢atecni hodnoty casovych funkci POD médii.
Vysledné Casové funkce by se tedy v idedlnim piipadé¢ mély s nimi shodovat. Jako métitko
kvality proto bude vyuZito jejich vzajemné srovnani.

Redukovany model byl sestavovan postupné s riznymi pocty modi tak, Ze vzdy byl pfidan
jeden vlnovy par. Integrace byla provedena az do ¢asu 60 000 sekund, coZ odpovida 1 167
odtrzenim Karmanovych vir. Obalky vyslednych ¢asovych funkci, pomoci kterych lze sledo-
vat prubéh amplitud, jsou vykresleny na obrazku 5.14.

Obalky ¢asovych funkei a,— aa; —

3 pouZité moédy 5 pouZzitych médt
50 : - -3
x 10
5
0
0 P~
& 1 I L L -5 L L I 1 1
500 1 2 3 4 5 6 0 1 . 3 4 5 6
&as [s] <10 ¢as [s] <10
7 pouZzitych médt 9 pouZzitych médt
x 107 x 10°
I i ‘ ‘ \ : |
0 0
-1 : ‘ ‘ ‘ -1 ' ' ‘ ' ‘
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 [3
cas |s] <10 ¢as [s] <10
11 pouzitych méda 13 pouzitych méda
x 107 x 10°
2 ' T . i T 1
0 0
2 : : : : : -1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
cas |s] <10 ¢as [s] <10

Obrdzek 5.14: Obdlky casovych funkci modit a, a as pri rizném poctu pouZitych modii v Galerkinové systému.
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Z vysledkd na obrazku 5.14 je patrné, Ze z hlediska dlouhodobé ptesnosti neni vysledny
redukovany model dpln¢ idedlni. Pfi tfech pouZitych modech amplituda Casovych funkci
exponencialng rostla, aZ se ustélila na pfili§ velké hodnoté. U vétsiho poctu pouZitych modii
vzdy doslo k odchyleni amplitudy na chybnou hodnotu. Ta s rostoucim poc¢tem mdéda vychazi
stiidavé vyssi nebo niZ$i oproti pocate¢ni hodnoté dané piisluSnou Casovou funkci z POD.
Podobné vysledky lze najit i v literatufe, viz napiiklad ¢lanek autord Sirisupa a Karnia-
dakise.”””

K odhaleni vlivu zanedbani vyssich POD médt na chybu feSeni Galerkinova systému byla
provedena energeticka analyza dle ¢4sti 4.6 s asovym stfedovanim pies jednu periodu. Vys-
ledné energetické toky jsou vykresleny v grafech na obrazku 5.15.

a) b)
* Energeticki analyza <10 Energeticka analyza

x 10
I Mod &islo 1
101 I Mod &islo 2 ]

| I Casove stredovany proud

2r I 1
0 r

. L L . . . -8 . L . L . L
P C T D F Rezidual P C T D F Rezidual

©) d)
<10 Energeticka analyza <10 Energeticka analyza
12 ‘ ‘ : : : ‘ 12 ‘ . : : . :
I Mod &islo 1 I Mod &islo |1
101 B Md &islo 2 ] 101 I Mi6d &islo 2 ]
¢ I Mod cislo 3 | | ¢ I Miod cislo 3 | |
I Mod cislo 4 I Mod cislo 4
6 i 6 [ 1Méd &islo 5 ||
I Mod &islo 6
4 1 4 g
2t 1 2t 1
0 . 0 .
2 ] 2 J
-4 J 4 J
-6 1 6 J
_8 1 1 1 1 1 1 _8 1 1 1 1 1 %
E & T D F Rezidual B € T D F Rezidual

Obrdzek 5.15: Energetickd analyza Galerkinova systému. a) casove stredovany proud v systému se 7 mody, b)
mdody ze systému se tiemi mody, c) mody ze systému s péti mody, d) médy ze systému se sedmi mody. Clen pred-
stavujici zménu kinetické energie v case zde neni zndzornén, protoZe vzhledem ke stredovdni pres jednu periodu
Jjsou jeho hodnoty vZdy nulové. Znaceni velicin dle kapitoly 4.6.
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V prvnim grafu je zakreslena energeticka bilance Casové stfedovaného proudu. Je zde
patrné, Ze zdrojem jeho energie je tlakovy gradient. Tato energie se spotfebovavi castecné na
konvektivni jevy, ¢astecné je disipovdna (pfeménéna v teplo). Energetické toky casové
sttedovaného proudu vysly prakticky stejné pro vSechny analyzované systémy, proto jsou zde
vykresleny pouze vysledky ze systému se sedmi mdédy. Vysledky jsou pouze informativni,
protoZe rovnice pro Casové stiedovany proud nebyla dle teoretické ¢asti do feSeného reduko-
vaného modelu zahrnuta.

Zbylé tii grafy znazoriiuji energetické bilance fluktuacnich médi. Zde uz vysledky zavisi
na po¢tu médu v systému, proto jsou vykresleny pro tfi, pét a sedm pouzitych méda. Ménici
se charakteristika je transfer. Jsou tu patrné velké rezidudly u poslednich dvou moéda, kde
citeln¢ chybi transfer do vyssich POD mddu, nejvice do nasledujicich dvou. Velké rezidualy
u systému se tfemi a péti mody zfejme zplsobuji znacné chyby ve vysledcich prisluSnych
redukovanych modeli. U systému se sedmi médy uz jsou rezidudly pomérné malé, proto zde
roste vyznam numerickych chyb.

Ke zlepSeni dosaZenych vysledki bude potiteba provést kalibraci Galerkinova systému.
Zvolen byl model se sedmi mddy, protoZe se zachycenymi vice nez 99 % energie a relativné
nizkymi rezidudly energetické bilance pfedstavuje dobry kompromis mezi kvalitou vysledka
a poctem pouzitych médi. Kalibra¢ni metodou byla zvolena Tichonovova regularizace chyby

e®) popsana v &asti 4.4. Na obrazku 5.16 je vykreslena vysledna L-kfivka.

Regulariza¢ni kiivka
: :

12 - Obrdzek 5.16: L-kiivka dosaZend pri kalib-

1 raci Galerkinova systému se 7 mody. Hod-
- 1 noty u jednotlivych bodii jsou hodnoty regu-
10071002 (o2 larizacniho parametru.

relativni rezidual rovnic

10 107 10° 10° 10

relativni rozdil koeficienti

V grafu je patrny vyrazny pokles rezidudli Galerkinova systému pfi relativni zméné
koeficienttl, tedy norm¢ zmény koeficientli podélené normou ptivodnich hodnot, rovné zhruba
10" Jako regularizaéni parametr byla zvolena hodnota 107, ktera le{ tésn& pied rohem tvaru
pismene L. U vySSich hodnot uz vychazela pfiliS Spatnd podminénost systému. Relativni
rezidudl rovnic, tedy norma reziduilu Galerkinova systému podé¢lend normou levé strany
(derivaci ¢asovych funkci), zde vychazi zhruba 10, coZ znamena chybu v ¥adu desetin pro-
centa. U nekalibrovaného systému je tato hodnota vy$§i nez 107, coZ piedstavuje chybu v 4-
du jednotek procent.

Na dalS$im obrazku jsou vykresleny pro srovnani vysledky kratkodobé integrace
kalibrovaného a nekalibrovaného systému. Je zde patrné, Ze bez kalibrace dochdzi k postup-
nému odchylovéani od vysledkil referen¢ni simulace (Casovych funkei z POD), a to zejména
u tfetiho a ¢tvrtého mddu. Po kalibraci uz si vysledky odpovidaji mnohem lépe.

Na obrazku 5.18 jsou fazové obrazy né€kterych dvojic casovych funkeci pied a po kalibraci.
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a)
<10 Casové funkce modi
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Obrdzek 5.17: Casové funkce Galerkinova systému a POD a) pied kalibraci, b) po kalibraci.
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Obrdzek 5.18: Fdzové obrazy casovych funkci a) pred kalibraci, b) po kalibraci.
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Casové funkce Galerkinova systému byly ziskdny z dlouhodobé integrace aZ do &asu 60 000
sekund. U vysledkii bez kalibrace je vidét ménici se polomér opisovaného tvaru (pfiblizné
kruZnice), coz znamena zménu amplitudy v ¢ase. Naproti tomu u kalibrovanych vysledki jsou
zmény pouze minimalni, vysledny model je tedy dostatecné ptesny i pti dlouhodobé integraci.

5.2 Turbulentni proudéni (Re =21 300)

5.2.1 CFD simulace

Po sestaveni redukovaného modelu pro lamindrni Karmanovu virovou stezku je dalSim
krokem turbulentni proudéni, kde bude potfeba navic modelovat i vliv turbulence. V rdmci
této casti byl pouzit pfistup, ktery spoc¢ivd v modelovini celé reynoldsovsky stfedované
Navier-Stokesovy rovnice po Boussinesqové hypotéze, takZze kromé rychlosti a tlaku se zde
objevuji jesté dv€ nezndmé — turbulentni viskozita a turbulentni kinetickd energie. CFD simu-
lace byla provedena pro stejnou geometrii jako v pfedchozim ptipad¢. Vstupni rychlost mé ale
nyni hodnotu 0,535 m/s, coZ odpovida experimentu autorti Lyna a Rodiho.""*! Jako model tur-
bulence byl zvolen model k-¢ realizable, k modelovani proudéni u stén byly pouZzity nerovno-
vazné sténové funkce. Sit' ma stejnou strukturu jako u lamindrniho proudéni (obrazek 5.1),
pficemZ jemnost bun€k u stén byla volena s ohledem na dodrZeni doporuceného rozsahu hod-
not parametru wall y*. Celkovy podet bunék je 54 658. Nastaveni fesice je shrnuto v nisledu-
jici tabulce.

Tabulka 2: Nastaveni Fluentu.

Materialy

Material uvniti bunék: voda
Vlastnosti: Hustota [kg/ms] Dynamicka viskozita [Pa-s]
998,2 0,001003
Model turbulence
Model turbulence: k-¢ realizable
Sténové funkce: nerovnovazné sténové funkce

Okrajové podminky

Vstup Vystup Sténa
v=0,535 m/s p=0Pa No slip
D;,=0,04m D;,=0,04m

I1=5% I1=10%

Metody FeSeni a nastaveni FeSice

SdruzZeni tlaku a rychlosti PISO

Gradienty Least squares cell based
Tlak Second order

Hybnost QUICK

Piechody Second order implicit
Turbulentni kineticka energie Second order upwind
Turbulentni disipace Second order upwind
Casovy krok [s] 0,001

Pocet iteraci na ¢asovy krok 20

Na obrazku 5.19 jsou vykresleny vysledky CFD simulace. Provedeni je stejné jako u laminéar-
niho proudéni (obrazek 5.3), takZe lze provést vzdjemné srovnani. Predev§im je moZné si
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a)
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Obrdzek 5.19: a) pole relativni rychlosti (vzhledem ke vstupni rychlosti), b) velikost virivosti, c) staticky tlak,
d) velikost fluktuacni slozky rychlosti, e) velikost absolutni rychlosti

vSimnout vétsi difuzivity, typické pro turbulentni proudéni, coZ je patrné zejména pti srovnani
kontur velikosti vifivosti.

5.2.2 Vlastni ortogonalni dekompozice

Pro dal$i vypocty uz nebyla pouZivina celd doména, ale pouze vyfez v rozsahu soutfadnice z
od -95 mm do 370 mm a soufadnice y od -110 mm do 110 mm. Tento krok byl proveden
z diivodu srovnatelnosti vysledkli s detailn¢jSimi simulacemi, kde by byla prace s celou
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y [mm]

y [mm]

y [mm]
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Obrdzek 5.20: a) velikost casove stredované slozky a POD modi rychlosti, b) casové stredovand slozka
odmocniny ze statického tlaku a velikost POD mddii odmocniny ze statického tlaku pro pouZiti do ctvrtého
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doménou vypocetné pfili§ narocnd. Diisledkem je, Ze okrajové podminky uZ nejsou v Case
neménné a budou zaviset na vysledcich redukovaného modelu. Vstupem pro vlastni ortogo-
nalni dekompozici bylo 1570 snapshott popisujicich rozmezi 3 period odtrhdvani vira.

Na obrazku 5.20 jsou vykresleny mody rychlosti a tlaku, které byly dale pouZity k ses-
taveni redukovaného modelu. Pro modelovani tlaku byl pouZit ¢tvrty model dle ¢asti 4.3,
takze zde prezentované POD mody statického tlaku jsou ptesnéji médy odmocniny ze static-
kého tlaku navySeného o 1000 Pa, aby byla zajiSténa nezapornost hodnot v celé doméné.
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Casové funkce modua

Obrizek 5.21: Casové funkce nékterych POD mddii.

Frekvenéni spektra modu Kumulativni pfesnost aproximace
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Obrdzek 5.22: Frekvencni spektra modii vykreslenych Obrdzek 5.23: Graf presnosti aproximace fluktuacni
na obrdzku 5.21. slozky dekomponovanych velicin.

Protoze dekompozice byla provedena z obou veli€in spolecné, fidi se spoleénymi ¢asovymi
funkcemi vykreslenymi na nasledujicim obrazku. Kromé& rychlosti a tlaku byla dekomponova-
na navic jeSté turbulentni viskozita a turbulentni kinetickd energie pro ucely stanoveni turbu-
lentni disipace a turbulentniho tlaku v redukovaném modelu. U turbulentni kinetické energie
byla dekompozice provedena z odmocniny z této veli€iny, stejn€ jako u tlaku. Zde se da vyu-
Zit toho, Ze turbulentni kinetické energie je z definice nezdporna, proto neni problém provést
odmocnéni. Diivodem tohoto kroku je stejné jako u tlaku to, aby hodnoty této veliCiny rostly
s rychlosti podle skute¢nosti kvadraticky, a ne linearné. Vyznamnost POD médi jednotlivych
veli¢in ale stejnd neni a je potieba ji stanovit zvIast. Na obrazku 5.23 je pak vykreslena
piesnost aproximace fluktua¢ni slozky danych veli¢in ve smyslu L? normy v zavislosti na
poctu sectenych modi. Je zde patrné, Ze turbulentni veli€¢iny konverguji ve srovndni s rych-
losti a tlakem pomaleji, na druhou stranu ale natolik rychle, Ze pti 10 seCtenych mddech je
piesnost aproximace pres 98 %. Z frekvencni analyzy na obrazku 5.22 vyplyva, Ze frekvence
odtrhavani vird je 1,91 Hz. Tuto hodnotu Ize srovnat se zminénym experimentem autorti Lyna
a Rodiho, kteti naméfili 1,79 + 0,05 Hz, coZ je ve srovnini s CFD simulaci niZsi frekvence.
Pfi vyvozovani zavéri je nutné mit na paméti, Ze vypoctovd doména byla dvourozmérnd,
zatimco experimentalni kanal mél nezanedbatelnou hloubku.

57




Diplomova prace (VUT-EU-ODDI-13303-18-17)

5.2.3 Redukovany model

Oproti laminarnimu proudéni obsahuje fidici rovnice navic dva ¢leny — turbulentni disipaci
a turbulentni tlak. Jejich soucasti jsou dvé nové neznamé — turbulentni viskozita a turbulentni
kinetickd energie. Jak bylo zmin€no v ptfedchozi kapitole, na tyto veliiny byla aplikovana
vlastni ortogonélni dekompozice spolecné s rychlosti a tlakem. V rdmci redukovaného mode-
lu jsou tedy vSechny neznamé vyjadieny pomoci aproximaci se zndmymi prostorovymi funk-
cemi, které jsou pro ruzné veli¢iny rizné, a nezndmymi ¢asovymi funkcemi, které jsou pro
viechny veli¢iny stejné a jsou feSeny pomoci redukovaného modelu. Resime tedy reynold-
sovsky stfedovanou Navier-Stokesovu rovnici po Boussinesqové hypotéze

U 1 2
%:—6-V6—BVP+VA6+VtA6+QSVVt—§Vk’ (5.1

kde S je tenzor rychlosti deformace. Za jednotlivé nezndmé se dosadi jejich aproximace
a provede se Galerkinova projekce. Tato procedura byla pro standardni Navier-Stokesovu
rovnici feSena v ¢asti 4.2, takze zde je potteba doplnit turbulentni ¢leny. Galerkinova projekce
pro turbulentni disipaci je

(az,zfjajA za@kak)
7=0 k=0

kde £ jsou POD mddy turbulentni viskozity a matice Spop je tenzor rychlosti deformace
aproximovany pomoci POD mdéda. Jeho prvky jsou

SPOD z; Sk) ij& Z ( gﬁ;)k + (;;)k> ag (5.3)

k

+ (QEwQSPODVijaj ) (5.2)
§j=0

Q Q

Indexy ¢ a 7 zna¢i sméry souradnicového systému, indexy k jsou c¢isla POD moéda. Zbyva
Galerkinova projekce turbulentniho tlaku

2
) m
J=0 Q

Dalsi dpravy se provedou stejnym zplsobem, jaky byl popsin v ¢asti 4.2 pro zdkladni ¢leny
Navier-Stokesovy rovnice. Definuje se matice, jejiZ prvky jsou

. . . 2.
ijk = <¢i€jA¢k + 2¢i§kV€j - ggbi(’{akv’{j + ’fjv’fk)> (5.5
Q
Také je mozné aplikovat Greenovu prvni identitu ke sniZeni fadu derivace u ¢lenu se druhymi
derivacemi. Turbulentni ¢len m4 potom finalni podobu

Z 01050, (5.6)
4,k=0

Pfi vyfazeni rovnice pro Casov¢ stiedované hodnoty ze systému a poloZeni a, = 1 vznikne
navic konstantni a linedrni ¢len
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ci = oo 5.7

llz?j = ijo + Qij (5.3)

Turbulentni ¢leny je poté mozZné pticist ke zbylym ¢lenim Navier-Stokesovy rovnice (4.47).

Takto sestavené redukované modely s riznym poctem pouzitych médii byly integrovany
az do casu 1000 sekund, behem kterych se odehraje 1913 odtrZeni virovych pard. Jako
pocatecni podminka byly opét pouZity pocatecni hodnoty casovych funkci z POD, takze
vysledné funkce by v idedlnim piipadé¢ mély byt s nimi shodné. Obélky vypocitanych Caso-
vych funkci prvniho a tfettho moédu jsou vykresleny na obrazku 5.24. Z nich je patrné, Ze
u modelu se tfemi mody se projevuje nestabilni chovéni, ale u modelt s péti a vice médy je uz
systém stabilni. Dale je vidét, Ze se amplitudy zminénych médu s rozsifovanim systému nijak
vyznamné neméni, nicméné vychizi nizsi ve srovnani s vysledky POD.
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Obrdzek 5.24: Obdlky casovych funkci modii a, a as pri nizném poctu pouZitych modii v Galerkinové systému.

Stejn¢ jako u laminarniho proudéni byla provedena i analyza energetickych tokl v ramci
Galerkinova systému. Na obrizku 5.25 jsou vykresleny vysledné grafy. Opét je zde patrné,
jak se projevuje chybéjici transfer do nepouzitych médi na rezidudlech pouzitych médii.
U prvniho moédu je navic zfejmy nezanedbatelny vliv tlakového ¢lenu. Zaporné rezidualy
prvnich dvou (nejsilngj§ich) méda u systémt s péti a sedmi médy souvisi s poklesem amplitu-
dy feSeni piislusnych redukovanych modeld. Naopak kladné rezidudly téchto méda u systému
se tfemi mody zpiisobuji exponencidlni rist amplitudy feSeni.
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Obrdzek 5.25: Energetickd analyza Galerkinova systému. a) casove stredovany proud v systému se 7 mody, b)
mody ze systému se tremi médy, c) mody ze systému s péti mody, d) médy ze systému se sedmi mody. Clen
predstavujici zménu kinetické energie v case zde neni zndzornén, protoZe vzhledem ke stredovdni pres tri periody
Jjsou jeho hodnoty vZdy nulové. Znaceni velicin dle kapitoly 4.6.

Pro dalsi praci byl zvolen ve shod€ s laminirni Kdrmanovou virovou stezkou model se Sesti
fluktuacnimi médy. Ke zlepSeni vysledkli nezbyva neZ provést numerickou kalibraci. Opét
k tomu byla pouZzita Tichonovova regulace, nicmén¢ ziskané vysledky nebyly dostatecné
piesné a stabilni. K pochopeni toho, pro¢ tato metodika selhdva, je potfeba se zabyvat
hloub¢ji rezidualy Galerkinova systému. Ty jsou vykresleny na obrazku 5.26 a jejich frek-
vencni spektra na obrazku 5.27. Jak je patrné, u reziduali je dominantni nizkofrekvencni
slozka, jejiZ frekvence jsou shodné s frekvencemi pouzitych POD mddi. Z pohledu amplitudy
vychazi nejvétsi chyba u tfettho modu, kde dosahuje pomér amplitudy rezidudlu k amplitudé
derivace Casové funkce (leva strana rovnice) témét 8 %. Nizkofrekvencni slozku tedy lze
eliminovat modifikaci pfisluSnych koeficientd Galerkinova systému. Vysokofrekvencni sloz-
ka souvisi s nepouzitymi mody, proto ji nelze modifikaci koeficientd eliminovat. V ptipadé
nutnosti by bylo moZné se inspirovat modelovanim turbulence u CFD simulaci, kde jsou
drobné turbulentni viry ze systému eliminovany aplikaci reynoldsovského Casového stredo-
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Obrdzek 5.26: Priibéhy rezidudlii Galerkinova systému Obrdzek 5.27: Frekvencni spektra rezidudlii Galerkino-
se Sesti mody. va systému se Sesti mody.

vani a jejich vliv je popsan pomoci novych nezndmych — reynoldsovskych napéti.

V dal$im bude vliv vysokofrekvenc¢ni slozky rezidudlii zanedban a cilem bude eliminace
nizkofrekvenc¢ni slozky. Hleddme vyjadieni rezidudlli v podobé shodné s Galerkinovym sys-
témem

res; = ¢ + Z lia; + Z IOt (5.9)
j=1

7,k=1

kde za funkce a; jsou dosazeny Casové funkce z POD. Cilem je stanovit matice c”, 1" a q"
tak, aby byl po odecteni této aproximace rezidual Galerkinova systému vhodné sniZen a feSeni
bylo co nejpiesnéjsi. Problém spociva v tom, Ze neexistuje jednoznacné feSeni, protoZe Casové
funkce nejsou ortogonalni. Presnéji feceno, funkce a; z definice POD jsou vzdjemné ortogo-
nélni, to uz ale neplati vzhledem k jejich sou¢iniim a;ay. Pro ilustraci tohoto problému jsou
na nasledujicich obrazcich vykresleny aproximace reziduali vyjadiené v prvnim ptipade
pouze pomoci linearnich Clentl, ve druhém ptipadé pouze pomoci kvadratickych clenil. Ze
srovnani s obrazkem 5.26 vyplyvéa, Ze rezidual byl v obou piipadech aproximovén s dobrou
presnosti, v pfipad€ aproximace pomoci kvadratickych ¢lentl je pfesnost o néco lepsi, protoze
se v nich vyskytuji 1 funkce s vyS$Simi frekvencemi (sou¢inem dvou funkci o dané frekvenci
vznikne funkce s dvojndsobnou frekvenci). Je tedy patrné, Ze nizkofrekvencni dynamiku lze
vlivem neortogonality a silné korelace stejn¢ dobfe vyjadrit jak pomoci linedrnich, tak pomoci
kvadratickych ¢lenti. Otazkou potom je, jak stanovit poméry mezi korelovanymi ¢leny. Pomo-
ci by v tom mohla znalost feSeni i pro jiny stav, z niZ by se dalo ur¢it, do jaké miry se ampli-
tuda rezidudli méni linearn€¢ a do jaké kvadraticky. Tichonovova regularizace voli vZdy
takové rfeSeni, které dosahuje nejlepSiho poméru mezi minimalizaci rezidualu a velikosti zasa-
hit do piivodniho systému s ohledem na zvoleny regularizacni parametr. Minimalizace zmén
systému ale v aktudlné feSeném piipad€é neni vhodna podminka, protoZe hodnoty linearnich
¢lenti Galerkinova systému jsou ve srovndni s kvadratickymi ¢leny vétSinou fadoveé niZsi.
Nasledkem toho jsou pfednostné modifikovany linearni ¢leny, kde ma mensi z4sah vétsi vliv.
Ve skutecnosti se ale da ocekavat, Ze vétSi zasahy by mély byt provedeny do nelinedrnich
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Obrdzek 5.28: Aproximace rezidudlii Galerkinova Obrdzek 5.29: Aproximace rezidudlii Galerkinova
systému se Sesti fluktuacnimi mody pouze pomoct systému se Sesti fluktuacnimi mody pouze pomoct
linedrnich clenii. kvadratickych c¢lenii.

¢lenl, s ohledem na jejich velikost. Pro kalibraci redukovaného modelu tim padem bude
potieba sestavit jinou metodu, coZ uZ je nad rdmec této prace.
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6 Aplikace Galerkinovy metody na proudéni v savce

Cilem této Casti je aplikovat Galerkinovu metodu na proudéni v savce vodni turbiny pii mi-
mooptimalnich podminkéch, kdy zde vznika struktura zvana virovy cop. Ten je provézen sil-
nymi tlakovymi pulzacemi, které jsou z provozniho hlediska nebezpecné. Metodika vyuZziti
redukovanych modelt by zde potencidlné¢ mohla poslouZit k nalezeni ucinného zpisobu
fizeni, ktery by proudéni co nejvice ustalil a zmirnil jeho negativni dopady. Jako testovaci
ptipad byl zvolen virovy generator navrzeny v Rumunsku na univerzité v Temesvaru.” Toto
zafizeni ma za cil vytvaret podminky podobné tém ve skute¢né vodni turbiné, oproti které je
ale vyrazné mensi a levngjSi. Na nasledujicim obrazku je nakres jeho geometrie v podélném
fezu se zakladnimi rozmery.

tryska r
rozvadéci —_ 8
lopatky \\ k;) \ ‘® ‘@
) L 481

#150

216R0
N

A
f///’/f/////////
AL

obé&Zné kolo /

Obrdzek 6.1: Rez virovym generdtorem. Zdroj: [33]

Timto virovym generatorem se z pohledu POD analyzy zabyval uz David Stefan ve své dizer-

taéni praci.”* Resil v ni jak pfirozené proudéni, tak proudéni fizené vstiikovanim vody do
savky tryskou prochézejici vnittkem naboje.

6.1 CFD simulace

CFD simulace byla provedena na doméné zacinajici tésné za obéZnym kolem, kam byla
piedepsina vstupni okrajovd podminka zndmi z vypoctového modelovini celého zatizeni
provedeného mimo tuto praci. Na vystupu, ktery se nachazi v urcité ustalovaci vzdilenosti od
kuZelové €asti savky, byla pifedepsana okrajovd podminka konstantniho tlaku rovného 0 Pa
s radidlni rovnovaZznou podminkou. Zbytek jsou stény, na kterych bylo predpokladano ulpivé-
ni kapaliny. Sit’ byla vytvofena v programu ANSYS Meshing, je strukturovana a konformni,
tvofend vyhradné z hexa prvkil. Celkovy pocet bun¢k dosahuje 398 320. Podélny fez a pohle-
dy na vstup a vystup jsou na nasledujicim obrazku.
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Obrdzek 6.2: Vypocetni sit

Pro modelovani turbulence byl zvolen model reynoldsovskych napéti (RSM), ktery je vhodny
tam, kde dochazi k velkému zakiiveni proudnic a kde je velkd mira anizotropie turbulence.
Zbyla nastaveni byla volena ve shodé se zminénou praci Davida Stefana, shrnuta jsou v nasle-
dujici tabulce. Casovy krok 0,0001 sekundy byl zvolen s ohledem na sit’ tak, aby Courantovo
¢islo neptesihlo hodnotu jedna.

Tabulka 3: Nastaveni Fluentu.

Materialy
Material uvniti bunék: voda
Vlastnosti: Hustota [kg/m3 1 Dynamicka viskozita [Pa-s]
998,2 0,001003

Model turbulence

Model turbulence: Reynolds stress, quadratic pressure-strain
Sténové funkce: nerovnovazné sténové funkce

Okrajové podminky
Vstup Vystup Sténa
definovany rychlostni profil p=0Pa No slip
definovany prubéh k radialni rovnovaznd podminka
definovany prub¢h &

Metody FeSeni a nastaveni FeSice

SdruzZeni tlaku a rychlosti PISO

Gradienty Least squares cell based
Tlak PRESTO!

Hybnost QUICK

Piechody Second order implicit

Turbulentni kineticka energie Second order upwind
Turbulentni disipace Second order upwind
Reynoldsovska napéti Second order upwind
Casovy krok [s] 0,0001

Pocet iteraci na ¢asovy krok 25

Po urcité dobé feSeni dosSlo podle ocekdvani ke zformovani virového copu, ktery je pomoci
statického tlaku vizualizovan na dalSim obrazku. Tato struktura je velice nestabilni — po urcité
dobé se zaina rozpadat za pfitomnosti vyraznych pulzaci, nacez se opét zformuje a po jistou
dobu takto vydrzi. V této fazi dominuje precesni pohyb — virovy cop rotuje kolem osy savky,
pficemzZ osa rotace se do jisté miry méni. Cyklus se déle pravidelné opakuje, nicméné dé;j jako
takovy neni periodicky. Projevuje se zde turbulentni chaotické chovani, takZe prakticky nelze
najit dva okamziky, ve kterych by mél virovy cop presné stejny tvar.
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Obrdzek 6.3: Vizualizace a) vyvinutého virového copu, b) rozpadajiciho se virového copu pomoci izokontur tla-
ku a pomoci rezii. Autorem pouZitého modelu vyrezu savky je David Stefan.

6.2 Vlastni ortogonalni dekompozice

Pro tucely vlastni ortogondlni dekompozice byly ukladdny vysledky po kazdém desatém
Gasovém kroku. Casovy tsek mezi jednotlivymi snapshoty je tedy 0,001 s. Celkem jich bylo
pouzito 713, coZ je interval o délce 0,713 s. Béhem této doby se virovy cop jedenactkrat otoci
kolem osy savky a zaroven probéhnou obé fiaze popsané v predchozi Casti. Exportovanymi
veli¢inami, které byly vstupem pro POD, jsou krom¢ rychlosti a tlaku jesté turbulentni
viskozita a turbulentni tlak. Tyto turbulentni veliCiny lze dopocitat pomoci Boussinesqovy
hypotézy z reynoldsovskych napéti za pfedpokladu izotropni turbulence, takze timto krokem
doslo k zanedbani anizotropie turbulence, ale také k vyraznému sniZeni narokd na POD.
V opacném ptipad€ by bylo potieba vedle rychlosti a tlaku dekomponovat jesté Sest reynold-
sovskych napéti, cozZ znamena provedeni POD z osmi veli€in nehled¢ na to, Ze rychlost mi tfi
slozky.

Na nésledujicich obrdzcich jsou pomoci izokontur a fezii vykresleny vypocitané POD
mddy rychlosti a tlaku. Opét zde bylo moZné pozorovat parovost modi, kdy dvojice modii
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Obrdzek 6.4: Velikost casove stiedovanych hodnot a nékterych POD modu rychlosti vizualizovand pomoct rezii
a izokontur.

Cislola2,3a4,5a6,8a09,10a 11 souvisi pfevazné s precesnim pohybem, naproti cemuz
stoji mod €islo 7, ktery souvisi hlavné s axidlnimi pulzacemi. K nému se poji aZ méd ¢islo 12.

Dekompozice tlaku byla provedena stejnym zpusobem jako u turbulentni Kéarméanovy
virové stezky — nejprve byl tlak navySen o 100 000 Pa, aby v celé doméné nabyval kladnych
hodnot, a POD bylo poté provedeno z jeho odmocniny, diky ¢emuZ se dosahne kvadratické
zavislosti gradientl tlaku na rychlosti. Pfictenim konstanty se totiz gradienty tlaku nezménily.
Tento model tlaku byl blize popséan v ¢asti 4.3. Mddy na nasledujicim obrazku se tedy vzta-
huji k odmocniné ze statického tlaku navySeného o 100 000 Pa. Diky tomu, Ze POD bylo pro-
vedeno ze vSech veli€in zarover, si ¢isla parovanych médl u jednotlivych veli¢in odpovidaji.
Je to déano tim, Ze Casové funkce jsou pro vSechny veliiny stejné. U Casové sttedovanych
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Obrdzek 6.5: Casové stiedované hodnoty a POD médy odmocniny ze statického tlaku navyseného o 100 000 Pa
vizualizované pomoct rezii a izokontur. Podrobnosti k modelu tlaku jsou v ¢dsti 4.3.

hodnot je patrni vyrazna oblast nizkého tlaku pod stfedem naboje ob&Zného kola. Prave z to-
hoto mista se do savky spousti virovy cop. Fluktuace jsou zde rozmérové pomérné¢ malé ve
srovnani se stfedni Casti savky, kde se tato struktura vyrazn€ roz$ituje radidlnim smérem a na-
byva na prufezu. Dobfe je to vidét na prvnich ¢tyfech fluktua¢nich médech.

Na dalsich obrazcich jsou vykresleny ¢asové funkce modu a jejich frekvencni spektra. Je
zde patrny podobny charakter funkci a; a as, jejichZz zédkladem je harmonicka funkce, jejiz
amplituda i frekvence se ale v prib¢hu ¢asu mirné¢ méni. Potvrzuji to frekvenéni spektra, kde
neni dominantni jedind osamocend Spi¢ka odpovidajici jediné frekvenci, jako tomu bylo
u Karménovy virové stezky, ale vyznamna je zde celd fada frekvenci v rozsahu o Sifce asi
10 Hz. Krok na frekvenci je v tomto piipadé s ohledem na délku ¢asového intervalu 1,4 Hz,
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Obrizek 6.6: Casové funkce nékterych POD médii.
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Obrdzek 6.7: Frekvencni spektra nékterych modii. Obrdzek 6.8: Graf presnosti aproximace fluktuacni

sloZky dekomponovanych velicin.

kvili ¢emuz maji znacnou amplitudu prakticky vSechny frekvence z tohoto rozsahu. U prvni-
ho médu ale na rozdil od tfetiho vy¢niva hodnota 15,45 Hz, coz odpovida frekvenci preces-
niho pohybu virového copu. Tato hodnota je ve shodé s experimentalnimi vysledky namére-
nymi piimo konstruktéry virového generatoru, ktefi pomoci dat z tlakovych snimact dospéli
k frekvenci 15,5 Hz.*®! Autofi déle pomoci stroboskopu stanovili otacky obéZzného kola na
920 min’', coZ piedstavuje frekvenci 15,33 Hz. To znamend, Ze virovy cop rotuje prakticky
synchronné s ob&Znym kolem. U patého a predev§im u sedmého médu je vyznamna frekvence
2,8 Hz, ktera odpovida axidlnim pulzacim v savce.

U grafu kumulativni pfesnosti aproximace fluktuaéni slozky si 1ze v§imnout, Ze POD viro-
vého copu konverguje vyrazn€ pomaleji neZ POD Kéarméanovy virové stezky. Piesnost apro-
ximace ve smyslu L? normy po seéteni 100 modi je zde v zavislosti na veli¢ing 98 % a vice.
U Karménovy virové stezky ale ke stejné piesnosti stacilo secist pouze 10 médu. Navic se da
ocekavat, Ze s prodlouZzenim Casového tseku dojde jesté k dalSimu zpomaleni konvergence
s tim, jak vzroste pocet stupiii volnosti. Nicméné vzhledem k tomu, Ze smyslem redukova-
ného modelu neni zachytit veSkeré detaily, bude zvoleni délka Casového Useku povazovéna za
dostatecnou.

Pro lepsi predstavu o konvergenci POD byly také provedeny rekonstrukce virového copu
z razného poctu sectenych modu, a to jednak ve fazi, kdy je tato struktura plné vyvinuta, ale

68




Redukovany model virového proudéni

a)

Original

b)

-50

x [mm]| ¥ [mm] x [mm| y [mm] x [mm]| ¥ [mm] x [mm| y [mm]

Obrdzek 6.9: Origindlni snapshot a rekonstrukce virového copu z rizného poctu modi a) ve fdzi, kdy je plné
vyvinuty, b) ve fdzi, kdy podléhd vyraznym nestabilitdm. Vykreslena je izokontura tlaku o hodnote -10 000 Pa,
pocty modii jsou véetné casove stredovanych hodnot.

také ve fazi, kdy podléhd vyraznym nestabilitim. Z vysledk na obrdzku 6.9 je patrné, Ze
vyvinuty virovy cop konverguje rychleji oproti virovému copu v nestabilni f4zi. V obou pii-
padech nejprve s pri¢itinim mdéda narista délka izokontury a formuje se zakladni tvar virové-
ho copu. Po secteni 13 médi se tvar vyvinutého virového copu od originalu 1i$i uz jen v detai-
lech, naproti tomu virovy cop v nestabilni f4zi je oproti originilu pfili§ hladky. Chybi zde vy-
razné pulzace patrné predevS§im v horni €asti struktury, které jsou soucasti az vyssich modu.
Tyto pulzace jsou tedy pri¢inou mnoha stupiiit volnosti a pomalé konvergence POD.
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6.3 Redukovany model

Z POD analyzy provedené v predchozi Casti vyplyva skuteCnost, Ze konvergence vlastni
ortogonilni dekompozice je u virového copu pomérné pomal4, coz je Spatnd zprava s ohledem
na tvorbu redukovaného modelu. Rekonstrukce vybranych snapshotl z rizného poctu POD
moda ukazala, Ze je potfeba secist minimalné 13 mddul, aby byl dobfe zachycen aspon zak-
ladni tvar virového copu. V chovéni virového copu bylo mozné identifikovat fazi, béhem niz
tato struktura podléhala vyraznym pulzacim, které m¢ly viceméné nahodily charakter, z cehoz
plyne velky pocet stupiii volnosti a to, Ze k jejich rekonstrukeci je tfeba secist velké mnoZstvi
moddu. V praxi (a v oblasti fizeni proudéni zvlast) je potteba drZzet se co nejnizsiho poctu mo-
di, takZe v rdmci redukovaného modelu bude moZné zachytit pouze zékladni tvar virového
copu. Vliv zanedbanych pulzaci ale neni maly, coZ plyne z grafu ptesnosti aproximaci na ob-
razku 6.8, takZe ho bude potieba zohlednit pomoci vhodného modelu nebo kalibrace.

Redukované modely virového copu byly v rdmci této prace sestaveny s pouZitim riznych
pocti médu. Pocateni podminky byly opét pocatecni hodnoty ¢asovych funkci z POD, takze
stejn¢ jako u Karménovy virové stezky je mozné piimo srovnat vysledné funkce. Na obrazku
6.10 na nasledujici strané jsou vykresleny casové funkce médu ¢islo 1, 3, 5 a 7, ziskané integ-
raci modeli s 15, 30 a 100 fluktua¢nimi médy. Pozitivni zjisténi je, Ze model byl ve vSech pii-
padech stabilni, negativni to, Ze vysledky nejsou dostateCné piesné. Ve vSech piipadech je
vidét, Ze vypocitané Casové funkce se nejprve vyviji ve shod¢ s vysledky z POD, ale po kratké
dobé dojde k rychlému odchyleni ke Spatnym pritbéhtim. S ohledem na sloZitost proudéni se
sice ned4 oCekavat presnd shoda, ale pribéhy by si mély odpovidat aspon statisticky — mély
by mit podobné frekvencni spektra a v nich by se mély shodovat dominantni frekvence a je-
jich amplitudy. Ziskané vysledky jsou od tohoto kritéria pfili§ daleko. Problémem je zde to,
Ze jde o siln€ sdruZeny problém — v rovnici pro dany mod se vyskytuji vSechny ostatni mody,
takZe chyby ve vysSich médech mohou snadno ovlivnit nizsi (vyznamnéjsi) mody, az se cely
systém nakonec odchyli k jinému, nespravnému feSeni. Systém tedy bude potieba kalibrovat,
pficemZ vzhledem k vySe uvedenému se nedé jako kritérium pouZit presna shoda feSeni s vys-
ledky POD, takze to bude vyZadovat vytvoreni jiné, vhodné metody.

Pro lepsi ptfedstavu o vlastnostech Galerkinova systému jsou na obrazku 6.11 vykresleny
prabéhy levé a pravé strany nékterych rovnic po dosazeni ¢asovych funkei z POD. Levé stra-
ny jsou vzhledem ke tvaru systému (4.48) derivace ¢asovych funkci, pravé strany zase soucet
konstantniho, linedrnich a kvadratickych ¢lenll. Rozdily mezi témito prib&hy jsou rezidualy
Galerkinova systému. Z grafi je patrné, jak s rostoucim poctem modi v systému rezidualy
klesaji. Pti 101 pouZitych médech uZ rozdily mezi znazornénymi pritbéhy nejsou nikterak vel-
ké. Situace je ale jind u vyssich (nevykreslenych) mdda, kde vice chybi interakce s nepouZity-
mi mody. Tyto chyby pak pfi integraci vlivem zminé€né sdruZenosti rovnic ovlivni 1 niz§i mo-
dy a zplsobi odchyleni vysledného feSeni od spravnych pribéhii.
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Obrdzek 6.10: Casové funkce nékterych modii ziskané integraci redukovaného modelu ve srovndni s vysledky
POD. a) model s 15 fluktuacnimi mody, b) model se 30 fluktuacnimi mody, c) model se 100 fluktuacnimi mody.
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Obrdzek 6.10: Srovndni pritbehii levé a pravé stra-
ny néekterych rovnic Galerkinova systému po dosa-
zeni ¢asovych funkci z POD pri riizném poctu pou-
Zitych modii (véetné casove stredovanych hodnot).
Rozdil mezi pritbehy odpovidd rezidudliim Galerki-

nova systému.
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Zaveér

Tato prace se zabyvala redukovanymi modely proudéni zaloZenymi na extrakci dominantnich
struktur ze systému metodou vlastni ortogonalni dekompozice (ve zkratce POD). Chovani
takto ziskanych méda pak popisuje systém obycejnych diferencidlnich rovnic ziskany pomoci
Galerkinovy projekce téchto médi na Navier-Stokesovu rovnici. Hlavnim cilem této prace
bylo aplikovat tuto metodiku na obtékani Ctverce, za kterym vznikd Kdrmanova virova stezka,
a proudéni v savce, kde vznikd virovy cop. Oboji jsou siln€ nestabilni déje projevujici se
zna¢nymi tlakovymi pulzacemi. Redukované modely byly feSeny s pocate€nimi podminkami
odpovidajicimi referenéni CFD simulaci, z niZ byly stanoveny potiebné POD mody. Jejich
feSeni by se tedy mélo shodovat s ¢asovymi funkcemi POD moédi, ¢ehoZ bylo vyuZito ke
zhodnoceni vysledkil jednotlivych modeli. Ve vSech piipadech byl pozorovan postupny na-
rust chyby v ¢ase, az se vysledky ustélily na vice ¢i méné chybnych pribézich. U laminarni
Karmanovy virové stezky se podarilo vysledky uspokojivé zlepSit pomoci Tichonovovy regu-
larizace, kterd upravuje rovnice tak, aby byl co nejvice sniZen rezidual pifi co nejmensich za-
sazich do systému. U turbulentni Karmanovy virové stezky a virového copu uZ ale tato
metoda neni vhodn4, takZze do budoucna bude pro ziskani dostatecné presnych modelil potieba
formulovat jinou, vhodnégjsi. U virového copu je situace komplikovangjsi v tom, Ze konver-
gence POD médu je oproti Karméanove virové stezce vyrazné pomalejsi. Praktické aplikace
v oblasti fizeni proudéni si Zadaji co nejnizsi pocCty pouzitych moédu, takze bude potieba vyt-
vorit vhodny model zna¢ného vlivu nepouzitych médu. Vysledny redukovany model by m¢l
byt stabilni a dostatené piesny nejen v referen¢nim bodé, ale i v jeho okoli s ohledem na pro-
ménlivé kontrolni zasahy. Vzhledem k poZadavku SirSi oblasti platnosti ale bude potieba pou-
Zit jinou metodiku i k samotnému vytvofeni zdkladniho modelu. V této praci byly POD médy
stanoveny z CFD simulace jednoho referen¢niho provozniho bodu, takze takto sestaveny re-
dukovany model je platny pouze v nejbliz§Sim okoli tohoto bodu. V literatufe lze nalézt dvé
metody rozsifeni oblasti platnosti redukovaného modelu. Jedna spociva v provedeni referenc-
nich simulaci a stanoveni POD moédi v nékolika provoznich bodech a nasledné interpolace
mezi nimi, druhd ve stanoveni POD médu z CFD simulace, v rdmci které se provozni bod
plynule méni. Obé metody ale maji vyznamné stinné stranky, takZe metodika sestaveni dosta-
teCn¢ presnych redukovanych modelii popisujicich Sir$i rozsah provozniho pasma dle znalosti
autora stale nebyla uspokojivé vyfeSena a zlistdva nadale velkou vyzvou.

Z pohledu CFD simulaci turbulentniho proudéni byl v této praci pouzit pro Karmanovu
virovou stezku model turbulence k-¢ a pro virovy cop model reynoldsovskych napéti RSM.
Tyto modely jsou zaloZeny na ur€itych zjednodusSujicich ptedpokladech, kviili kterym je nut-
né vzit v tvahu, Ze vysledky se mohou vice ¢i méné liSit od skutecnosti. Do budoucna se pro-
to u obou piipadil pocita s provedenim simulace metodou velkych virti (LES), kterd pomtize

Voev s Voev s

ziskat presnéjsi a detailnéjsi popis prudéni.
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Seznam symbolu a jednotek

Symbol

Jednotka

Vyznam
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[Pa]
[J/(kg-s)]

[s]
[s]
[J/(kg-s)]

[m/s]
[-]
[J/(kg-s)]

casové funkce POD mddi

matice derivaci casovych funkci médi
charakteristicka matice soustavy linearnich rovnic
casové funkce POD modi tlaku pocitanych oddélené od rychlosti
vektor pravych stran soustavy linearnich rovnic
vektor konstantnich ¢lenti Galerkinova systému
korelacni matice POD metodou snapshott

¢len konvekce v energetické bilanci

¢len disipace v energetické bilanci

vlastni vektory korela¢ni matice ve vypoctu POD
matice ¢asovych funkci v Galerkinové systému
tlakovy Clen energetické bilance

jednotkova matice

turbulentni kineticka energie

¢len kinetické energie v energetické bilanci

matice linedrnich ¢lenti Galerkinova systému

matice ¢lent levé strany Poissonovy rovnice

matice koeficientl levé strany Galerkinova systému
pocet snapshotii pouzitych pro POD

vektor normély sméfujici vné z kapaliny

pocet bunék v siti

staticky tlak

¢len produkce v energetické bilanci

matice kvadratickych ¢lenit Galerkinova systému
korela¢ni matice POD pfimou metodou

tazovy prostor o rozméru P

matice rezidudlli Galerkinova systému

rizné matice vyskytujici se pfi feSeni Poissonovy rovnice
vektor velikosti buné€k, také tenzor rychlosti deformace
cas

perioda nebo délka zvoleného casového useku

Clen transferu v energetické bilanci

obecné oznaceni pro sledovanou veli¢inu

matice snapshotti sledované veli¢iny

vektor rychlosti

matice sledované veliCiny nasobeni odmocninou z velikosti bun€k
matice obsahujici v§echny ¢leny Galerkinova systému
regularizacni parametr

mira turbulentni disipace

hranice prostorové domény

POD mddy turbulentni kinetické energie
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Redukovany model virového proudéni

Symbol Jednotka Vyznam
N — vlastni ¢isla korelacni matice
v [mz/s] kinematicka viskozita, s indexem ¢ turbulentni viskozita
£ — POD m6dy turbulentni viskozity
p [kg/m3 ]  hustota
< — POD médy tenzoru rychlosti deformace
© — testovaci funkce Galerkinovy projekce
10) — tvarové funkce Galerkinovy projekce, POD mddy rychlosti
WP — POD mody tlaku
P - prostorova doména

79




