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Abstrakt

V této praci se zabyvame problematikou tlumenych kmiti. Vedle klasického popisu za
pomoci ¢lenu pfimo tmeérného prvni derivaci polohy se soustiedime na model obsahu-
jici derivaci neceloc¢iselného tadu, tzv. zlomkovy model tlumenych kmiti. Chovani obou
modelil je studovano prostiednicvim testovacich tloh popisujicich pohyb jednoho, dvou,
resp. tii téles spojenych pruzinami. Hlavnim néastrojem feseni je metoda Laplaceovy trans-
formace. Kromeé vypocetnich aspektt diskutujeme i nékteré kvalitativni vlastnosti feseni,

Vv

Summary

In this thesis we deal with the issue of damped oscillations. Besides the classic description
using member directly proportional to the first derivative position we focus on the model
containing derivatives of non-integer order, so-called the fractional model of damped os-
cillations. The behavior of both models is studied through the test applications describing
the movement of one, two, respectively three bodies connected by springs. The main tool
for solving is the Laplace transform method. Besides the computational aspects we discuss
some qualitative properties of solutions, especially dependence on order derivative in the
fractional model and the behavior of the center of gravity system position.
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1. Uvod

Zlomkovy kalkulus je odvétvi matematické analyzy zabyvajici se vlastnostmi derivaci a
integralt neceloc¢iselnych 1adt a rovnicemi obsahujici zlomkovou derivaci neznamé funkce
(tzn. zlomkovymi diferencialnimi rovnicemi, viz [ 6], [ 7]). V aplika¢ni oblasti se zlomkovy
kalkulus uplatiiuje napt. pii popisu difaze (biologie, chemie), reologii, automatizaci i pro
modelovani tlumeni.

V této praci je uveden prehled vybranych definic a vlastnosti obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic a zlomkového kalkulu. Hlavni ¢asti prace je porovnani klasického celociselného
modelu tlumeného kmitani s modelem obsahujici zlomkové derivace uvedenym napt. v
[ 3]. Pfedmétem modelovani jsou soustavy jednoho, dvou a t¥i téles spojenych pruzinami.

Prace je strukturovana nésledovné. Ve druhé kapitole je uveden matematicky apa-
rat potfebny pro zavedeni obycejnych diferencialnich rovnic, vybranych vyssich funkcich,
zlomkového kalkulu a Laplaceovy transformace. Ve treti kapitole se zamétime na fyzikalni
pozadi tlumeného pohybu a na rizné typy modeld tlumeni, véetné modeld vyuzivajicich
zlomkového kalkulu. Obsahem ¢tvrté kapitoly jsou vypocty vztahujici se jak ke klasic-
kému, tak i zlomkovému modelu tlumeni aplikovanému na soustavy jednoho, dvou nebo
t11 téles.



2. Matematicky aparat

Kapitola je rozdélena do ¢tyt ¢asti, ve kterych postupné zavedeme hlavni matematické
pojmy vyuzivané v dalsim textu. Kromé zakladni teorie ODR se zamérime na vybrané vy-
$$1 funkce, tj. Gamma funkce a funkce Mittag-Lefflerova typu, a také na teorii zlomkového
kalkulu a Laplaceovy transformace.

2.1. Zaklady teorie obycejnych diferencialnich rovnic
(ODR)
Dfive nez pfistoupime k definici ODR, uvedme nejprve definici derivace funkce [ 8]

DEFINICE 2.1 Necht funkce f(t) je definovdina na okoli U(ty). Existuje-li vlastni (tj. ko-
necnd) limita tvaru

lim —f(t) — f{to) neboli  lim Af(t0)7
t—>to ¢ —ty At—0 At

(2.1)

nazijvdme ji vlastni derivaci funkce f(t) v bodé to a znacime symbolem f'(t) = f(t) =
FO).

Je-li limita (2.1) nevlastni (tj. nekoneénd) nazyvame ji nevlastni derivaci funkce f(t) v
bodée to.

Neezituge-li vlastni ani nevlastni limita (2.1), Tikame, Ze funkce f(t) nemd v bodé t,
derivaci.

Derivace vyssich radi se zavadi iterativné, tj.
O ="V n=2.3,...

Nyni miiZzeme pfejit na jednu ze stézejnich definic, definici obycejné diferencialni rov-
nice [ 8]. Pro jednoduchost uvazujme jen rovnici v explicitnim tvaru.

DEFINICE 2.2 Obycejnou diferencialni rovnici nazgyvdme rovnici, v niz se vyskytuji deri-
vace hledané funkce jednoho argumentu

y(t) = f(ty).

DEFINICE 2.3 Rddem diferencidlni rovnice rozumime nejuyssi rad derivace hledané funkce
v wvazovan€ diferencidlni rovnici. Diferencidlni rovnice n-tého rddu je ddna vyrazem

y () = fty(t),y'(1).y" (@), ...y D).
DEFINICE 2.4 Linedrni diferencialni rovnici radu n nazyvdme rovnici tvary
Ay () + -+ Ay (t) + Aoy (t) = B,

kde A, (t),..., A1(t), Ao(t), B(t) jsou spojité funkce na urcitém intervalu (a,b).



2.2. VYBRANE VYSSI FUNKCE

P1i studiu vlastnosti feseni ODR ma velky vyznam otazka jednoznacnosti, tedy za
jakych podminek prochazi kazdym bodem urcité oblasti €2 pravé jedno fesSeni.
Neméné dulezitou otazkou je existence feSeni dané ODR. Abychom byli schopni na obé
otazky odpovédét, musime nejprve zavést pojem Lipschitzovy podminky. Nasledujici za-
vedené pojmy jsou prevzaty z [ 8§].

DEFINICE 2.5 Necht Q je (n + 1)-rozmérny obor bodi o soutadnicich t,yy,. .. Yn.

Rekneme, Ze funkce f(t,y1,...yn) spliiuje na oboru Q Lipschitzovu podminku vzhledem
k promenngm y1, . .. y,, existuje-li takové cislo L > 0, Ze pro kaZdé dva body P,(Q) z oboru
Q, pricemz je P = [t,y1,...ya], @ = [t, 7, ... y%], plati nerovnost

1£(Q) = F(P) < LY lup — wl. (2.2)

VETA 2.6 (VETA O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENI) Necht funkce f(t,y1,...yn)
je spojitd na uzavieném (n+1)-rozmérném oboru Q0 a necht tam spliuje Lipschitzovu pod-
Pak ezistuje pravé jedno teseni y = y(t) diferencidlni rovnice

yM () = fty (@),9" (1), V@),
které splnuje Cauchyovy pocatecni podminky
yo = ylto), v = ylto), -,y =y (ko). (2:3)

kde to, yo, Yp, - - - ,y(()n_l) jsou takovd dand cisla, Ze bod A = [to, Yo, Yo, - - - ,y(()n_l)] leZi uvnitr

oboru €.

Prislusné pojmy a tvrzeni pro soustavu diferencialnich rovnic ziskame zobecnénim
predchozich definic, které jsou uvedeny napiiklad v [ 8].
2.2. Vybrané vyssi funkce

V této Casti se zamérime na vybrané vyssi funkce, které se ve vypoctech integralt a
derivaci necelociselného radu velmi ¢asto vyskytuji.

2.2.1. Gamma funkce

Gamma funkce, tzv. Eulertiv integral 2. druhu, pfedstavuje zobecnéni faktorialu pro realna
¢isla. Tuto vlastnost lze vyjadrit vztahem

L(z+1)=2I(2), ze€R".
Reseni této rovnice je mozné zapsat v integracni podobé jako
I(z) = / et (2.4)
0
Definici I'(z) je mozné zobecnit pro z € C. viz [ 7].

4



2.3. ZAKLADY TEORIE ZLOMKOVEHO KALKULU (ZK)

2.2.2. Beta funkce

Beta funkce, tzn. Eulertiv integrél 1. druhu, je definovana pro v, u € R vztahem

B(v,p) = /0 2" 11 — x)" dx. (2.5)

Vyraz (2.5) lze také pfepsat pomoci Gamma funkei na tvar
B(v,p) =

2.2.3. Mittag-LefHlerova funkce

Dilezitymi vyssimi funkcemi vyskytujicimi se zejména pii feSeni rovnic neceloc¢iselného
rfadu jsou tzv. funkce Mittag-Lefflerova typu, které zobecnuji exponencialni funkci. Pro

nase ucely postaci dvouparametrickd funkce Mittag-Lefflerova typu [ 7], definovana
vztahem - .
z

E.5(z) = — a>0,8>0. 2.6

=Y s 5 (26)

Vhodnymi volbami parametrii «v,  mtizeme z tvaru (2.6) obdrzet nékteré znamé funkce,
napriklad

E171(Z> = ez,

Ei5(z) = el

z

F51(2%) = cosh(z),

E1,2(Z2) __ sinh(z).

z

2.3. Zaklady teorie zlomkového kalkulu (ZK)

V nésledujici ¢asti zavedeme zakladni pojmy zlomkového kalkulu, tj. necelociselny integral
a derivaci pro vice informaci, viz. [ 3], [ 6] a [ 7].

Pro zavedeni zlomkového integralu je vhodné nejdiiv zavést Cauchyho integracni for-
muli, kterd je dokdzdna v [ 11].

VETA 2.7 (CAUCHYHO INTEGRACNI FORMULE) Bud f(t) funkce integrovatelnd na {(a,b).
Pak pro kazZdé cislon € N plati

R0 = oy [ (= e,

(n —

kde J'f(t) je oznaceni n-ndsobného integrdlu funkce f(t)

0 :/:/:n.../atgf(tl)dtldtg...dtn.



2.3. ZAKLADY TEORIE ZLOMKOVEHO KALKULU (ZK)

Zobecnénim Cauchyho integracni formule pro neceloc¢iselné hodnoty n dostavame

DEFINICE 2.8 Necht je funkce f(t) integrovatelnd na intervalu {(a,b) a v € RT, pak defi-
nugme Riemanniv-Liovvilliv zlomkovy integrdl ve tvaru

t
1

D,V f(t) = ——(t—71)"" f(r)dr. 2.7

Df) = [ =) (2.7

Nyni mizeme pftejit k definici zlomkové derivace. Existuje nékolik odlisnych ptistupt

viz. [ 7]. Mezi nejznaméjsi a nejvice pouzivané definice zlomkové derivace patii zejména

tzv. Riemanntv-Liouvilliv a Caputtv pristup. V nasi praci se pro jednoduchost omezime
na Caputovu definici.

DEFINICE 2.9 Necht n je prirozené cislo takové, Ze n — 1 < a < n a funkce f(t) je
integrovatelnd na intervalu {(a,b), kde o € R*. Definujme Caputovu zlomkovou derivaci
radu o tvarem
t 1 at+l—-n +

—(t—7 dr a ¢ 7T,
Ja Do By ) ¢ (2.8)
4 f(t) a €.

atn

SDf(t) =

Z vlastnosti Caputovy definice derivace (2.9) je tfeba uvést predevsim jeji linearitu

sDYNF(t) + pg(t)) = A7Df(1) + v D(t).

Pro dikaz i dalsich vlasnosti, napt. skladani atd., viz. [ 4] a [ 7].

Nyni podle [ 6] zavedme zlomkové diferencialni rovnice. Jelikoz teorie kolem nelineér-
nich zlomkovych diferencidlnich rovnic je stéle oteviena, zaméfime se na zavedeni linearni
zlomkové diferencialni rovnice a jeji vlastnosti.

DEFINICE 2.10 Linearni zlomkovd diferencidlni rovnice je definovana tvarem

m—1

SDmy(t) + Y prl(t) Dy (1) + po(t)y(t) = f(1), (2.9)

k=1

kde oy, (k = 1,2,...m) jsou redlnd ¢isla takovd, Ze oy, > a1 > -+ > a1, a kde funkce
pr(t), (k=0,1,...,m — 1) jsou spojité funkce.

Uvazujme dale pocatecni podminky ve tvaru
yO) D =b k=1,2,...,n, (2.10)

kden —1<a, <nab, €R, proVk e {1,2,3,...,n}.
Pak plati véta

VETA 2.11 (EXISTENCE A JEDNOZNACNOST) Necht funkce f(t) je ohranicend na inter-
valu (0,T) a funkce py(t),k =0,1,...,m — 1 jsou spojité na uzavieném intervalu (0, T),
pak pro pocdtecni problém (2.9) a (2.10) existuje prdavé jedno Teseni y(t) € L'(0,T).



2.4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Dikaz lze nalést v [ 7).
V oblasti zlomkového kalkulu pat¥i mezi nejvice prozkoumané tzv. dvouclenna rovnice,
kterou lze zapsat ve tvaru s poc¢atecnimi podminkami

“Dy(t) = My(t),

. (2.11)
y( a (0) = bk?

kde A e R,a>0,k=1,2,...,nkdy n — 1 < a < n. Pro tento typ rovnice je znamé
feSeni ve tvaru

y(t) = Zn: bit! B, (M%), (2.12)

J=1

Pozndmka: Ve specidlnim pfipadé o = 1 nam rovnice (2.11) dava velmi dobfe zndmou
diferencialni rovnici 3y = \y s feSenim y = b;eM.
2.4. Laplaceova transformace

Laplaceova transformace patii mezi tzv. integralni transformace umoznujici prevod dife-
rencidlnich rovnic ODR na algebraické rovnice.
Podle | 5] definujme Laplaceovu transformaci

DEFINICE 2.12 Necht funkce f(t) je definovdina na intervalu (0,00). Pak Laplaceovou
transformact funkce f(t) rozumime funkci F(s) definovanou vztahem

L{f(t)} =F(s)= / f(te*'dt, seR (2.13)
0
za predpokladu, Ze nevlastni integrdl (2.13) konverguje alespon pro jedno s € R.

PRIKLAD 2.4.1 Uvazujme funkci f(t) = €™, kde a € R, pro kterou urcime Laplacetiv

obraz - -
L{e"} = / e*e tdt = / el gt =
0 0

, 5> 0.

Pro praci s Laplaceovou transformaci je nezbytné znat jeji zakladni vlastnosti. Na
zékladé | 4], [ 5], [ 7] nékteré z nich uvedme.

Linearita
Pro funkce f(t), g(t), které jsou po ¢astech spojité, a pro konstanty a,b € R plati

L{af(t) +bg(t)} = aL{f(t)} +bL{g(t)}.

Obraz derivace
Pro funkci f(¢) spojitou na otevieném intervalu (0, 00) a pro jeji derivaci f(™(t) plati

L {%ﬁt)} =s"F(s) = Y_s" (04, (2.14)

k=1



2.4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Vztah (2.14) plati pouze pro n € N, coz v naSem piipadé nestaci. Je potieba (2.14)
modifikovat pro Caputovu necelociselnou derivaci. Je mozné dokazat (viz. [ 7]), Ze pro
obraz Caputovy derivace plati

L{GDPf(t)} = s"F(s Zsp 1), n—1<p<n. (2.15)

Pfi feSeni ODR Laplaceovou transformaci byva ¢asto nejvétsi problém inverzni (zpétna)
transformace, pro kterou je potieba vysledny algebraicky tvar rozlozit na parcialni zlomky:.
Pro ulehceni zpétné transfromace byl sestaven tzv. Laplacetiv slovnik, v némz jsou k da-
nym obraztim, tj. parcialnim zlomkm, uvedeny jejich vzory.

Vzor f(t) Obraz F(t)
1| 4(t) 1
2 | 1(¢) .
3|t =
4|2 o
5| e s+a
6 | te ™ G Jrla)z
i i
8 | GFa)(5+0)
9 | t(at —14e) Py
10 | sin(wt) oyt
11 | cos(wt) oyl
12 | e " sin(wt) Ry
13 | e % cos(wt) m‘gﬁ
14 | e [Mcos(bt) + 2 sin(bt)] 255

Tabulka 2.1: Laplaceﬁv slovnik

Tabulka (2.1) ndm vSak nemusi stacit, budeme-li provadét zpétnou Laplaceovu trans-
formaci diferencialni rovnice neceloéiselného fadu. Jak je odvozeno v [ 4], pro Laplaceovu
transformaci funkce Mittag-Lefflerova typu dostavame

ktak o ak‘
B— a B— — ak+pB— _
L{P B, 5(at®)} = L’{t 12 ok 77 }_;F(awmﬁ{t FHA-L 4 s} =

k=0

B Z sok+8 SBZ <3a> 1-2) (s"—a) (2.16)

Specialné pro funkeci (2.12) popisujici FeSeni (2.11) dostévame

(2.17)




3. Fyzikalni motivace tulohy

Kapitola je rozdélena do dvou c¢asti, ve kterych se postupné zamérime na zavedeni
fyzikalnich pojmu potiebnych pro sestaveni modelu kmitani hmotného bodu. Budeme se
zde zabyvat formulaci rovnic pro klasické modelovani ODR a pro modelovani ZK.

3.1. Klasicky popis kmitani

Klasickym popisem kmitani rozumime modelovani kmitti v rdmci tzv. newtonovské (kla-
sické) mechaniky (NM) popisujici vztah mezi télesem a silou na néj ptusobici. Zakladnim
kamenem tohoto pfistupu jsou tzv. Newtonovy pohybové zdkony [ 1]

Prvni Newtonuv zakon - Zdkon setrvacnosti
Je-1i volna ¢astice v klidu vzhledem ke vhodné zvolené vztazné soustave, pak v ném setrva.
Pohybuje-li se stalou rychlosti, bude v tomto pohybu neustale pokracovat.

Druhy Newtonuv zakon - Zdkon sily
Slozka zrychleni ve sméru dané soutadnicové osy je urcena vyhradné souc¢tem slozek vSech
sil mérenych podél téze osy a nezavisi na slozkach sil ve smérech os ostatnich. Lze je zapsat

ve tvaru
mk(t) = F, (3.1)

kde > F vyjadfuje vektorovy soucet vSech vnéjsich sil ptisobicich na téleso.

Treti Newtontv zakon - Zdkon akce a reakce
Dveé télesa na sebe navzajem ptisobi stejné velkou silou opacného sméru. Sily akce a reakce
soucasné vznikaji a soucasné zanikaji. Zakon lze vyjadiit vztahem

Fap = —Fpa.

Kmitéani se vyskytuje vSude kolem nas. Od kmitani struny ptes pulzujici pisty motort
az ke kmitani molekul vzduchu prenasejici zvukové viny. Déle se zamérime na modelovani
kmitani soustavy tvofené hmotnym bodem a pruzinou. Na zakladé (3.1) mizeme ideéalni
(netlumeny) kmitavy pohyb pruziny s hmotnym bodem popsat rovnici

mi = —kux, (3.2)

kde m je hmotnost hmotného bodu a k je tuhost pruziny.
Rovnice (3.2) ma obecné znamé feseni ve tvaru

z(t) = Tyaz cos(wt + @),
kde .4 je amplituda, w je tthlova frekvence definovana vztahem w = \/% a @ je fazovy
posun. Podrobnéjsi popis rovnice (3.2) a jejiho FeSeni l1ze najit v [ 2J.

Netlumené kmitani se vSak v realném svété témeér viibec nevyskytuje. Z tohoto dtivodu
se nadale zaméfime na piipady tlumeného kmitani.

Tlumeni kmitani je zptsobeno tzv. odporovymi silami, které pohybovou energii sou-
stavy nenavratné preménuji na energii tepelnou. Pfi modelovani tlumenych kmiti vyjdeme
z rovnice (3.2), do které dodame tlumici ¢len —pi vyjadiujici smér a velikost odporové
sily imérné rychlosti télesa. Dostavame tedy vztah

mi = —kx — px, (3.3)



3.2. POPIS TLUMENYCH KMITU ZK

kde p je soucinitel ttlumu prostiedi. Jelikoz typt odporovych sil v redlném svété je ne-
preberné mnozstvi, je snaha nahradit vSechny typy odporovych sil jednou treci silou Fi.
Jak je uvedeno v [ 3], lze vyslednou odporovou silu Fr vyjadfit vztahem

—1 pro v<0
Frp=—psgn(v)|v]’, sgn(v) = 0 pro v=0 (3.4)
1 pro v>0,

kde p je soucinitel tfeni a exponent (8 je realné cislo, jehoz hodnota je zavisla na typu
tfecich sil. Pro specidlni pripady lze 3 experimentalné urcit:

B8 =0 pro statické a kinetické tfeni pevnych latek,
8 =1 pro tieni kapalin s vysokou viskozitou,
0 =2 obecné pro vysoké rychlosti.

Pro plyny a kapaliny s malou viskozitou lze exponent [ urcit aproximaticky k danym
specialnim pripadim.

Z rovnice (3.4) vyplyva, Ze pro § = 1 dostavame tlumici silu uvedenou v rovnici (3.3).
Pro 8 ¢ {0, 1} obdrzime nelinedrni tvar tieci sily Fg, ¢imz se obtiZznost vypoc¢tu tlumeného
pohybu fadové zvysi.

3.2. Popis tlumenych kmiti ZK

Vzhledem k nelinedrnosti obecné definice teci sily (3.4) se hledé jind moznost, jak snadnéji
modelovat tlumeni, aniz bychom museli fesit nelinearni rovnice. Jednou z téchto moznosti
je modelovani pomoci zlomkového kalkulu. V pripadé ZK existuje vice moznych modelt.
Jednim z nich je Bagleyho-Torvikova rovnice [ 10]

i(t) + pODra(t) + ka(t) = f(t),

ktera velmi dobte popisuje pohyb pevné desky v Newtonovské tekutiné.
Dalsi moznou rovnici pro modelovani tlumenti je dle [ 3] rovnice

°Dx(t) = —kx,a € (1,2), (3.5)
pro kterou jsou pocatecni podminky dany ve tvaru

Rovnice (3.5) je specidlnim ptipadem rovnice (2.11). Zvlasté pro o = 2 se (3.5) redu-
kuje na klasickou rovnici netlumeného kmitani (3.2).

Poznamenejme, 7ze v [ 3| je (3.5) uvazovana s rtuznymi definicemi zlomkovych deri-
vaci. V této praci se soustfedime na piipad Caputovy derivace pro snadnou interpretaci
odpovidajicich poc¢ate¢nich podminek.

10
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4. Modelovani kmitavého pohybu
Nésledujici kapitola je zaméfena na modelovani kmitavého pohybu s tlumenim. Jsou
zde uvedeny tii specialni piipady kmitani pruziny, které budeme modelovat obycejnymi
diferencialnimi rovnicemi a zlomkovym kalkulem.
Pro jednoduchost a pfehlednost uvazujme hmotnost m = 1.

4.1. Kmitani hmotného bodu

Prvnim piikladem kmitani pruziny je ptipad pevné uchycené pruziny s tuhosti k a délky
[, na niz je uchyceno téleso (m = 1). Cela soustava se nachézi v tlumivém prostiedi.

k|

4.1.1. Modelovani oby¢ejnou diferencialni rovnici (ODR)

Vyjdeme z 2. Newtonova pohybového zakona (3.1), pomoci kterého formulujeme poca-
tecni problém
= —kx — px,

z(0) = zg, 2(0) = vo.

(4.1)

Pro vypocet feseni poc¢atec¢niho problému (4.1) pouzijeme Laplaceovu transformaci (2.14),
ze které dostaneme obrazy jednotlivych derivaci. Aplikaci Laplaceovy transformace na
(4.1) dostaneme rovnici, ze které vyjadiime neznamou X (s)

s2X(8) — wos — vo + psX(s) — pxo + kX (s) =0,

ToS + Vg + px
X(s) = 0 0 T PZo
s2+ps+k
Pro rozklad zlomku (4.2) na jednotlivé parcidlni zlomky je potieba urcit typy kofenii
kvadratické rovnice ve jmenovateli, tj.

(4.2)

—p+ VD
S19 = %—, D =p® — 4k. (4.3)

Dostavame mozné pripady.

(a) Prvnim piipadem je kladny diskriminant D

D> 0= p* > 4k, (4.4)

11



4.1. KMITANI HMOTNEHO BODU

¢imz ziskdme dva rizné redlné koreny si, s, ve tvaru (4.3). Nasledné zlomek (4.2) rozlozime
na parcialni zlomky

_ A B
X(S) T (s—s1) + (s—s2)?

__ vot(p+s1)zo
A= S1—S9 )

_ vot(p+s2)zo
B = s

Zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomku (tab. 2.1) a dosazenim ziskdme
feSeni pocateéniho problému (4.1) za podminky (4.4)

200+ (p+ /P — 4k)xog —pviPak, 2v9+ (p — /P — 4k)xo —p-ViP-ak,
et € 2 — e 2 . (45)
2¢/p? — 4k 2¢/p? — 4k

z(t)

Reseni (4.5) modeluje tzv. nadkriticky atlum. Tento typ tlumeni se v praxi nejvice vyuziva
u tlumici.

(b) Druhym pfipadem je nulovy diskriminant D, tedy rovnice méa jeden dvojnisobny
kofen s 5

512 = —g. (46)

P¥i nésobnosti kofent (4.2) ziskdme dva parciélni zlomky,

X(S)Z A +(5_L;1)27
A:$0,

B = vy + pxg + 20571.

Zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomku (tab. 2.1) a dosazenim, ziskdme
feSeni pocateéniho problému (4.1) za podminky (4.6)

z(t) = zpe 2 + (vo + §x0> te~3t, (4.7)

Resen{ (4.7) modeluje tzv. kriticky ttlum.

(c) Zbyvajicim pfipadem je zaporny diskriminat D, tedy méme dva komplexné sdru-

zené kofeny
—p i/ 4k — p?
5 .
V pripadé komplexné sdruzenych kotenti potipravé ziskame primo parcialni zlomek, jehoz
jmenovatel upravime na ¢tverec a neznamé koeficienty A, B nam pfimo vyplynou z Citatele
zlomku (4.2).

S12 =

X(s) = As+B

N RO
A= Zo,
B=uvy+ pxg.

12



4.1. KMITANI HMOTNEHO BODU

Zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlniho zlomku (tab. 2.1) ziskdme feSeni pocatec-
niho problému (4.1)

z(t) =e 2" [ mgcos |k — Py 00200 giny [ -2t ) (4.8)
4 k _ p2 4

Resen{ (4.8) modeluje tzv. podkriticky ttlum, ktery se uplatiiuje napt. u kmitani redlné
pruziny ve vzduchu.

4.1.2. Modelovani zlomkovym kalkulem (ZK)

Vyjdeme z diferenciélni rovnice (3.5), tj. feSime pocatecni tlohu

SDex(t) = —kxz(t),a € (1,2)

(4.9)
z(0) = xo, #(0) = vp.

Pro feSeni tlohy (4.9) vyuzijeme opét Laplaceovu transformaci. Aplikaci vztahu (2.15)
obdrzime jednotlivé obrazy derivaci. Néslednou aplikaci transformace na tlohu (4.9) ob-
drzime rovnici, z niz vyjadiime neznamou X(s), kterou nasledné rozlozime do dvou zlomki

s*X(s) — s* g — s vy + kX (s) =0,

s g4 2y _ 5% lxg s 2y
X(s) = sO+k = otk T etk

Zpétnou Laplaceovou tansformaci (2.16) pfevedeme oba zlomky a ziskame FeSeni poc¢atecni
tlohy (4.9)
:c(t) = LCQEa,l(—kta) + 'l}otEaQ(—kta). (410)

Porovnanim grafického feseni ODR (obr. 4.1) a ZK (obr. 4.2) vidime vzajemnou podob-
nost. Exponent @ ma podobny vyznam jako soucinitel okolniho t¥eni p, pFesnéji snizovanim
exponentu « se model chova, jako by kmitani probihalo v prostiedi s vétsim soucinitelem
tGtlumu. Zatimco klasicky model umoziiuje nalézt mezni (kritickou) hodnotu p = 2v/k, pii
kterém se feseni kvalitativné zméni, zlomkovy model tuto moznost neposkytuje.

13



4.1. KMITANI HMOTNEHO BODU

ODR

= p=0,5

Obrazek 4.1: Poloha bodu pro hodnoty: [ = 1,29 = 1,00 =0,k =1

ZK

- =101
t — =12

== =185

Obrazek 4.2: Poloha bodu pro hodnoty: [ = 1,29 = 1,00 =0,k =1

14



4.2. KMITANI A POHYB SOUSTAVY DVOU HMOTNYCH BODU V PROSTORU

4.2. Kmitani a pohyb soustavy dvou hmotnych bodu
Vv prostoru

Druhym piikladem kmitani pruziny je volné umisténé soustava dvou hmotnych bodu
o stejné hmotnosti m; = my = 1 spojenych pruzinou o délce [ a tuhosti £ v tlumeném
prostiedi.

4.2.1. Modelovani obyc¢ejnou diferencialni rovnici (ODR)

Pfi feSeni soustavy vyjdeme z 2. Newtonova pohybového zdkona (3.1), aplikovaného na
oba hmotné body, ktery nam definuje pocatecni tilohu

(4.11)

Tvar [ — (x — 1) v (4.11) vyjadfuje zménu délky pruziny mezi hmotnymi body. V dalsim
kroku provedeme transformaci soutradnic, ktera nam soustavu dvou diferencialnich rovnic
rozd€li na dvé samostatné pocatecni ulohy, které nam urci vzdalenost hmotnych bodi a

Vv

Prvni transformaci soutadnic je
p = T2 — Ty,
jejiz aplikaci na poc¢ateéni tlohu (4.11) dostavame rovnici a poc¢atecéni podminky ve tvaru

P = il:’.g — .CE.'l = k(l — (33'2 — l’l)) —pr + kf(l — (x2 — 151)) —i—pxl =
=2k(l — (v2 — 1)) — p(a2 — 41) = 2k(l — p) — pp,

t.

b+ pp+ 2kp = 2k,

(4.12)

p(0) = a3 —a) = p1,  p(0) =13 — v} = pa.

Druhé transformace soufadnic je ve tvaru

_$1+ZE2
n= 9 )

15



4.2. KMITANI A POHYB SOUSTAVY DVOU HMOTNYCH BODU V PROSTORU

kterd aplikaci na tlohu (4.11) d&va rovnici
77 _ :é'l—gx"g _ *k(l*(m*961))*Péﬁ;rk(l*(mfml))*pfz _ _p(flflgx'z) _ —p’f],

fEO {EO . ’UO UO
(0) = 2572 =1y, 7(0) = 52 = .

(4.13)

Pro pocatecni tlohu (4.12) postupujeme analogicky jako v pfipadé kmitdni hmotného
bodu. Pocate¢ni tloha (4.12) se ndm opét rozlozi na 3 piipady v zévislosti na kladném,
nulovém nebo zapornémi diskriminantu D,

—p++vD
S10 = pT\/_, D =p® - 8k. (4.14)

(a) Pro piipad kladného diskriminantu D, tj. p* > 8k, dostavame

—p—/p2 —p—r/p2 _8k
e c— 8’“) efp+\/2p278&t i (p2+pp1+(ml)p oh 8k) eifpwf*s’“t

p(t) — l + (pl o l o P2+ppl+(P1*l

—\/p2—8k —\/p2—8k
(4.15)
(b) Pro nulovy diskriminantu D, tj.p* = 8k, obdrZzime
p 4kl

(c) Posledni moZnosti je zaporny diskriminantu D, tj. p* < 8k. V tomto pifipadé je
feSenim

/ -8+ /
p(t) =1+ e 2" [ (py —1)cos k——t+2p1 P2 in k——t. (4.17)

Pocatecéni ulohu (4.13) fesime nasledovné

N(s)s* +pN(s)s = pn + m15 + 12,
N(S) pmitmstne + _.

524-ps s+p
Vypocteme koeficienty A, B
A= T + 27
B=— 3
p

a zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame feseni

n(t) =m + % (1—e). (4.18)
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4.2. KMITANI A POHYB SOUSTAVY DVOU HMOTNYCH BODU V PROSTORU

4.2.2. Modelovani zlomkovym kalkulem (ZK)

Pti modelovani kmitani a pohybu soustavy vyjdeme z diferencidlnich rovnic (3.5) for-
mulujicich tlohu

SDwy(t) = —k(l — (x9 — 1))

SDYwy(t) = k(I — (3 — 21)), pro a € (1,2),

n(0) =2, @(0) =1, 19
12(0) = 29, 25(0) = 9.

Uloha (4.19) se fesi stejné, jak tomu bylo v pfedchozim piipadé. Rovnice ziskané z jed-
notlivych transformaci p a n maji tvar

SDp(t) + 2kp(t) = 2k, (4.20)
P(O) = T2 — X1 = P1, f)(O) = V2 — V1 = P2,

gD (t) =0, (4.21)
0 0 0 0
n<0) _N ‘5 Ty Up ‘QHJ2

Pocatecéni alohu (4.20) fesime pouzitim Laplaceovy transformace, zv1asté vztahem (2.15).
Z obdrzené rovnice vyjadiime neznamou R(s) a nésledné vznikly zlomek rozlozime na
soucet ¢tyf zlomkd, jejichz tvar vychézi z (2.17)

=, 1(0)= = 1a.

s*R(s) — p15°7" — pas®~? 4 2kR(s) = 2

s )
_ Bpist T s g p1s*~ ' | pos
R(s) = = + - =
s*+2k s(s*+2k) s*+2k s*+2k

a—1 a—2

1s>— 1L 4 s p2s
se4-2k s*+2k se4-2k

a—2

L_
s

Zpétnou Laplaceovou transformaci, dle vztahu (2.16), jednotlivych zlomkt dostavame
feSeni pocatecni tlohy (4.20) pro « € (1,2)

p(t) =1+ (p1 — D) Eg1(—2kt™) + pot E, o(—2Kkt*). (4.22)

Postup pii FeSeni poc¢atecni tlohy (4.21) je analogicky jako pfi vypoctu FeSeni predchozi
tlohy. Pro neznamou N(s) dostdvame

SAN(8) — st — 1822 =0,

N(S) = —n15a71+n23a72 = 77_51 -+

Sa

c:;l:
[N

Pouzitim zpétné Laplaceovy transformace obrzime feseni tilohy (4.21) pro « € (1,2)

n(t) = m + nat. (4.23)
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4.2. KMITANI A POHYB SOUSTAVY DVOU HMOTNYCH BODU V PROSTORU

V tomto ptipadé se grafické zndzornéni feseni pro ODR (obr. 4.3 az obr. 4.5) a ZK

Vv

Vv

soustava linearné vzdaluje od pocatku, coz nekoresponduje plné s nasi predstavou o funkci
odporovych sil. Poynamenejme, Ze pokud bychom v modelu misto Caputovy derivace

Vv

t(a=1)

nybrz mocninny, tj.

2T () *
p=3

z
10
00 L L L L L J t

1 2 3 4 5 6 — x1

N
-05 —_ X2
-10t

Vv

hodnoty: [ =1,29 = 0,25 = 1,00 = 1,09 =0,k =1

_r

z

10;
0.0 Il Il Il Il Il ] t e
1 2 3 4 5 6 X
Y — X
~10

Vv

Obrazek 4.4: Klasické modelovani, kriticky Gtlum, vzdalenost bodi od tézisté pro hodnoty:
[=1,20=0,25=1,0) =1, =0,k =1

p=0.5
z
101
0.5 \-/_\_
00 L L L L L J t
1 2 3 4 5 6 - x1
-0.5 /\/ - X2
-10"%

Vv

hodnoty: [ = 1,29 = 0,25 = 1,0) =1,0) =0,k =1
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4.2. KMITANI A POHYB SOUSTAVY DVOU HMOTNYCH BODU V PROSTORU

a=1.01
z
101
o8 \
00 L L L L L J t
1 2 3 4 5 6 —_— X1
-05 /f

_10 L

Vv

0,25 =1, =1, =0,k =1

a=1.2
z
10r
PN
0.0 ‘ ‘ B
1 2 3 4 5 6 — x1
—0.5/

_10 L

Vv

0,25 =1, =1,0=0,k=1

a=1.95

101

0.0 I I I I I It

_1.0,
Obréazek 4.8: Zlomkové modelovani, vzdalenost bodi od té&Zigté pro hodnoty: [ = 1,20 =

0,29 =1, =108 =0,k =1
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4.3. KMITANI A POHYB SOUSTAVY TRI HMOTNYCH BODU V PROSTORU

4.3. Kmitani a pohyb soustavy tfi hmotnych bodt v
prostoru

Tretim prikladem kmitani pruziny je volné umisténa soustava tii hmotnych bodid o
stejné hmotnosti m; = my = m3 = 1 spojené dvéma pruzinami o stejné délce [ a stejnych
tuhostech k£ v tlumeném prostiedi.

4.3.1. Modelovani obyc¢ejnou diferencialni rovnici (ODR)
Pfi feSeni piikladu vyjdeme z 2. Newtonova pohybového zakona (3.1), jehoz aplikace
na jednotlivé hmotné body soustavy nam definuje pocatecni tlohu
T = —k(l — (xg — 1)) — p2y
Ty =k(l — (xg — x1)) — k(I — (z3 — x2)) — pxs
Ty = k(l — (3 — x9)) — pais,

(4.24)
21(0) = 2%, 21(0) =¥,
22(0) = 2§, 22(0) = 2},
r3(0) = 23,  23(0) = 5.

Tvary | — (z3 —x1) a l — (v3 — x3) vyjadiuji zmény délky pruziny mezi hmotnymi body. V
dalsim kroku provedeme transformaci souradnic, ktera nam soustavu tii diferencidlnich

Vv ey

prostoru a na soustavu dvou diferencialnich rovnic 2. fadu pro urceni vzdalenosti hmotnych
bodt.

Prvni transformaci je
T+ To + T3

3 Y
kterd ndm tlohu (4.24) transformuje na jednu rovnici, s po¢ateénimi podminkami, ve
tvaru

n= _pnv

n(0) = —I%?ng =m, 1(0)= —v?-l—v?)g-l—vg = T12.

(4.25)

Druhad a treti transformace je dana vyrazy

p=1x2—1x1, &=1x3— Ty,
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4.3. KMITANI A POHYB SOUSTAVY TRI HMOTNYCH BODU V PROSTORU

ze kterych ziskame soustavu dvou rovnic

(4.26)

IO(O):l‘g— ?:pla ﬁ(O):Ug—U?—pQ,
§0)=af—a)=&, £0)=0v)—)=5&

Pro feSeni pocatecni ulohy (4.25) pouzijeme Laplaceovu transformaci, ze které ziskame
obrazy derivaci, jejichz dosazenim dostaneme rovnici, ze které nasledné vyjadiime nezna-
mou N (s)

Ns* —ms—mny+pNs—pp =0,

_ s +pm+n

N(s) s2+ ps

(4.27)

Zlomek (4.27) rozlozime na parcidlni zlomky

N

—~
~—

o [

S +

B
s+p’

A T =+ %7
B=-_m
p

Zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomku (tab. 2.1), ziskavame FeSeni poca-
tecniho problému (4.25)

n(t) =m+ % (1—em). (4.28)

Pro druhou pocateéni tlohu (4.26) pouzijeme také Laplaceovu transformaci, ze které
ziskdme obrazy jednotlivych derivaci p a £. Laplaceova transformace nadm soustavu dvou
diferencialnich rovnic prevede na soustavu dvou algebraickych rovnic, ze kterych nasledné
postupnymi upravami vyjadiime neznamé obrazy L {p(t)} = R(s) a L{E(t)} = Q(s)

s2R(s) — p15 — pa + psR(s) — pp1 + 2kR(s) — kQ(s) = &
s2Q(s) — &5 + & + psQ(s) — p&1 + 2kQ(s) — kR(s) = £,

2 kl ki
R(S) _ (s +ps+2k)(?+p1s+p2+pp1)+(;+£18+52+pf1)k
(s2+ps+2k)2—k2 )

4.29
(P 4pst2k) (B st+eotp& )+ (L +pistpo+por )k (4.29)
Q(S) - k2_(52+p5+2k_)2 .

Pro rozklad zlomka (4.29) na parcidlni zlomky musime prvné vypocitat kofeny rovnice
4.¥adu, kterd se nachazi ve jmenovateli obou zlomkt R(s) a Q(s).

51 = +(—p — \/p* — 12k), sy = 2(—p+ /p* — 12k),
1
2

1
2\ 7P (4.30)
s3 = 3(—p— /p* — 4k), sa=3(-p+/p* — k).
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4.3. KMITANI A POHYB SOUSTAVY TRI HMOTNYCH BODU V PROSTORU

Na y8kladé kotenit (4.30) uréime jednotlivé pfipady kladného, nulovéhoi a zépornéhoi
argumenttt Dy a Dy odmocnin g, h, které ndm uréi, o jaké typy kofenti se jedna.

9= VP =12k, h=\/p? 4k
Dy, =p? — 12k, Dy, =p? — 4k.
Timto se nam feSeni rozpada na pét pripadi.
(a) V ptipadé, ze argumenty D a Ds jsou kladné, ziskdvame ¢tyfi rizné redlné koreny

D, > 0, Dy > 0. (431)
Za tohoto predpokladu rozlozime zlomky (4.29) na parcidlni

R(s) = (s+ps+2k) (Bt prstpotppr ) +(E+&rs+éotpti )k 4, L Br , Cn | D +ER

(s2+ps+2k)2—k2 T s—s1 S—5So 5—s3 S—54
(52+P3+2k)(kl +518+§2+P€1) ( +P18+p2+PP1)k _ Ag Bg Cq Dg
Q(S) k2—(s2+ps+2k)? T s—s1 + S—5So + Ss—s3 + 5—54 +
Ap = & (pfg)+p1(i;p)+2(érp2)’ Ag = & (gfp)+m(2;g)+2(,02*éz)’
Bp = 61(—;v—g)+,01(499—10)+2(,02—Ez)7 By = 61(g+p)+p1(—Z;Q)Jr?(—pz%z)7
Cr= 2l(p_h)+fl(h_p)z}fl(h_p)_Q(fQ"FpZ), Co = 2l(p—h)+61(h—p)zl(h—p)—2(£z+pz)’

Dp = 2l(—p—h)+€1(h+pll4];p1(h+p)+2(§2+p2)’ Do = 21(—p—h)+$1(h+p);}-Lp1(h+p)+2(§2+pz)’

Er=1, Eg=3 =1

Zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomki (tab. 2.1) ziskdavame feSeni pocatec-

niho problému (4.26), za podminky (4.31), ve kterém pro piehlednost feseni za koeficienty
nedosazujeme.

p(t) = ARG%(—P—\/pQ—l%) +BRez( p+4/p2—12k)t 4 COp o5 (—p=/P? k)t |
—|-DRQ%(—p+\/p2—4k)t + Eg,

E(t) = Agez PV 120 L Boea(mptV/PP-12)E L O pn (P /AR
—|—DQ€§(_p+ VP2 —4k)t —+ EQ.

(4.32)

(b) V piipadé nulového argumentui Dy, z ¢ehoz plyne kladny argument Ds, obdrzime
jeden dvojnasobny realny kotfen a dva realné rizné koreny

Dy =0,D, > 0. (4.33)

Za tohoto predpokladu rozlozime zlomky (4.29) na parcidlni zlomky

R(s) = (s> +ps+2k) (K tprstpatopr ) +(Ht+&stotpbi )k 4y n 4 Cn | Dn | Eg.
(s24ps+2k)2—k2 s5—s1 (s— 51)2 s—83 5—84
Q(s) = (s+ps+2k) (L +&rs+&a+ptr )+(E+pistpatopr )k Ag n 4 Co | Da | Eq
§) = k2 —(s2+ps+2k)2 T os—s1 (s— 51)2 5—83 S5—84
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A, =P m+12k2(2l+€1+5m) 2kp? (l+§1+8p1)
R = —14kp2+48k2

Br — p* (pp1+2p2)+12k2 (2lp+p&1+2€2+5pp1+10p2) —2kp? (lp+p£1+2£2+8pm+1602)
R = 2(p*—14kp?+48k2)

Cr = k(=2lp+p&1+2E2+h(201—&1— p1)+pp1+202)
R h(8k—p?)

Dr — k(2lp—p&1—282—h(21—&1—p1)—pp1— 292)
R= h(8k—p2?)

_ b6kl __
ER - 6k—p2 l7

Ay — pré1+12k2 (214-p1 +5€1) —2kp? (14+p1+8€1)
Q — pt—14kp? +48k2 )

B — p (p€14+2€2)+12k2 (2lp+pp1+2p2+5p&1+10€2) —2kp? (Ip+pp1+2p2+8p€1+16£2)
Q— 2(pT—14kp>+48k2) )

C, = k(—2lp+p&1+2€2+h(20—&1 —p1)+pp1+2p2)
Q~ h(8k—p?) ’

_ k(2lp—p&1 —2&—h(21—&1—p1)—pp1—2p2)
Dq = h(8k—p?) ’

_ 6kl __
Eq=—52L =1.

Zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomk (tab. 2.1) ziskdvame FeSeni pocated-
niho problému (4.26), za podminky (4.33), ve kterém pro piehlednost feSeni za koeficienty
nedosazujeme

p(t) = AR@—%pt + BRte_%pt + CReé(fpf\/pLﬁlk)t + DReé(fpﬂ/pLélk)t + Ep,

i (4.34)
f( ) AQe 3Pt + Qgte” st + CQQ% —p—+/p2—4k)t + DQe%(’pJ“ /p2—4k)t i EQ.

(c) V pripadé zaporného argumentu D; a kladného argumentu D, obdrzime kom-
plexné sdruzené koteny a dva realné rtizné kotfeny

Dy <0,Dy > 0. (435)
Za predpokladu (4.35) rozlozime vyraz (4.26) na parcidlni zlomky

R(S) . (52+ps+2k)(%+p1s+pz+pm)+(%+€18+£2+p£1)k _ Ap Br + Crs+Dpg + Ep
(s24ps+2k)2—k? s—s3 S—S4 s2+ps+3k

Q(s) = (s2+ps+2k) (K +&1s+8o+p&r )+ (& +p15+pa+ppr )k _ Aq | Bg | C;Qs+DQ | Eo

k2—(s2+ps+2k)? s—s3 S5—S4 +ps+3k

Ap = 1=&1 Ag = —2124‘51’

Bp — Sh(l=p)+3k(Eitp) +p(€1+5p1)+4(E+202)  p o Bh(Zl=p)+3k(&1+p1) +p(561+p1) +4(262+p2)
R — 4 ) Q — 4 )

CR — 2l(—2h—p)+2h(&E1+p1)+2(E2+p2)+p(E1+p1) CQ _ 2(=2h—p)+2h(&1+p1)+2(E24p2)+p(E1+p1)

2h ’ 2h )
Dp = 21(h+10)—h(£1+p1);’(§1+l)1)—2(§2+02)’ Do = 21(h+l’)—h(§1-|rﬂl);}119(614-/71)—2(52-5-02)7
Er =1, Eqg=1.
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Jmenovatele parcidlniho zlomku majici komplexni kofeny upravime na c¢tverec a zpét-
nou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomku (tab. 2.1) ziskdvame FeSeni poc¢atecniho
problému (4.26), za podminky (4.35), ve kterém pro piehlednost FeSeni za koeficienty
nedosazujeme

pt) = Apes P VPR 4 Bres(rbV/p =t 4 o= 580 cos \ /3 — 2t

b a0t Dr G 3k — Bt + B,
\/ 3k— p

£(t) = AQBQ( PR BQfﬁ(_er VPR 1 =510 cos 4/ 3k — %QH—

+e*%t—‘%cf+5Q sin \/3k — 2t + Eq.
V3k—F

(d) V pripadé zaporného argumentu D; a nulového argumentu D,, dostaneme kom-
plexné sdruzené kofeny a jeden dvojnasobny realny koten

(4.36)

D < O, Dy, = 0. (437)

Podle ptredpokladu (4.37) rolozime vyraz (4.26) opét na parcidlni zlomky a vypocteme
neznamé koeficienty

R( ) _ (82+P5+2k)<%+p18+P2+pP1)+(%+§18+§2+P§1)k _ Agp i | CrstDn y Ep

§)= (s2+ps+2k)2—k2 T s—s3 (s 83 )2 s24+ps+3k s
2 kl kl

Q(s) = (s2+ps+2k) (L +&1s+E2+p61 ) +( E +p1s+patppr )k _ Ag i i Cgs+Dq 4 B

k2—(s2+ps+2k)? s$—83 (5 83 )2 s24+ps+3k s

_ 2k(=&1+p1)
Ar = =g

Br — 2k(=&2+p(=&1+p1)+p2)
R 8k—p? )

Cp — ptp1+4k>(4l+&1 +3p1) —2kp® (14+&1+4p1)
R = 4 _10kp2+16k2 ’

Dy — p* (pp1+2p2)+4k> (4p+p&1+2£2+3pp1+6p2) —2kp® (Ip+pE1 +2€2+4pp1 +8p2)
R = 2(pT—10kp2+16k2) )

Ep= -5 =1.

2k—p?

_ 2k(E—p1)
Ag = Tg51

BQ _ 2k(§2+§§fi;2p1)—pz)’

C — P& +4k% (414381 +p1) —2kp? (I+4&1 +p1)
Q— T_10kp2+16k2 )

Doy — p* (p€1+262)+4k> (Alp+3p&r +6€2+pp1+2p2) —2kp? (Ip+4p&1 +8E2+pp1+2p2)
Q — 2(p*—10kp2+16k2) )

— 2kl __
Eg=—52L = 1.
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Nyni provedeme jako v predchazejicich pripadech zpétnou Laplaceovou transformaci par-

cidlnich zlomku (tab. 2.1) a obdrzime feSeni pocatecniho problému (4.26), za podminky
(4.37). Pro prehlednost do feSeni nedosazujeme vypoctené koeficienty

= Ape~ 2" + Bpte 2t + e 5 |Cg cos 3/{;—p—2t—|—_70R+DR 3k — 2t + Eg,
1 5 1
+ L.

k
£(t) in\/3k — %Zt}
(4.38)

(e) V ptipadé zapornych argumenti D; a Ds, obdrzime dva komplexné sdruzené
kotreny kubické rovnice a postupujeme stejné jako v predchézejicich ptripadech

a

= AQe_gt + BQtG_Et CQ+DQ

{C’Q cos/3k — ”Izt 4 2=

]

12k > 4k > p?,

_ (s+ps+2k) (B4 prstpatppr ) +( B rérst+éa+pir )k

(4.39)

_ Agps+Bpg + Crs+Dpgr _I_ @

(s2+ps+2k)2—k2 T s2+ps+3k s2+ps+k
Qls) = (s> +ps+2k) (K +&rs+6+p6 )+ (K tpistoatpoi )k Ags+Bg 4+ CastDg | Eg
k2—(s2+ps+2k)? s2+ps+3k s2+ps+k s
_ —&itm _ &tp1
Ap = =551, Ag=n,
_ p(=&it+p1)—Eatpo _ p(&1—p1)+&—p2
Br = 2 BQ - 2
_ 244+, _ —2+&+m
CR - T 92 OQ - T 92
_ —2pt+p&tpr)+éatpe _ —2pt+p&tpr)+éatpe
DR - 2 ) DQ - 2 )
Ep=1. Eo=1.

Nésledné zpétnou Laplaceovou transformaci parcidlnich zlomk (tab. 2.1) dostaneme tedy
feSeni pocateéniho problému (4.26), za podminky (4.39)

p(t)=1+e 2 |:ARCOS\/3/€——t+ \/;:LBR \/3k——1

+e 2! C’Rcos\/ t—|—
Et)y=1+e 2 |:AQCOS\/3]€——t+
+em 2! C’Qcos\/ — B4
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-2 ’

22980 i\ /3k — ”—Qt] +
4

\/i

Wf_t_

(4.40)

CQ +DQ
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4.3.2. Modelovani zlomkovym kalkulem (ZK)

P¥i modelovani kmiténi a pohybu soustavy vyjdeme z diferencialni rovnice (3.5), kterou
aplikujeme na jednotlivé body soustavy, ¢imz ziskame soustavu t¥i diferencialnich rovnic

(4.41)

CDo‘xl(t) (l — (Ig — l’l))
6D o (t) = k(l — (v9 — 21)) — k(I — (23 — 72))
SDw3(t) = k(I — (w3 — x2)), pro a € (1,2),

x3

{L‘l(O) (1)7 ?
1’2(0) = ng, [EQ(O = Ugv
(0) = a3, 3

Tvary |—(zo—x1) al—(x3—2x2) vyjadiuji vzadjemnou zménu vzdalenosti mezi jednotlivymi
body. Dale provedeme znémou transformaci soufadnic pro Vzdélenost jednotlivych bodi

Vv

diferencialnich rovnic radu a pro vzdalenost bodi a na Jednu diferencialni rovnici fadu «
pro polohu tézisteé.
Transformace souradnic pro jednotlivé vzdalenosti bodu jsou

p=x2—T1, §=x3— Ty,
d9kz kterym ziskdme rovnice

6D p(t) + 2kp(t) — kE(t) = K
CDRE (1) + 20 (1) — kp(t) = KL,

(4.42)
p(0) = =5 — w? =1, p0) =vy — o} = pa,
£0)=a3—a5 =&, £(0)=15—v) =6
Zbyvajici transformaci je
. 1+ To9 + T3
D a—
po niz se tloha (4.41) transformuje na rovnici tézisté
gDaT]<t> =0,
(4.43)

n(0) = S =y, (o) = g g,

Pfi feSeni tlohy (4.42) vyuzijeme Laplaceovu transformaci (2.15) pro jednotlivé derivace
a jejich naslednym dosazenim dostaneme algebraickou soustavu dvou rovnic fadu «, ze
kterych postupnou tpravou vyjadiime neznamé R(s) a Q(s)

$*R(s) — p1s®~t — pas®7 + 2kR(s) — kQ(s) = &,
SOéQ(s) _ glsa—l _ 52804—2 + Qk’Q(S) — /{;R(s) = %’
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o so‘(kl+2kp1+k§1)+sa’1(2kp2+k§2)+p1520‘+p282°‘*1+3k2l

R(S) - s(s20+4ks*+3k2) ) (444)
5 (kA 2kE1 Fhp1 )45~ (2htathpa)+E1 52 +6p520 43K

Q(S) o s(s2a44ks>+3k2) (445)

Nyni rozlozme zlomky (4.44) a (4.45) dle tvaru, ktery vyplyva z rovnice (2.11) a
Laplaceova obrazu FeSeni (2.17)
18% 4+ 98 V352 4482 P+ A Bs*'4+(Cs*?  Ds* 4 Fse?

= . (4.46
s(s® + k)(s* + 3k) s * s*+ k * 5% + 3k (4.46)

Z tvaru (4.46) postupnou upravou dostaneme obecné vyjadieni pro neznamé koeficienty

A,B,C,D,E

A=
B = o-(c1 — keg — %),

C = (o — key), (4.47)
D = 5-(3kes — ¢ + 3),

E = 5 (3key — ).

Na zakladé (4.47) nyni mizeme urcit koeficienty pro jednotlivé zlomky (4.44) a (4.45)

ARIZ, AQ:l
=5(p+& —20), Bo=35(p1+& —2),
= 5(p2 + &), Co = 3(p2 + &),
=1(;m — &), Do = 5(—p1 + &),
%(Pz §2), Eq = %( p2 + &),

Pouzitim zpétné Laplaceovy transformace (2.16) obdrzime feSeni pocatecni tlohy
(4.42) pro a € (1,2), kde za koeficienty pro piehlednost FeSeni nedosazujeme

p(t) = Ar 4+ BrEy1(—kt*) + CrtEy2(—kt®) + DrE, 1 (—3ktY) + EgrtE, o(—3kt*),

f(t) = AQ + BQEml(—kta) + CQtEag(—kta) + DQEavl(—?)kta) + EQtEaQ(—Bkta).
(4.48)
Pro ziskani feSeni tlohy (4.43) opét pouzijeme Laplaceovu transformaci (2.15), za jednot-
livé derivace dosadime jejich obrazy a z obdrzené rovnice vyjadiime neznamou N (s)

S*N(s) — s* g — s* 2, =0,

=
~~
V2)
N~—
I
o |3

+

cnld
(V]| %

Zpétnou Laplaceovou transformaci (tab. 2.1) obdrZzime feseni tlohy (4.43) pro a € (1,2)

n(t) =m + nat. (4.49)
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Grafickd znazornéni feSeni kmitani soustavy ODR (obr. 4.9 az obr.4.13) a ZK (obr.

Vv

ODR maé pohyb limitni, ale v pifipadé ZK linearné pokracuje.

p=4
z
15¢

1.0 e

05f —

0.0 ‘ : : : it
2 4 6 8 10 —_

-05¢

_10¢" - =

_1.5,
Obrazek 4.9: Klasické modelovani, vzdalenost bodt od tézisté pro hodnoty: £k = 1,1 =

Lt =025 =129 =2,k? = 1,08 = 0,03 =0

2

z
15¢

1.0 e

05F
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Obrazek 4.10: Klasické modelovani, vzdalenost bodt od tézisté pro hodnoty: £ = 1,1 =

0 () 70— 1 40 _ 01,0 —0 40—
1,y =0,25 =1, 25 =2,kv] = 1,05 =0,v3 =0

p=3

z

15¢

1.0

05¢
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-05¢
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"

N

10

x1
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x3

—15t
Obrazek 4.11: Klasické modelovani, vzdalenost bodid od tézisté pro hodnoty: £ = 1,1 =

Ly =020 =123 =2,k = 1,0 = 0,0v] =0
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p=2
z
15(
1.0\__’__
0.5¢ —_ xl
00 : t
2 4 6 8 0 |—
-05[
_1.0/\ = X3
-15°
Obrazek 4.12: Klasické modelovani, vzdalenost bodid od tézisté pro hodnoty: £ = 1,1 =
Ly =020 =123 =2,ko? = 1,09 =0,0v] =0
p=0.5
z
15(
1.0\/—\_’
05¢ —_ xl
0.0k v T . —
2 4 6 8 10 =
—05[
_1_0/\/\ - x3
-15°
Obrazek 4.13: Klasické modelovani, vzdalenost bodi od tézisté pro hodnoty: £ = 1,1 =
LY =020 =12 =2,ko? = 1,0 = 0,v] =0
a=1.01
z
15,
1.0\
05} —
0.0 ‘ : : ‘ : 't
1 2 3 4 5 6 |—
-05}
_10/-— . -
-15

Vv

Obrazek 4.14: Zlomkové modelovani, vzdalenost bodi od tézisté pro hodnoty: £k = 1,1 =
LY =0,2) =125 =2,k = 1,0 = 0,0v] =0
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a=1.2
z
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Obrazek 4.15: Zlomkové modelovani, vzdalenost bodi od tézisté pro hodnoty: £k = 1,1 =

L =025 =120 =2,k? = 1,08 = 0,03 =0
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Obrazek 4.16: Zlomkové modelovani, vzdalenost bodi od tézisté pro hodnoty: k = 1,1 =
Lt =0,z =129 =2,k = 1,08 = 0,03 =0

a=17
z
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-15
Ve

Obrézek 4.17: Zlomkové modelovani, vzdalenost bodl od tézisté pro hodnoty: k = 1,1 =
L) =0,2)=1,23 =2, k¥ = 1,0 = 0,0v] =0

a=1.95

z

15¢
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Obrﬁzek 4.18: Zlomkové modelovani, vzdalenost bodi od tézisté pro hodnoty: k = 1,1 =
L =0,25 =1,kxd =2, ko) = 1,0) = 0,03 =0
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5. Zavér

Cilem této bakalarské prace bylo feseni a srovnani klasického a zlomkového modelu
kmitavého modelu pohybu v tlumivém prostiedi. Pro nase tvahy jsme zvolili model (3.5)
s Caputovou derivaci. Jako testovaci tlohy byly uvazovany soustavy jednoho télesa na
pruziné a dvou, resp. tfi stejné hmotnych téles spojenych jednou, resp. dvéma stejnymi
pruzinami. VSechny vzniklé obycejné a zlomkové diferencidlni rovnice a jejich soustavy
byly feseny metodou Laplaceovy transformace.

U klasického modelu je znadma ptitomnost kritickych hodnot parametru p, které zpt-
sobuji rozpad vypoc¢ti do nékolika vétvi (v pfipadé jednoho a dvou téles do tii vétvi, v
piipadé tii téles do péti). U zlomkového modelu se analogické hodnoty parametru a nevy-
skytuji a k podobnému rozpadu nedochazi, coz vypocet zjednodusuje. Dalsim vyznamnym
rozdilem je chovani tézisté soustavy téles. Zatimco klasicky model vykazuje exponencialni

vvvvvvvv

Vv

modelu tedy tlumivé sily neptisobi na soustavu jako celek, nybrz se vztahuji pouze k
vlastnimu kmitavému pohybu téles. Toto chovani nesouhlasi s experimentalni zkusSenosti,
a proto by byl tento model zfejmé vhodnéjsi spise pro popis pevné ulozené soustavy.

Porovnanim grafickych vysledki klasického a zlomkového modelu kmitani mtzeme ¥ici,
ze snizujici se tad zlomkové derivace a zvysuje utlum kmitavého pohybu, coz odpovida
ristu soucinitele ttlumu prostredi p. Autorovi vSak neni znam analyticky vztah mezi o a
p umoznujici kvantitativni a kvalitativni srovnani ziskanych vysledki.

Budouci prace v této oblasti by se mohla zaméfit na hledani zlomkového modelu

Vv

vlastnosti modelu, zejména vztahu mezi koeficenty o zlomkového a p klasického modelu.
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6. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

N mnozina prirozenych ¢isel

mnozina celych ¢isel

7+ mnozina kladnych celych ¢isel

R mnozina realnych cisel

Rt mnozina kladnych realnych c¢isel

C mnozina komplexnich ¢isel

() n-t4 derivace funkce f(t)

4 f(t) n-té derivace funkce f(t)

I'(2) Gamma funkce proménné z

B, 1) Beta funkce proménnych v a

E, 3 dvouparametricka funkce Mittag-Lefflerova typu
JIrf(t) n-nasobny integral

DU () zlomkovy integral na intervalu (a,t) funkce f(t)
°Def(t) Caputova zlomkova derivace fadu « funkce f(t)
L{f(t)} Laplaceova transformace funkce f(¢)

33



	Úvod
	Matematický aparát
	Základy teorie obycejných diferenciálních rovnic (ODR)
	Vybrané vyšší funkce
	Gamma funkce
	Beta funkce
	Mittag-Lefflerova funkce

	Základy teorie zlomkového kalkulu (ZK)
	Laplaceova transformace

	Fyzikální motivace úlohy
	Klasický popis kmitání
	Popis tlumených kmitu ZK 

	Modelování kmitavého pohybu
	Kmitání hmotného bodu
	Modelování obycejnou diferenciální rovnicí (ODR)
	Modelování zlomkovým kalkulem (ZK)

	Kmitání a pohyb soustavy dvou hmotných bodu v prostoru
	Modelování obycejnou diferenciální rovnicí (ODR)
	Modelování zlomkovým kalkulem (ZK)

	Kmitání a pohyb soustavy trí hmotných bodu v prostoru
	Modelování obycejnou diferenciální rovnicí (ODR)
	Modelování zlomkovým kalkulem (ZK)


	Záver
	Seznam použitých zkratek a symbolu

