VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV MECHANIKY TELES, MECHATRONIKY A
BIOMECHANIKY

INSTITUTE OF SOLID MECHANICS, MECHATRONICS AND BIOMECHANICS

KINEMATICKE BUZENI KYVADLA

PENDULUM EXCITATION

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE Jifi Vrana

AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. Ing. Zdenék Hadas, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2017






VYSOKE UCENi FAKULTA
' TECHNICKE STROJNIHO

V BRNE INZENYRSTVI

Zadani bakalarskeé prace

Ustav: Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky
Student: Jifi Vrana

Studijni program: Strojirenstvi

Studijni obor: Zaklady strojniho inzenyrstvi

Vedouci prace: doc. Ing. Zdenék Hadas, Ph.D.

Akademicky rok: 2016/17

Reditel Ustavu Vam v souladu se zakonem ¢&.111/1998 o vysokych $kolach a se Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné urduje nasledujici téma bakalarské prace:

Kinematické buzeni kyvadla

Stru€na charakteristika problematiky ukolu:

Prace se zabyva modelovanim kmitani kyvadla. Model kyvadla Ize rozsifit o dalSi modelu pfidané
tuhosti jako torzni pruzina, magnety atd. Vznika takto nelinearni a nestabilni soustava, kterd ma
chaotické chovani. V praci toto chovani bude modelovano a simulovano v prostfedi Simulink.

Aplikace této soustavy lze spatfit v oboru energy harvesting, kdy z tohoto kmitani Ize ziskat elektrickou
energii pro bezdratové aplikace.

Cile bakalarské prace:

1. Linearni model kyvadla s kinematickym buzenim

2. Roz8ifeni modelu o nelinearni chovani

3. Odezva nelinearniho systému na kinematické buzeni
4. Analyza aplikaci této soustavy v praxi

Seznam doporucené literatury:

BREPTA, Rudolf, Ladislav PUST a Franti$ek TUREK, 1994. Mechanické kmitani. Technicky
privodce, svazek 71. Praha: Sobotales.

HAUG, Edward J ., 1989. Computer Aided Kinematics and Dynamics of Mechanical Systems. B.m.:
Prentice Hall College Div. ISBN 978-0205116690.

KADJIE, Arnaud Notué a Paul WOAFO, 2014. Effects of springs on a pendulum electromechanical
energy harvester. Theoretical and Applied Mechanics Letters. ro€. 4, €. 6, s. 63001. ISSN 20950349.

PRIYA, Shashank a Daniel J. INMAN, ed., 2009. Energy Harvesting Technologies. Boston, MA:
Springer US. ISBN 978-0-387-76463-4.

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké u€eni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Termin odevzdani bakalarské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2016/17

V Brné, dne

L.S.

prof. Ing. Jindfich Petruska, CSc. doc. Ing. Jaroslav Katolicky, Ph.D.
feditel ustavu dékan fakulty

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké u€eni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Abstrakt

Tato prace je zamétena vytvofenim modelové situace kinematicky buzeného kyvadla
s jednim stupném volnosti, které¢ kmit4 jak v linearnim, tak nelineédrnim stavu.

V teoretické ¢asti je popsano nekolik zékladnich pojmt z teorie kmitani a uvedeni
n€kolika ptikladl vyuzitelnosti kyvadla. Prakticka ¢ast obsahuje sestaveni pohybovych
rovnic modelovych situaci, na zdklad¢ kterych jsou vytvotfeny simulacni programy.

Prace obsahuje i navrh praktického vyuziti modelu nelinedrniho kyvadla.

Abstract

This thesis is focused on creating a model situation of excited pendulum with one
degree of freedom that oscillates in both linear and nonlinear condition.

The theoretical part describes several basic concepts of oscillation theory and states
some examples of pendulum applicability. The practical part consists assembling of
motion equations of model situations, based on which simulations programs are created.

The thesis contains also concept of practical use of the nonlinear pendulum model.
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1 Uvod

Vypocet pohybu kyvadla je na prvni pohled jednoduchou zalezitosti. Je vSak nutné si
uvédomit, Ze modelova situace matematického kyvadla, je velmi jednoduchym
ptipadem, ktery je idealizovany. V realné situaci neni kyvadlo pouze hmotnym bodem
zavéSeném na nehmotném zavésu, ale je nutné uvazovat hmotnost kyvadla rozlozenou
po délce zavesu a nejen soustiedénou do jednoho bodu. Déle se v modelové situaci
Casto vyskytuje nezanedbatelné velka slozka tlumici energie, naptiklad tieni, které
znatelné ovlivni chovani kyvadla.

K ovlivnéni pohybu vSak pfispiva i vnéjsi piisobeni na kyvadlo. Muze se jednat o
pusobeni silové, ¢i plisobeni zrychleni, které je reakci na pohyb celého systému.
Ptikladem takového plisobeni miize byt piisobeni periodické, proménlivé, skokové, ¢i
zcela chaotické. Kyvadlo, které je takto ovlivitovano, se oznacuje jako kyvadlo

s vynucenym kmitanim.

Slozitost systému pak mohou ovliviiovat parametry, jako je linearita kmitani. Nelinearni
kyvadlo jiz ¢asto neni mozné fesit analyticky, ale vyuzije se jiné metody, naptiklad
metody konec¢nych prvki. Déle pak Ize rozlisit, zda se jedna o kyvadlo s jednim ¢i vice
stupni volnosti. V takovém piipad¢ je jiz feSenim soustava diferencialnich rovnic.

Cilem této prace je vytvoieni modell linearniho a nelinearniho kyvadla s vynucenym
kmitanim. Tvorba modelu bude realizovana sestavenim pohybové rovnice, ktera bude
pouzita k vytvoteni fungujici simulace v nastroji Simulink. Tvorba modelu bude
koncipovana vytvotfenim jednoduchych modeld, jejichz kombinaci vznikne vysledny
model kyvadla. Dale bude prace obsahovat vykresleni vysledného chovéani pro zvolené
parametry, ze kterych budou patrné rozdily, mezi jednotlivymi druhy kyvadel.

Posledni ¢asti prace potom bude navrh praktického vyuziti nelinearniho modelu
kyvadla. S vyuzitim simula¢niho programu budou snaha optimalizovat nékteré
parametry kyvadla pro ziskani nejlepSich hodnot pro pozadovany vystup.
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2 Teorie kmitani

V technické praxi se setkavame s redlnymi télesy. Tato télesa se vyznacuji tim, Ze
nejsou dokonale tuh4, tedy projevuje se u nich elasticko-plastické chovani. Pokud na né
pusobi vnégjsi sily, dochéazi k buzeni a rozkmitéani téchto téles. Tento jev je v realnych
situacich velice Casty a nejde se mu vyhnout, je nutné s nim tedy pocitat a zahrnout ho
do navrhu systému.

2.1 Kmitani linearnich soustav

Zakladni charakteristikou linearniho kmitani je linedrn€ zavisla odezva na vnéjSim
buzeni a plati zde zékladni podminka a to, ze hly, které pti kmitani vznikaji, musi byt
mensi nez 5° [1].

Linearni kmitani mtizeme délit podle n¢kolika parametrii. Naptiklad 1ze rozlisit, zda se
jedna o volné nebo vynucené kmitani. Volného kmitani leze dosdhnout vychylenim z
rovnovazné polohy a ponechanim v pohybu bez vnéjsiho plisobeni, tedy na soustavu
nepusobi buzeni. Pro vypocet kmitani slouzi homogenni ¢ast pohybové rovnice, tedy
rovnice s nulovou pravou stranou [2]. Z vypoctu pak lze ziskat informaci o vlastni
frekvenci kmitani, resp. vlastnich ¢islech. Vlastni frekvenci rozumime takovou
frekvenci, pii niz klade systém nejmensi odpor vii€i deformaci. Vynucené kmitani
vznikne tehdy, pisobi-li na soustavu vnéjsi nebo vnitini budici sily, které maji
periodicky charakter pisobeni, nebo zda je soustava buzena kinematicky [3].

Dale mizeme linearni kmitdni délit na kmitani s jednim nebo vice stupni volnosti.
Kmitani s jednim stupném volnosti 1ze popsat linearni diferencialni rovnici druhého
fadu kterd obsahuje prvky: hmotnost hmotného bodu m, nehmotny viskézni tlumic s
konstantou tlumeni b a nehmotnou pruzinu o tuhosti &. Na hmotnost m ndm z téchto
prvkil vyvstavaji silova piisobeni vratné sily od pruziny, tlumici sily tlumice a budici
sila F(t). Nezndmym parametrem je zde posuv u(t), ktery ziskdme fesSenim pohybové
rovnice (2.1.1) [2].

mil + bu + ku = F(¢) 2.1.1)

Kmitani s vice stupni volnosti slouzi k popisu kmitani skute¢nych téles a jejich soustav.
Vypoctovymi modely je mozné zjistit s dostate¢nou presnosti vlastni frekvence a vlastni
tvary [2]. Vlastnim tvarem rozumime tvar, kdy soustava kmita vlastni frekvenci.

Pohybové rovnice vychdzeji z maticové algebry a jedna se v podstaté o soustavu
linearnich diferencialnich rovnic. Kmiténi s vice stupni volnosti je mozné fesit piimou
fyzikalni diskretizaci, metodou kone¢nych prvkl a metodou hrani¢nich prvki [2].
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2.2 Kmitani nelinearnich soustav

Popisovat kmitani jako linearni systém v praxi vétSinou neni mozné. V realné situaci se
kyvadla vyznacuji pfedev§im svym nelinearnim chovanim. Linearni pribéh lze
pozorovat u malych vychylek, kdezto pro velké vychylky, deformace a rychlosti se
projevuje systém jako nelinearni [4].

Jako nelinearity jsou povazovany nelinearni vratné sily, zavisejici pouze na velikosti
vychylky, nebo nelinearni tlumici sily, které zavisi na velikosti rychlosti [2]. Dale se v
systému mohou objevovat sily zavislé jak na vychylce tak na rychlosti, pfipadné jesté
na ¢ase. Pokud soustava obsahuje alespon jeden z téchto nelinedrnich prvki, hovotime
o nelinearni soustavé. [2] Podle typu prvku pak Ize rozliSovat systémy s nelinearni
tuhosti nebo nelinedrnim tlumenim.

Nelinearni soustavy nelze jednoduse klasifikovat, jako tomu bylo u kmitani linearnich
soustav, nebot’ jednotlivé prvky zde nejsou popsany jednim parametrem, ale jejich popis

vvvvvv

na mnoha dalSich parametrech. Nelinearni kmitani Ize stejné€ jako linearni d¢lit na volné
a vynucené, dale ale jesté na kmitani parametrické anebo samobuzené [2], a pak podle
stupiii volnosti.

2.3 Silové a kinematické buzeni

vrwe

nebo jeji slozkou. Piikladem takového plisobeni mtize byt naptiklad slozka odsttedivé
sily na nevyvazenou rotujici hmotnost [3].

Kmiténi, které je vynuceno kinematickym buzenim, miize vznikat rozpohybovanim
ramu, pficemz reakce na zrychleni, kterym je rozpohybovan ram soucasti, uvede dany
systém do pohybu.
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3 Vyuziti kyvadla v technické praxi

Princip kyvadla je uplatiiovan v mnoha technickych aplikacich. Miize byt pouzit ke
zjiStovani informaci o pohybu, tedy lze snimat zménu pohybu, nebo zjistovat okamzité
zrychleni. Jeho vyuzitim je vSak i mozné ziskévat elektrickou energii pfeménou z
oscilacni energie kyvadla.

3.1 Kyvadlovy akcelerometr

Kyvadlovy akcelerometr je zafizeni na méteni zrychleni. Funguje na principu kyvadla s
jednim stupném volnosti [5]. Kyvadlo je vychyleno reakci na ptsobici zrychleni, jeho
poloha je sniména a pfepoctem pies tangens thlu vychylky lze ziskat méfené zrychleni
v daném case.

3.2 Gyroskopicky inklinometr

Inklinometry jsou pfistroje méfici sklon oproti vertikalni ¢i horizontalni roving. Jedna se
o kyvadlovy gyroskop se tfemi stupni volnosti. Gyroskop je i¢inkem vné&jSich sil
vychylen a thel mezi rovinou gyroskopu a horizontdlni ¢i vertikalni rovinou ndm udava
sklon [6]. Jedna se o elektronickou soucast a je uzivana hlavné v letectvi.

3.3 Vibracéni generator

Vibracni generatory jsou zafizeni, kterd pfeménuji oscilacni energii na energii
elektrickou. Generator je tvofen oscilatorem zpravidla s jednim stupném volnosti,
naladénym na rezonan¢ni frekvenci, ktera odpovida budici frekvenci. Pfeména energie
je realizovana principem elektromagnetické indukce, ptipadné jevem piezoelektrickym,
elektrostatickym nebo jinym [7]. Tlumeni oscilace je slozkou disipativni energie a
elektrické zatéze.

Piezo crystals

| \
Electrical AC-to-DC
Ioad conversion

Obr. 1 Schéma piezoelektrického vibra¢niho generatoru s elektrickou zatézi [8]
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4 Tvorba modelu kyvadla

Hlavnim cilem této prace bylo vytvotfeni modelu kyvadla, které by odpovidalo realné
situaci a realnym podminkam. Konstrukce modelu vychdzi z teorie matematického
kyvadla, které je dale rozsifeno o linearni a nelinearni prvky. Nelinearita kyvadla bude
spocivat v pfidani pruziny, kterd bude kyvadlo tlumit az od ur¢ité vychylky. Model
kyvadla bude mit tvar tyCe, ktera bude uchycena ¢epem, ktery se bude odvalovat

v pouzdre, tedy bude platit, ze polomér cepu bude mensi nez je polomér pouzdra.

V misté uchyceni tedy bude vznikat obecny rovinny pohyb, valeni. Situace bude
modelovana jak pro pfipady volného, tak vynuceného kmitani s jednim stupném
volnosti.

Princip sestaveni modelu spociva ve vyjadieni pohybové rovnice, kterd bude
aplikovatelna pro vytvoteni fungujiciho schématu daného modelu v prostfedi Simulink.

4.1 Simulink

Simulink je néstroj Matlabu slouzici pro simulaci a modelovani dynamickych systémd.
Tvorba systémi se provadi ve formé blokovych schémat. Program pocita uzivatelem
zvolenou numerickou metodou feseni, pfi¢emz pro nasledujici vypocty byla uZzita
metoda ode45 (Dormand-Prince).

4.2 Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je modelova situace idedlniho stavu. Tedy zavéSeni hmotného
bodu na nehmotném dokonale tuhém zavésu urcité délky. Na model nepiisobi zadné
vnitini silové G¢inky a jediné vnéjsi silové plisobeni je pouze sila tthového pole Zemé

[9].

Jedna se o volné kmitani, tedy kyvadlo bude vychyleno a jelikoz se jedné o ideéalni
ptipad, bude kmitat s amplitudou pocatecni vychylky.

14



Obr. 2 Matematické kyvadlo v tthovém poli

Pro sestaveni pohybové rovnice matematického kyvadla je uzito 2. Newtonova
pohybové zakona, tedy Ze suma sil bude odpovidat sou¢inu hmotnosti hmotného bodu a
jeho okamzitého zrychleni.

T
Il
3
Q

(4.2.1)

Pro urceni pohybu je podstatna te¢na slozka sil. Tedy tihova sila v te€ném sméru, a
zrychleni te€né, pro které plati vztah ar = ¢ - L. Dosazenim do silové rovnice pak
obdrzime tvar

—-m-g-sing=m-¢-L (4.2.2)

Za predpokladu, ze kyvadlo bude brano jako linearni, bude platit sin(¢) = ¢. Po
uprave obdrzime tvar pohybové rovnice matematického kyvadla [9].

15



L-¢g+g-9=0 (4.2.3)

Z rovnice lze ziskat hodnotu vlastni tthlové frekvence oscilaéniho pohybu Q, = \/%.

Vysledna zavislost bude mit periodicky sinusovy pritbéh s amplitudou pocatecni
vychylky a periodou, které lze spocitat jako

_27‘[

T, = —
0] Q,

(4.2.4)

4.3 Homogenni ty¢ uchycena rota¢ni vazbou

Matematické kyvadlo je model idealizované situace. V realné situaci kyvadlo nekmita
stale se stejnou vychylkou, ale vlivem vnéjsich a vnittnich silovych ucinkt dochazi k
pozvolnému Utlumu kyvadla. Zavedeme-li si uchyceni ty¢e k rdmu rotacni vazbou, pak
v této vazbé¢ nastdva Utlum vlivem plsobeni tfecich sil. Déle 1ze pro piiblizeni realné
situace uvazovat zaves jako homogenni ty€. Sily plsobici na tuto ty¢ je potom nutné

Obr. 3 Homogenni ty¢ uchycend rotaéni vazbou
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Poloha kyvadla je popsana okamzitou vychylkou ¢, ktera je funkci casu. Silové
pusobeni tlumeni zde pfedstavuje pisobeni c¢epového momentu téeni, ktery piisobi vzdy
proti sméru pohybu. Uginek vratné sily je realizovan pouze ptisobenim slozky tihové
sily.

K sestaveni pohybové rovnice je vhodné zavedeni polarniho soufadného systému.
Tihovou silu si potom lze rozlozit do slozky tecné a normélové.

t: —m-g-sing (4.3.1)
n: —m-g-cosqe (4.3.2)

Moment setrvacnosti ty¢e I je urcen z elementarniho vzorce pro homogenni ry¢ a posun
do osy otaceni pouzitim Steinerovy véty

, 1 , A , 431
I=Ir+m-1 =E-m-L +m-(§> =§-m-L (4.3.1)

Pro urceni reakénich sil je vhodné uzit rovnice silové rovnovahy, tedy ze suma sil v
te¢ném sméru a suma sil v normalovém sméru budou rovny nule.

t:—m-g-sinp —F; =0 (4.3.2)
n—m-g-cosp+Fe, =0 (4.3.3)

Upravou ziskanych rovnic jsou ziskany slozky reakéni sily Fega Fen ve vazbé.

Feie =m-g-sing (4.3.4)
Fop=m-g-cosg (4.3.5)

Pro moment tfeni ¢epu plati vztah

Mg=f-1¢ /Faz + Fo,2 (4.3.6)

, kde fje koeficient smykového tfeni a 7 polomér cepu.
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Pro zjednoduseni simulace je cepovy moment vyjadien jako soucin rychlosti v a tlumici
konstanty b.

Mg=b-v (4.3.7)
K sestaveni pohybové rovnice je uzita momentova rovnice rotacniho pohybu
[-¢=—m-g-sing *ly — M (4.3.8)

Kyvadlo je povazovano za linedrni, 1ze tedy provést nahradu sin(¢) = ¢. Upravenim
rovnice (4.3.8) je ziskan konecny tvar pohybové rovnice tohoto kyvadla.

1
G =7 (=m-g-ly-sing - M) (43.9)

4.4 Odvalovani ¢epu v pouzdie

V rotacni vazbé, ve které byla uchycena homogenni ty¢ dochazelo pouze k rotaci, nebot’
¢ep presné zapadal do pouzdra. Situace se ale zméni, pokud je cep mensi nez dany
otvor. V takovém piipadé€ uz nedochézi pouze k rotaci, ale objevuje se zde obecny
rovinny pohyb. Konkrétn¢ se jedna o valeni mensiho poloméru ¢epu ve vétsim
poloméru pouzdra.

Lze uvazovat ptipad, kdy se téleso Cepu po udéleni pocatecni vychylky 6, odvaluje po
poloméru pouzdra a kona periodicky pohyb, nastavéa volné kmitani. Na téleso ¢epu
potom puisobi tihova sila F; a vnitini (pasivni) sily, tedy sila tfeci F; a talkov4 sila od
pouzdra F,.
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Obr. 4 Odvalovani ¢epu

Poloha kyvadla je podobn¢ jako v ptedchozim ptipad€ popsana okamzitou vychylkou 6,
kterd je zavisla na Case, oproti pfedchozimu piipadu vsak jesté na thlové rychlosti ¢
odvalujiciho ¢lenu.

Pro valeni plati podminka F; < Fr, kde F; = Fy - f. Tedy sila tfeci musi byt mensi nez
soucin tlakové sily a koeficientu tfeni. Pokud podminka neni splnéna, nastava smykani.

Pro tvorbu pohybové rovnice je opét vhodné zavedeni polarniho soufadného systému.
Tihova sila je rozlozena do slozek tohoto soufadného systému jako

t: —m-g-sin@ 4.4.1)
n: m-g-cosf (4.4.2)

Oproti minulému ptipadu nam zde vSak vystupuji dvé proménné, 6 a ¢, a pro feSeni je
tedy nutné najit zavislost mezi témito dvéma veli¢inami. Vztah mezi nimi udava

Vv v
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Rovnice se sklada ze dvou dil¢ich rovnic, které jsou postaveny do rovnosti a kazda je
vztazena k jednomu pdlu rychlosti. Poly rychlosti se nachazi jeden ve stfedu kiivosti
kruznice, po které se odvaluje ¢ep a druhy v misté dotyku ¢epu a pouzdra. Jednotlivé

2%

2%

0-(R—-1r)=¢ 7 (4.4.3)

K vyjadieni velikosti pasivnich sil pouZijeme silovou rovnici. JelikoZ byl vhodné zvolen
soufadny systém, na dil¢i slozky je tieba rozlozit pouze tihovou silu. Pasivni sily v
tomto piipad€ odpovidaji smériim soufadného systému. Pro tecny a normalovy smér
vzniknou nasledujici rovnice.

t: —m-g-sing—F,=m-a; (4.4.4)
n—m-g-cosp+FEF=m-a, (4.4.5)

Valeni je slozeny pohyb, jenz se sklada z pohybu relativniho a unasivého. Tomu
odpovidaji i slozky rychlosti a zrychleni. V naSem ptipad¢ odpovidé tecnému sméru
zrychleni relativni a normdlovému sméru zrychleni unasivé. Zrychleni relativni
odpovidé souc¢inu uhlového zrychleni ¢epu a jeho poloméru, zatimco unésivou slozku
zrychleni Ize ziskat sou¢inem kvadratu unasivé uhlové rychlosti a vzdalenosti osy
otaceni od stiedu kiivosti plochy, po které se cep vali.

a=¢-r (4.4.6)
a,=60%-(R—r) (4.4.7)

Jesté pred dosazenim do silové rovnice je vhodné nahradit proménou ¢ pomoci
kinematické rovnice (4.4.3) proménou 8. Po dosazeni a upravé ziskdme vyjadieni treci
sily F; a tlakové sily F,.

FF=-m-(R—-71)-6—m-g-sin@ (4.4.8)
E,=m-(R—-r)-02-m-g-cos@ (4.4.9)
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K sestaveni pohybové rovnice bude opét vyuzita momentova rovnice pro obecny

vvvvv

souhlasny moment od sily F; na rameni  a v opa¢ném sméru moment od sily F, na
rameni e.

[-p=F,r—F,-e (4.4.10)

Dosazenim za slozky F;a F), z rovnic (4.4.8), (4.4.9) a nahrazenim proménné ¢
y )
proménou 8 pomoci kinematické zavislosti vznikne neupraveny tvar pohybové rovnice

f=-m-r-(R-—1)-0—m-g-r-sinf — m (4.4.11)

ce-(R—71)-62+m-g-e-cosb

Za ptedpokladu linearniho kmitani, tedy udéleni malé pocatecni vychylky lze opét
nahradit sin 8 = 6, cos 6 = 1. Po vhodné upravé ma potom pohybova rovnice
vysledny tvar.

.R—r R—r

r
¢ R—r

1 r2 rz (4.4.12)
:m_ -g -H_m.e. .92+m.g

4.5 Model kyvadla kmitajiciho linearné

Jednim z cila préace je vytvofit model linearniho kyvadla s kinematickym buzenim.
Kyvadlo bude vytvofeno kombinaci dvou ptedchozich situaci, tedy homogenni tyce,
ktera bude pevné chycena k ¢epu, ktery se bude odvalovat v pouzdie vazby. Jedna se o
model s jednim stupném volnosti, ktery bude mit vynucené kmitani budicim zrychlenim
y. Pfedpokladem kyvadla bude skutecnost, Ze polomér ¢epu bude v zavislosti na délce
tyCe pro vypocet zanedbatelny, tedy L > r.
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Obr. 5 Kyvadlo s valivym ¢lenem

Jelikoz se jednd o model, kde jiz vystupuje vice parametri a proménnych, pro kontrolu
spravnosti byla pohybova rovnice sestavena uZzitim dvou rtiznych metod. Jedna se o
metody uvolnovaci a Lagrangeovu, pficemz pohybova rovnice sestavena Lagrangeovou
metodou se bude liSit tim, Ze zde nebude zahrnut tlumici ucinek od tlakové sily, nebot’
tato metoda neuvazuje pasivni odpory.

4.5.1 Sestaveni pohybové rovnice Lagrangeovou metodou II. druhu

Reseni Lagrangeovou metodou II. druhu spoiva v sestaveni Lagrengeovy rovnice. Pro
sestaveni rovnice je nutné vyjadrit si energii kinetickou, potencialni a disipativni daného
pohybu, dale pak jeste praci piipadné vykon takovéto soustavy. Je tfeba si také urcit
zobecnéné soufadnice. Pocet zobecnénych soufadnic odpovida poctu stupiiti volnosti,

22



pro nas piipad tedy bude stacit jedna zobecnénd soufadnice g. Hlavni vyhodou této
metody je mensi naro¢nost a je vhodna pro ziskani ptiblizného zjisténi pohybu [1].

Zakladni Lagrangeova rovnice II. druhu ma tvar

3 (0E,\ 0E, OE, 0E, 0A 0P
( ")— L ) 4.5.1)

at\ag) " aq " aq T aq g 03

Zobecnénou soufadnici je v tomto ptipadé zvolena vychylka ¢, nebot’ se jedné o
informaci, ktera nam popisuje pohyb ramena kyvadla.

Pti sestaveni energie kinetické je nutné vzit v potaz, Ze systém vykonava pohyb valeni,
a je tedy nutné do energie zapocitat jak slozku transla¢niho, tak i rota¢niho pohybu.

1 1

1 , 5, 1 ,
Ey ——E-I-(p2+§-m-v2 ——E-I-<p2+§-m-(<p-r)2
(4.5.2)

E=1"2'1+'2
(=597 U +mer?)

Systém si Ize rozlozit na dvé diléi télesa, tedy ty€ a Cep. Pro kazdé téleso je potom
mozné uvazovat vlastni t€ziste, ve kterém pusobi tihova sila, kterd se promitne do
slozky potencidlni energie.

E,=-m-g- ((R—7)cosf +L-cosg) (4.5.3)

V rovnici potencidlni energie se vyskytuji dvé rizné uhlové zavislosti. Tyto thly vSak
jsou na sob¢ zavislé, a pomoci poli 1ze opét odvodit platnost kinematické rovnice tvaru.

6-(R-1r)=¢"1r (4.5.4)

Dosazenim vyjadreni vychylky 6 do rovnice potencialni energie vznikne tvar

r
Epz—m-g-((R—r)cos(R

(p) + L - cosy) (4.5.5)

Budici zrychleni bude zahrnuto do rovnice jako vykon vnéjsich sil.
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P=m-y-(L—1) ¢ (4.5.6)

Ponévadz systém neobsahuje zadny tlumici prvek, velikost energie disipativni odpovida
nule a v rovnici se nevyskytuje. Pro situaci, kdy kyvadlo bude povazovano za linearni je
nutno uvazovat malé vychylky, tedy Ze sin ¢ = @, cos ¢ = 1.

Pro dosazeni do Lagrangeovy rovnice je nutné slozky energie derivovat podle
zobecnéné soufadnice.

—=(52)=¢-U+m-r? (45.7)

9Fp _ Uy O 5 =1  (458). (459

Tyto nenulové derivace je nutné dosadit do rovnice, ¢imz vznikne pohybova rovnice
kyvadla.

1 r?
. ey co—m-qg-L- v (L — 4.5.10
¢ I+m.r2<ng—r(p mg-Logtmey( r)> (310

Tato pohybova rovnice odpovida kyvadlu, kde neplisobi valivy moment ¢epu. Pro
ziskani ptesnéjsi rovnice je nutno uzit jinou metodu.
4.5.2 Sestaveni pohybové rovnice uvoliiovaci metodou

Uvolnovaci metoda je oproti metodé Lagrangeoveé pomérné pracnéjsi, 1ze vSak ziskat

presné vyjadieni pohybové rovnice. Pfed samotnym sestavenim rovnice je opét nutné
vyjadfit si velikosti plisobicich vnitinich sil, které¢ 1ze ziskat ze silové rovnice. Prvnim
krokem je vhodné zavedeni soufadného systému a rozlozeni slozek sil do sméri toho

systému.

Tihova sila bude rozlozena v te¢ném a normalovém sméru jako

t: —m-g-sinf (4.5.11)
n: m-g-cosf (4.5.12)
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Sila, kterou vytvaii plisobeni budiciho zrychleni, je rozd€lena do slozek jako

t: —m-y-cosf (4.5.13)
n: m-y-sin@ (4.5.14)

Plati zde stejny tvar kinematické rovnice, jako v pfedchozim ptipad¢ feseni, tedy

0-(R—-1r)=¢ 7 (4.5.15)

Lze si tedy vyjadfit silové rovnice pouze pro jednu neznamou prave s vyuzitim této
rovnice.

Na téleso piisobi v te€ném sméru tteci sila F; a te¢nd slozka tihové sily a sily od
budiciho zrychleni. V normalovém sméru to potom jsou sila tlakova Fy a normélové
slozky tihové sily a sily od budiciho zrychleni. Te¢nou a normdlou slozku silové
rovnice Ize tedy zapsat jako

t:—F,—m-g-sinf—m-ycos@ =m-a; (4.5.16)
nF,—m-g-cos@+m-ysin =m-a, (4.5.17)

Slozku te¢ného a normalové zrychleni si Ize vyjadiit obdobné jako v pfipadé valeni
¢epu, tedy jejich hodnota bude opé€t odpovidat relativni a unasivé slozce zrychleni.

a,=60-(R-1r), a,=60* (R-r) (4.5.18), (4.5.19)

Zavedenim podminky line4drniho kmitani a uprave silovych rovnic vzniknou vyjadieni
tieci sily F; a tlakové sily E,.

r

Ft=—m-r-¢—m-g-R_r-(p—m-j} (4.5.20)
r? r

(4.5.21)

<p2+my

fo=m g R—r $TM9
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K sestaveni pohybové rovnice bude vyuZzita momentova rovnice pro obecny rovinny
pohyb. Souhlasné momenty, které na kyvadlo plisobi, jsou ucinky od tteci sily F; na
rameni 7 a slozka sily vzniklé z budiciho zrychleni m - ¥ na rameni L. Proti pohybu
pusobi slozka tihov€ sily F; na rameni L a tlakova sila F, na rameni e.

I-¢g=F-r—F-e—F-L-sing+m-y-Lcos¢g (4.5.22)

Dosazenim vyjadfeni sil F;, F,a F, vznikne neupraveny tvar pohybové rovnice.

2

r

Il -O=—-—m-qg- . —m-r-"—m-rz-"—F-e—

¢ 9 r=7'¢ y =% (4.5.23)

m-g-L-sing+m-y-Lcose
Upravenim vznikne pohybova rovnice linearniho kyvadla
. 1 r? L
L A T A ¢
(4.5.24)

+m-j/'-(L—r)—FN-e>

Tato rovnice jiz zohledniuje ucinek valivého momentu a tedy 1épe popisuje chovani
kyvadla.

4.6 Model nelinearniho tlumeného vynuceného kmitani kyvadla

K vytvotfeni modelu nelinearniho kyvadla, jak je jiz popsano v uvodni kapitole, je tfeba
do systému ptidat prvek, ktery bude mit nelinearni charakteristiku nebo kyvadlo
rozkmitat do velkych vychylek. V nasem piipad€ nastane prvni moznost a to, ze
pfidime k modelu linearniho kyvadla pfiddme pevné dorazy, na které budou umistény
pruziny. Kyvadlo vSak na tyto pruziny narazi az v ur€ité vychylce, coz vytvori
nelinearni zavislost. Dale bude na konci kyvadla umistén tlumic.
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Obr. 6 Nelinearni kyvadlo

Pti sestaveni pohybové rovnice 1ze vychdzet z rovnice linearniho kyvadla. Parametry
které obsahuje se nezméni, pouze budou ptidany parametry nové. Jelikoz tyto
parametry neobsahuji zddné pasivni odpory, lze je uzitim Lagrangeovy metody
zahrnout do minulého vztahu a sestavit tak pohybovou rovnici.

S pridanymi pruzinami do systému vstupuje tuhost, kterou do rovnice lze zahrnout jako
¢len potencialni energie. Je vSak tieba uvazovat, Ze proménna k jiz neni konstantni pro
vSechny hodnoty vychylky. Tehdy, kdyz se kyvadlo pruziny nedotyka je tato slozka
energie nulova.

1
E, =5k (¢ L) 4.6.1)
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Tlumi€ s konstantou tlumeni b bude pfi pohybu pisobit na kyvadlo tlumici silou a
promitne se tedy jako slozka disipativni energie.

Ep = % b-(¢-L)? (4.6.2)

Derivace téchto slozek podle zobecnéné souradnice budou mit tvar

OE,

JE, ,
—=p-12, L=k L (4.6.3), (4.6.4)
(o)

o9

a jejich dosazenim vznikne pohybové rovnice nelinearniho kyvadla.

1 r?
s (.. cO0—m-+a-Ln-
@ I+m'T2<ng—7”<p m-g-Lr-@+m-y

-(LT—r)—FN-e—b-LZ—k-Lk2> (4.6.5)

Nelinearita proménné k& bude vyjadiena v prostiedi Simulink pomoci funkce
"Deadzone", do které zadame kritickou vychylku, ktera bude odpovidat dotyku ramene
kyvadla a pruziny.
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5 Analyza vysledkii

5.1 Vypoctovy model

Tvorba vypoctového modelu je provedena v prostfedi Simulink. Vypoctovy model
vychazi z pohybové rovnice podle niz je sestaveno blokové schéma. Dostavame tedy
obvod sestaveny z parametrii daného systému, jehoZ vystupem je pak okamzita
vychylka v zavislosti na ¢ase. Vypoctové modely spolecné se spoustécimi soubory,
které obsahuji vstupni parametry jsou obsazeny v piiloze.

5.2 Homogenni ty¢ uchycena rota¢ni vazbou

Model homogenni ty¢e uchycené na jejim konci rota¢ni vazbou je, jak jiz bylo
zminovano, systém, ktery kmita linearné. Vystupni charakteristika kmitani bude mit
periodicky prubéh, tvofeny utlumenym sinusovym pribéhem. Pro zvolené parametry
vznikla zavislost s podkritickym tlumenim, tedy pomérny Gtlum je mensi nez 1. Jedna
se kmitani volné s pocatecni vychylkou 0,1 rad.

0.1 .

Vychylka [rad]
o
T

005F [ (| ] |/ V7 :

| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cas [s]

Graf ¢. 1 Volné kmitani homogenni tyce

5.3 Odvalovani ¢epu v pouzdie
Dal8im piipadem jednoduchého linedrniho kmitani je odvalovani ¢epu v pouzdie.
Jedna se opét o volné kmitani s jednim stupném volnosti s poc¢atecni vychylkou 0,1 rad.

Tlumenti je zpisobeno momentem valivého odporu a utlumeni systému je rychle;jsi
oproti predchozimu ptipadu.
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Vystupni charakteristika mé opét periodicky utlumeny sinusovy priibéh. Jedna se o

kmitani s podkritickym tlumenim.
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Graf &. 2 Casovy priibéh odvalovani Eepu

5.4 Linearni vynucené kmitani netlumeného kyvadla

Model linearné kmitajiciho kyvadla je, jak jiz bylo zminéno dfive, modelem, ktery je

kombinaci modelu homogenni ty¢e a modelu popisujici odvalovani ¢epu. Stéale se jedna
o model linearniho kmitani, u kterého jiz kmitani neni volné, ale je vynucené

kinematickym buzenim. Zrychleni, které na kyvadlo plisobi ma sinusovy prub¢h,

amplitudu 0.5 m/s” .
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Graf ¢. 3 Budici zrychleni
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Zménou frekvence budiciho zrychleni, 1ze ziskat rizné odezvy kyvadla. Pfi buzeni
nevlastni frekvenci vznikne pribéh, kdy dojde jen k n¢kolika malym vykmitim, nez se
amplituda ustali na stalé¢ hodnoté.
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Cas [s]

Graf &. 4 Casovy pribéh linearniho kmiténi kyvadla buzeného zrychlenim s nevlastni frekvenci
kyvadla

Zcela jiny prub¢h vznikne, pokud bude kyvadlo buzeno vlastni frekvenci, nebo
frekvenct, kterd se ji blizi. V takovém piipad€ vznikne rezonan¢ni kmitani, které se
vlivem tlumicich prvkl po Case ustali na ur¢ité hodnoté. Pfi buzeni vlastni frekvenci
dosdhneme nejvétsi amplitudy vykmitu, kterou miizeme pro zadané parametry dostat.
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Graf &. 5 Casovy pribéh kmitani netlumeného kyvadla buzeného vlastni frekvenci
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Ve specialnim piipadé€ vSak nemusi dojit ihned k ustaleni na urcité¢ hodnoté, ale miize
dojit k poklesu hodnot amplitudy a jejimu opétovnému vzrustu. Takovyto jev se nazyva
zaznéje.
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Graf &. 6 Casovy priib&h kmitani netlumeného kyvadla buzeného vlastni frekvenci - specidlni
ptipad

5.5 Nelinearni vynucené kmitani netlumeného kyvadla

S pridanou pruzinou kterd na kyvadlo piisobi az od urcité vychylky se kyvadlo stava
nelinearnim systém. To bude patrné ve vystupni charakteristice. Vynucené kmitani je
realizovano budicim zrychlenim, které bude mit proménlivy sinusovy priubéh podobné
jako v pfedchozim ptipadé buzeni linearniho kyvadla.

Odezva na budici signdl bude ovlivnéna nelinearitou pruziny, které se kyvadlo dotkne
pii vychylce 0,03 rad. Ve vystupni charakteristice je zfejmé praveé toto misto zmeény
tuhosti systému nahlou zménou tvaru vysledné kiivky.
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Graf ¢. 7 Casova zavislost vychylky nelinearniho netlumeného kyvadla

5.6 Prakticka aplikace nelinearniho kyvadla

Modelovou situaci vytvotenou pro nelinearni kyvadlo s kinematickym buzenim lze
aplikovat v praxi jako generator elektrické energie [10]. Systém kyvadla by byl opatien
elektromagnety, ve kterych by kmitavy pohyb principem elektromagnetické indukce
vytvarel elektrické pole. Budici zrychleni systému by bylo mozné ziskavat napiiklad
chiizi, které by potom svou reakéni slozkou uvadélo kyvadlo do pohybu. Dané zatizeni
by se dalo oznacit za "energy harvestor", tedy zatizeni ziskavajici elektronickou energii
z alternativniho zdroje.

Otazkou je, jak velky vykon by bylo z takového kyvadla mozné ziskat. K ziskani této
informace vyuzijeme tlumic, ktery pfivede do systému slozku disipativni energie.
Uvazujme, ze velikost této energie pak bude odpovidat energii elektrické, kterou
kyvadlo dokaze vytvoftit. Vykon systému potom bude mozné vypocitat z rovnice

P=b-v.

Veli¢ina Hodnota Nazev

r [mm] 4,5 Polomér ¢epu

R [mm] 6 Polomér pouzdra

L [mm] 50 Délka tyce

Ly [mm] 40 Vzdélenost pruzin od osy otaceni
m; [kg] 0,002 Hmotnost Cepu

m; [kg] 0,04 Hmotnost tyce

e [mm] 0,5 Rameno valivého odporu
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Veli¢ina Hodnota Nazev

g [m/s?] 9,81 Tihové zrychleni
a [m/s’] 1 Budici zrychleni
ko [N/m] 10% Tuhost dorazu

ki [N/m] 0,5 Tuhost pruziny

B [Ns/m] 4,2 Tlumici konstanta

Tab. 1 Vstupni hodnoty kyvadla

Za predpokladu, ze budeme ménit pouze parametry poloméra v ¢epu a pouzdra,
muzeme zjistit, jakou amplitudu vykonu lze ziskat pro rizné poloméry.

V nasem konkrétnim ptipadé byly zvoleny poloméry R pro 1,5 mm, 3 mm a 6 mm.
Experimentalné bylo zjiSténo, ze pro tyto vstupni parametry kyvadlo dosahuje
nejvyssich hodnot vykonu pro tlumic¢ s konstantou b = 4,2 Ns/m. Nutno dodat Ze
hodnoty vykonu odpovidaji naméfené amplitudé€ ziskané¢ho vykonu.

Vykon [W]
(o]

Cas [s]

Graf ¢. 8 Hodnoty vykonu, které je kyvadlo schopné generovat v ur¢itém case

Pro tyto vstupni hodnoty dostaneme nasledujici zavislost. Lze na ni vidét, Ze hodnoty
vykonu jsou nejvétsi v pripade, kdy se velikost ¢epu 7 oproti velikosti zaobleni R
snizuje. Dale I1ze pozorovat, Ze pro malé hodnoty cepu 7 jsou hodnoty vykont prakticky
stejné pro vSechna sledovana zaobleni R.
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Graf €. 9 Zavislost poloméru ¢epu na vykonu pro jednotliva zaobleni

Z vysledki ziskanych z této zavislosti 1ze tvrdit, ze ¢im vEtsi bude polomér pouzdra, tim
méné budou hodnoty ziskaného vykonu klesat. Pro vyrobu by bylo vhodné, jelikoz se
¢ep nebude odvalovat po celém obvodu, zvolit variantu nepravidelného otvoru, a pro
stykovou ¢ést ¢epu a pouzdra udélat zaobleni co mozna nejvétsi. Co se tyce velikosti
¢epu, budou hodnoty ziskané¢ho vykonu nejvétsi pro malé poloméry cepu, to jak moc se
bude vykon ménit budou ovliviiovat pravé velikosti poloméru stykové ¢asti pouzdra.

35



6 Zavér

Tato prace se zabyvala tvorbou kyvadla s kinematickym buzenim. V prvni kapitole byla
popsana teorie kmitani, vysvétleni a rozdéleni pojmt jako je linearita kmitani, rozdil
mezi volnym a vynucenym kmitanim, rozdéleni kmitani podle poctu stupiii volnosti.
Dale byly nastinény nékteré piiklady vyuzitelnosti kyvadel v technické praxi.

V dalsim oddile se prace vénuje vytvoreni modelil riiznych druhi kyvadel. Konkrétné
se jedna o dva zékladni ptfipady kmitdni, a to kmitani homogenni ty¢e uchycené rota¢ni
vazbou a valeni ¢epu v pouzdie, dale potom vysledné kyvadlo, které je tvoieno
kombinaci téchto dvou dil¢ich modeld. Modely kyvadla jsou vytvoreny jak s linearnimi
parametry, tak s nelinearnimi a obé¢ tato kyvadla jsou dale ovliviiovana kinematickym
buzenim. Pro kazdy dil¢i model je sestavena pohybova rovnice, ze které je vytvoien
simula¢ni program daného systému.

V poslednim oddile jsou pro jednotlivé modely vykresleny vysledné ¢asové
charakteristiky vychylky. Pro linearni kyvadlo je vytvofeno nékolik ptipadi
kinematického buzeni, a to buzeni jak s nevlastni, tak i s vlastni frekvenci. Pti
vynuceném kmitdni s nevlastni frekvenci Ize vidét rychlé ustaleni na amplitudé kmitani.
U buzeni vlastni frekvenci je patrny prudky nartst vychylky, ktera se po urcité dobé
ustali na hodnoté amplitudé kmitani, nebo ve zvlastnim ptipad¢ dojde k opétovnému
poklesu a naristu. Tento jev je ozna¢ovan jako zazng;.

Pro nelinearni kyvadlo je vykreslena casovéa odezva zobrazujici nelinearni chovani
tohoto kyvadla. Ve vysledné charakteristice je patrnd zména vychylky v okamziku, kdy
se kyvadlo dotkne pruziny.

Model nelinearniho kyvadla je poté pouzit pro navrh generatoru, ktery by teoreticky
na principu elektromagnetické indukce byl schopen ménit energii kmitani na
elektrickou energii. Pro hodnoty, které byly pouzity jako vstupni parametry simulace,
by vSak byl vykon ziskany takovym generatorem velmi maly, fddové€ by se jednalo o
hodnoty 10 W.
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9 Seznam pouzitych veli¢in

Znacka | Jednotka Nazev
m kg hmotnost
a m/s” zrychleni
g m/s” tthové zrychleni
F N sila
F, N tithova sila
L m délka kyvadla
I Nm® moment setrvacnosti
It Nm® moment setrvacnosti s osou v tézisti
Lt () m vzdalenost osy otaceni od téziste
Lk (L) m vzdalenost osy otaceni od plisobisté pruziny
Fet, Fen N te¢na a normalova slozka sily ptisobici na rota¢ni vazbu
M; Nm moment ¢epového tieni v rotacni vazbe
f - koeficient tfeni
I m polomér ¢epu
b Ns/m konstanta tlumeni
v m/s okamzita rychlost
Fi N tieci sila
Fy N tlakova sila
ay m/s’ zrychleni v te¢ném sméru
an m/s” zrychleni v normalovém sméru
aREL m/s” zrychleni relativni slozky pohybu
auN m/s’ zrychleni unésivé slozky pohybu
VREL m/s rychlost relativni slozky pohybu
R m polomér otvoru pouzdra
r m polomér ¢epu
e m rameno valivého odporu
Ex J kinetickd energie
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Znacka | Jednotka Nazev
E, J potencialni energie
Ep J disipativni energie
A J prace vnéjsich sil
P W vykon vnégjSich sil
y m/s” budici zrychleni
©,0 rad uhlové vychylka
¢, 0 rad/s ihlova rychlost
§,0 rad/s” thlové zrychleni
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