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1 UVOD

Aparat funkciondlni analyzy je v soucasnosti matematickym zdkladem mnoha modernich me-
tod aplikované matematiky, které vyznamnym zptsobem prispivaji k rozvoji celé fady dalsich
védnich obort (viz nize). Tyka se to predevsim oblasti zpracovdni signdli, kterd v poslednich
desetiletich prochazi revoluénimi zménami v pristupu k reprezentaci signali. Historicky domi-
nantni roli hrala dlouhd léta Fourierova analyjza spoc¢ivajici v rozkladu signélu na sinusové kmity
z jeho frekvencéniho spektra, kazdy urceny svoji amplitudou, frekvenci a fazovym posuvem. Jiz
od roku 1910 bylo ale zndmo, Ze sinusovy prubéh neni jediny vhodny stavebni blok pro reprezen-
taci signalu. Pro signaly pulzniho charakteru se ukazal jako vhodnéjsi rozklad na obdélnikové
kmity — tzv. Haariv systém. Vzhledem k nedostatecné hladkosti bylo ale jeho pouziti zna¢né
omezeno. Prilom nastal az v 80. letech minulého stoleti s prichodem waveletovych technik, kde
stavebnim blokem je tlumené oscilujici funkce predepsané hladkosti (vinka) uréend amplitudou,
meéiitkem (hraje roli zmény frekvence) a posuvem. Signdl je rozkladan do tzv. waveletového
spektra. Haartav systém se tak stal jednim z mnoha specidlnich pripadii waveletovych systémil
(nejnizsi hladkost: vinka je po ¢éstech konstantni funkce).

Klasickou matematickou disciplinou zkoumajici funkce (signdly) je matematickd analyza,
ktera je standardni soucdsti zakladnich kurzii matematiky. Pro ni je typicky analyticky pristup
zameéreny predevsim na lokalni popis a chovani kazdé konkrétni funkce urcitého typu: spojitost,
monotonie (1. derivace), tvarové charakteristiky jako konvexnost nebo konkdvnost (2. a vyssi
derivace), plocha pod grafem pribéhu funkce (urcity integral) apod. Funkcionalni analyza se
naopak koncentruje na strukturni charakteristiky spoleéné urcité tridé (prostoru) funkei a zkou-
mani vztahtt mezi nimi (operdtory). V tomto textu se omezime na linedrni funkciondlni analjzu,
kam spadé vétsina aplikaci a kde pracujeme s linearnimi prostory funkei a linedrnimi vztahy mezi
nimi. Z tohoto pohledu lze naptiklad pohlizet na derivaci jako na linedrni zobrazeni (operétor)
prifazujici funkci f jinou funkci f’. Tento odlisny pristup se promitd i do zpiisobu parametrizace
funkce f. V matematické analyze konkrétni funkci f(¢) typicky zaddvame analytickym predpisem
f(t; B, .., Bn) pomoci jejich vnitinich parametri Sy, . . ., By, ktery je obecné nelinedrni. Naopak
linedrni funkciondlni analyza, vyjadiuje f typicky jako linedrni kombinaci f(t) = >, cntn(t)
v pevné zvoleném systému funkci generujicich prostor, do néhoz f strukturné nélezi. Funkci f
tak ziskdvame jako obraz f = S(c¢) v linedrnim operdtoru S pfifazujicim posloupnosti koefici-
entu ¢ := {c¢,} funkci f (napft. vyjadieni periodické funkce rozvojem do jeji Fourierovy rady).
Takovy operator S muzeme oznacit za syntetizujici, zatimco operator T hledajici k dané funkci
prislusné koeficienty ¢ = T'(f) muzeme oznacit za analyticky. Ten poskytuje vlastné feSeni in-
verzni tlohy (stejné jako T := S~! fesf soustavu linedrnich rovnic s reguldrni matici soustavy ).
Je zfejmé, ze vlastnosti operatoru S (resp. generujicich funkei ,) determinuji jednoznac¢nost,
resp. numerickou stabilitu vypoctu koeficientu c.

Pro ilustraci vezméme 1-periodickou funkci Acos(2mt — ¢),t € R, kterd je stavebnim ka-
menem ve Fourierové analyze. Ta je vnitiné nelinedrné parametrizovana amplitudou A € R
a fazovym posuvem 0 < ¢ < 2m. Jednoduchou dpravou dostavame dvé alternativni linedrni
parametrizace (goniometricky a komplexni tvar):

Acos(2mt — ) = acos(2mt) + bsin(27t) = ce ™ 4 cet?™

kde a := Acos(p), b= Asin(p) a c:= $(a —ib).

Transformac¢ni vztahy (A, ) — (a,b) — ¢ odpovidaji pfechodu od poldrnich ke kartézskym

souradnicim a pripadné dale do komplexni roviny. Zpétny prechod k amplitudové-fazovému

tvaru je dan vztahy A = Va? + b? a ¢ = arctan %. Vidime tedy, ze prostor kosinovych funkci

{Acos(2mt — ¢) | A € R,0 < ¢ < 27} je dvourozmérny s bazovymi funkcemi cos 2t, sin 27t.
Zminime stru¢né nékteré vybrané oblasti aplikaci linedrni funkcionalni analyzy.

13
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Polynomy Prostor polynomu stupné nejvyse n je jiz vnitiné parametrizovan linedrné: p(t) =
co+cit—+---+cpt™ jako linedrni kombinace tzv. homogennich polynomdi t*, k =0,1,...,n.
Presto tato reprezentace neni z numerického hlediska nejvyhodnéjsi, protoze generatory
t¥ sice tvoif bazi, ale sousedni generatory t* t*+1 vykazuji pro velké hodnoty k (napf. na
intervalu [0, 1]) takika shodny pribéh, tj. jsou ,skoro“ linedrné zavislé. Z hlediska Feseni
inverzni tlohy (vypocet koeficient1) se tak jednd o Spatné podminénou tlohu (na diskrétni
siti s n + 1 uzly je tfeba invertovat tzv. Vandermondovu matici, jejiz determinant se blizi
k nule s rostoucim n). Byly proto navrzeny jiné bézové systémy, které jsou vesmeés v jistém
smyslu ortogonalni a témito neduhy netrpi. Nejbéznéjsi z nich jsou znamy pod oznacenim
Jacobiho, Cebysevovy, Legendrovy, Laguerrovy a Hermitovy polynomy. Detaily lze nalézt
v elektronickych textech OrthogPolyn.pdf|a OrthogPolynSlides.pdf

Splajny Prostor po ¢astech polynomickych funkci stupné nejvyse n s predepsanou hladkosti
v pevné predepsanych bodech napojeni, tzv. uzlech. Puvodni vnitini parametrizace je dana
souborem koeficienti jednotlivych polynomu spolu s podminkami na hladkost [ANGT].
Pozdéjsi moderni pristupy [BHS93] spocivaji v nalezeni béaze tzv. B-splajni tohoto pro-
storu umoznujici kazdy splajn vyjadrit jako linearni kombinaci B-splajnu.

Fourierova rada [Heil:kap.13 s.429-454] Prostor T-periodickych funkci s kone¢nou vari-
acﬂ (T > 1) lze dle zndmé Dirichletovy véty rozvinout do Fourierovy fady, kde stavebnimi
bloky jsou kosinové funkce A,, cos(2mnt/T — ¢,) kmitajici na harmonickych frekvencich

n=12,3,..., tj. s periodami T, %, %, .... Podobné jako vyse lze pak Fourierovu fadu

funkce f(t) zapsat v amplitudové-fazovém, goniometrickém nebo komplexnim tvaru:

ft) = 2 4 Z Ay cos(2mnt /T — pn)
2
neN
= % + Z ap, cos(2mnt/T) + by, sin(2mnt /T)
neN

_ Z Cnesz’Lt/T7
ne”Z

kde posledni komplexni tvar je pouzitelny i pro rozvoj T-periodické komplexni funkce a
v pifpadé redlné funkce vykazuje symetrii koeficienttt c_,, = ¢,,co = 4. Fourierovy fady
predstavuji klasické téma, takze ke studiu existuje siroky vybér vhodnych specializovanych
studijnich texti, napf. [Kuf69] nebo novéjsi [Las96].

Waveletova rada [Heil:kap.12 s.351-428]

Waveletovy systém ma tvar {a™/%1)(a™t — kb) } 1. nez pro pevné 1 € L3(R) (zakladni vinka)
a parametry a > 1 (zdkladni méfitko) a b > 0 (krok posunuti). VSechny bédzové vinky
jsou tak pro kazdou dvojici (k,n) ziskdny z materské vinky zménou jejiho méritka a” a
posunutim kb. Je zfejmé analogie s Fourierovou fadou, kde 9 (t) = cos(t) (zdkladni vina),
2% je zékladni meéritko a ¢y posuv v roli kb. Existuje velké mnozstvi publikaci vénovanych
teorii waveletti, napf. klasickd monografie od Ingrid Daubechies [Dau92|, kterd zname-
nala zésadni prinos zkonstruovanim waveletového systému s mnoha dobrymi vlastnostmi
(s omezenym nosi¢em aj.). Zajimavou publikaci predstavuje [Chu92], kde je dokonce po-
psana konstrukce splajnovych waveletu (kazda vinka je splajn). Aplikac¢né uzitecna muze
byt kniha [Teo98].

Gaborova fada [Heil:kap.11 s.301-350] Systém mé tvar {e®™"g(t — kb)}k nez Pro pev-
nou (neoscilatorickou) funkci g € L?(R) (zdkladni okno) a parametry a > 0 (zdkladni
frekvence) a b > 0 (krok posunuti). Vsechny bazové vinky jsou tak pro kazdou dvojici
(k,n) ziskdny ze zdkladniho okna frekvenéni modulaci o frekvenci na a posunutim kb.

'Frekvence kmitt nesm{ riist nade vSechny meze, napr. funkce sin 1 nems kone¢nou variaci na (0, 1].


http://www.econ.muni.cz/~vesely/su2/StudMat
http://www.econ.muni.cz/~vesely/su2/StudMat
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Frekvence oscilaci je zde na rozdil od waveletového systému fizena piimo modulacnim
¢lenem a nikoli zménou méritka oscilatorické zakladni vinky. K systematickému studiu lze
doporuéit napriklad [ES98].

wFramy“ (z angl. ,frame*)[Heil:kap.8 s.203-246] Frame je systém ddle zobectiujici vyse
uvedené pristupy do abstraktnéjsi podoby. Pocatky sahaji k praci [DS52], neddvné mono-
grafie [Chr03] [Chr08] jsou vhodné pro ucelené systematické studium. Jednd se o systém,
ktery rovnéz generuje cely prostor, ale muze byt bohatsi nez baze (obvykle sjednoceni né-
kolika zndmych béazi) a pfitom rovnéz umoziujici reprezentovat funkci pomoci rozvoje do
nekonecné rady, ale nejednoznacné (nekonecné mnoha zpusoby). Tato nejednoznacnost sa-
moziejmé prinasi numerickou nestabilitu pii hledani rozvoju. Je proto tfeba doplnit néjaka
dalsi omezeni. Obvykle vstupuje pozadavek najit pro danou funkei (nebo alespon pro jeji
dobrou aproximaci) rozvoj s co nejmensim poctem nenulovych koeficientt, tzv 7idky rozvoj
(z angl. ,sparse®). ZvySend vypocetni ndrocnost je bohaté kompenzovana vétsi flexibilitou,
nebot 1idka reprezentace vlastné predstavuje vybér optimalni koneé¢né subbéze pro danou
funkci. V posledni dobé probihd intenzivni vyzkum jednak v teoretické roviné (jak poznat,
ze funkce mé fidkou reprezentaci v daném systému), tak i v roviné algoritmické (jak takovy
Fidky rozvoj nalézt) — viz napiiklad starsi ¢lanek [CDS98], ktery podnitil dalsi vyzkum
v této oblasti. Prehledova prace [BDE09] struéné shrnuje aktudlni stav, stejné jako mo-
nografie [Elal0] detailné popisujici celou skalu existujicich algoritmu. Existuji i adaptivni
techniky umoznujici prizptsobit i vybér samotného framového systému pro danou funkci,
ktery by umoznil co nejridsi reprezentaci. K prvnimu seznameni s problematikou framt a
iidkych rozvojii jsou vhodné publikace [SRV10, [HRVS11a, [HRVS11b, RD14], které jsou
dostupné ke stazeni v elektronické podobé a kde ¢tenar nalezne dalsi odkazy.

Diferencialni a integralni rovnice viz napiiklad [DeMi:kap.5 s.223-278].

Parcialni diferencialni rovnice viz napiiklad [DeMi:kap.6 s.279-336].

Fyzikalni aplikace naptiklad uziti v kvantové mechanice [DeMi:kap.7 s.337-416].

Ackoliv funkciondlni analyza je matematicky nesnadnd oblast, je vhodné i pro studenty
Fakulty elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné. Aplika¢ni potencial vidime
zejména v oblasti zpracovani signalt a obrazi, predevsim ve vyse zminénych framovych rozvojich
a ridkych reprezentacich, které v poslednich letech zazivaji obrovsky rozmach v zakladnim ma-
tematickém vyzkumu i v Sirokém spektru jejich jejich zejména inzenyrskych aplikaci. Konkrétné
je funkcionalni analyza vhodnd jako doplnujici studijni materidl ke kurzum Analjza signdli a
systémai, Cislicové zpracovdni signdli a dalsfim mimo obor Teleinformatika. RovnéZ text slouxi
jako zaklad pro pokracovani v doktorském studiu ve vyse naznacenych smérech.

Latka je rozclenéna do sedmi kapitol s cilem podat uceleny vyklad zakladi linedrni funkci-
onalni analyzy, ktery ¢tenafi usnadni nésledné studium podle aplikacniho zamérfeni (viz vyse).
Text je dale doplnén ptilohami, kde jsou nékteré vybrané partie podrobnéji rozvedeny. Do pri-
lohy D| byly zarazeny rozsahlejsi nebo technicky komplikované dikazy nékterych tvrzeni, véetné
interaktivnich vazeb do hlavniho textu, kde je jejich presné znéni uvedeno. Pii prvnim cteni je
mozno je preskocit a vratit se k nim az pozdéji. Naopak dlikazy zaclenéné do hlavniho textu
prispivaji k porozuméni latce a pochopeni sirsich souvislosti. Ty nejjednodussi jsou prenechany
za cviceni ¢tenafi.

Pro usnadnéni studia je text na zacatku doplnén seznamem pouzitych symboli, zkratek a
oznaceni.

Na konci je uveden informativni prehled studijnich materialt v ¢lenéni na zakladni, podptr-
nou a specializovanou literaturu.
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2 PROSTORY

Redlnymi prvky okolniho svéta jsou body v trojrozmérném prostoru Es (tzv. euklidovsky
prostor). V tomto prostoru lze zavést vektorovou geometrii: vektor udava orientovany smér od
jednoho bodu k jinému.

Neni tedy nijak prekvapujici snaha tyto objekty formalné kvantifikované popsat. Zvolime-li
v prostoru pevné néjaky bod (pocatek) a tii na sebe kolmé sméry (souradné osy), je mozno
kazdy bod (resp. vektor & sméfujici od poc¢atku k tomuto bodu) popsat jednoznaé¢né trojici jeho
souradnic & = [x1, 2, x3] (kolmé pruméty x na soufadné osy). Kazd4 rovina (resp. primka), pro-
chazejici poc¢atkem pak predstavuje dvojrozmérny (resp. jednorozmérny) euklidovsky podprostor
EQ (resp. El) A Eg.

Geometrickému sec¢itani a nasobkiim vektorid odpovidaji prislusné operace s jeho soutadni-
cemi (secitani a nasobeni skaldrem po slozkéch). Timto zpusobem je v mnoziné F3 zavedena li-
nearni struktura — dostavame matematickou strukturu nazyvanou linearni (vektorovy) pro-
stor.

Euklidovska geometrie vSak umoznuje také mérit vzdalenost dvou bodd, coz vede k poj-
mim metrika a metricky prostor. Odtud je odvozena délka vektoru nazyvand norma jako
vzdalenost jeho koncovych bodu. Spolu s konzistentni linedrni strukturou tak dostavame pojem
normovaného linearniho prostoru.

Z hlediska geometrie uz zbyvé jen zavést operaci, kterd umozni spocist (orientovany) thel
mezi dvéma vektory x a y. Tou je operace nazyvand skaldrni (vnit¥ni) souéin: (x,y). Na
vrchol strukturdlni pyramidy (viz obr. [2.1)) se tak dostavd prostor s vnitinim soucinem, téz
nazyvany unitarni prostor. Ten predstavuje strukturu zachycujici vycerpavajicim zpusobem
vSechny podstatné vlastnosti geometrie euklidovského prostoru. Pomoci euklidovské metriky se
dostavame ke strukturalnimu pojmu euklidovské topologie zavadéjici napi. pojmy oteviena
mnozina (sjednoceni otevienych kouli), uzavirend mnozina (komplement oteviené mnoziny),
spojitost, konvergence aj. Mnozina opatfena topologickou strukturou se nazyva topologicky
prostor. Pridame-li k topologickému, resp. metrickému prostoru konzistentnim zptsobem i li-
nearni strukturu, dostavame topologicky linearni, resp. metricky linearni prostor.

Strukturu prostoru Fs5 lze dile prirozenym zptisobem rozsitit do libovolné kone¢né dimenze
N € N na N-rozmérny euklidovsky prostor Ep, jehoz prvky jsou usporddané N-tice redlnych
nebo dokonce komplexnich ¢isel [z1,z2,...,zn]. Ukazuje se, ze vSechny podstatné vlastnosti
zustavaji v platnosti.

Kvalitativni zména nastiava az prechodem k prostorim nekonecéné dimenze: prostor posloup-
nosti {zn}tnes, |J| = No, resp. prostor funkei {f(¢)}ics definovanych na vhodném defini¢nim
oboru J (obvykle J C R je interval realnych ¢isel). V tomto pripadé je tfeba omezit vybér posloup-
nosti, resp. funkci. Obvykle pfedpoklddame urcity typ absolutni sumovatelnosti, resp. absolutni
integrovatelnosti. I tak jsou nekonecné rozmérné prostory natolik bohaté, ze nékteré vlastnosti
Ize z konec¢né rozmérného prostoru prenést pouze po pridani dalsich omezujicich podminek. Tyto
rozdily budou konkrétné diskutovany v dalsim textu.

Vyse zminéné prostory jsou specidlnim pripadem algebraickych  struktur
(viz [ZM1:0dst. 2 a 3]), které predstavuji abstraktni konstrukei umoznujici prenaset vybrané
strukturni vlastnosti euklidovského prostoru (nejjednodussi je redlnd piimka E7) i na mnoziny
sice s jinymi prvky ale podobného charakteru. Nepfeneseme-li vlastnosti vSechny, ale jen né-
které, ¢ast strukturnich rysi redlné primky ztratime, nékteré vsak zustanou zachovany (napr.
vySe zminéné topologické (linedrni) nebo metrické (linedrni) prostory).
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2.1 Hierarchie prostort

Obrazek znazornuje schématicky hierarchii prostori, které budou vystupovat v dalsich tva-
hach. Vede-li v tomto schématu cesta (po hranach grafu) od néjaké struktury dolu k jiné, pak
vyse umisténd struktura automaticky vynucuje (pod)strukturu umisténou nize. Napriklad kazdy
prostor s vnitinim souéinem je také normovanym linedrnim prostorem, ten metrickym linearnim
prostorem, atd.

VS-prostory

NL-prostory

ML-prostory

N

M-prostory TL-prostory
T-prostory L-prostory

Obrazek 2.1: Schéma hierarchie prostort

2.1.1 Vektorové prostory (linearni prostory, L-prostory)

Opakovani: [ZM1:0dst.3.1]

Definice 2.1 (podrobné viz [ZM1:definice 3.1]).
Mnozina X opatfend niZe uvedenou linedrni strukturou se nazyva linearni (vektorovy) pro-
stor (L-prostor) nad polem skalari F, kde F = C nebo F = R:
X = (X,Lr) = X(+,{ac}eec), (w1,22) +—= x1+ 22 (abelovskd grupa),
ac:x +—— cx (nasobeni skaldrem, distributivni+asociativni)
e 0 # M C X (linearné) nezavisla
YSrer Cktr =0=>¢c, =0Vk € K,|K| < 00

L
e 0 #Y C X (linedrni) podprostor (L-podprostor)
y,ReY=>y+pecY,yecY ceC=cyect
e Linearni obal podmnoziny M C X

LIM)={Y|MCY é X} ={Y ek ek | € Coap € M, |K| < 00}
Je-li X = L(M), trikdme, ze M generuje X
e 0# B C X baze v X
= maximéalni nezavisla podmnozina v X
= minimalni podmnozina generujici X (£(B) = X)
= linearné nezavisla podmnozina generujici X
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Véta 2.2. m := |B| < oo, B bize = vsechny bize X maji tutéZ mohutnost a dim X := m se
nazgvd (kone¢nou) dimenzi prostoru X,
m =00 = dim X = co (nekone¢né-dimenzionalni prostor X ).

Definice 2.3. (Sdruzendl]) linearni operator. 7: X — Y (T € L(X,Y)):
T(xy + xg) =Tx1+Txo, T(cx) =cTx (T(cx) =cTx)VeeC.
D(T) := deﬁniéni obor operatoru T,

R(T) = {T:U ERS X} C Y ... obor hodnot operatoru 7' (angl. ,range space®),
N(T) :=T~1{0} C X ... jddro (nulovy prostor) operitoru T' (angl. ,null space®).
Véta 2.4 (Cviceni).

L L
TeL(X,)Y),Y1CY =T YY) C X (specidln¢ i N(T)) je L-podprostor v X.

Definice 2.5 (PFimy soucet +, Z dle|A.5).

. L
X=X+ -+ X, (nebo X =37 ,X;) je ptimy soucet L-podprostori X; C X, jestlize
X =L(UiLy Xi) a X; N L(Uj Xj) = {0} proi = 1,.

Véta 2.6 (viz[A.7).
X=Xi+---+X, & pokaidéx € X lz;,i=1,...,n:x =21+ +xp.

Definice 2.7. T : X — Y se nazyva linearni izomorfismus (L-izomorfismus), jestlize T' je
bijektivni linedrni operator. Ziejmé pak 77! : Y — X je rovnéz linedrni izomorfismus. Prostory

L
X,Y se nazyvaji linedrné izomorfni (X ~Y), jestlize existuje L-izomorfismus X ~» Y.

Véta 2.8 (Cviceni).
T € L(X,Y) je injektiont (tj. N(T) = {0}) = X £ R(T).

Pozndmka 2.9. Napt. regularni matice T rozméru n x n predstavuje linedrni izomorfizmus pro-
stori shodné konec¢né dimenze n. Jeji jadro je prazdnd mnozina, nebof pravé pouze nulovy
vektor zobrazi na nulovy vektor. Pro podrobnéjsi charakterizaci linedrnich operatoru v pripadé
prostoru konecné dimenze viz Priklad

Véta 2.10 (viz [A.g).

. . L o . . . P
X=X+ -+ X, =Xy x--xX, (kartézsky soucin L-prostori: secitini a ndsobeni skaldrem
po slozkdach)

Véta 2.11. X L-prostor, dm X =n = X L Cc".
Dikaz. B ={b1,...,b,} bdze v X = T(§) =3;§bjje LIz C" — X, £ =1[&1,...,8n]. O

Pozndmka 2.12. V Uvodu jsme vidéli, Ze prostor kosinovych funkei {A cos(27t — @)} méd bézi
tvorenou funkcemi cos 27t, sin 27t. Zrejmym linedrnim izomorfizmem je v tomto pripadé vztah
mezi timto dvojrozmérnym prostorem a prostorem R? soufadnic.

Disledek 2.13.

Linedrni operdtor T € L(X,Y), dim X =n < oo, dimY = m < oo je jednoznacné uréen matici
rozméru m x n: [T] = [t1,...,t,] := [1j], t; = T(b;) = >it, 7b}, kde B = {b;} a B' = {}}
jsou libovolné, ale pevné zvolené bdze po Tadé v X a'Y.

1Té7 nazyvany antilinearni.
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Dikaz. U : C* — X,V : C"™ — Y soufadnicové izomorfismy jako ve vété 2.11) = [T] =
V-ITU : C* — C™ je linedrni operator, piicemz T +—— [T je ziejmé bijekei £(X,Y) na
E((C",Cm), kde x = UE = Zj gjbj = Y = Tx = TU£ = Zj ngbj = Zj ‘Sjtj = Zj 6]' Zz Tij ; =
(3 i)y = [T)E =V ly =V 1Te = VITUE. O

Véta 2.14 (Faktor prpstor: viz a[A.3).
Kazdy L-podprostor Z C X definuje na X kongruenci ~ (xy ~ xo < x9— 11 € Z), pricemz

[z] := {2’ |2’ ~ &} znadi tridu kongruence obsahujici prvek x € X. Pak X/Z := {[z]|x € X}
je tzv. faktor prostor X dle Z, kde specidlné pro T € L(X,Y) je X/T := X/N(T) =

(T~ (y)|y € R(T)} a X/T = R(T).

2.1.2 Topologické prostory (T-prostory)

Teorie: [Tay:kap.2 s.65-76,86], [KoFo:&ast II, kap.5 s.105-118]

Definice 2.15. Topologickym prostorem (T-prostorem) nazyvame strukturu X := (X, Tx),
kde Tx C exp X je tzv. topologie na X s vlastnostmi:
1°0, X € Ty
2° sjednoceni libovolného poctu prvku z Tx je prvkem Tx
3° prunik kone¢ného poctu prvka z Tx je prvkem Tx
Oteviena mnozina U € Ty
Uzaviend mnozina X — U (komplement) oteviené mnoziny U € Tx
ve 2° a 3° sjednoceni a priniky si zameéni roli
Oteviené okoli mnoziny M C X O(M) e Tx : M C O(M)
Oteviené okoli bodu z € X O(z) := O({z})
Ryzi oteviené okoli bodu z € X O*(z) := O(x) — {z}
Uzavér mnoziny M C X nejmensi uzaviend podmnozina obsahujici M neboli
M = ({V |V je uzaviena : M C V'}
Vnitiek mnoziny M C X nejvétsi oteviend mnozina obsazend v M neboli
Int(M) :=J{U | U je oteviena : U C M}
Hranice mnoZiny M C X (M) := M — Int(M)
Vsude (nikde) hust4 podmnozina M C X M = X (Int(M) = 0)

Véta 2.16 (Dikaz [D.1)).
(1) U je oteviend < Va € U existuje O(x) C U
(2) Int(X —M)=X-M
(3) X =M =X — Int(M)
(4) €M < YO(z) je O(x)NM # 0
(5) y(M)=MnNX-M
(6) xev(M) & YVO(z): O(x)NM #0 a O(x)N(X — M) #0

Véta 2.17 (Cviceni).
U C X je otevrend, resp. uzavrend < Int(U) =U, resp. U ="U.

Definice 2.18. T-prostor X se nazyva separabilni, jestlize existuje nejvyse spocetnd mnozina
MCX (M| <¥): M=X.

Definice 2.19 (Topologie generovani systémem podmnozin S C exp X, baze).
T(S):=N{T|T C exp X je topologie na X (spliiuje 1°-3°) : S C T} neboli nejmensi topologie
na X obsahujici prvky S jako oteviené mnoziny (uzili jsme zfejmy fakt, ze prunik topologii je
topologie).

Systém S se nazyva bazi topologie 7(S) na X, jestlize ma nasledujici vlastnosti:
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(i) € X = existuje BeES:x € B
(ii) x € BiN By (B1,B2 € S) = existuje BES:xz € B,BC B; N Bas.

Véta 2.20 (Cviceni[D.2). Necht S C exp X, pak

T(S) = {Uier Niex, Uik | Ui € S, pro kaZdé Ta|K;| < Ro} neboli kazZdd oteviend mnoZina z T(S)
je bud X mebo néjaké sjednoceni konecngch pruniki mnozin z S.

Je-li S baze, pak T(S) = {U;er Ui | Ui € S pro kazdé I} neboli kazdd otevrend mnozina z T(S) je

néjakym sjednocenim mnozin z S.

Definice 2.21 (Soucinova topologie).

Na kartézském soucinu T-prostortt X = [[,c; X; definujeme soucinovou topologii jako topologii
generovanou dle vztahu:

Tx = T ;1 Ui | Ui € Tx,, Ui = X; pro skoro vsechna ¢ (tj. az na koneéné mnoho)}.

Definice 2.22 (Topologicky podprostor Y C X).
Na Y definujeme tzv. indukovanou topologii: 7y:={Y NU |U € Tx}.

Priklad 2.23 (Euklidovska topologie na R", n € N).

Ziejmé mnozina vsSech otevienych intervali J na R je baze topologie. Otevienymi mnozinami
v topologii generované touto bézi jsou dle pravé vsechna mozna sjednoceni otevienych
intervali. Podobné bazi prislusné souc¢inové topologie na R™ tvori oteviené ,kvadry*, neboli
vSechny kartézské souciny Jy X --- x J, otevienych interval. Takto ziskand topologie na R,
resp. na R™ se nazyva euklidovska, stejné jako topologie indukovana na podmnoziny v R"
(napf. na Z C R nebo na N C R).

Definice 2.24 (Hausdorffav T-prostor).
T-prostor X se nazyva Hausdorffav, jestlize v ném plati nésledujici axiom oddélitelnosti:
r1,T2 € X,:El 75 To = HO(xl),O(l‘g) : O($1) N O($2) = 0.

Definice 2.25. Zobrazeni T : X — Y (T-prostory) se nazyva spojité v bodé zy € X,
jestlize: VO(T'(z9)) 3O(xg) : T(O(z0)) € O(T(x0)). Zobrazeni T se nazyva spojité, je-li spojité
v kazdém bodé x € X.

Véta 2.26. Necht T : X — Y (T-prostory). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) T je spojité
(2) M je oteviend vY = T~Y(M) je oteviend v X
(3) M je uzaviend vY = T—1(M) je uzaviend v X

Diikaz.
(1)=-(2): Necht T je spojité (tj. v kazdém bod¢).

a) je-li T7Y(M) =0 = T—1(M) je oteviena dle 1°,

b) necht T} (M) #PDazeT (M) =Tz e M = M =0O(Tz) = 30(z) : T(O(x)) C M

= O(z) C T~ (M) = T~(M) je oteviena dle[2.16{1).

(2)=-(1): Necht O(Tzo) je libovolné okoli, polozme M = O(Txo), pak dle (2) je T~1(O(Txo))
oteviena obsahujici xg, tj. staci polozit O(zo) = T~ HO(Txo)). Ziejmé T(O(z0)) = O(Txg) =
M.
(3) & (2): plyne z T-1(Y — M) = X — T~ (M) uzitim (2), nebot mnozina je uzaviens pravé
kdyz jeji komplement je oteviend mnozina. O

Definice 2.27. Zobrazeni T': X — Y (T-prostory) se nazyvi oteviené (uzaviené), jestlize
T(M) je oteviend (uzaviend) mnozina v Y pro kazdou otevienou (uzavienou) podmnozinu
MCX.
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Definice 2.28. T se nazyvia homeomorfismus (topologicky izomorfismus), jestlize je bi-
jekef a T'1 T~ jsou spojit4 zobrazeni. T-prostory X a Y se nazyvaji homeomorfni (topolo-
gicky izomorfni), jestlize existuje homeomorfismus X na Y.

Véta 2.29 (Cviceni).
ZobrazeniT : X —'Y (T-prostory) je homeomorfismus X na'Y prdavé kdyz T je bijektivni spojité
a otevrené (resp. uzavrené) zobrazend.

Definice 2.30 (Limita, konvergence v topologii).

Rekneme, Ze zobrazeni T : X — Y (T-prostory) ma v bodé zg € X limitu yo pro T—X> xo,
jestlize: VO(yo) 30*(z0) : T(O*(z9)) € O(yp); neboli Tz Tr, Yo pro x Tx, xo. Analogicky
fekneme, Ze pro posloupnost {y, tnen,yn € Y, konverguje k yy € Y a piSeme y, Ty, Yo pro
n — oo, jestlize VO(yo) IN € N: gy, € O(yo) pro n > Nﬂ

2.1.3 Metrické prostory (M-prostory)

Opakovdni: [FA1l:kap.1]
Teorie: [Tay:kap.2 s.76-86], [KoFo:Zast II,kap.1-3 s.66-94]
Dalsi podrobnosti v piiloze

Definice 2.31. Metrickym prostorem (M-prostorem) nazyvame strukturu X := (X, dx),
kde d :=dx : X x X — R" je tzv. metrika na X s vlastnostmi:
1° d(z,y) = d(y, x)
2° d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)
3°d(z,y) >0,d(z,y) =0 & z=y
Oteviena koule K(zg,r):={z € X |d(x,z9) < r} o poloméru r > 0 se stfedem x,
K :={K(zo,7)|zo € X,r € R,r > 0}.
Topologie na X K je baze (cviceni) generujici topologii na X: Tx = T(K).
Konvergence dle metriky d z, 9y = d(zy,z) — 0 pro n — oo, kde ekvivalence s topolo-
gickou definici konvergence [2.30| je zfejma, tj. staci psat z, — .
Cauchyovska posloupnost {z,} C X : d(xy, zm) — 0 pro m,n — oco.
Uzaviena koule {z € X |d(x,z9) < r} je uzavérem oteviené koule, tj. K(xo, 7).
Metricky podprostor (M-podprostor) je libovolnd neprazdnd podmnozina M C X s re-
strikel metriky das := dx|arxar; zfejmé soucasné je M také T-podprostorem v X.

Véta 2.32. Kazdy M-prostor je Hausdorffuv T-prostor.

Diikaz. Dle jsou otevienymi mnozinami pravé vSechna sjednoceni otevienych kouli a Tx
je tedy nejmensi topologie na X, v niz kazda koule je oteviena. Zbyva ukazat platnost axiomu

oddélitelnosti 2.24
m#y%p:: dz,y) >0aze K(x,5)NK(y,5) = p=d(x,y) <d(z,2)+d(z,y) < §+5=p,
Spor. ]

Véta 2.33. M C X (M-prostor) je uzaviend prdvé kdyz [z, — x,x, € M = x € M|; neboli M
dostaneme z M pridanim limit vSech konvergentnich posloupnosti {x,} C M, které pak ovsem
padnou do y(M), pokud nelezely v Int(M).

2Interval (N, o0) NN hraje roli ryzfho okoli nekoneéna v indukované euklidovské topologii na N C R*

(srov. [2.23).
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Dikaz.

= sporem: necht M je uzaviend a predpokliadejme, ze existuje {z,} € M,z, — x ¢ M. Pak
x € X — M (oteviend) 1) dK(z,e) C X —-M = 3IN e€N:pron > N je d(zp,x) < e =
xn & M pron > N, spor. Tedy z € M.

< sporem: kdyby M nebyla uzaviena, pak X — M by nebyla oteviend, tj. 3o € X — M :
MﬂK(l’,%) # 0Vn € N, tedy 3z, # 2 : 2, € M,0 < d(x,2,) < % Pak z, — = ¢ M,
Spor. ]

Veéta 2.34. Kazdyj M-podprostor separabilniho M-prostoru je separabilni.

Dikaz. Necht M = {x1,x9,...} C X je néjakd nejvyse spocetnd hustd podmnozina separa-

bilntho M-prostoru X (M = X) a Y C X jeho M-podprostor. Pak systém kouli K (z,, %),

m,n € N, je nejvyse spocetny. Pokud Y N K(z,, %) # () zvolme libovolné, ale pevné prvek

Ymm € Y N K(Tpm, 2). Mnozina {ym,} C Y takto vybranych prvki je ziejmé rovnéz nejvyse

spocetna. Ukazeme, ze je také husta v Y.

Prolibovolné y € Y an € N existuje x,,, € M takové, zey € K(x,, ﬁ), neboliy € Y N K (zy,, ﬁ)
Rovnéz prislusné ypm on € K(Tm, %) a podle axiomu 2° dostavame d(y,Ymo2n) < d(y,Zm) +

d(Zpmy Ym,2n) < % + % = % O

Definice 2.35. M C X se nazyva ohrani¢end, jestlize 3K € K : M C K (vzhledem ke 2° se
sta¢i omezit na K := K(xo,7), 2o pevné).

Véta 2.36 (Cviceni).
zn, — x v X (M-prostor) = {x,} je cauchyovskd.

Definice 2.37. M-prostor X se nazyva uplny, jestlize kazda jeho cauchyovskd posloupnost je
konvergentni.

Véta 2.38. Necht'Y je M-podprostor M-prostoru X . Pak plati:
(1) Y diplnyg =Y uzavieny v X.
(2) X dplng, Y uzavieny =Y dplny.

Diikaz.

(1) Y € X (M-podprostor). Necht Y je dplny. Podle staci ukazat, ze pro kazdou
posloupnost ¥ 3 z,, = z v X je x € Y. Necht tedy z, — x, pak dle je {zn} cauchyovska
v X atedyivY, nebot x, € Y. Pak x €Y, jelikoz Y je tplny.

(2) Necht {z,} je cauchyovskd v Y = {x,} je cauchyovskd v X = x, — = v X, nebot X je
uplny = = € Y, nebot Y je uzavieny. O

Véta 2.39 (Heineho definice spojitosti: viz [DoKu:D.16 s.173]).
T:X =Y (M-prostory) je spojité v xo pravé kdyz [x, — xo v X = T(x,) — T(z0) v Y].

Priklad 2.40 (Euklidovskad metrika).
R™ je tplny M-prostor s tzv. euklidovskou metrikou d(&,m) = /> 1= 1|& — nil?. Oteviené
koule v této metrice predstavuji jinou bazi euklidovské topologie zavedené v [2.23]
Totéz plati i pro C” L R?", jelikoz C L R? s euklidovskou metrikou
lc1 — ca| = \/|Rec1 — Recal? + |[Im ey — Im ca|?.
Dalsi podrobnosti lze nalézt v piiloze

Definice 2.41.

T:X — Y (M-prostor), T' se nazyva ohranieny, jestlize [M C X ohrani¢end v X = T(M)
ohranic¢end v Y. Vzhledem k se staci omezit na koule M = K (xg,r) € K pro pevné zvolené
xQ-.
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Definice 2.42. T : X — Y se nazyva izometrie, jestlize dx(z1,2z2) = dy(Tx1,Tz2) pro
V1,29 € X (zfejmé T je prosté a spojité, stejné jako T~1, takZe T je homeomorfismus). X a
Y se nazyvaji izometrické, jestlize existuje izometrie X na Y.

2.1.4 Topologické linearni prostory (TL-prostory)
Teorie: [Tay:odst.3.0,3.3 s.88,126-134], [KoFo:¢&ast III,kap.5 s.191-193]

Definice 2.43. Topologickym linedrnim prostorem (TL-prostorem) nad C rozumime
L-prostor X nad C s topologii Tx takovou, ze
(1) s¢iténi je spojité zobrazeni X x X — X vzhledem k soucinové topologii na X x X,
(2) nésobeni skaldrem je spojité zobrazeni C x X — X vzhledem k souc¢inové topologii na
Cx X.

2.1.5 Metrické linearni prostory (ML-prostory)
Teorie: [Tay:odst.3.9 s.154-157]

Definice 2.44 (viz téz piflohu [B.9(5)).

Metrickym linearnim prostorem (ML-prostorem) nad C rozumime TL-prostor X nad C
s topologii odvozenou z tzv. invariantni metrikyE] d, tj. metriky d s vlastnosti: d(x; + =, x2 +
x) = d(x1,x2) pro Vo, xg,x € X.

Lemma 2.45 (Cviceni).
Metrika d je invariantni < d(x; — x2,0) = d(x1,22),Vz1,22 € X.

Definice 2.46. Uplny ML-prostor se nazyvé Frechettiv prostor.

2.1.6 Normované linearni prostory (NL-prostory)

Opakovdni: [ZM1:odst. 3.6], [FAl:odst.2.2]
Teorie: [DeMi:kap.1 s.1-36],
[Tay:odst.3.1 s.89-110], [KoFo:Zast III,kap.3 s.164-167]

Definice 2.47. Normovanym linedrnim prostorem (NL-prostorem) nad C nazyvime
strukturu X := (X, ||| x), kde X je L-prostor nad C a ||-|| :== ||-||x : X — R™ je tzv. norma na
X s vlastnostmi (Vece Ca x,y € X):
1z + gl < llz] + ]
2 flez| = lellz]
x| >0a|z||=0 & =0
Metrika a topologie na X NL-prostor X je dle véty ML-prostorem (a tedy soucasné
i TL-prostorem) s invariantni metrikou d(z,y) := ||z — y||.
Jednotkova oteviena koule v X K := K(0,1) = {z|||z| < 1}.
Jednotkova uzaviena koule v X K = {z||z| < 1}.
Jednotkova kulové plocha v X ~(K) := {z||z| = 1}.
Konvergence v X z, -z < d(z,z,) >0 & |z — x| — 0.
Sumace fad v X 2= 12, & sy =N 2z, szproN w00 & |lz—XN 2, =0
pro N — oc.

3Neboli metriky nezavislé na posunuti.
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Cauchyovska posloupnost {z,} C X ||z, — || — 0 pro n,m — oc.

Véta 2.48. Necht X je NL-prostor, pak
47 izl =Nyl < lle 2yl < llz|l + |yl pro kazdé =,y € X.

Drikaz. Pro libovolné o,y € X dostavame:

10
r=(x-y) +y= |z <z-yll+yl= |zl -yl <llz—yl
Analogicky zdménou role x a y:

20

—(lzll = lyl) = llyll =zl < ly — || = [[(-1)(z —y)| = |z —yl|.
Protoze absolutni hodnota rozdilu se od néj lisi pouze znaménkem, dostavame z obou podtrze-
nych nerovnosti:

lllz]| = [lyll| < ||z — yl|. Dosazenim —y misto y, pak ||+yl| z |ly|| a plati tedy i obdobna nerov-
nost pro normu souctu:

Nl = llylll = lllz]| = I—yll| < lle—(—y)| = ||lz+y]|. Dokazali jsme tak levou z obou nerovnosti.
Prava nerovnost je vlastné primo trojihelnikova nerovnost 1°:

20
lz £yl < [zl + =yl = [l=] + lyll- 0
Véta 2.49. Kazdy NL-prostor je ML-prostorem, pricemz ||-| : X — R je spojité zobrazeni

v topologit na X.

Diikaz. Invariantnost metriky je zfejma.
(1) spojitost operaci secitani a nésobeni skaldrem:
Necht 2, = 2, ym — y, pak |[z+y—(Zntym)|| = [[(2—20)+(y—ym)| < llz—znl+[y—yml —

0.
Necht z, — z, pak |cx — czy|| = ||c(z — zp)|| = |¢|||lx — zn| = 0.
(2) Spojitost normy:

40
Necht 2, — @, pak [[lz]| = [lzn|[| < [z = 2nll = 0 = [[zn]] = =[] .

Definice 2.50.
Uplny NL-prostor se nazyva Banachuv prostor (B-prostor). Znac¢ime: B, Bi, Bo.

Definice 2.51 (Topologicky linearni izomorfismus).
Topologickym linedrnim izomorfismem (TLI) nazyvame zobrazeni T': X — Y (NL-prostory),
které je homeomorfnim linedrnim izomorfismem, tj. T je bijekce, kde T i T~! jsou spojité li-

nearni zobrazeni. V takovém pripadé se NL-prostory X a Y nazyvaji topologicky linearné

. . TLI
izomorfni a piseme X ~ Y.

Priklad 2.52 (viz priklady a [2.40).
C" je Banachtiv prostor s Euklidovskou normou: [|§[| = />77_[¢;[?, dim C" = n.

T:C"— C™jeTLI < n=maT jereprezentovan reguldrni matici (viz [2.13]).

Véta 2.53 ([Tay:3.12-A s.100]).
X, Y NL-prostory, dimX =dimY =n < oo = X e Y.

Dusledek 2.54. Kazdy konecné dimenziondlni NL-prostor je tuplny (B-prostor).
. . TLI s 1 R
Dikaz. dmX =n= X ~ C" C" uplny = X uplny. O

Dasledek 2.55. X NL-prostor,Y C X NL-podprostor, dimY < oo =Y je dplny (B-podprostor)
a zejména také uzavieny dle[2.38(1).
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Definice 2.56. (P¥imy soucet uzavienych NL-podprostori)
Necht X; C X, i € I jsou uzaviené podprostory NL-prostoru X, pak rikdme, ze X je pfimy sou-

c¢et NL-podprostora X; a piseme X = >, ;. X;, jestlize X = L(U;e; Xi) a Xs N L(U;2 Xj) =
JjeI
{0} (srov. [2.5).

Definice 2.57 (ijlné podmnozina uzavieného NL-podprostoru).

Podmnozina M C Y uzavieného NL-podprostoru Y C X (NL-prostor) se nazyva ﬁplne’ﬂ vY,
jestlize Y = L(M), neboli kazdy prvek z Y je dle limitou néjaké posloupnosti koneénych
linedrnich kombinaci prvka z M.

2.1.7 Prostory s vnitfnim soucinem (VS-prostory)

Opakovani: [ZM1:odst. 3.6], [FAl:odst.2.3]
Teorie: [DeMi:kap.3 s.87-138],
[Tay:odst.3.2 s.110-126], [KoFo:Zast III,kap.4 s.167-191]

Definice 2.58. Prostorem s vnitfnim soucinem (VS—prostorenﬂ) nad C nazyvame struk-
turu X := (X, (-,0)x), kde X je L-prostor nad C a (-,0) := (-,0)x : X x X — C je tzv. vnitfni
(skalarni) soucin na X s vlastnostmi (Vce€ C a x,y,z € X):

1° (z +y,2) = (2,2) + (y, 2) wvitent 1 (z,y + 2) = (z,y) + (2, 2)
2° {cx,y) = c(z,y) } —— 2" (z,cy) = c(z,y)
3° (y, x) = (z,y) 3* (r,z) € R

4° (z,z) > 0a (z,2) =0 & =0
Norma, metrika a topologie na X VS-prostor X jedle [ZM1:D.35 disl.3.62] NL-prostorem
(a tedy soucasné i ML-prostorem a TL-prostorem) s normou ||z|| := /(z, x).

Priklad 2.59. C" je VS-prostor s vnitfnim souc¢inem (&€, n) := > 1, &7; a euklidovskou normou
1€l = V(€. &) = /i &i&i = Vi &

Véta 2.60. Dalsi vliastnosti, které jsou dusledkem axiomu 1°—4°:

5° Cauchy-Schwarzova nerovnost: |(z,y)| < ||z| - ||y|,Yz,y € X, pricemZ rovnost na-
stane prdvée kdyz x,y jsou linedrné zdvislé.
cosp = H‘;ﬁjﬁ;lu, kde ¢ je tuhel, ktery sviraji x,y (ve 2D-prostoru jimi generovaném — viz
[ZM1:p¥iklad 3.64]).
Zrejmé x,y jsou ortogondlni (z L y), jestlize (x,y) = 0.
Podmnoziny R,S C X se nazyvaji ortogondlni (R L S), jestlize x L y,Vx € R,Vy € S.

6° Pythagorova véta: x | y = ||z +y|? = ||=]|* + ||y||?

Diikaz.
5° viz [ZM1:D.34 véty 3.61].
6° o+ yl® = (@ +y,z+y) = (,2) + (2,9) + . 2) + (W, 9) = |=[* + [ly[]*. [

Véta 2.61. V kazdém VS-prostoru X je vnitrni soucin (-,-) : X x X — C spojitym zobrazenim
v soucinové topologii na X x X.

Dikaz. Ty = T, Yym =y = [(2,y) — (@n, Ym)| = (& — T, y) + (@0, y — ym)| <
(@ = Zn, )| + {Zn, ¥ — Ym)| < 17— 20|l Yyl + lznll-[ly — yml| — 0. O

4Rikame také, ze M generuje Y.
5Té7 nazyvany unitarnim prostorem.
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Véta 2.62 (Rovnobéznikovy zdkon [FAl:odst.2.7]).
V NL-prostoru X lze zavést vnitrni soucin (-,-) tak, Ze (v,x) = |z||?>,Vo € X prdvé kdyz
v X plati tzv. rovnobéZnikovy zdkon (soucet kvadrdti délek ihlopricek rovnobézniku = soucet
kvadrati délek jeho stran):

7 lz+yll? + oz =yl = 2(|=[* + [lyl*) Yo,y € X.

Definice 2.63.
Uplny VS-prostor se nazyva Hilbertav prostor (H-prostor). Znac¢ime H, Hq, Hs.

Definice 2.64. Necht VS-prostor X = ZieIXi (primy soucet dle . Jestlize X; L X, pro
1 # j, fikdme, ze X je ortogonalnim souctem X;. Zapisujeme jako:
X=@;c;XincbhoX=... X; 16X;P...).

Véta 2.65. ) # M C X podmnozina = M=+ = {xr € X|z L y Yy € M} (ortogondlni
komplement) je uzavreny L-podprostor v X a plati: ,C(]\J)L =M+t

Zejména X H-prostor = M~ je H-podprostor.

Diikaz.
a) M~ je L-podprostor vzhledem k linearité (-, -) dle 1° a 2°:
rye Mt ze M,ce C= (2,2) =0,(y,2) =0= (. +y,2) = (£,2) + {y,2) =0+0=02a
(cx,2) =clz,2) =0=>x+ye€ M+ acrec M.
b) M+ je uzavieny vzhledem ke spojitosti (-,-) dle m
{z,} S MYz, » 2,y € M = (2,,y) =0Yn = 0= (z,,9) = (x,y) = (r,y) =0=2 € M+
c) M CL(M)= £(M)J_ C M*. Zbyvé ukazat i opacnou inkluzi:

yeMt =yl M2 51 o) Ey L Z(M) = y e LOM) . O

Definice 2.66. Mnozina F C X (VS-prostor) se nazyva ortogonalnim, resp. ortonormal-
nim systémem (OGS, resp. ONS), jestlize x L y Va,y € E,x # vy, resp. navic ||z| =1
pro Vo € E. ONS E se nazyva ortonormalni bézeﬁ (ONB) v X, jestlize X = L(F). Nulovy
vektor je kolmy na kazdy prvek z X, tedy i sdm na sebe. Mize byt prvkem OGS, ale nikoliv
ONS.

Véta 2.67. £ C X ONS = E je linedrné nezdvisld.

Dikaz. Y e crer = 0, |K| < 00, e € E navzajem ruzné = (3 ,ci ckek,€) = 0 pro kazdé
ec€ E =Y cxcrler,e) =0prokazdé e € E = ¢; =0 pro e = ¢;j a j € K libovolné, nebot
<€k,6j> = 0j k- ]

Véta 2.68 ([FA1:Tvrzeni 2.9]).
Je-li VS-prostor X separabilni, pak kaZdy jeho ONS E C X je nejvyse spocetny.

Diikaz. u,v € E,u#v = u Lo, |ul| = |v]|=1= |lu—v]? = (u—v,u—2v) = (u,u) — (u,v) —
(v,u) + (v,v) = [[ull® + v]* = 2.

X separabilnf = 35 C X,|S| < Vg : S = X4) K(u,?) ns # @,K(U,g) NS #0=
I 5,50 € S ¢ Ju—s,|| < Y2, [lu—s,|| < %2. Potom v/2 = [lu—v]| = [|(u—5,)+(su—50)+(5,—0)|| <
llu = sul| + ||su — Soll + [|s0 — V| < |[Su — sol| + 2% = ? < |8 — Sv|| = Su # Sv = u > Sy
definuje prosté zobrazeni E — S = |E| < |S] < V. O

6Dle definice je ONB tplny systém, ktery je navic ortonormélni — o bazich v NL-a VS-prostorech
obecné detailné pojednava odst. @
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Véta 2.69. VS-prostor X je separabilni praveé kdyz v X existuje nejvyse spocetnd ONHZ].

Diikaz.

=: X separabilni = 35 C X,|S| < Rg: S5 =X = L(S) = X (totiz S C L(S)) = X =
L(E), kde E je ONS, |E| < |S|, ziskany ortonormalizaci z S po nejvyse spocetné mnoha krocich
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu ([ZM1:véta 3.78] [FAl:véta 2.10]).

<: X = L(E), E nejvyse spotetnd = X = L(E)g, kde linedrn{ obal provddime nad (spo-
¢etnym) podtélesem Q x Q C C tvorenym komplexnimi ¢isly s raciondlni redlnou i imaginarni
casti. Zrejme |L(E)g| < No. O

Duasledek 2.70. R™ i C" jsou separabilni H-prostory.

2.2 Kompaktni mnoziny
Teorie: [Tay:odst.2.2 s.70-71,74-75,78-80,101-103], [KoFo:¢ast II,kap.6 s.118-126]

Definice 2.71.

Podmnozina M C X (T—prostor) se nazyva kompaktni, jestlize M C |J U, TC Tx = 37T’ C
UeT
T, |T'| <oo:MC U U, neboli kazdé oteviené pokryti M obsahuje koneéné podpokryti. M
veT’

se nazyva relativné kompaktnjestliée M je kompaktni.

Véta 2.72 (Vlastnosti (relativné) kompaktnich mnozin).
1° X Hausdorffuv T-prostor, M C X kompaktni = M je uzaviend.
2° Je-li X M-, NL-nebo VS-prostor a M C X, pak plati:
(a) M je kompakini = M je uzaviend a ohranicend
(b) M je relativné kompaktni = M je ohranicend
(c) M je kompaktni < M je uzavrend a relativné kompaktni
(d) M je relativné kompaktni (kompaktni) < kazdd posloupnost v M obsahuje konver-
gentni podposloupnost (navic s limitou v M)
(e) M je kompaktni = M je separabilni M-podprostor v X
3° Je-li X NL-nebo VS-prostor, pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:
(a) dim X < oo
(b) Jednotkovd kulovd plocha v X je kompaktni
(¢) M C X je kompaktni < M je uzavrend a ohranicend
(d) M C X je relativné kompaktni < M je ohranicend
4° Je-li T : X —'Y (T—prostor) spojité zobrazeni, M kompaktni v X, pak T (M) je kompaktni
v Y. Specidlné je-li X M-prostor a Y = R, M kompakini v X, pak T nabyvd mazima a
minima na MP).

Diikaz.
1° viz dtikaz [Tay:2.3-B s.74].
2 (a) viz [Tay:2.4-C s.78].

“Stadi, kdyz existuje nejvyse spocetny Uplny systém v X, kterj nemusi byt nutné ortonormalni —
v dikazu vynechame ortonormalizaci. Zejména tvrzeni plati i v NL-prostoru X.

8Relativné kompaktni podmnozZiny v tplnych metrickych prostorech jsou totozné s tzv. prekompakt-
nimi mnozinami. Je tfeba upozornit, ze ve starsi literatufe se misto terminu kompaktni pouziva termin
bikompaktni, zatimco kompaktnost je uzita ve smyslu relativni kompaktnosti.

9Zobecnéni Weierstrassovy véty znamé z kurzu matematické analyzy.
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(b) M je ohranifena, protoZe jeji nadmnozina M je kompaktni dle definice a tedy
dle (a) ohranicena.

(c) zfejmé opét uzitim (a) a definice (cviceni).

(d) viz [Tay:2.4-H s.79] s uvazenim [2.33

(e) viz [Tay:2.4-F s.79].

a)=(c) je dusledkem [Tay:3.12-D s.101] a 2°(a).

¢)=(b) je zrejmé, nebot jednotkova kulova plocha je uzaviena a ohranicend.

b)=(a) plyne z [Tay:3.12-F s.102].
(d) < (c) je zfejmé s uvazenim 2°(b)(c) (cviceni).

4° viz [Tay:2.2-C s.71]. Je-li Y = R (s euklidovskou metrikou), pak T'(M) je kompaktni

F
(
(

20
v R :@ ) T(M) je v R uzaviend a ohrani¢end = existuje v ni nejmensi a nejvétsi prvek
(viz téz [FA1l:véta 1.26]).
O

2.3 Priklady NL-prostori a VS-prostora

Opakovdnd: [ZM1:o0dst.3.6]
Teorie: [Tay:odst.3.11 s.93-108]

V dalsim se omezime pouze na vybrané prostory, které casto vystupuji v teorii signali. Exis-
tuje ale samoziejmé cela rfada dalSich, které mohou hrat dilezitou roli v jinych oblastech. Napft.
v teorii splajnt jsou to Sobolevovy prostory. Pro dalsi informace odkazujeme na specializo-
vanou literaturu.

2.3.1 Prostory [? a ’; 1 <p<oo (p€R

2.73. Prostory funkci"|

LP(J) = prostor funkei absolutné integrovatelnych na J v p-té mocniné:
LP(3) :=={f|f:T — C mefitelné, J C R mérit., [;|f(¢)|Pdt < oo} pro 1 < p < oo.

1£lly := (hlFO)Pdt)7, f € Lp(3).

L*>(J) = prostor funkci esencidlné ohranic¢enych na méritelné mnoziné J:
L>*) :={f|f:J— C méritelné, J C R méfitelnd, esssup|f(t)| < oo} pro p = co.
ted

| flloo := esssupl|f(#)], f € L>.
ted

LP = [P(R) pro 1 < p < 0.

C(J) = prostor funkei spojitych a ohranicenych na ﬂ C(J) € L*>(J) s normou ||||oc-

2.74. Prostory posloupnosti (pfiloha [B.1)

¢P(J) = prostor posloupnosti absolutné sumovatelnych na J v p-té mocniné:
((7) = {€1€ = {6nlness ] < Ro, S lal” < 00} pro 1< p < oo,
1€llp := (Cneslénl?)?, & € P(J).

10Nerozlisujeme mezi funkcemi, které se lisi na mnoziné miry 0.

1 Je-li J kompaktni, pak kazda spojitd funkce nabyva na J maxima dle 4° a tedy C(J) je prave
prostor vSech funkei spojitych na J.
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¢(J) = prostor posloupnosti ohrani¢enych na spocetné mnoziné J:
0°(J) == A{€1€ = {€ntnet, |I| < Ro,sup,e; [€n] < 00} pro p = occ.
[€lloc = suppe s [nl, € € £°.

P = (P(Z) pro 1 < p < 0.

Oznaceni. Pro konvergenci dle normy ||-||, v LP(J), resp. v P(J) (1 < p < oco) budeme nadale

. " (. P . . 2 Jy . . .
obcas pouzivat zapis x, — z. Poznamenejme, Ze z,, = x odpovida konvergenci v euklidovské
. v . v/ s . v o0 . . v
metrice, takze si vysta¢ime se zapisem z,, — z. Podobné z,, — x koresponduje se stejnomérnou

konvergenci x, =2 = na J, resp. na J (cviceni).

Véta 2.75 ([Tay: s.94-97,100,105-108]).
(1) LP(3) a P(J) jsou iplné prostory (B-prostory) a separabilni pro 1 < p < oo.
(2) L>®(3) a £>(J) jsou pouze tplné a €>°(J) je separabilni jen pokud |J| < oo
(viz téZ[2.53).
(3) C(J) je tplny, ale separabilni jen pokud I je kompaktni (uzavrend a ohranicend) v R
(napt. uzavieny a ohraniceny interval).

Diikaz.

(1) a (2): viz [Tay: s.94-97,105-108].

(3) C(J) je uzavieny podprostor v L% protoZze stejnomérnd limita spojitych a ohranice-
nych funkef je spojitéd a ohranicend funkce. Pak tedy C(J) je uplny dle (2) a[2.38(2) — viz téz
[Tay:cv.1(d) s.108].

Separabilita plyne naptiklad ze znamé Weierstrassovy véty, podle které je mnozina vSech poly-
nomu hustd v C[a, b]. Pak také spoCetnd mnozina polynomu s racionalnimi koeficienty je husté
v Cla, b], nebot kazdy polynom s redlnymi koeficienty lze aproximovat polynomem s raciondlnimi
koeficienty s libovolnou presnosti v normeé ||-||~. Jesté jinou explicitini konstrukei spoc¢etné husté
podmnoziny tvorené spojitymi po ¢astech linedrnimi funkcemi lze nalézt v [Tay:cv.2 s.100].

O

2.76. Prostor LP(Q, A, )
LP(Q, A, p):={f|f: Q — C méfitelné na €2, J € A méritelna, [;|f(¢)[? du(t) < oo} pro1 < p <
1
0, kde [[f]l, = (hlF()IP du(t)) 7.
Jednd se zobecnéni konstrukce z 2.73] a 2.74] s tim, Ze uzivdme Lebesguetv integral vzhledem
k obecné mite p pro funkce definované na tzv. meéritelném prostoru (2, A, ). Pak LP(J) je
specidlnim pripadem, kde €2 = R, A je nejmensi o-algebra obsahujici vsechny oteviené intervaly
(o-algebra borelovskych mnozin) a p je Lebesgueova mira. Samoziejmé lze vzit i m-rozmérné
funkce méftitelné na @ = R™. Podobné je specidlnim piipadem i prostor ¢P(J), kde zvolime
Q =R s tzv. ¢itaci mirou, kdy u(J) = |J NIJ|=pocet prvkia diskrétni mnoziny J lezicich v J.
Jestlize u = P je pravdépodobnostni mira (0 < P(J) < 1), dostavame prostor LP(Q, A, P)
ndhodnych velicin s konecngmi p-tymi momenty znamy z kurzi pravdépodobnosti a statistiky
(obvykle p = 2 — prostor ndhodngch veli¢in s konecngm rozptylem). Lze opét zkoumat tplnost
a separabilitu téchto prostorii jako ve vété [2.75] Prislusnd tvrzeni ale silné zdvisi predevsim na
vlastnostech miry u, popiipadé celého méritelného prostoru.

Véta 2.77.
p-norma je indukovdna skaldrnim soucinem pouze v pripadé p = 2 (srov. , kdy (f,g) =
Jy F()g(t) dt v L*(J), resp. (&) = Zjinﬁn v 2(J).

ne

Zejména tedy L2(J), resp. £2(J) je separabilni H—prosto@ predstavujici prirozené zobecnéni

12V teorii signald téZ nazyvany prostorem analogovyrch, resp. diskrétnich signali s koneénou energii.
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konecné-rozmérného euklidovského prostoru, kdy |J| < oo — viz[2.59 a[2.70,

2.78. Oznaceni. Posloupnost posloupnosti € := {e, }neJ, €n := {0nk tres je ziejmé ONB v £2(.J)
— tzv. prirozena (standardni) ortonormaélni baze.

Véta 2.79 (Holderova nerovnost [Heil:Theorem 1.12 s.10], [Yos: s.32]).

x € LP(J), y € LY(T), resp. x € PP(J), y € £1(J), kde 1 <p,q < o0 a %—l—l =1(t.q=5)=
xy € LY(J), resp. xy € (X(J) a plati < |lz|lpllyllg, pricemz mvnosﬁ nastavd prave kdyz
existuji 0 < o, B € R, a+ 8 # 0, takovd, Ze a|z|P = Bly|?. Pro p = q = 2 je jejim dusledkem
Cauchy-Schwarzova nerovnost 5° — cvicend.

Véta 2.80 (Koincidence prostori — viz téz prilohu [B.2)).
(a) u(J) < oo (Lebesgueova mzm) 1<p<qg< o= Lq(J) C LP(J
(b)J—Réﬁl(ovl]EL — L2 a1+|t\€L2 L (mzobr anm
Navic Ly N Ly = Ly (uzdvér v normé ||-||2) a L1 N Ly = Ly (uzdvér v normé ||-||1).
(¢c) 1 <p<q<oo= (PJ)CLJ) C L>2(J]), pricemz pri |J| < oo nastane rovnost obou

inkluzi (viz[2.53).

Diikaz.
(a) Piico>q>p>1, fe L) lib. = |fl§ = fFO)Frdt < o = |f]P € Lr(9).
Pritom 15 € Lﬁ(ﬂ) kde 2 + L = 1, takze uzitim Holderovy nerovnosti

IS = [Pl = 7P, < |||f|”||z Mgl < oo = feLr().
H/—/ ——

NAIT =l <o0 w T <oo
V pripadé ¢ = oo pro f € L*(J) lib. existuje C' < oo: |f| < C na J. Pak |f(¢)|P < CP na J
= [If@)Pdt < [;CPdt = CPu(J) < oo a tedy f € LP(J).

(b) _{O Tt =2 Of Tr7dt = 2[In[L +t]J3° = 0o = g ¢ L.

o0 1 \2 w° 1 1 joo 1
,{o(m) dt =2 f Wdt = 2[_1+t]0 =2= T+ © L.

o0 1

1okt = [ hae =2l =2 = %w €L

o °
1Pt = J fdt = [ft]]§ = 0o = 210 ¢ L*.

IitNLy=LyalLiNLy=1L;dle [LasQG, S.241].

(¢) |J| < oo =P =Cll proVp,1 < p < oo. Necht |.J| = Rg a p < co. Bez jmy na obecnosti
predpokladejme J = Z. Pak pro £ = {&, }nes € (P(J) libovolné:
Y lenlP < o0 = €| = 0 pro |n| - o00=3IN € J:|| <1pro|n| >N =4 1En|? < [EnlP
neJ

pro [n| > N = > l&l? < > P < Z |€nlP < 00 = 37 [€u]? < oo, nebot
ned,|n|>N neJ,|n|>N neJ

{n|n € J = Z ,|n|] < N} je konecna, takze £ € EP(J). Ziejmé téz £ € (>°(J), nebot
limy,o0lén| = 0 = {|€n|}nes ohranicend = sup,,c;|&| < 0.
O

13Rovnost dostavame pii 8 # 0 pravé kdyz |y| = (%)%M% =: C|z|P~1, resp. dudlné v piipadé a # 0.

bln(t)

14V teorii signali hraje dilezitou roli funkce sinc(t) = , pro niz rovnéz plat{ sinc(t) € L? — L!

(viz http://planetmath.org/node/37693/).


http://planetmath.org/node/37693/
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1+|I:|

Obrazek 2.3: Funkce -1y € L' — L?, 1 € L* — L' a sinc(t) € L? — L*

Vit > 14t

Véta 2.81 (Fourierova fada (FR) — podrobnéji viz odst. viz také [Heil:Theorem
13.23 s.450]).
Spocetnd mnozina komplexnich harmonickych kmita (T-periodické funkce)

1 2= 1 2wkt 2wkt
E={ex()}rcz, en(t) = ——e T = ——(cos ——— +isin

VT T )

tvori ONB v prostoru L*([0, T, tj. kazdou T-periodickou funkci z(t) € L?([0,T]) lze rozvinout
do tzv. Fourierovy trady (viz odst. :

> > 1 2nke e j2mkt
z(t) = Z zreg(t) = Z <~’Ua€k>T€ r = Z e T,
k=—00 k=—00\ T, k=—o00

Ck

15Vzhledem k T-periodicité dokonce v kazdém prostoru L?([a,a+T1]), a € R, nejéast&jsi volba je a = 0

nebo a = —%.
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kde tada konverguje (bez ohledu na poradi) dle normy ||-||2 v prostoru L*([0,T]) a souradnice y,
resp. ci jsou jednoznacné urceny vztahem

1 T 27rkt ©
\F/ x(t)e” dt = (x,ey) Z xje;, ex) Z xj (e, ep) = Tp =: VT,
0k
Modifikované souradnice ¢y, := m—’“T =1 fOT x(t)eﬂ =t nazyjvime Fourierovymi koeficienty

funkce z(t) (viz vztahy (C.1) ).

Véta 2.82 (Dirichletova véta o bodové konvergenci [Kuf69, Véta 7.17]).
Jestlize T-periodickd funkce x(t) md konecnou variaci na [0,T), pak jeji FR konverguje bodové
k z(t) v kaZdém bodé t, kde je x(t) spojitd a k 3(lim; - z(t) + lim; o+ z(t)) v kaZdém bodé
nespojitosti (u funkce s konecnou variaci je to vZdy pouze konecny skok).

Konkrétni rozvoje periodickych signdli je mozno nalézt v pifloze jako Priklady [C.2|a[C.3] Viz
také piiklady fourierovskych transformac¢nich part v Piikladu

Pozndmka 2 83. Vzhledem k T-periodicité mizeme ve vyse uvedenych vztazich integrovat pres
interval [—Z 5 2] takze dostavame

© - 27kt ]_ ad % - 27kt 2wkt
Z ckezT:T Z (/Ta;(t)e T dt)e T

k=—o0 k=—o0 2

Limitnim pfechodem pro T' — oo diskrétni spektrum frekvenci { %}kzez prejde v kontinualni
spektrum {7} cr a dostavame

/ L ae o [ ae 0 d = 50), 1) = [ F)

Tyto tvahy vedou prirozené k pojmu tzv. Fourierovy transformace (dopredné ¥~ a zpétné
F71) definovaném Vm pro funkee z L' (pfi bodové konvergenci FR), resp. z L? (pii konvergenci
FR dle normy).

Definice 2.84 (Fourierova transformace (FT) v L').
Definujeme pro f € L!:

GENE) = [ e 2.1)

Tento integral existuje, nebot |f(t)eT??™!| = |f(t)| € L' a zfejmé plati

(FEN () = TN, (FEN0) = 22, f(¢) dt

Véta 2.85.
Pro kazdé f € L' je S'“fcf € L™ stejnomerné spojitd a plati

i flloo < [l

Dikaz. Pro kazdé v je |(J7 f)(1)| < [ | f()e™ ™| di= [23|F(t)| dt=]|f |1, takze
esssup|(FEL))| < |If]l- Dukaz stejnomérné spojitosti lze nalézt v [Heil: s.254] nebo také
g

v [Chu92, s. 25]. O

Véta 2.86 (Véta o inverzi pro F, [Heil:Theorem 9.12 s.256-257], [Kuf69, Véta 8.3)).
(1) Pokud f,FLf € L', pak plati f(t) = (FF(FEf))(t) v kazdém bodé t spojitosti f.
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(2) Pokud f € L' md konecnou variaci na kazdé kompaktni podmnoziné, pak v kazdém bodé t
platd 5(lim,_o- f() +limy_o+ f(t) = (T (T ))(2), zejména tedy f(t) = (FY (F7)(¢)

v kazdém bodé spojitosti f@

Definice 2.87 (Fourierova transformace (FT) v L? [Kuf69, kap. 8, odst. 3], [Las96, s. 241]).

Definujeme pro f € L?:

N—oo

(H’if)(y) = (.‘T;Ef)(’y) ;= lim /N f(t)eiﬂmt dt v L*-konvergenci:
-N
|FEf — /N f()eF2™ 't dt]ly — 0 pro N — oo. (2.2)
-N

Znacime f:: Ff:=F faf:=TF"f Ziejmé opét plati (FTEF)(y) = (FFf)(—~). Existence je
garantovana nasledujici vétou.

Véta 2.88 (Véta o inverzi pro F, [Heil:odst.9.4 s.262-264][Kuf69, Véta 8.6)).
F* . L? — L? je TLI zachovdvajici {-,-) a tedy i ||-||2, tj. linedrni izometrie L?> na L? (viz
odst. . Zejména Tt a T~ jsou navzdjem inverzni spojité linedrni operdtory, tj. FE*FF =1

I~ N

neboli f(t) = f(t) = f(t) plati pro skoro vsechna t.

Véta 2.89.

FEL? = I{fulners fo € LN OL2: fu 2 £, Fi(fa) 2 Fo(f) (viz obr.[2.4). Pokud f € L', tak
podobné Fy(frn) = F1(f) (tj. stejnomérnd konvergence).

Diikaz. - n S
fo = Unfs ] 1n®ORdt = Flf@Pd < T If@Pd < 00 = fu € 12 |7 ~ full3 =

T IFORdi— [ |f(D)2dt — 0ataké fr € L2[—n,n] € L=n,n]= [ |fa()ldt = [ |fn(t)|dt < o,

—00

Celkem f, € L' N L% a F,(fn)(y) = [ fu(t)e @™ dt = [ f(t)e” 2™ dt, takze pro f € L? je

||]?— F1(fu)ll2 = 0 pro n — oo dle (2.2)), kde konvergence je garantovana vétou
Pro f € L' konvergence F,(f,) — F,(f) plyne z véty nebot || F;(f) — F1(fu)llee =

1F1(f = falllo < If = fulli = Joo | fIdt — [™. | f|dt — 0, kde konvergence vpravo je pfimo
vlastnost Lebesgueova integrélu. O

Véta 2.90.
Pokud f € L' N L?, pak ?ftf a S'Etf se list nejuyse na mnoZiné miry nula, takZe neni treba
rozlisovat mezi F; a Fy a mizeme psdt f = F(f).

Dikaz.

Zvolme ¢ > 0 a N € N libovolné, ale pevné. Podle na intervalu [—N, N] dostavame pro
dosti velké n s uvazenim L®[—N, N| C L*[—~N, N] dle [2.80(a):

1Fo () v v =T (f)l=nmll2 < 55 [1F1 ()L =nv v = T2 (fr) L= v e < ﬁ a odtud majori-
zaci integrandve 1FL () =N N =T ()l =nmll2 < V2N(F () —nvv = F 1 (f) L= v v lleo <
\/ﬁm/sﬁ =3

Odtud ||, (f)1—nn — Fo()=n,alle < 1T () =n,n) — Fr(fa)L—novllz + 1T (fo) L=y —

6Funkce mé v ohrani¢eném okoli kazdého bodu kone¢nou variaci, takze v ném mtze byt nejvyse
konecény skok.
17Lze t67 uZit nerovnosti mezi normami dle véty v pifloze (p = 2, ¢ = oo, u([—N, N]) = 2N).
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Fo(f)l—n,nll2 < § + § = € pro dosti velkd n.

Pak [|F1(f)l—nn) — Fo(f)lj=n,all2 = 0 a tedy Fi(f) = Fy(f) skoro vsude na [~N, N] pro
kazdé N € N. Necht se F,(f) a Fy(f) lisi na [-N, N| na mnoziné Dy nulové miry (u(Dy) = 0).
Je Dy C Dyy1. Pak F(f) a F5(f) se v R lisi na mnoziné D = Jyey Dn. Ze spojitosti miry
vzhledem k mnozinovym limitdm pak plati u(D) = limy_00 (Dn) = 0. O

Definice 2.91 (Fourierovsky transformac¢ni par (piiklady v piiloze |C.2.1))).
Necht f € L' UL?, kde F :=J; f a f = F;'F pro i = 1 nebo i = 2. Pak itkdme, Ze f a F tvoif
fourierovsky transformaéni par v L' a piSeme

fFR)OF(y) (vLY

V takovém piipadé téz fikdme, ze f(t) je inverzni Fourierovou transformaci funkce F(7)

v L (viz véty o inverzi a[2.88).

Obrazek 2.4: Fourierova transformace v L?: Limitni pfechod z L' N L? do L%

2.3.2 Funkce koncentrované v cCase a frekvenci (TF-prostory)

Definice 2.92 (TF-prostor (Time-frequency concentrated functions)).

TF:= TF(R):= {f € L2|3C > 0, > 0 : |[f(t)] < C(1 + [t))~ ) |F(7)] < C(1 + |y])~(+e)
pro dosti velkd |¢], |v|}.

feTF & f(t)i f('y) klesa rychleji nez % (resp. %) v Case t i ve frekvenci v pii t — Fo0, resp.
v — to0.

Véta 2.93. Plati:
(1) TF C L' N L? je L-podprostor.
(2) fe TF = feTFa F*|pp: TF — TF je linedrni izometrii TF na TF.
(3) fe TF = £, f jsou stejnomérné spojité.
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Diikaz.

(1) TF C L? dle definice; je rovnéz TF C L', nebot f € TF je v absolutni hodnoté majori-
zovana funkei C(1 4 [¢])~ (1+e) ) e L' (cviceni).
TF je L-podprostor:

necht f,g € TF; |f(u)],|f(u)| < C1(1 + |u\>—<1+€1> a [g(w)], [9(u)] < Ca(L + |ul)~(+=2),
Pak [cf (u)], [ef (u)] = [e||f ()] < [e|C1(1 + [u])~(FeD)
[f(w) + g(w)] < £ ()] + |g(w)] < 2max(C, Ca)(1 + [u])~(HHmintre2)
Podobué pro |f+ 9| = |f + | < |f] + [3l. i
(@) f e TF = [fn)| < Ca+ 1)) e 11, e TP B fe 12 BB fer2a|f) =
[F(=t)] = 1F(=t)] < C(L+ |=t)=0F) = |C(1 +|¢))|"(F). Celkem f e TF C L2 a f = [ = f,
kde f() = f ( ) E TF, takze ffi|TF je surjekce na TF a tedy izometrie s uvazenim [2.88
(3) f e TF :> feTF : f.ferLt 25 f je stejnomérné spojité. Podobné f € TF =

f('y) = f(—v) = f(—7) je stejnomérné spojitd = f(7) je stejnomérné spojita. O

~

Pozndmbka 2.94. Gaussova funkce e~ patii mezi TF—funkce To staci ukazat jen v jedné z do-

mén, vzhledem k pozndmce v pfikladu [C:23] o Gaussové funkei jakozto pevném bodu Fourierovy

transformace. Vyjdeme z definice [2.92] a budeme chtit ukazat, ze existuji konstanty C' > 0, > 0

Ot~
le—at?|

takové, ze [e=| < C (1 + |t])~ 1+5) Nerovnost prepiSeme jako 1 < a zajima nas

hodnota tohoto podilu p¥i t — £oo. Vzhledem k symetrii e~ t stadi uvazovat pouze t — 00.
Vychézi
C(1+1¢)" 1+ cat?
lim % = lim ———, (2.3)
t—00 e—at =00 (' (1 + t)(1+5)
Vo / o0 o\ / v o . vz 5 . . v~
coz je vyraz typu ,, 22, proto muzeme pro vypocet limity pouzit L’Hospitalovo pravidlo, ¢imz

dostaneme
2taet’
lim

t=o0 C'(1+¢) (1+1t)°

a opétovnym pouzitim L’Hospitalova pravidla

i 2m eat + 4t2a2eat
500 Ce(1+¢e)(1+1t)°

Odsud jiz je ziejmé, ze volbou € = 1 > 0 dostaneme v uvedeném podilu ve jmenovateli kone¢né
¢islo, takze uvedeny zlomek jde k nekoneénu. Také je zfejmé, ze at bude € jakékoliv kladné,
kone¢nym poctem opakovani L’Hospitalova pravidla dojdeme do stavu, kdy jmenovatel je pro
dosti velké t mensi nez jedna, a tedy se cely podil bude blizit nekone¢nu, pricemz tato skutecnost
nezavisi na hodnoté C. Tedy dokonce jakakoliv C, e vyhovuji definici.

Pozndmka 2.95. Obdélnikova funkce rect (¢) definovand v je koncentrovana v Case — to je
zfejmé piimo z charakteru této funkce. Ve frekvencni oblasti je jejim obrazem funkce sinc(y) =
F(rect (t))(7), kterd ovsem koncentrovanad neni. To znamena, ze obdélnikova funkce neni TF-
koncentrovand. (A duédlné funkce sinc neni TF-koncentrovana.)

Vyjdeme piimo z definice a tvrzeni dokazeme sporem. Predpokladejme tedy, ze

3C >0,3>0: [sinc(y)| < C(1+ |y))~0F9. (2.4)

8Dokonce lepsi TF-koncentrace nez ma Gaussova funkce nelze dosdhnout. Gaussova funkce minimali-
zuje tzv. Heisenbergovu miru neurcitosti.
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Integraci tohoto vztahu dostaneme

[ sinelay <€ [ (41T ay,

coz je mozné vzhledem k sudosti integrandt napsat jako

x x 1
/ sine(y)|dy < C / (1 +7)"F9) gy, (2.5)
0 0
Pravou stranu nerovnosti vypocitame jako C - [Mro = £ co7 je konecné &islo. Nyni
yp ] ], = 5 cot] . Ny

odhadneme levou stranu nerovnosti; sinc je na intervalu [0,1) kladny a mé koneény integral,
jehoz hodnotu oznac¢me h. Vyse uvedeny integral tedy rozepiseme jako:

k+1

/|smc )dy = h—i—Z/ |sinc(y)|dry.

Ukéazeme, ze uvedend nekonecné rada diverguje:

Z/ |sinc(y)|dy = Z/ SH”W’ Z/

Posledni integrand je na intervalu [0, 1] nezdporny a lze jej ohranicit: ;(lgf_‘g) > ;E?IZ’) Proto

sin(w + k) ’
m(w+ k)

sin Tw ’
m(w+ k)

leva strana nerovnosti (2.5)) je vétsi nebo rovna

> 1 1 2 & 1
_ sinTw dw = — e
];w(lnLk:)/o =PIy

coz je harmonicka tada, o které je znamo, ze jeji soucet diverguje. Proto nemohou existovat
vhodné konstanty C, e, tak aby (2.5)) bylo splnéno.

2.3.3 Frekvenc¢né omezené funkce (Paley-Wienerovy prostory)

Definice 2.96 (PW-prostor (bandlimited functions)).
PWq = {f € L?|supp(f) C [, Q] s.v., 0 < Q < oo}

Véta 2.97. PWq C L? je uzavreny L-podprostor (a tedy H-podprostor).

Diikaz.
L-podprostor: cf = cf, f+g=f+§ = supp(cf), supp(f +¢) C [-0,0] Vf,g € PWq.
Uzavtenost: Sporem. Necht f, — f, fn, € PWgq a predpokladejme, ze supp(f) € [, Q] skoro

viude. Pak 37 C supp(f) — [, 9] - u(9) > 0, [F(1) > 0 pro v €3, tj. [|f — ful} 2 j‘o!f( ) —

P dy = [1F() = fa(y)Pdy = [ f(3)|2dy > 0 Yn = spor s fn — f. PoznameneJme, Ze

rovnost (x) plati dle O

Priklad 2.98. Obdélnikovy signdal rect (t) neni prvkem PW-prostoru pro ziadné konecné (2,
nebot jak je ukdzéno v prikladu jeho spektrum je funkce sinc s nekone¢nym frekvenénim
nosicem. Obecné jakykoliv signdl, ktery obsahuje nespojitost, ma vzdy spektrum s nekonec¢nym
nosicem, a proto nemuze byt prvkem PW. Ani Gaussova funkce neni prvkem PW-prostoru,
nebot ona sama i jeji Fourierova transformace maji nekoneény nosic.
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Poznamka 2.99. Jakdkoliv nenulova funkce, kterda méa kompaktni nosi¢, nemuze lezet v PW
prostoru — kone¢né §2 pro ni nemuze existovat@ Tedy neexistuje nenulova funkce, ktera by méla
kompaktni nosic¢ zaroven v case i frekvenci.

Pozndmka 2.100. Piikladem baze (viz kapitolu [6), dokonce ortonormalni (diikaz viz [F.4)), pro
prostor PWgq = PW1 je mnozina {sinc(t —n)}, ;. Tento piiklad odpovida funkcim, které

neobsahuji frekvence VySSl nez 1/2. Podle zndmého ,vzorkovaciho teorému* takovou funkci lze
beze zbytku rekonstruovat z jejich ekvidistatnich vzorku, pricemz vzorky od sebe nesméji byt
vzdaleny o vice nez 1. V rekonstrukéni formuli vystupuji jako souradnice primo vzorky funkce f:

Z f(n) -sinc (t — n). (2.6)

nez
Viz obrazek 2.5

Obrazek 2.5: Funkce z prostoru PW 1a jeji vzorky v case (Cervené). Jeji rekonstrukee po-
moci baze {sinc (t —n)}, ., (modie odpovidajici s¢itanci ze vztahu (2.6)). Funkce sinc(t)
je interpolant, m& hodnotu nula pro celéd ¢isla vyjma pocatku.

2.3.4 Hardyho prostory

Definice 2.101 (Hardyho prostory H? a H2).
H? = H2(R) := {f € L* |supp(}) C [0,00)}
H? = H2(R) = {f € L? |supp(f) C (o0, 0]}.

Véta 2.102. H?H H? C L? jsou uzavrené L-podprostory (a tedy Hpodpmstory) a plati:
(a) f,9 € H: = (f,9) = (f.9) = ff( )G dy, 1FI2 = 1712 = flf( )Pdry.

19Viz napt. jednoduchy argument z
http://terrytao.wordpress.com/2009/02/18/hardys-uncertainty-principle,
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0) Ly € 12 5 (.g) = (1.9) = | Fogwidn WP = 117 = [ 1Fo)Pan.
(c) H2 J_HQ, spec. H2 N H? ={0}.

Diikaz. Uzavrenost a zachovani linedrnich operaci se ukazuje analogicky jako v dukazu véty
- 7| Vztahy (a)—(c) jsou disledkem rovnosti (f,g) = (f,§), ktera plati dle O

Disledek 2.103. L? = H? @ H?.

Dﬁkaz ferl?lib.= f=f+f, kde fr = ljgo)f, f- = 1 woo)f. Pak f = f1 + f_ a dle
take f=/fr+f, kde f. € H2, f- € H2. Tedy L?> = L(H2 U H2), coz spolu s (c) déva
L Hi@HQ uzmm- a“ [
Pozndmka 2.104. Existuje jedno-jednoznac¢na korespondence mezi podprostorem realnych funkeci
z L? a prostorem H? (resp. H?). Plat{ totiz f(—y) = f‘(v) a tedy f('y) (atak i f) je jednozna¢né
uréena kladnou (resp. zapornou) ¢ésti spektra f(v) pro v € [0,00) (resp. v € (—o0,0]).

2.3.5 Prostory periodickych funkci v L?

Definice 2.105 (Prostor L? periodickych funkc.
L2 = L2[a a—l—T] = {91 g je T-periodicka, g 14 417 € L?}, T>0,acR

<g7 h>L2 [a,a+T] * <g 1[a,a+T]a h l[zz,aJrT])L2

Véta 2.106. L2[a,a+ T) = L?*[— 5,2]_L2[ z f] Va € R.

29
Zejména L2[a,a + T) je separabilni H-prostor dle |2 (1)

Diikaz. Ziejmy, nebot integral T-periodické funkce na intervalu délky T nezdavisi na volbé jeho
pocatku a € R, tedy ani skalarni souc¢in a norma nezavisi na a € R. O

Definice 2.107 (Prostor Pr T-periodizovatelnych funkci).
= {f € L?] Z ft—nT) e L[-T. T}, T >0, kde

n=—oo

T-zperiodi¢néni f

f(t) = %O: ft—nT) =limy_ 0 ]XV: ft—nT) =" limy_ oo ]XV: f(t+nT) = ioj flt+

n=—00 n=—N n=—N n=-—00
nT') konverguje absolutné a stejnomérné na kazdé kompaktni (tj. uzaviené a ohranicené) pod-
mnoziné v R.

Véta 2.108. L*[a,a+T] = L?[-L, 1] = { S f(t—nT)|f € Pr} VaR.

n=—oo

Diikaz.
D: plati z definice Pr.
C:ige LQ[—j, L= rfe:= 1[_%%]9(75) €Pra > f(t—nT) = g(t) (skoro vSude). Snadno se

ukdaze, ze tato konvergence je na kazdé kompaktni podmnoziné absolutni a stejnomérna (cviceni).
O

20 Analogicky lze zavést prostor ff% = LP [a,a + T] pro 1 < p < oo nebo prostor N-periodickych

posloupnosti £ (viz odst. a .
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Véta 2.109. f= S f(t—nT), f€Pr = ||f — %Nf(t—nT)!b —~0wv 2~ 1]

n=—oo

Dikaz. Sn(t) := Z f(t—nT); Sx(t) = f na -L, 2] =Ve>0 3N’ eN:pro N > N’ je

T T
~ 2 2

[Sn(t) = F@)l < /5 pro vt € =5, 5] a || F(t) — SN (@) = 18w = FPde < ]t =
2 T2

ST =e. Tedy Sn(t) — f(t) v L2[-T, L] atedy i v L[~ L, 1] dle[2.105 O



3 OPERATORY V NL- A VS-PROSTORECH

Oznacent.

Déle v textu symboly X, X1, Xo,...;Y,Y1,Ys, ... jsou rezervovany pro oznaceni NL-prostort,
pokud neni feceno jinak.

Podobné B, By, Bo, ... zna¢i Banachovy prostory.

3.1 Spojité linearni operatory

Véta 3.1. Necht T : X — Y je (sdruzené) linedrni operdtor, pak jsou ndsledujici vyroky ekvi-
valentni:

(1) T je ohraniceny (viz[2.41).

(2) 3C > 0: |Tz|| < C provz € X, ||z|| < 1 (4. pro x € K(0,1) []

(3) 3C >0 : || Tz| < Cllz| proVz € X.

(4) T je spojity.
V takovém pripadé je N (T) uzavreny podprostor v X.

Driikaz.

(1)=(2): K(0,1) ohr. = T(K(0,1)) ohr. = 3C : ||Tz|| < C pro Vz € K(0,1).
(2)=(1): K(0,7) libovolnd koule (r > 0), z € K(0,7) = ¥ € K(0,1) =

C > ||T(%)|| = 1||Tz| = ||Tz| < rC = T(K(0,r)) je ohranicena.

(2) & (3): (2) a (3) plati pro x = 0. Bud 0 # 2 € X libovolny:

<: Pokud ||z]| <1, pak |Tz| < C|lz|| < C.

= W =1=0C= ”T||xH = ||916HT37H = Hflc” [Tz = |Tz|| < Cllz||.
B)=@): xp >z = ||[Tx — Txy|| = ||T(x — x,)|| < Cllx — zp|| = 0= Tz, — Tax.
(4)=(2): ) Sporem: pokud (2) neplati, pak I{x,},||zn]| < 1 : ||Tzn]| > n,¥n € N. Polozme

& =, je [|&]| = 0. Pak | T€,|| — 0, piicemZ | T, || = 2(|Tz,|| > in = 1,Vn € N, co# je
Spor.
Uzavienost N(T): z, e N(T), 2, > 2 = 0=Tx, > T =Tz =0=z € N(T). O

Véta 3.2.
B(X,Y):={T: X — Y |T spojity (ohr.) linedrni operdtor} je NL-prostor, jestlize definujeme
pro T\1T1, Ty € B(X,Y) aceC:
(a) (T1 + T5)(x) = The + Trx; () (x) := Tz (po slozkdch)
() T := 2up | Tz|| = P, Ieel = int{C'|C > 0+ [|Tz]| < Ol Vo € X}
ZB
Zejména plati | Tx| < |T)| Ve € X, ||z|| <1 a ||Tz| < ||T||||x] Ve X.
Specidlne X = {0} = T =
kazdé C' > 0, takzZe infimum=0.

Diikaz.

(a) Snadno se ovéri (cviceni), ze zavedenim linedrnich operaci pro operatory po slozkéch se
linearni struktura prenese z prvka na operatory, kde roli nulového operatoru hraje T'=0: Tx =
0Vx e X.

(b) Pro operatorovou normu ||T|| neni tézké ovéfit platnost axiomu normy 1° az 3° z definice
2.47| (cviceni). O

1Staéi uvazovat pouze povrch jednotkové koule, tj. pouze = : ||z|| = 1, nebot pak pro z,||z| < 1 je
[Tl < phylTll = ()l o # 0 [T = 0 pro 2 = 0.

41
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Pozndmka 3.3. Poznamenejme, ze normu ad (b) lze definovat stejnym zptusobem i pro kazdy
spojity sdruzené linedrni operator z X do Y, pricemz vsechny takové operatory opét tvori
NL-prostor.

Disledek 3.4. Kromé bézngch vlastnosti normy pro operdtorovou normu navic plati: JestlizZe
T € B(X, Y) a'ly € B(Y, Z), pak 15T, € B(X, Z) a plati

T < [[T2([[[Ta]]- (3.1)
Dikaz. | ToTiz|| < [T Tazll < T2 Tallllzll Vo € X = IToTal < || T2/ T3] [

Véta 3.5 (Véta o otevieném zobrazeni (OMT=O0Open Mapping Theorem)).
Je-li T € B(Bi, By) surjektivni, pak T je oteviené (viz[2.27).

Dikaz. Viz [Heil:Theorem 2.27 s.74]. ]

Disledek 3.6 (Véta o inverznim zobrazeni (IMT=Inverse Mapping Theorem)). Je-li
T € B(By, Bs) bijekce, pak T je TLI.

Dikaz.
Dle [3.5] je T linedrni, spojita a oteviend bijekce a tedy TLI s uvdzenim a O

Priklad 3.7.
(1) Necht Y je NL-prostor, B := {by}rex C Y konetna (a tedy i ohrani¢end) mnozina. Pak
kazdy ,soufadnicovy“ operdtor T : £1(K) — Y, Tg(£) := Z &by je ohraniceny:

1T = HkZkaka Z [Eklllow]l < C Z &kl = CHSIIla kde € = max([|bx|). Ziejmé
S

dle je T linearni 1z0morﬁsmus prave kdyz B je baze v Y. Pak je Tg dokonce TLI
dle IMT protoze kone¢né-rozmérné prostory jsou dle uplné. Podle IMT je navic
identické zobrazeni I : /1(K) — ¢P(K) také TLI pro kazdé 1 < p < oo, takze vySe uvedené
zustava v platnosti i pro T : P(K) — Y pii kazdém 1 < p < oo. Totiz dokonce dle
prilohy jsou vsechny normy konec¢né-rozmérného NL-prostoru navzijem topologicky
ekvivalentni, tj. indukuji stejnou (euklidovskou) topologii (a tedy i stejnou konvergenci,
spojitost atd.). Bez jmy na obecnosti lze tedy napiiklad ztotoznit C" = (?(K), jestlize
|K| = n.

(2) Polozme v predchozim Y = C™ a misto B piSme matici B := [by,...,b,], pak linedrni
operator Tp : C" — C™ prejde v maticovy operdtor Tp€ = B (maticové nasobeni sku-
te¢né realizuje Tp€ jako linedrni kombinaci sloupct matice B). Podle (1) je tedy kazdy
maticovy operator spojity. Pritom tento maticovy operator je TLI pravé kdyz je matice
B regularni (sloupce v B tvori bazi v C™). Je-li B pouze sloupcové plné hodnosti pii
n < m, tak B je pouze topologické linearné izomorfni vnoteni, neboli TLI C" pouze na
R(Tg) Cc C™.

Toto tvrzeni lze uzitim 2.13] zevSeobecnit:

Kazdé linearni zobrazeni mezi NL-prostory konecné dimenze je spojité.

Jako jednoduché pifklady uvadime nékolik matic jakozto operatorti R? — R3. Tyto ope-
ratory aplikujeme na vektory na povrchu jednotkové koule. Operatory jsou poradé matice

100 0,9 —0,6 09 100
To=10 5 0|, T:=|-01 08 08|, To=1]0 1 0 (3.2)
00 2 01 11 18 000

Vysledky vidime na obr.
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Obrazek 3.1: Modrou barvou jsou vykresleny vektory na povrchu jednotkové koule.
Cervené jsou piislusné vektory po aplikovani matice Ty. Cernd barva znizoriuje vektory
po aplikaci matice T'1, tisecky zduraznuji poloosy vysledného elipsoidu. Vektory obarvené
zelené jsou po aplikaci projekéniho operatoru T's.

(3)

(4)

Operéatory Fredholmova typu: tyto operatory ziskdme prenesenim situace ad (2) do
prostoru nekonecné dimenze 7 (J) (diskrétni ptipad pro |J| < Ng) nebo LP(J) (spojity pri-
pacﬂ). V téchto prostorech jsou sice vzhledem k jejich tplnosti (viz vSechny p-normy
opét ekvivalentni dle IMT, presto plati na volbu p jistd omezeni, ktera zajistuji absolutni
sumovatelnost, resp. integrovatelnost zde vystupujicich ¢lent. Jako i v jinych situacich
dilezitou roli opét hraje Holderova nerovnost [2.79]

o Diskrétni pifpad: Tp : €/(J1) = £9(J2), kde 5 + ¢ =1, B € £9(Jo x J1) a pro

n := Tp(&) definujeme 7; = Z b;;€; pro kazdé i € Jo.
je€N

e Spojity piipad: T : LP(J;) — L9(J3), kde % + 3 =1, Be€ Li(Jy x Jy) a pro

y := Tp(x) definujeme y(t) = /B(t,u)az(u) du pro s.v. t € Jp.
J1

Takto zavedené operdtory Fredholmova typu jsou spojité (viz ptilohu B.3)).
Konvoluéni operatory: predstavuji specidlni pripad operatort Fredholmova typu, kde
jadro B je urceno jistou posloupnosti, resp. funkci h nazyvanou v teorii signalt impulzni

2Piesnéji kontinudini nebo integrdlni piipad.
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odezva. Konvoluéni operatory maji ptimou fyzikalni interpretaci a ve zpracovani signala
vystupuji v roli linedrni frekvencni filtrace. Reprezentuji linedrni systémy nezavislé na
posunuti v ¢ase (LTI systém=Linear Time Invariant System). RozliSujeme dva typy dis-
krétnich a dva typy spojitych operatori:

e cyklicka konvoluce (periodicky diskrétni piipad): Ty, : £?(Zy) — ¢*(Zy), N € N je ma-

ticovy operator urceny tzv. cirkulantni matici B = [bi], bij = h(i—jjmodn, B € CN a
pro

N-1
1
1 := Tp(&) definujeme n; = N Z h(i—j)moa v §; Pro kazdé i =0,..., N — 1.
Jj=0

Tento operator je spojity dle (1).
e linedrn{ konvoluce (neperiodicky diskrétni pripad): Ty, : ¢7 — €7, b;j = h;—j, h € £* a pro

o0
1 := Tp(&) definujeme 7; = Z hi—;&; pro kazdé i € Z.
Jj=—00
e periodickd konvoluce (periodicky spojity piipad):
Ty, : LP[0, T) — L?[0,T)], B(t,u) = h(t —u), h € L'[0,T] a pro

1 T
y := Tp(x) definujeme y(t) = T/ h(t — u)x(u) du pro kazdé t € [0,T7.
0

e neperiodicka konvoluce (neperiodicky spojity pripad):
Ty, : LP — LP, B(t,u) = h(t —u), h € L' a pro

y := Tp(x) definujeme y(t) = / h(t — u)x(u) du pro kazdé t € R.

Takto zavedené konvolu¢ni operétory jsou spojité (viz prilohu [C.2)).

Véta 3.8 (Dikaz[D.3| [Tay:4.1-A s.160]).
B(X, B) je Banachiv prostor.

Disledek 3.9. X' := B(X,C) je B-prostor spojitych (ohranicenygch) linedrnich funkciondli na
X, tzv. dudlni prostor k X. Specidlné |2/ (z)| < ||2||||z|| pro Vx € X, 2" € X'.

Véta 3.10 (Hahn-Banachova véta (HBV) o spojitém linedrnim rozsiteni).
Y € X NL-podprostor v X,y €Y' = ' e X' : 2'(y) =y (y) Vy €Y a |2 ||x = |||y

Diikaz. Viz [Tay:4.3-A s.181 a 145] [KoFo: s.205] O

Dtsledek 3.11.
(1) ||z|| = sup |2/(z)| pro kaZdé x € X.
[l l|=1
(2) x> 2", kde 2" (2') := o' (x) definuje linedrni izometrické vnoreni X do X"
(piseme X C X" ). Pokud X ~ X", tak prostor X se nazjvd reflexivni.

Diikaz.
(1)a)z=0=2'(z) =0proVa' € X' = ”S/liE)Jx,(o)’ =0=0|.

b) z # 0 : polozme v HBV[3.10] Y := L({z}) = {y|y = az;a € C} a y/(y) := a|z| pro
y = .
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y' je linedrni: y'(ax + fr) = ¥/ ((a+ B)z) = (a+ B) |zl = allz]| + Bllz]| a y'(Blax)) = ¥/ (Bax) =
Ballz| = Blallz])-
y' je ispojity: ||[Y/]lyr = sup |y (axz)|= sup |a|l|z]] = 1. Tedy y'(x) € Y’ lze dle HBV [3.10

llazll=1 lafllz]|=1
rozsitit na 2’ € X', pricemz ||/ =1 a |2/(z)| = |¢/(z)| = ||z|| pro a =1 = sup |2/(z)| > |=].
[lz]I=1
Naopak pro kazdé 2’ € X', ||l2/| = 1, je |2'(z)| < [[2/[[[lz]| = [zl = sup [2'(x)] < [l].
flz||=1

7 poslednich dvou nerovnosti plyne rovnost.
(2) x +— 2" je zfejmé linedrn{ vzhledem k vété a
1
"l = sup |2"(2')| = sup ||2'(z)]| 2 |z|| Vo € X = 2 — 2" je izometrie. O
ll2'|=1 fl2'|=1
Véta 3.12 (Rieszova véta o reprezentaci (RVR)).
Provy' € B(H,C)3lyo € H : y'(z) = (x,y0) pro x € H, pricemZ ||y'|| = [[yoll

[

Diikaz. Pro y' = 0 tvrzeni plati, nebot yo = 0 je jedind mozna volba: totiz pro yg # 0 by jinak
bylo ¥'(v0) = (yo,y0) = ||lvol|? > 0. Odtud plyne i jednoznaénost volby yo pro 3’ # 0, nebot jinak
by jejich nenulovy rozdil urcoval nulovy funkcional.

Pro yo # 0 ukéZeme jesté spojitost funkciondlu 3/(+) := (-, o) a rovnost norem ||3/|| = |lyol|:

Ew0)5°

' (@) =z 90l = lwollllz]l = [ly'll < llyoll- Naopak pro zo = pity je [zl = 1 a
|y (zo)| = [{z0,y0)| = \(H%ﬁ”,y@\ = m’<y07yo>’ = ”TIOHH?JOH2 = llyoll =

IV || = sup |y (x)|] > ||lyol|. Celkem ||y|| = ||yo||. Soucasné jsme ukézali, Ze (-,yo) € H'. Zbyva
lzll=1
ovéfit [Tay:4.81-B,C s.233], ze kazdé y/(-) € H' je tvaru (-, yo), kde yo € H. O

Dtisledek 3.13.
H~ H' (H a H’ jsou sdruZené linedrné izometrické)
H~H" (H a H” jsou linedrné izometrické).

Zejména kazdy Hilbertav prostor je reflexivni.

Diikaz. y — y'(-) = (-,y) je dle RVR bijekce zachovéavajici normu (izometrie), ktera je
sdruzené linedrni dle 2%,

x — 2" dle dusledku HBV m kde 2" (y') = y/(x) RYR (x,y), tj. 2"(-) = (x,-). Tedy =
2'(-) = (z,-) = (-, ), coz je slozeni dvou sdruzené linedrnich bijekei zachovavajicich normu
(izometrie) a tedy je linedrni izometrii. O

Véta 3.14 (Banach-Steinhausova véta (BSV): Dukaz |D.4]).
Necht T,, € B(B,Y) pron =1,2,.... a {T,a} je ohranicend posloupnost v'Y pro kazdé x € B.
Pak {||T,||} je ohranicend.

Diisledek 3.15 (1. diisledek BSVF).

Jestlize T,, € B(B,Y), Tox — y := Tz, Vz € B, pak (dle BSV [3.1]) je {||T,||} ohranicend
a navic T € B(B,Y). (Bodovd limita spojitych linedrnich operdtori na Banachové prostoru
definuje spojity linedrni operdtor.)

Dikaz. Linearita T je ziejma (limity prendseji linedrni operace).

Tz — Tz, Vo € B= ||Thyz—Tz|| - 0Vx € B = {||Th,x — Tx||} je ohrani¢end pro Vz € B =
| Thx|| < [|[Thx — Tx| + | Tz]] < C(z) + ||Tz| =: C'(x)Vx € B = {||Tnz||} je ohranic¢ena hay
{||T]|} ohranicend, tj. AK : ||T,,|| < K = ||Thz| < K||z||Vz € B = ||Tz| = ||nan;OTnx|\ 20
Jim |Thz|| < K||z||Vz € B = T je ohraniceny. O

3S4m také nékdy oznacovan jako Banach-Steinhausova véta.
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Definice 3.16 (Slaba kovergence).

Jestlize 2}, € B = B(B,C) a a,(z) — 2/(z) pro kazdé x € B, pak 2/ € B(B,C) dle dusledku
BSV a fikdme, ze posloupnost spojitych linedrnich funkciondla {] } konverguje slabé k 2/
(piSeme ], Syl v B').

Jestlize 2, € X a 2'(z,) — '(x) pro kazdé o' € X’ = B(X,CYfY} pak {kdme, 7e posloupnost

{zy} konverguje slabé k = (piSeme z,, rv X).

Disledek 3.17 (2. disledek BSV).
(1) ), Sy o/ v B! = slabd limita o' je jedind a {l|z,||} je ohranicend.

(2) x, Sy 2 v X = slabd limita je jedind a {||zv||} je ohranicend.

Drikaz. Ohranic¢enost je primym dtsledkem BSV. Jednoznacnost slabé limity:

xl Sy a xl Ay Ve X xl (z) = 2'(z) a 2l (x) = ¢(z) = Vo e X jed(z) =y (x),
nebot kazd4 ¢iselnd posloupnost mé jedinou limitu = 2/ = /.

2oz am, Ly =V e X je ' (zy) = o' (z) a 2'(z,) — 2/(y) neboli 2/ (') — 2" (')

a x)(2') — y'(2") dle[3.11(2) W = y" = x =y, nebot x — 2" je prosté. O

Véta 3.18 (Bez dikazu — srov. [Heil:Theorem 2.39 s.82]).

Tn v X = 2 € L({zn}), neboli existuje posloupnost konecnych linedrnich kombinaci

N
{ Zl Cmnn},, konvergentni k x N=Nm ey — || = 0 pro m — 00).
n=

Véta 3.19. #(J) ~ (9(J) a LP(J)' ~ L1(J) pro 1 < p < oo, % —{—% = 1. Pritom ~ je linedrni
izometrie a kaZdy spojity linedrni funkciondl ' € (P(J), resp. ' € LP(J)" lze prdvé jednim
zpusobem vyjadrit ve tvaru

d(x) =Y &y pro x = {&}jes € P(J), kdey = {n;}jes € L9(J), resp.
jedJ

7' (z) = /jx(t)y(t) dt pro x(t) € LP(J), kde y(t) € LI(J).

Diikaz.
Pripad #(J): x = {{}jes € ¢P(J) vyjadiime v pfirozené bazi & = {e}jcs, tji. = > &g
- Jj€J
v {P-konvergenci = pro kazdé 2’ € P(J) plati 2'(z) = Y &2’ (e5) = 3 &mj, kde n; := 2/(g;).
Jj€J Jje€J
Kazdy spojity funkciondl z’ je tedy jednoznacné urcen obrazy prvki baze &, tj. posloupnosti
y = {nj}tjes. Zvolime-li y € (1(J), pak |2'(z)| < ZJlfjﬂj\ = llzylly < llzlpllylly (Holderova
j€
nerovnost), takze x’ ji uréeny je spojity, tj. #’ € (P(J)'.
D4 se ukdzat i opak [Tay:4.32-A s.188]: kazdy a’ € ¢P(J)" je urcen posloupnosti y € ¢9(J),
pficemz zobrazeni 2’ — {z'(g;)};cs je linedrni izometrie, tj. £P(J) =~ £1(J).
Pripad LP(J):
Analogicky plati [Tay:cv.7 s.1951, ze LP(3) ~ L9(J), kde Y &n; ~ [x(t)y(t) dt. O
jeJ J

Diisledek 3.20. Pro1<p < oo, £ + £ =1 plati

|zll, = sup [{z,y)| = sup (|z[,|yl), (3.3)
lyllg<1 lyllg<t

4Neboli z, 2 z v X € X" dle diisledku HBV pfi¢emz 2’ € B(X,C), ktery je tplny dle jak
predpoklada BSV.
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kde v souladu s vétou 2nacimdl:

<9€ y> Z]eJ §ﬂb prox = {&}jes € P(J) ay = {nj}jes € L2(J), resp.
= [yz(t)y(t) dt pro x(t) € LP(J) a y(t) € LI(7J).
Pmtom v pmpade realnych prostoru identita (3.3)) plati i s vynechdnim absolutnich hodnot.

Diikaz. Podle [3.11| a [3.19f mtzeme psat ||z||, = sup [(z,y)| < sup (|z|,|y]) = |l|z|ll, = |z,

lyllg<1 lyllg<1
vzhledem k tomu, ze |z| a |y| rovnéz patri do ptislusného prostoru a ||z||, = |||z||lp, |yllq = llYlll4-
V piipadé redlnych prostoru plati (z,y) < |(x,y)|, takze absolutni hodnotu lze vynechat, nebot
mensi hodnoty neovlivni dosazené supremum. O

Priklad 3.21.

Nalezneme ||z|; pro = [3, —2]7 pomoci Duélnim indexem k p = 1 je ¢ = oco. Tedy
[zll1 = supjy|.<1{T,y) = supjy.<1(3m — 21m2). Snadno se uréi, ze optimalnim vektorem je
y=[1, -1, a |jzll; = 5.

Pro libovolnou redlnou posloupnost x € ¢! Ize feseni vyjadfit ve tvaru y = {sgn &ties a
podobné pro redlnou funkei z(t) € L' je feSenim y(t) = sgnz(t), t € R. Geometricky y odpovida,
volbé vrcholu n-dimenzionalni krychle (co-koule dle obr. , ktery je nejblize k z.

Vsimnéme si, Ze optimélni y neni obecné urceno jednoznacné. Je-li napi. §; = 0, lze zvolit
libovolné —1 < n; < 1.

Véta 3.22. Jestlize x,, — © v NL-prostoru X, pok x, LN
Jestlize dim X =: k < oo, pak z, LENSEPIN Ty —> .

Dikaz. x, — x = 2/(x,) — 2/(z) pro Vo' € X’ € B(X,C), nebot 2’ je spojity.
Jestlize dim X =: k < oo, ukdzeme i opak. Bez Gjmy na obecnosti (viz [2.53)) lze predpokladat
X =0FK), K=1{1,2 k} Bud ej,...,e, ONB v X. Pak pro Vo 3!&,..., & : © = §1e1 +

+ + &pey, pricems IIJUH2 Z & (totiz [lz]? = (z,2) = (C&iei, &es) = X &i&ilei )0 =
i j i
> &%)

K3
Definujme pro i = 1,...,k lineérni zobrazeni f; : X — C : fi(z) := &. Je zp, — z,x, =

et +&ley & lzn—2|? = Z & — &2 = 0pron — oo & |fi(wn)— fl(a:)\ = |£'—&| — 0 pro

izl,...,k:an—)oo(0§|fn §Z|2<Z]§” &%) & filen) = filx)Vi=1,....k an — oo.
ZejménatedyfiEX’proizl,...,k:axn—>x:fi(xn)%fi(x)Vizl,...,k:mn—)a:. O
Véta 3.23.

NechtT € B(X,Y), X,Y NL-prostory. Pak x,, o X = Txy e vy,

sl

Dikaz. ¢ € Y' lib. = T € X' = p(Tx,) = (¢T)(xn) — (¢T)(z) = o(Tx). Tedy Tx, —
Tx. U

3.2 Adjungované operatory

Definice 3.24 (obr. [3.2h)).
Necht X,Y jsou NL-prostory a T € B(X,Y). Definujeme zobrazeni 7" : Y’ — X' takto:

Ty = o/, kde o’ = y/'T, tj. 2'(x) := ¢/ (Tx)Vx € X. Zobrazen{ T' nazyvidme operatorem
adjungovanym k T

SPoznamenejme, Ze o skuteény skaldrni souéin se jedna pouze v piipadé p = q = 2.
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Véta 3.25. T' je spojity linedrni operdtor, tj. T € B(Y', X"), a ||T']| = ||T||.

Diikaz. Linearita je ziejma4.

L |2'(2)] = [y/(T)| < WIHT=] < [IyITI ]l = [Tyl = "l < [Tyl = T" je
ohraniceny a ||| < ||T|.

I1. Dle dusledku 3.11[(1): [Jy|| = sup |y (y)|Vy €Y = ||[Tz| = sup |y (Tx)| =

lly'[=1 llv'll=1
= sup |(T") ()| < sup [ TY|[ ||zl = IT"|[ =[] = ITIl < [IT"]]- [
lly'[l=1 lly'll=1
X Y
C_\ ™ y
E F
X Y
a) v NL-prostoru b) v H-prostoru

Obrazek 3.2: Konstrukce adjungovaného operatoru

Definice 3.26 (obr. [3.2b)).

Jsou-li X = Hy, Y = Hy Hilbertovy prostory a T' € B(X,Y), pak z RVR dostavame
Y (Tz) = (Tx,yo) = 2'(x) =: (x, T*yp), kde na zdkladé RVR jediné x( reprezentujici ' = T'(y/)
jsme oznacili jako T™yo. Operator T : Hy — Hp je rovnéz nazyvan operatorem adjungovanym
k T (nerozlisujeme mezi T* a T").

Ozna¢me E, F' sdruzené linedrn{ izometrie pofadé X na X’ a Y na Y’ dle dusledku RVR
Pak jedno-jednoznaény vztah T' <+ T* je dén piedpisem T* = E~1T'F.

Véta 3.27. T* je spojity linedrni operdtor, tj. T* € B(Hy, Hy), a ||T*|| = ||T'|| = ||T|. Plati
T =T.
Diikaz.
v 12 RVR RVR
L Pro kazdé yo € Hy: [T™yoll = [lzoll =" Il = [IT"Y'Il < IT"[HIy'l =" I1T"[[lyoll =
|T*|] < ||T"|| je ohraniceny.
v 1z RVR RVR
IL. Pro kazdé¢ y' € Hy: [[T'y'|| = |[2'l| "= [lzoll = [[Twoll < [T loll =" I1T"[l ly'll =

17[F < (7|
III. Pro kazdé = € Hy ay € Hy: (y,Tx) = (Tx,y) = (z,T*y) = (T™y,z) = (y, T"z) =
Tz = T**z pro kazdé = € Hy (jednoznacnost dle RVR). O
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’2 (2)

Véta 3.28. T € B(Hy, Hs) = HT*TH HTH2 |7 |\ TT™*|.

Diikaz. Staci ukézat (1), (2) plyne zdménou T" za T™ a uzitim T =T.
£d BZ0 | 2 B0

LT < |7 1T "= T2 H;*H2

IL ||Tz|? = (Tz, Tz) = [(z, T"Tz)| < I Tz ol < 17T [l =
[Tz|| < VITT| ]l = [T} < VIT*TI = [T < | T*T]- O
Véta 3.29.
Iy = Ix/ (identicky operdtor), T € B(X1, X2), Ty € B(X2, X3) = (TxTh) =TTy,
I}, = Iy (identicky operdtor), Ty € B(Hy, Ha), Ty € B(Ha, Hs) = (TvTh)" =TTy .

Dikaz. Pro Ix, resp. Iy je tvrzeni ziejmé. Pro slozeni operdtori dostavame:

(o1 w5](x) = a5(TeThe) = [Tyas)(Thw) = [T1(Taws)](2). 0
Pfiklad 3.30. S uvézenim prikladu [3.7(1)(2) lze polozit Hy = C" a H, = C™, takze pak
T : C" — C™ (spojity maticovy operédtor) = (T'x,y,) yZ‘]T = (T*yy) 'z = (x, T y,), kde
T* = [tj;] je matice hermitovsky transponovand k T' = [t;;].

Véta 3.31.

T:X —Y je TLI NL-prostori =T :Y' — X' je TLI a plati (T")~' = (T~1).

Diikaz. IX/ IX = (1) " (- ) Iy IY = (17 =2 (1-1YT" = T je bijekee

a (T") =t = (T~1Y je rovnéz spojity dle nebot T~ je spojity. O

Dausledek 3.32.
T : Hy — Hy je TLI H-prostori = T* : Hy — Hy je TLI a plati (T*)~' = (T~1)".

3.3 Samoadjungované operatory

Definice 3.33. Operator T' € B(H, H) se nazyva samoadjungovany, jestlize T* = T.

Véta 3.34.
Pro linedrni operdtor T : X — X (VS-prostory nad (Cﬁ) a kazdé x,y € X plati:

1 . . . . .
(Tz,y) = 1{[<T(:10+y),9c+y>—<T(ﬂc—y),ﬂe—y>]1+Z (T(@+iy),atiy)—(T(z—iy),z—iy)],},
kde pro vyrazy # v hranatjch zdvorkdch plati vztahy

[#], = 2((Ty, ) + (Tx,y)), [#],=2i((Ty,z) - (Tz,y)). (3.4)

Dikaz (cvicent).
Nejprve ovéifme platnost vztahii pro [#], a [#], a pak jejich dosazenim na pravé strané vyjde
(T'z,y) na levé strané. O

Disledek 3.35 (Polarizaéni identity).
Pro linedrni operdator T : X — X (VS-prostory) a kazdé x,y € X plati:

1 . . .
(.5 = (e + ol = o = ol [l + i) — 12— i9]?)} (35)
1 . . .
(o,y) = ({ITe+yl? = |To =yl +i [ITo+ iyl — Tz —iyl?]}  (35b)

V redlném prostoru plati tytéz vztahy bez imagindrni cdsti.

6V redlném prostoru H plati véta bez imaginarni ¢asti jen kdyz T = T*.
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Diikaz.

m je specidlnim ptipadem véty |3 n pro T = I. Jelikoz 792 , tak v redlném pripadé bez
imaginarni ¢asti, kterd v (3.4) vypadne podle (5)

(3.5b) plyne z (3.5a)) po zdméné x za Tx. O

Véta 3.36. Necht T € B(H, H) nad C nebo R. Pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:
(1) T =T* (T je samoadjungovany)
(2) (Tz,y) = (Ty,z) pro kazdé x,y € H
(,bilinedarni forma* (Tx,y) je (hermitovsky) symetrickd)
(3) (Tz,z) € R pro kazdé x € H
( ,kvadratickd forma“ (T'z,x) je redlnou funkci) } jen pro H nad C
(4) [#],, [#], € R pro kazdé z,y € H

(5) (Tz,y) = %[#] . 1(<T ,x) + (Tx,y)) pro kazdé x,y € H }6 jen pro H nad R

Diikaz.
)& @2):T=T" & (Tz,y) = (r,T*y) = (z,Ty) = (Ty, ) pro kazdé z,y € H.
©2) = (3): (Ta,y) 2Ty, 2) o,y € H'S (T, 2) = (T, a) Vo € H.
(2) = (5) nad R (Ta,y) & Ty, 2) = (Ty,2) = [#], = 4(Ta,y).
(5) = (2) nad R: (Tz,y) = 5((Ty,z) + (Tz,y)) = (Tz,y) = (Ty,z) = (2).
B3)= 4)nad C: (T'(zty),zxy),(T(rxiy),ztiy) € R@[#]l, [#]2 € R.
nad C: [#]1 € R Im (Ty,x) = —Im (Tx,y) ) — (To )
(1) = @ mdc A0S } P O B };» (Tz,y) = Ty,z). O

Véta 3.37. Necht T € B(H,H). Pak
(1) pro H nad C plati: (Tx,x) =0Vex € H=T =0.
(2) pro H nad R o T =T* plati: (Tz,z) =0Vex € H=T =0.

Dikaz. (Tx,z) =0Vz € g & = [#]o=0Vz,y € H= (Tz,y) = 0Vx,y € H dle|3.34] pro
H nad C, resp. dle m( ) pro H nad R. Odtud dostéavame pro y = Tx: ||Ta:H2 (Tz, Tz) =
ovee HELY 10 —0vae H =T =0, 0

Definice 3.38. Linedrni operdtor T : H — H se nazyva omezenym zdola (shora), jestlize
existuje a € R: o < (T, x) (B € R: (Tx,z) < B) pro kazdé = € H, ||z|| = 1. PiSeme a < T
(T < B), pripadné a < T (T < B), pokud o < (T'z,z) ((T'x,z) < ) pro kazdé =z € H, ||z| = 1.
Rikdme, 7e T je omezeny, pokud je omezeny zdola i shora: pfseme a < T < S (piipadné
s nékterou z nerovnosti ostrou).

Lemma 3.39.
Operdtor je omezeny zdola, resp. zhora prdvé kdyz existuje o € R: a||z||* < (Tx,z), resp. existuje
B e€R: (Tx,x) < Bz||?, pro kazdé x € H.

Dikaz. Pro x = 0 jsou nerovnosti splnény vzdy. Pro vSechna = # 0, pak || |I£ ” || = 1 dava vsechny

prvky na povrchu jednotkové koule a <T(”£”) L) = <”xHTa:, e z) = H$”2(T:c z). Pak a <

Tl

<T(||xH) ﬁ> = W@%ﬂf% resp. W<Tﬁfa~"3> (T (W) H:r||> < B prévé kdyz af|z|* < (Tz,z),

resp. (Tx,z) < B||z||?, pro kazdé = € H. O

Poznamka 3.40.

"Nezamétiovat s pojmem ohrani¢enosti operatoru.
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1) H={0}2 o < T < B pro kazdé o, B € R.
(2) Pokud T € B(H,H), H nad C, pak « < T, resp. T < 3 =

(Tz,z) € RVx € HS) T = T*. Nasledujici véta [3.43| ukazuje, ze plati i opak.

Definice 3.41.
Pro kazdy zdola, resp. shora omezeny operator T' € B(H, H), H # {0}, znadi

) . (Tx, ) (Tx,x)
ap = inf (Tx,z) = inf ———= resp. By := sup (Tx,x) = sup ———,
II%HZ1< ) o£zeH  ||x||? Hx”:l( ) otecH ||Z]?

nejlepsi dolni, resp. horni mez operatoru 7.
Pro T = 0 na H # {0} je zfejmé ap = Br = 0. Pokud H = {0}, pak na H existuje pouze
operdtor T' = 0, takze opét klademe ap = B = 0 i v souladu s pozndmkou [3.40|(1).

Priklad 3.42.

Podle prikladu polozime H = C", kdy T : C"* — C" je spojity operdtor ureny ctver-
covou matici T = [t;;]. Tento operétor je samoadjungovany pravé kdyz T' = T, tj. pravé kdyz
T je (hermitovsky) symetricka matice: t;; = t; (zejména t;; € R). V dalsim se omezime na
komplexni pripad. V redlném pripadé staci prostor C™ nahradit prostorem R".

Ze zakladniho kurzu linedrni algebry [ZM1:kap. 6] je znamo, ze takovou matici lze diagona-
lizovat pfechodem k jiné ONB (rotace spolu s preklapénim souradnych os stavajictho souradného
systému). Tuto novou ONB tvoii pravé vlastni vektory wuq,...,u, matice T, tj. vektory, pro
néz plati Tu; = A\ju;, kde A; € R (j =1,...,n) jsou vlastni ¢isla matice T, kdy operator T
vlastni vektory transformuje v poméru ¢isel A;. Polozime-li U = [uq, ..., u,], pak tato matice
je ortogondlni (unitdrni nad C — podrobnéji viz dile odst. , takze plati UU = I,
nebot na i, j-té pozici tohoto soucinu je (wj,u;) = ;5. Vztahy Tu; = Aju; pro j = 1,...,n
lze ekvivalentné vyjadrit maticovou rovnici TU = U D, kde D = diag(A1, ..., \,) je diagondlni
matice s vlastnimi ¢isly na diagonale. Odtud ihned dostavame diagonalizaci matice T ve tvaru
U*TU =U*UD = ID = D. Prejdeme-li k souradnému systému tvorenému sloupci matice U,
pak pro kazdé x,y € C™ plati transformacni vztahy @ = U a y = Un (£ a n jsou po radé
soutadnice € a y v ONB U). Pak y = Tx = TUE a tedy n = U*y = U*TUE = DE, neboli
n; = A;&;. Operator T je tedy v ONB tvofené vlastnimi vektory uréen diagonalni matici D. Pak
pro vyjadreni kvadratické formy v novych souradnicich dostéavame:

(Ta,x) "2 &*Te = (UE)'TUE = EUTUE = €'DE =Y N&E =S MG (3.6)
j=1 j=1

Déme-li v levé ¢asti misto T jednotkovou matici I ihned dostdvame ||z||? = z*x = £*¢ =
1|12, neboli izometrii jako typickou vlastnost unitdrnich transformaci. Vektory tedy lezi na po-

n 21¢.12
vrchu jednotkové koule < [|z]| =1 < ||€|| = 1. Za této podminky pro (Tx,x) = > % =
j=1

n 2 n 2 n
[n5] ; [nil? 2 v e 1. . ,

‘21 /\’j plati 21)‘#? = Zl|£j\ = 1, takze geometrickym obrazem jednotkové koule

v operatoru T na realném prostoru H = R" je n-rozmérny elipsoid s hlavnimi osami

ve sméru vlastnich vektort a polositkami |);|. Popsané charakterizace jsou vidét na ob-
razku Bl
Usporadejme vlastni vektory sestupné podle hodnoty vlastnich ¢isel: Ay > Ao > ..., > A,. Pak

n B5) n n
Anlll* = An D117 < (T, @) & DNIGE <MD I = Ml2)? (3.7a)

7=1 7j=1 7j=1
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Odtud pfi ||z]| = 1 dostavame vyjadieni nejlepsich mezi pomoci vlastnich ¢isel:
fr=A= max Ajaar=X\, = min \j, (3.7b)
Jj=1,...n j=1,...n
nebot téchto mezi je dosazeno po fadé s vektory &; = [1,0,...,0]T a &, =10,...,0,1]7.

Véta 3.43 (Ditkaz [D.5).
Pokud T € B(H,H) a T =T%*, pak T je omezeny a plati
Tx,x
I7) = max (e, Brl) = sup |[(Two)| = swp I oz qoy). (s9)
=1 o£eet |2

Disledek 3.44. Pokud T' € B(H,H), dimH =n o T =T, pak T je omezeny a plati ||T|| =
max ||, kde Ai,..., A\, jsou redind vlastni cisla matice [T (viz|2.13), kterd je (hermitovsky)
=1,...,n

symetrickd.

Diikaz. Ozna¢me T := [T]. Ovéfime nejprve, ze T =T* a ||T|| = ||T|:
V dikazu véty je m = n a tedy pii volbé ONB v H jsou souradnicové izomorfismy shodnymi
izometriemi V = U : C" — H,takze T = U 'TU apro Uz =: z je ||| = |Uz| = ||z|| pro kazdé
x € C". Dle polarizacni identity zachovava izometrie i skaldrni soucin (viz odst. . Pro
kazdé x,y € C™ pak dostavame:
(Tz,y) = (U 'TUz,y) = (UU'TU=,Uy) = (Tz,y). Odtud dle [3.36(2) plyne
T=T" < T=T"a HTHBE{I sup |(T'z,x)| = sup |<Tm,$>|@HTH

[[=]=1 [lz]l=1

Pak pri sestupném usporadani vlastnich ¢isel Ay > Ao > ..., > A, dostavame

(13-8) (3-8) (3.7b)
max (jor), 187) B 17 = |T) €2 max (lag), 152]) B2 max (7], [An])

Tvrzeni plati i pro H nad R, jestlize soufadnicové izomorfismy konstruujeme mezi H a R™.
V tomto piipadé je vzhledem k|(3.36[5) imagindrni ¢ast polarizaéni identity nulova, coz ale plati
jen pii T'= T™* (viz poznamku pod ¢arou). O

= max |)j].
ij=1,...,n

e

Definice 3.45. Linearni operator T' € B(H, H) se nazyva pozitivni (kladny), jestlize 0 < T,
tj. kdyz (Tx,x) > 0 pro kazdé x € H. Pokud 0 < T, fikdme, ze T je striktné pozitivni,
tj. (Tx,z) > 0 pro kazdé 0 # x € H. Pro T,U € B(H, H), piseme T' > U, resp. T' > U, jestlize
T—U2>0,resp. T—U > 0. Zejména T > 0 pro T' = 0.

Linedrni operator T' € B(H, H) se nazyvad negativni (zaporny), resp. striktné negativni,
jestlize —T je pozitivni, resp. striktné pozitivni.

Viéta 3.46. Necht T € B(H, H), H nad C. Pak T > 022 7 — 1+,

Véta 3.47. Necht T,U,V.W € B(H, H). Pak plati:
(1) T>UV>W=T+V>U+W
(2) T >T (reflexivita)
(3) T>UU>V =T >V (tranzitivita)
(4) Pro U,T samoadjungované plati T > U, T <U = U =T (antisymetrie).
(5) T>U,a€R =aT >aU proa>0aaT <alU proa<0.
(6) T>0 (T >0) TLI na R(T) = R(T) je H-prostor, na némz T~1 >0 (T~1 > 0).

Diikaz.
) T>U0V>W=T:=T-U>0T:=V-W2>0= (T1+Th)z,z) = (Tiz,z) +
(Thx,xy >0Vc e H=T-U+V -W>0=T+V >U+W.
(2) T — T je nulovy operator, takze dle definice [3.45(je T —T >0 a tedy T > T.
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B)T-U>0aU-V>0XT V= (T-U)+U-V)>0=>T>V.

(4) Pro kazdé x € H:

T-U>0=(T-U)z,z) >0aU—-T>0=(U-T)z,z) >0= (T —U)z,z) =
(—(U-T)x,x) = —((U—-T)x,z) <0. Celkem ((T' — U)z,z) = 0Vx € H, takze T = U,
nebot 7' — U = 0 podle 3.37] s uvdzenim tvrzeni [3.46]

(5) Prokazdézx € HHU-T > 0= (U-T)z,x) > 0= (T —alU)z,z) = «((T-U)x,z) >0
proa>0aa((T’—U)x,x) <0 proa <0.

(6) TLI zfejmé zachovava uplnost (viz téz[1.5a2.38), takze R(T) je rovnéz H-prostor. Pfitom
pro kazdé y € R(T), kde y = T plati: (T 1y, y) = (T Tz, Tz) = (z,Tz) = (Tx,z) =
(Tz,x) > 0. Jelikoz y # 0 = = # 0, tak pokud (T'z,z) > 0 pro = # 0, je také (T 1y, y) >
0.

O

Disledek 3.48.
Relace > je relaci castecného uspordddni samoadjungovanich spojitjch operdtord v prostoru
B(H,H).

Véta 3.49.
Jestlize T € B(H,H), T =T*,T >0, pak T < < ||T| <pB. Zejména tak Br = ||T].

Dikaz. T € B(H,H), T = 7+ L8 IT|| = sup [(Tx,z)| 20 sup (T'z,x). Pak

[lz]|=1 llzll=1

T<p & (Tz,x) <pVreH,|z||=1 < sup (Tz,z) <p < ||T| <p.
/=1

O
Véta 3.50. Pro T € B(Hy, H2) jsou T*T o TT* samoadjungované pozitivni operdtory a plati:
0 <T*T,TT* <||T|* = ||T*|]* = Brer = fro-.

Diikaz.

Pro kazdé y € Hy, ||ly|| = 1 je 0 < || T*y||? = (T*y, T*y TT*y,y) = TT* > 0.
Pro kazdé z € Hy, ||z|| = 1 je (T*Tw, z) 22 (Tw, T*z) B2 (Tw, Ta) = ||Tz||? > 0 = T*T > 0.
Podle a je (T*T)* = T*T** = T*T a (TT*)* = T*T* =TT*.

Uzitim [3.49 na tyto operatory dostavame

Brer = |T°T| =B TT*|| = Bro, kde |T)2 = |T*|2 = |T*T). O

)2

Véta 3.51.

Necht T € B(H,H). Paka <T < & o <T*<pB. Zejména tak ap = ap« a By = Br~.
Diikaz. Pro kazdé x € H, ||z|| =1 je (Tx,x) (x, T*z) a plati:

a<T<p & a(Tz,x)<p & a<{(x,T'z2) < & a< (T'zr,x) <p &

& a<T* < B, nebot (Tx,x) = (x, T*z) € R, takze (z,T*z) = (z,T*x) = (T"x,x). O

Véta 3.52 ([Heil:Thm.2.18 s.67]).

Jestlize T € B(H,H) a T > 0, pak existuje jediné V. € B(H,H), V > 0 takové, Ze V2 =T
(piseme V = \/T). Pokud T = T*, pak také V = V*. Operdtor V pri skldddni komutuje s T
1 s kaZdym jinym operdtorem, ktery komutuje s T'.
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Pozndmka 3.53.

(1) Jestlize T'>0aT =T%, coz dle Vidy plati v komplexnim prostoru H, pak je V = V*
a tedy lze v tomto pripadé kazdy kladny operator T psat ve tvaru T'= V*V = VV™* jako
ve Specidlng pak dle [3.28) plati | 7| = ||VT|2, neboli [|[vT|| = /]T7.

(2) Omezme se nyni na 7' =T", T > 0 v prostoru H konec¢né dimenze. Z a jejiho dukazu
vyplyva, ze pro T := [T] je T* =T a T > 0 (kvadratické formy urcené operatorem 7' a
matici T' nabyvaji stejnych hodnot). Ze zédkladniho kurzu linedrni algebry [ZM1:kap. 6]
je znamo, ze v prikladu plati \; > 0 pro pro vSechna vlastni ¢isla matice T'. Podobné
T>0 < T >0 < X; >0 pro vSechna j. Neboli pro samoadjungované maticové
operatory splyvaji pojmy:
pozitivni maticovy operator T' = pozitivné semidefinitni matice T' a podobné
striktné pozitivni maticovy operator T' = pozitivné definitni matice T'.

Pro T > 0 je konstrukce matice V' = /T snadn4, kdyZ vyjdeme z diagonalizce v piikladu
.42

U*TU =D =T =UDU* =UVDVDU* =UVDU*UVDU* =VV,

jestlize polozime V' = UV DU*, kde v D = diag(v/ A1, ..., V).
(3) Tvrzeni véty neplati obecné pro redlny prostor H nad R. Jako protiptiklad muzeme
uvést pozitivni maticovy operdtor T : R? — R? urceny nesymetrickou matici T'= [} ~1].

Vskutku, pro libovolné = =: [x1,22]" je T > 0, nebot

1 Ty — x|
T9 r1 + T2

= z1(21 — 22) + z2(71 + m2) = 27 + 23 > 0.

1 -1

L1l 2 = el

<T:B,CL'> = [ZL‘l,SUQ] [

Odtud ihned pro kazdé = € R? dostdvame (Tx,x) = 23 + 23 = (Iz,x), neboli (T —
Iaz,z) =0, kde T — I = [9~}] # 0. Nalezli jsme tak priklad nenulového maticového
operatoru, kde jim uréend kvadratickd forma je nulova. To potvrzuje, Ze tvrzeni |3.37|(1)
skutecné obecné pro redlny prostor neplati bez dodate¢ného predpokladu samoadjungo-
vanosti, stejné tak neplati[3.47|(4) ani

Spoctéme jesté vlastni Cisla vyse uvedené matice T: charakteristicky polynom je roven
det(\I —T) = (A —1)2+1 > 0 a ten nem4 realné koieny, takze viechna vlastni &isla
jsou komplexni. Pak bez dodateéného predpokladu samoadjungovanosti jako ve (2) ne-
muzeme ani tvrdit, ze matice T' > 0 ma nezdporna vlastni Cisla. Protoze T nemé redlna
vlastni ¢isla, nemiize ani byt diagonalizovatelnd nad R, prestoze nad C je dokonce unitarné
diagonalizovatelnd (cviceni).

Véta 3.54 (Véta o ortogondlni projekci v H—prostoreclfl).
Necht Hy C H je uzavieny linedrni podprostor (tj. H-podprostor dle[2.38(2)). Pak
(i) Pro kazdé v € H3'z € Hy: ||z — | = infg llx —yll.
yei
Pritom T je pro kazdé x € H jednoznacné urcen podminkou:
(i) x — % € Hi" (v —2 Ly pro kazdé y € Hy).

8 V piipadé redlného prostoru H lze vétu vyslovit v obecnéjsi podobé jako projekci na uzavienou
konvexni podmnozinu [DeMi:Thm.39.3 s.122], kdy = — T svird s libovolnym y — T € H; pravy nebo
tupy uhel. Kazdy podprostor H; je afinni (s kazdymi dvéma body obsahuje pfimku prochézejici témito
body) a tedy i konvexni (s kazdymi dvéma body obsahuje tsec¢ku spojujici tyto body). Pak « — = vzdy
svird s kazdym y — T € H; pravy uhel a projekce tak piejde v ortogonélni projekci a to dokonce i pro
komplexni prostor.
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Diikaz. Uplny dikaz lze nalézt napt. v [DeMi:Thm.3.9.4 s.123]. Zde se omezime jen na ovéreni
jednoznac¢nosti Z spliiujiciho podminku (ii):
.T—C/L'\l,l'—./fg€H1J‘2>§3\2—/$\1:CL'—./T\1—(13—C/L'\2) GHlﬂH%:{O}ifngl. OJ

Definice 3.55.
Operétor Py, : H — Hy, kde Py, x := T se nazyva operatorem ortogonalni projekce H na

Hi, nebo ortogondlnim projektorem H na H; (zfejmé Py, x © x pro kazdé x € Hy, takze
Py, je surjektivni).

Véta 3.56. Pro zobrazeni P : H — R(P) =: Hy (uzavreny podprostor v H) jsou ekvivalentni
ndsledujict vyroky:

(1) P = Py,, tj. P je operdtor ortogondlni projekce H na Hj.

(2) Pro kaZdé x € H je z* := 2 — Px 1 Hy (neboli z* € Hi-).

(3) P<B(H,H), P> =P (P je idempotentni) a P = P* (P je samoadjungovanyj).

Diikaz.
(1)<(2): plyne dle (ii) aﬁ
(2)=(3):
a) PeB(H,H):

Linearita: pro ¢1,co € C a x1,x2 € H libovolna dostavame:
c1w1 + cawy — (c1 Pxy + coPxo) = ¢y (11 — Px1) +co (2 — Pxy) € Hi-, coz je L-podprostor

€H{ cH

dle Odtud vzhledem k jednoznaén(l)sti ortogonédni1 projekce podle (ii) dostdvame
P(Cll‘l + CQIQ) =c1Pr1 + caPxs.
Spojitost: Pro kazdé « € H je x = Px+at, 2t L Px, takze dle Pythagorovy véty 6°
plati [|z]|* = ||Pz|* + [|o*|* > || P|* = P € B(H, H1) a ||P|| < 1.

b) P? = P: Pro kazdé x € H je
u::PxEHl,PueHl@u—PuEHlﬂH%Z{O}ij:u:Pu:P%:.

c) P=P*: Pro kazdé x € H a y € H; je stejné jako v b) y = Py = 7 a plati: (Pz,y) =

<‘%7(y\> = <x _xL7§> = <x7§> - <xl7g> = <:U,Py>
———

=0
(3)=(2): Polozme M := {x € H|Px = x}. Je M C H;. Naopak pro kazdé x € H je Pz € M,
nebot P?x = P(Px) = Px a tedy Hy =: R(P) C M. Pak pro u € M = Hy a x € H libovolny
dostavame: (x — Pz, u) = (z,u) — (Px,u) = (z,u) — (z, P*u) = (r,u) — (z, Pu) = (x,u) — (r,u) =
0. O

Disledek 3.57. Py, je pozitivni operdtor (0 < Py, <1) a ||Pg,|| = 1.

Driikaz.
V dikazu [3.56(2)a) jsme pro P := Py, ukazali |P|| < 1. Pro z € H; je ||Px| = ||z|, takze
|P|| = 1. Pak dleB.50]je 0 < P*P = PP = P < |P|? = 1. O

Diisledek 3.58. Pro libovolnou podmnoZimu M C H (H-prostor) plati M+ = L(M).

Dikaz. N

I Podle [2.65je L(M)" = M*, takze Hy := L(M) C M1,

I1. Ukdzeme i opac¢nou inkluzi: x € M-+ B9, _ 5 +a2t,2e Hy,z+ L H =

zt € Mt 2t =2 — 7€ M+ (L-podprostor) = 2+ Lot =2t =0=2=2=

x € Hy = L(M). Tedy M++ C L(M). O
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Diisledek 3.59. Iy — Py, : H — Hi- je operdtor ortogondlni projekce.

Diikaz. Pro Iy — Py, ovéfime [3.56](2): pro kazdé @ € H je x — (Iy — Py, )z = x —x + Py,x =
Py« € Hy, picemz Hi-* BB 2(H,) = H; = H;. O

Dausledek 3.60 (Nékteré dalsi vlastnosti operdtoru ortogondlni projekce).
Necht Hi, Hy C H jsou H-podprostory. Pak plati

(1) € H < Pyx=ux.

(2) x € H < Py,x=0.

(8) Hy C Hi < Py,Py,x = Py,v pro kaZdé x € H.

Dukaz.

(1)zeH « JJL:J:—PHla:EHl2)3,’J-€H10H1L & 2t =0 & =Py

(2) x € H (1)(IH—PH1):1::$ & x—Pgpr=x < Pyo=0.

(3)xr € H= x = Py,x+a2t,2t € H{ = Py,x = Py, Py, v + Py,x*, v+ € H{-. Pak

= HyCH = H\ CH} =o' e Hive e HE Pyyal = 0¥e € H= Pz = Py, Prya Ve € H.

<t Pyyx = Py,PraVe € HE C H S Py = P00 = 0V ¢ B o e B Vo e B =
HngHiiHQHQLLngilHL
0

T e B(H,H)

T samoadjungovany (o <T < f)
T pozitivni (0 < T < f)

T = P ortogonalni projekce (0 <T < 1)

Obrazek 3.3: Tridy omezenych operatort v B(H, H) nad C

Pozndmka 3.61. Chceme-li vytvorit konkrétni maticovy projekéni operator, staci umét charakte-
rizovat podprostor, na néjz ma ortogonalni projekce probéhnout. Umistime-li linearné nezavislé
generatory tohoto prostoru do sloupct matice T', pak projekéni operator je matice dana expli-
citné jako P = T(T*T)~'T*. Souradnice vysledného vektoru v bazi T jsou tedy vypocteny jako
(T*T)~'T*. Jsou-li navic generatory v T ortonormdlni, projektor je piimo TT*. Viz obr.
Pro hlubs{ souvislost s pseudoinverznimi operdtory viz disledky a
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Obrazek 3.4: Projekce povrchu jednotkové koule v prostoru R? na podprostor generovany
vektory [-1 —1,5 0,7]" a [-0,5 —0,1 1,2].

3.4 Kompaktni operatory

Teorie: [FAl:0dst.5.7]

Definice 3.62 (Kompaktni operator).

Linearni operator T : X — Y (NL-prostory) se nazyva kompaktni, jestlize zobrazuje kazdou
podmnozinu M C X ohrani¢enou v X na podmnozinu T'(M) C Y relativné kompaktni v Y (viz
2.71)).

Véta 3.63.
Kazdy kompaktni operdtor T : X — 'Y (NL-prostory) je spojity, tj. T € B(X,Y).
Diikaz. Je-li T kompaktni, pak M C X ohrani¢end v X = T(M) relativné kompaktni v YV’

2.72)/2° (b
®) T(M) je ohrani¢end v Y. Tedy operator T je ohraniceny (viz |2.41)), coz je dle véty
ekvivalentni s jeho spojitosti. d

Véta 3.64. Necht T € B(X,Y) (NL-prostory), pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(1) T je kompaktni.
(2) Necht {x,} C X je posloupnost: x, € K = {x|||z| < 1}. Pak {Tx,} obsahuje podpo-
sloupnost konvergentni v'Y .
(3) Necht {zn,} C X je posloupnost: xz, € y(K) := {z|||z|| = 1}. Pak {Txz,} obsahuje
podposloupnost konvergentni v'Y .

Driikaz.

(1)=(2): K ohranicend = {z,} je ohranicend = {T'z,} je relativné kompaktni
{Tx,} obsahuje konvergentni podposloupnost.

(2)=(3): zfejmé, nebot v(K) C K.

(3)=(1): Bud M C X ohrani¢end a zvolme libovolné {y,} C T'(M), tj. y, = Tz, x|, € M,

kde ||z,|| < C. Podle 2°(d) staci ukédzat, ze {yn} obsahuje konvergentni podposloupnost.

2.72|/2°(d
()

]
n
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Nastanou dva pripady:

(i) yn = 0 pro nekoneéné mnoho n = ng, k € N = {y,, } je nulova podposloupnost, takze y,, — 0
pro k — oo.

(i) 3N € N: y, # 0 pron > N. Pak 0 < [|a},]| < C,n > N = I{ng}: ||z}, || > a < C pro
k — oo pii ng € N [ totiz {||«},]|} C [0,C] C R, kde dimR = 1, takze dle 2°(d) {||=.11}
obsahuje konvergentni podposloupnost s limitou v [0, C], nebot [0, C] je uzaviena a ohranicena a

tedy kompaktni dle[2.72)/3°(c) |. Pak w,, := %:H ev(K), Tz, = ﬁynk adle (3) {Txn,, },

[EA

Txnkl -y Pak ynkl — oy, nebot: Hynkl B ayH -
= HHl'/nleTCanl - OéTxnkl + OlTxnkl a ozyH < |Hxlnle - Oz| I + |O[|||T$nkl —yll = 0, nebot
‘Hl’;ucl ” - a‘ —0a HTx”’fz o y” -0 -

Véta 3.65. x, 25 z v NL-prostoru X, {zn} (relativné) kompakini = x, — x.
Diikaz.

Sporem: Necht existuje eg > 0 a {ng} C N tak, ze ||z,, — x| > €. Je-li {z,} (relativné)
kompaktni, pak dle[2.72)/2°(d) je také {x,, } (relativné) kompaktni a existuje {.T}nkj }: Tny,, = T.

Pak také Ty, g dle[3.220a 2 = T, nebot x, oy = Ty, sl x, pricemz limita je urcena
jednoznac¢né dle [3.17(2). Tedy ||5'7nkj —z|| = 0, coz je spor s ||:cnkj —z|| > eo. O

Véta 3.66. Kompakini operator T : X — Y (NL-prostory) zobrazuje slabé konvergentni po-
sloupnost v X na konvergentni posloupnost v'Y .

Diikaz.
2y 5w 2) {zp} je ohranicend L2 {Tx,} je relativné kompaktni. Soucasné dle [3.23| také
Txy, sty Tx, takze Tx,, — Tx dle ]

Véta 3.67. Necht T € B(X,Y) a U € B(Y,Z) (NL-prostory), pricemz alespon jeden z nich je
kompaktni. Pak jejich slozeni UT € B(X, Z) je kompaktni operdtor.

Diikaz.

T kompaktni: M C X ohranicena L2 (M) je relativné kompaktni v Y = UT (M) je relativné
kompaktni v Z: vskutku, pro libovolnou {z,} C UT(M) je z, = Uy, kde z {y,} C T (M) lze
vybrat y,, — v, takze z,, = Uy,, — Uy vzhledem ke spojitosti U.

U kompaktni: M C X ohranicena 1) T(M) je ohranicend a tedy dle [3.62| je také UT'(M)
relativné kompaktni. ]

Véta 3.68. Necht T € B(X,Y), dimY < oco. Pak T je kompaktnﬂ

Diikaz. Jestlize T je spojity, pak T je dle ohrani¢eny a zobrazuje tedy ohrani¢enou pod-
mnozinu v X na ohrani¢enou podmnozinu v Y, kteréd je v prostoru kone¢né dimenze relativné

kompaktni dle 3°(d). O

Véta 3.69 ([FA1:Véta 5.15]).
Necht T, € B(X, B), n € N, je posloupnost kompaktnich operdtori a T,, — T v B(X, B). Pak T
je rovnéez kompakini.

9Zejména kazdy maticovy operdtor mezi prostory koneéné dimenze je kompaktni.
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Pozndmka 3.70.
Koverguji li T, k T jen bodové, pak z kompaktnosti T;, obecné neplyne kompaktnost T: necht
= {en}02, Je béze v separabllnlm prostoru B, dim B = oo (existuje dle 2 napr. v B :

KQ(N)), T = Z &ei, Thx = Z &ei. Pro kazdé n € N operator T,, zobrazuje x do prostoru
=1

=1
koneéné dimenze n, takze je dle [:68 kompaktni. Pritom T,z — x = Iz pro kazdé x € X,
pricemz I na B neni kompaktni, nebot dim B = oco. Totiz kazda ohrani¢end mnozina by jinak
musela byt relativné kompaktni, coz dle 3° plati jen v prostoru kone¢né dimenze.

Véta 3.71 ([Tay:5.5-A s.260]).
Je-li T kompaktni, pak R(T) je separabilni prostor.

Véta 3.72 ([Tay:5.5-B s.261]).
Necht T € B(X, B). Pak T je kompaktni prdvé kdyz T' je kompakind.

3.5 Unitarni operatory

Lemma 3.73. Necht T : X — Y (NL-prostory) je (sdruzené) linedrni operdtor. Pak T je
izometrie prave kdyz ||Tz|| = ||z|| pro kaZdé x € X (T zachovdvd normu,).

Diikaz. T je izometrie < d(Tx1,Tx2) = d(x1,x2) V1,22 € X 247 | T(x1 — z2)|| = [|[T21 —

Tzl = ||z1 — 22||Vr1,20 € X & || Tx|| = ||z|| Ve € X. O
Diusledek 3.74. Je-li T (sdruzené) linedrni izometrie X na'Y (NL-prostory), pak T € B(X,Y),
IT| = IT7Y =1 a T je topologicky (sdruzené) linedrni izomorfismus.

Diikaz.

I. T je prosté (a tedy bijekce): Txy = Twy = 0 = [Tz — Tx2| = | T(x1 — z2)|| = [|Jz1 — 22| =
0=x1 — 29 = 21 = X9.
IL. ||T]| = sup | Tz| = sup lz|| = 1, takze T je ohraniceny (spojity).

|zl|= llll=

II. T~! je zfejmé rovnéz 1zometr1e, takze dle IL. |71 = 1. O

Véta 3.75. Necht T : X — Y (VS-prostory) je (sdruzené) linedrni operdtor. Pak ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni:
(1) T je izometrie.

(2) |Tz|| = ||x|| pro kaZdé x € X, neboli T zachovdvd normu.
(3) (Txy,Txe) = (x1,22) ((Tx1,Tx2) = (x1,22)), Neboli T zachovdvd (sdruZené) vnitrni
soucin.
Dﬁkaz.

(1)&(2) plyne 2 B3

(2)= ( ) plyne z polarizacni identity (3.5a)). Pro sdruzené linedrni operdtor je tfeba uvazit, ze
T(x +1iy) = Tz FiTy, takze ve vztahu (3.5a)) jeho imagindrni ¢ast [#] zméni znaménko.
)

(3)=(2) je zifejmé, nebot ||z| = /{x,z) = /(Tx,Tx) = \/<TJE,T$> = ||T]|. O

Definice 3.76 (Unitarni operator).
(Sdruzené) linedrni izometricky operator 1"z Hy na Hy (H-prostory) se nazyva (sdruzené) uni-
tarni. V takovém pripadé fikdme, Ze prostory H; a Ho jsou (sdruzené) unitarné izomorfni

(UI) a piseme H; X H,.
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Véta 3.77 (Cviceni).
Slozent dvou (sdruzené) unitdrnich operdtori je unitarni operdator. SloZeni unitarniho a sdruzené
unitdrniho operdtoru je sdruzené unitdrni operdtor.

Véta 3.78. Necht T : Hy — Hy (H-prostory) je (sdruzené) linedrni operdtor. Pak ndsledujici
vyroky 1° az 5° (1" aZ 4*) jsou ekvivalentni:

1° T je unitarni 1* T je sdruzene unitarni
2° T je surjekce zachovdvajici normu 2° T je surjekce zachovdvajici normu
5 T je surjekce zachovdvajici vnitrni soucin F T je surjekce zachovdvajici
4° T je spojitd bijekce s vlastnosti: sdruZené vnitrni soucin
(Tz,y) = (v, T"y) Vo € Hy,y € Ho 4* T je spojitd bijekce s vlastnosti:
5 T je spojity a T* = T~ neboli (Tz,y) = (x, T ly) Yo € Hy,y € Hy

T*T = Iy, o TT* = Ip,

Diikaz.

1°62°63° (resp. 1*<2*<3*) je diisledkem [3.75]

3°=4° (z, T ly) = (T, TT 'y) = (Tz,y).

3*=4*: (z, T \y) = (T2, TT-1y) = (Tz,y).

4*=3*: sta¢{ ve 4* polozit © = x1 a y = Txg, pak (Txq1,Txs) = (x1, T ' Txs) = (x1, 22).
4°=5° je dusledkem jednoznac¢né existence T™ dle (RVR).

[ =TT = (x1,22) = (x1, T*Ts) "8 Ty, Tws) B2 T je izometrie,
R(T) = D(T~') = D(T*) = Ha, takie T je surjekce.

5°=3°:

Véta 3.79 (N&které uziteéné (sdruZend) unitarni operatory L? — L?).

Necht f(t) € L? je libovolnd funkce; a,b,s € R, s # 0, pak ndsledujici operdtory L?> — L? (nad
C) definované v tabulce jsou

a) unitarni translace 7,, modulace e, dilatace Ds, reflexe R a Fourierova transformace J;
b) sdruzené unitarni konjugace = a involuce ~.

Diikaz. Operatory 1y, €4, Ds a R jsou zfejmé linearni, konjugace ~ sdruzené linearni a zachovavaji
normu (uzitim vhodné substituce).
Postup budeme ilustrovat v nejslozitéjsim piipadé operdtoru Dy (ostatni za cviceni):

o0
. s e = pro s > 0,
IDfIP=1sl [ IFEOPAEST8 ™2 e e
e (=s) [ If* < =s [ f(@)]* 5 =f[IF pros<0.
o —00
Surjektivita je zfejma z tvaru inverzniho operatoru, takze pak unitarnost téchto operatoru

plyne z 2°.

Fourierova transformace je unitarni v dusledku [2.88
primym vypoctem:

kde FF = (35)1 BT gy

* nebo

ey = [([ame =t a)yma "2 o [eemy)dy = @57,

Involuce ™ je slozenim unitarniho operatoru R a sdruzené¢ unitarniho operdtoru konjugace a je

tedy dle také sdruzené unitarni. O



Funkcionalni analyza s aplikacemi ve zpracovani signalt 61

Tabulka 3.1: Unitarni operatory: definice a zédkladni vlastnosti

Nézev definice inverze Fourierova transformace
Translace: (pf)(t) := f(t—1D) =T =T be =e_ bf
Modulace: (eaf)(t) := eiQ”“tf( ) et =e;l=e_, eaf =1of
Dilatace: (Dsf)(t ) |s|2 f(st) D: _Ds1 =D, D.f =D, f

|s| > 1 ... kontrakce, |s| <1...dilatace - R
Reflexe: (Rf)(t) == f(—1) R:=1,R*=R'=R Rf=Rf
Fourierova (FEH@) = [ flu)eF2™tudy  (FE)* = (FE)~1 =57 er/*\f = f, 5;\f =Rf
transformace: f =Ff; f =T }v: i }A: RS
Konjugace: fef f f /sz f
Involuce: fe f, f=f(-t)=Rf f=1 f=r

Véta 3.80 (Vlastnosti (sdruzeng) unitarnich operatori z véty [3.79).

Viastnosti (sdruzené) unitarnich operdtori prehledné shrnuje tabulka |3.1] m Jedingm mnetrividl-
nmm samoadjungovanym operdtorem je reflexe R, kterd je soucasné také jedinym netrividlnim
operdtorem zaménitelngym s operdtory Fourierovy transformace &, konjugace i involuce, pricemz

plati: FF = RFE* =F*R, f=Rf=Rf a f = Rf = Rf

Diikaz. Oznac¢me U libovolny z unitdrnich operatoru definovanych v tabulcea f € L?. Vztahy
pro U~!f jsou zfejmé. Vztahy pro U f se ovéii primym vypoctem (cviceni) s vhodnou substituci
nebo jinou tpravou v prislusném integralu, napf.

be /f _igﬂ-,ytdt u:::t—b/f(u)e—i%w(u—l—b) du

~

= ¢ P / Flu)e™ 2™ dy = e 72 f() = (e_yf) (7).

nebo
Cah) = [ etpwe > tat= [ fe >0 dt = fy - a) = (r ).

Vlastnosti FT: (F£JF*f)(t) AT (FFFEL)(—t) = f(—t) a specidlné .’f/:f = FFtf = fa
F-f=9"9 f=R/f.

Reflexe R je zaménna s FT: dle je Ftf = RFTf a z predchoztho F*F*f = Rf =
FTFEFEf = FTRf = F*f = FTRY.

Vlastnosti konjugace a involuce: konjugace je zadménné s reflexi, nebot slozenim s ni v libovol-

ném potadi dostavame involuci: f = Rf = Rf.
Podobné involuce je zadménna s reflexi, nebot slozenim s ni v libovolném poradi dostéavame kon-

jugaci: Rf RRf f = RRf = Rf.
Odtud f = RRf = f = f, takze inverzi ke konjugaci, resp. k involuci je tyz operator. O

Disledek 3.81. Pro kazdé f,g € L? (nad C) plati:

(f.9)={f,9) a (f.9)=(F9).

1074 netrividlni povazujeme operator, jehoz parametry neuréuji identické zobrazeni.




62 FEKT Vysokého uceni technického v Brné

Diikaz. Pro konjugaci a involuci plati f =fa f = f, takze inverz{ ke konjugaci a involuci je tyz
operator a tvrzeni pak plyne z 4%, O

Disledek 3.82. R _
(a) Pro redlnou funkci f € L? je f(—v) = f(y) pro kazdé v € R (symetrie fourierovského
spektra)

~ =

(b) Pro ryze imagindrni funkci f € L? je f(—v) = —f(y) pro kazdé v € R (antisymetrie
fourierovského spektra).

Dikaz. B o~ R _
(a) fredlnd = f = f = f=f = f, neboli f(—v) = f(7).

(b) f ryze imagindmi = f = —f = f = —? = —f, neboli f(—7) = —f(7). O



4 INVERZE SPOJITYCH LINEARNICH OPERA-
TORU

4.1 Teoreticka vychodiska

Véta 4.1 (Ortogonalni rozklad prostort uréeny operatory T' a T* — obr. [4.1]).
Pro T € B(Hi, Ha) plati:

H

(1) N(T) = R(T*)* = R(T*)"; N(T)

N(T)t =R(T*
(2) N(T*) = R(T)* = R(T)"; ROV

N(T*)- =R(T) I
(3) Hy = R(T") @ N(T); N

Hy = R(T) & N(T*) 7 . H
(4) T=T"=N(T)=R(T): =R(T)"; T S

R(T) = N(1)* 0
(5) N(T) =N(T"T);

N(T*) = N(TT*) N(T)
(6) R(T) = R(TT*);

R(T*) = R(T*T)

Obrazek 4.1: Rozklad prostorta
Dukaz

(1) ze N(T) & Ter =0 & (Tz,y) =0Vy € Hy & (z,T*y) = 0Vy € Hy &
v € R(T*)EEERT. Pak 3.58 = N (1)L = R(T*)1L = R(T).
plyne z (1) zdménou T za T™ s uvazenim 7" = T.

2)
@) feH BB f = Fy 1 F = Pagef ft e RO L N(D),
(4)
(5)

plyne z (1) a (2).
reEN{T) & Tr=0s0=|Tz|?=(Tz,Tx) = (T"Tx,z) & T*Tr =0 <
x € N(T*T). Druha rovnost zdménou T a T*.

©6) RTTH L NTT*)* Q M(T*)- @ R(T). Drubd rovnost zaménou T a T*.

Definice 4.2. Pro T € B(Hy, Hy) definujeme
T:= T\R 7€ B(R(T*),R(T)) a (T*):=T*

€ BR(T), R(T7)).
Véta 4.3. qutz:
(1) (I*y=1" . .
(2) R(T) = R(T), R(T*) = R(T*), N(T) = {0}, N(T*) = {0}
(3) T\ = IT|| = IIT*|| = | T

Dikaz. Polozme H := R(T), H* := R(T*). Pak H13) H*®N(T) a Hy n(?))IT—IEB./\/'(T*).
(1) « € H*,y € H lib. = (Tx, ) = (Tr.y) = (2.T%) = (o, (T°79) 2 (1) = T+,
©2) f=f+f-€H, f=PygfeH fre H*-=N(T ):>Tf Tf+Tf+ =TF. Podobné
R(T*) = R(T*).
N(T) = N(T) n B B 10} 2 podobns N(1) = N (T*) 0 H = {0}.

63
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(3) |7l = 7] a |7 = ||| plyne z[3.27, Staci ukézat | T|| = |T|:
pro Vf € H* je |Tf| = HTfH < TN = 1T < 1T

Neaopak Vf € Hy : [|[TfP Z AP < IZIPIFI2 < I12(0F1+ 0742 B 2y 2 =
T < ITUIA = |7 < |1 T

Véta 4.4.
Je-li T : X — Y linedrni (X,Y NL-prostory), pak T~ existuje a T~' € B(R(T), X) prdvé kdyz
existuje m > 0: m|z| < ||[Tz| pro kazdé x € X.

Sy T\t o1
= (0;“& B <

V takovém pripadé pro T # 0 plati

Diikaz.

. «:Tx=0=0<m|z| <||Tz|| =0 = ||z|| = 0, nebot m > 0=z =0. Tedy T je prosté,
T~! existuje a je ziejmé linearni.
Spojitost: y € R(T) = Jo = T~1y. Pak mlz| < |Te|l = m|T-'y| < |TT-'y| = |yl =

- _ 1
Iyl < llyll = T < — (+)

L =: T~ € BR(T), X) = [T~ 'yll < [T~ ||yl ¥y € R(T) =
lz)| = |7~ T|| < T~ T2l pro Vo € X (+x)
Odtud pro kazdé 0 < M < oo: [T < M = ||z| < M||Tz|| = 3 |z|| < ||Tz|| a stadi polozit
m = 1.

III. Necht T # 0 a T~ ! existuje, pak nutné X D {0} aprokazdé 0 # z € X: 0 < m||z|| < ||Tz||

[Tz A Tne 5 - [ Tz| > * -
&S 0 <m< Tl specidlné lze polozit 0 < m := Oygcng B takze dle (*) dostavame
-1
T4 < ( nf S ”) .
ozzex Izl
*% [T > 6 > 17| 1
Naopak dle (**) je i _1” < A pro kazdé 0 # z € X, takze ey < O;E%X Tl = Tt >
( inf Tz ”)_1. O
0#£zxeX [E]

Dasledek 4.5. Necht X,Y jsou NL-prostory. Pak linedrni operdtor T : X — R(T) CY je TLI
prave kdyz ezistuji 0 <m < M < oo : mHmH < ||Tz| < M||z|| Vz € X.

V takovém pripadé pro T # 0 jsou HT e 2 moa |T|| < M nejlepsi meze.

Pokud je v takovém pripadé X dplny (B-prostor), pak R(T) = R(T) je uzavreny.

Diikaz.

L T je TLI < T je spojity a dle[3.1]existuje 0 < M < oo : [|[Tz|| < M|z|| pro kazdé z € X a
soucasné T! existuje a je spojitjf, coz dle|4.4|nastane prave kdyi existuje 0 < m : mlz|| < ||Tx||
pro kazdé z € X, pficemz ||T T 2 m dlea IT) < M dle|3.2(b).

II. Je-li X je uplny a Txy, —»y vY = {Tx,} je cauchyovska v R(T) a tedy
0 < mlxn—zm| < |T(zn —xm)|| = [|T2n —Tzp| — 0 prom,n — co = ||z, — || — 0 pro m,n
— 00 = {x,} je cauchyovskd v iplném prostoru X = z, — x T 2ol Tey, > Te =Tr=y=
y € R(T). O

Dausledek 4.6. Jestlize T € B(H,H), T =T*, pak0 < m <T < M = T je TLI H na H
s ohranicenim m||x| < ||Tx| < M|z|| pro kaZdé x € HE|

1Jelikoz 0 < T, tak pro H nad C lze ve |4.6| predpoklad T' = T* vynechat vzhledem k
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Dikaz. Je H # {0}, nebot jinak T'= 0 a nemuze platit 0 < m < T.
1T B 6 < M & |Tz|| < M|z|. Je 0 < m < T, takie pro kazdé = € H plati

E5)5
OSmWS%,m < |Tzlll2] & miz| < |Tz].

Podle 4.5 je pak T : H — R(T) = R(T) TLL Jelikoz T je prosté a T = T*, tak N(T) =
N1 = {0V B 5 — R(T) a tedy T je TLI H na H. 0

Pozndmka 4.7. Necht T' € B(Hy, Hs).
( )T Hy — R(T) TLI = T* surjekce na Hy: T : Hy — R(T) je TLI % R(T) = R(T) a

= {o}l:f’) = R(T*) = T = T je TLI 22 7* . R(T) — R(T*) je TLI a H; =
4.3(2) 4.3(2)
<T*>'= R DR B (1)
(b) T* surjekce na Hy = T : Hy — R(T) prosté: Hy = R(T™) -:(>3 = {0} = T je prosté.

Nésledujici véta zarucuje, ze T : Hy — R(T) je dokonce TLI, tj. T Je nejen linedrni, ale i
spojité. Tedy v (b) plati ve skutecnosti i implikace obracena k (a).

Véta 4.8 (Dikaz D.6).
Necht X,Y jsou NL-prostory a T € B(X,Y). Pak T~!: R(T) — X existuje a je spojity pravé
kdyz R(T") = X' (adjungovany operdtor T' je surjektivni).

Véta 4.9. Necht Hy, Hy jsou H-prostory a T € B(Hy, Hs). Pak ndsledujici tvrzend jsou ekviva-
lentni:

(1) T:Hy — R(T) C Hy je TLI

(2) R(T*) = Hy (T* je surjekce).

(3) N(T)={0} (T je prosté) a R(T*) = R(T*).

Dukaz.

(1)<(2) je dusledkem [4.8 a
[(1)=(2) plyne téZ z[4.7(a) a (2)=(1) uzitim vét 4.3} .(2 . (IMT) a - cvicent].
(2)=(3): R(T*) = Hy % N(T) = {0} a R(T*) = H; je uzavieny, nebot H; je uplny.

(3)=(2): R(T*) = R(T) B2V a7t = {0} = H). 0

Dausledek 4.10. Necht T € B(Hi, Hz2). Pak existuji konstanty 0 < m < M < oo, pro néz jsou
ndsledujict tvrzent ekvivalentni:

1°T: H — R(T) =R(T) je TLI T R(T) — Hy je TLL

2 mz| < ||Tz|| < Ml|z||Vz € Hy. 2 wllyll < 1T 1yl < o llyll vy € R(T).
$0<m?<T*T < M. F0< 50 < (T T <

2 m?||z|| < T Tx)| < M|z Vo € Hi. 4 glyll < (T T~y < Sz llyll Yy € R(T).
5 T*T : Hy — Hy je TLL F(T~Y*7=1: R(T) — R(T) je TLL

Diikaz. Pro H; = {0} je splnéno trividlné pii lib. 0 < m < M < oo. Necht H # {0}, pak
1°<2° je dusledkem [

2°=3° m?||z|]? < HTZ'H2 (Tx, Tx) = (T*Tx,z) < M?||z||*Vo € Hy, tj. m? < T*T < M2
3°=4° dle [4.6]

4°=5° T*T je TLI dle a R(T*T
5°=1° T*T je TLI = H; 2 R(T™)
implikace [£.9(2)=4.9(1).

2°&2* je ztejmé, nebot y = T'x. Pritom dle je R(T) uzavieny a tedy H-podprostor s uvaze-
nim m Po zaméné operatortt T ~» T~ jsou pak ekvivalence 1*©2*&3*<4*<5* disledkem
ekvivalenci 1°<2°<3°<4°<5°. O

) = R(T*T)*) = Hy dle[L.7(a).
D R(IT*T) = Hi = R(T*) = Hi = T je TLI s uvazenim



66 FEKT Vysokého uceni technického v Brné

Disledek 4.11.
Jestlize T € B(H,H), T=T* pak0 <m<T<M<oo & 0<ym<VT<+vVM < .
V takovém pripadé T i /T jsou TLI H na H a plati:

1 — 1 1 — 1 /— —
0<M§T1SE’O<W§ Tlgﬁa le(ﬁ) 1.

Dikaz.
7> 027 = VTVT = (VT)'VT, kde VT > 0282 VT = \/VT\/VT =
Pak uzitim ekvivalenci ve .10

0<msT <M <oo’E il < [VTal) < VMlelve € H & Vil < | (VW) VT4
VM|z|Vz e H*E 0 < ym < (ﬁ)\/ﬁ < VM.

—_————
VT

V takovém pifpadé T i v/T jsou TLI na zakladé ekvivalence 3°<5°.

Pak (VI B (V1)) = D) s = (VIVI)T = )T
(VT) ) (vI) B g <« L <71 < L Analogicky: 0 < < (vVI) T < L
Pak 71 = (\/T)_l(\/T)_l = (\ﬁ)_1 =TT, nebot VT je dle @ urcen jednoznacné. [J

3
5

Dtsledek 4.12.
Jestlize T € B(Hy, Hz) a R(T*) nebo R(T) je uzavreny, pak jsou uzavrené oba prostory R(T)
i R(T*) aT: R(T*) - R(T)ERT) i T* : R(T) — R(T*)ZR(T*) jsou TLI.

Dikaz. Uiitlm- ) dostavame:

I. R(T*) = R(T*) uzavieny (H-prostor) @T je TLI a dle Je R(T)=R T) uzavieny.
II. R(T) = R(T) = R(T**) uzavieny (H-prostor) @ T* je TLI a dle 4.5 je R(T*) = R(T™)

uzavreny. O

Priklad 4.13. Jestlize H; := C" a Hy := C™, pak kazdy lineérni operator T' : Hy — Ho
je spojity a je uréen matici T' rozméru m x n (viz priklad - 2)). Zejména kazdy linedrni
izomorfismus T je automaticky TLI. Prostory R(7) C C™ a a R(T*) C C"™ maji konecnou

dimenzi a jsou tedy vzdy uzaviené dle

(1) Podle [4.12] je R(T) "£" R(T*), co# nastane prévé kdyz dim R(T) = dim R(T™). Jelikoz

dim R(T), resp. dim R(T™) udava po fadé sloupcovou a radkovou hodnost matice T, tak
primym dusledkem [£.12] je tvrzeni o shodé sloupcové a fadkové hodnosti matic, zndmé ze
zékladnich kurzi linearni algebry

(2) T je TLI Hy — R(T ‘3 = {0} < sloupce matice T jsou linedrné nezavislé <
matice T je sloupcove plné hodnosti.

(3) T je surjektivni Hy — Hy < Hy = R(T) < m = dimHy = dimR(7T) =hodnost
matice T < matice T je fadkové plné hodnosti (fadky T jsou linedrné nezavislé).

(4) T je TLI Hy — Hy < plati (2) a (3) < T je rddkové i sloupcové plné hodnosti <
T je ¢tvercova regularni (viz téz -

(5) Rozklad [4.1] -(3 je ekvivalentem znédmé Frobeniovy véty o Tesitelnosti systému linearnich
rovnic Tz = y a jejich dusledka (viz [ZM1:Tvrzeni 5.2,5.3, s.98-99]). Jadro N (T)
popisuje pravé podprostor vSech Feseni prislusného homogenniho systému (T'x = 0), jehoz
dimenze je pak n—r(T) = n—r(T™) uiitim Je-li ¢y néjaké partikuldrni feseni systému
Tx = y, pak mnozina vSech FeSeni je xg + N (T), coz je pravé t¥ida rozkladu C" /N (T)
obsahujici partikularni reseni x.
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4.2 Konstrukce inverze

[e.°]
Véta 4.14. T € B(B,B), ||T|| <1 = > T™ konverguje v B(B, B) a plati:
n—O
(1) R(I —T) = B, exzistuje (I — T)~* € B(B, B), neboli I — T : B — B je TLL
(2) (I-T)1=I+T+T*+.. ET”
n—=
(3) 100 =T) ) < o

Rychlost konvergence Tady (2) je pritom neprimo dmérnd velikosti normy ||T||.

Diikaz. |T| < 1= Z | T'||™ konverguje = { Z |T||™} je cauchyovska. Pak | 7™ < ||T'||™ dle
= pro hbovolne m > k je | TR+ + TmH < HTHkJrl +- -+ ||T|™ = posloupnost ¢dsteénych

souctu S = Z T™ je cauchyovskd = {Sk} je konvergentni v B(B, B), nebot B(B, B) je uplny

dle Polozme S = limy_,oo Sk = E ", je S € B(B,B). Plati T'S = ioj T" = ST, nebot

TSk —TS| = [|T(Sk—9)| < HTHHSk — SH — 0 a analogicky [|SpT — ST| —> () pricemz T'S), =
k+1

ST = > TF. Odtud I-T)S=S-TS=I1=S-ST=S(I-T)=S=(I-T)"' < B(B,B)
n=1

A 4 ¢ -1 LRI n B n 1
a zejména R(I — T) = B. Déle plati |(I — T)7|| = ||IS]] < Z 177 < Z ITI"™ = =z

(soucet geometrické fady). Analogicky ||S — Sk| < Z HTH" takze rychlost konvergence fady
n==k
(2) je determinovana rychlosti konvergence geometrické rady, ktera konverguje rychleji s klesajici

velikosti jejiho kvocientu ||7T7|.
O

Dausledek 4.15 (Vypocet inverze operatoru 7' v Banachové prostoru).
TeB(B,B),||[I-XT|<1,0#XxeC = %O: (I = AT konverguje v B(B, B) a plati
(1’) R(T) = B, existuje T~! € B(B, B),nrzngoli T:B — B je TLI
(2) TV = NI+ (I-AT)+ (I AT +---) = A 3 (I — AT)"
(tzv. Neumannova fada). "

’ —1 A
(37) 1T < =y

Rychlost konvergence tady (2°) je pritom neprimo dmérnd velikosti normy || I — XT|.

Diikaz. Veld.14|zaménime T za I—AT. Pak bude AT misto [-T, $T~' = (AT)~! = Y (I-AT)"
n=0
0

L— Lp— 1
a T = 13T < sy
Dausledek 4.16 (Vypocet inverze operatoru 7' = T* v H-prostoru).
Jestlize T € B(H,H), H# {0}, T =T*, kde o« < ap <T < Br < 3 dle[3.43, pak
I — AT'|| = max(|1 — Aap|, |1 — ABr|) < max(|1 — Aal,|1 — AB|) pro kazdé X\ € R. Pritom pro
kazdé N e R je: |[I -=\T|| <1 < )\>OaT>Onebo)\<O,8T<Oasoucasn60<|)\\< T

- 2 2
= maarTTa e 0 <A < ey < mx(far )

V takovém pripadé plati|4.15) “(l ) aZ (3°) a T~ se spocte uzitim Neumannovy rady.

Diikaz. I — AT je samoadjungovany, nebot (I — AXT)* = I* — NXT* = I — AT pro A € R.
Pak pro Vz € H,||z|| =1 je (I — A\T)z,z) = 1 — X(T'z, z), pricemz
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(@)proA>0:a<ap <(Tz,x) <pr<pf & 1-A<1-A0r <1-XNTz,z) <1-Ddar <
1—Aa.

(b)) proA<0:a<apr < Tx,z) < pr<pf & l-Ada<1-Idapr <1—-\NTz,z) <
1=M3r<1-=)g.

Odtud || I—=AT|| = max(|1—Aar|, |[1=ABr|) < max(|1—Aa|, |[I—A5]|), nebot hranice operatoru
I — AT (infimum, resp. supremum vyrazu 1 — A(Tz,z)) koresponduji dle (a)(b) s hranicemi
operatoru 7" (infimum nebo supremum vyrazu (T'z, z) podle znaménka \). Pak || -\T'|| <1 <
[1—Xar|<lall-A0r|<1 & 0<Xar <2a0< A3r < 2, coz nastane pravé kdyz A, ar, Br

jsou vsechna kladnd nebo zaporna a soucasné plati 0 < |\| < mln(|a2T| i 62T|) = m 43

ﬁ. 0O

Véta 4.17.
Necht T € B(H,H), T=T", a € R, pak T = aly praveé kdyz a < T < aE|

Diikaz.

1.H={0}: TeB(H,H) = 0=T =1y = aly =0Va € R, pficemz o < T < f3 plati trividlné
dle poznamky |3.40(1) pro Ve, € R a tedy zejména i pro a = 3.

2 H#{0}:T=alg & T—alyg=0 50 vy € Hij 0= ((T-alg)r,z) = (Tx — algz,x)

= (Tz,z) — (ax,x) & Vo€ Hje (Tr,z) = (azx,z) = alz,x) = afz|? B a<T<a O

Pozndmka 4.18.
Ze [A.10] plyne:

(1) T=T*|[I-XT||<1= pr>T>ar>0nebo ar <T < fp < 0. Tedy zejména T je
bud striktné pozitivni a A > 0 nebo striktné negativni a A < 0.

(2) Z hlediska co nejrychlejsi konvergence fady [4.15(2’) je optimalni volbou takové A, které
minimalizuje normu ||[I — AT|| max (|1 — Aarl,|1 — ABr|). Necht I[Aar, \Gr] znadi
uzavrieny interval urc¢eny krajnimi body Aar a ASBr, kde 0 < Aar, ABr < 2 dle dikazu
Pak ||[I — AT|| je pravé vzdalenost hodnoty 1 od nejvzdalenéjsiho okraje tohoto
intervalu, takze bude minimalni pravé kdyz hodnota 1 bude stfedem tohoto intervalu,

2
tj. prave kdyz 1 = 2@ yeholi pravé kdyz | A = Pl Jelikoz A, ap, By maji
ar T
stejné znaménko, tak |A| = -2H,3T| < max(|a2T| Rk tedy tato volba je korektni dle

Pokud dim H < oo, pak dle - 3.7b)) je optimalni volbou A = D v +>\ , kde Amin & Amax
je po fadé minimélni a max1maln1 vlastni ¢islo matice [T7, neboh 5 Je prumérné hodnota
minimélntho a maximalniho vlastniho ¢isla matice [T].

(3) Absolutné nejrychlejsi konvergence dosdhneme pravé kdyz ||[I —A\T|| =0 < T = %I gav
ar = Pr = /1\, coz je v souladu s A = ar i 7 . 'V tomto pfipadé totiz v Neumannové radé
-<2 ) je (I = AT)" =0 pro kazdé n>0a T~! = Al = 1" dle oéekévén{.

2V takovém pifpadé ||z|| = 1 = | Tz| = |laz| = |a|||z|| = |a|, takZe operator zobrazuje jednotkovou
kouli na kouli o poloméru |a].



5 PSEUDOINVERZE SPOJITYCH LINEARNICH
OPERATORU

Definice 5.1 (Pseudoinverze spojitych linearnich operatori).
Necht T' € B(H;, H2) aR(T) = R(T). Operator Tt € B(Ha, Hy) nazyvdme (Moore-Penroseovou)
pseudoinverzi operatoru 7T, jestlize plati:
(I1) TT*T =T
(I2) T+TTT =T+
(I3) (TTH)" =TT+ (TTT je samoadjungovany)
(14) (T+T)" =T*T (T*T je samoadjungovany)

Véta 5.2.

Jestlize T € B(Hy, Ha) a R(T) = R(T), pak rovnéz R(T*) = R(T*) a T ZT* jsou TLI a
kT existuje prdvé jedna pseudoinverze Tt = T 'Prry, kde R(TT) = R(T™') = R(T*) a
N(TT) = N(T™).

Diikaz.
= R(T*) je uzavieny, T'i T* jsou TLI a T*IPR(T) € B(Hy, Hy). Piitom R(TH) = R(T~1) =
R(T*), nebot Pg(r) je surjekce. Déle y € N(TF) & 0=T"y = TﬁlPR(T)y & Priryy =0

502 R EID A1), takie N(TH) = N(T*) rovnéz platf. Tdentity (I1)-(I4) ovéifme

uzitim vlastnosti [3.56| a [3.60 operatoru ortogonalni projekce spolu s R(T’ )-(2 R(T):
(1) V2 € Hy: TT Te =TT 'Prery Tz, =TT Te=TT"'Tz =Ta.
——
ER( ) eR(T*)
3.56(3)
(12) Vy € Hy: THTTYy =T"'"PrpyTT ' Pr(ryy =T~ 1P7%( ) T~ 'Priry = Ty.
—_———
ER(T*)

(I3) TT* = TT_1PR(T) Pr(r) je samoadjungovany dle (3)

(I4) Pro kazdé x € Hy: THTx = T 'PppyTa = T~ 1T:c =T 'T(Z 4 2t) =TTz = 7,
kde z = Prip«)r a zt e N(T) dle ( ) [proto Txt = 0]. Tedy THT = Pr(r+) je opét
samoadjungovany.

Jednoznacnost: Predpoklddejme, 7e Tj" a T2+ jsou pseudoinverze k T'. Pak

b I o by b Il T U b W i W™ A 4 0 b M T A M
ity 2 iy L rrry ' B oy oy B oy 'Y bty
B 7, O
Daisledek 5.3.

(1) TT+ = Prypy : Hy = R(T), I — TT+ = Pygrey : Hy — R(T)* B2 pr(1#),

(2) THT = Prypey : Hy — R(T*), I — THT = Py Hy — R(T*) B2 A7),

(3) T+ — T+P'R(T) — PR(T*)T+7 T - TP'R(T*) — P’R(T)
(4) T=T* =TT+ =T%T = Pg(p), [ - TT* =1 —T*T = Pyp) a
T+ — T+P'R(T) — PR(T)T+7 T - TP'R(T) — PR(T)T

Driikaz.

(1)(2): TT* = Pgr(pya TTT = Prp~) bylo jiz dokdzdno pfi ovéfovani identit (I3) a (14) v ditkazu
véty Pro I —TT% a I —T7"T je tvrzeni disledkem

(3): plyne z (1) a (2) uzitim identit (I1) a (I12).

(4): je dusledkem (1) az (3), nebot pii T'=T* je R(T) = R(T*) a N(T) = N (T*). O

69
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Disledek 5.4. 7 :=TTy = arg mgl ly — Tz||, kde x* € R(T*) a Tz = Prryy. Pritom
TClly

Te =Tz, o #at = a ¢ R(T*) alz| > ||z, takZe a* je jediné feseni rovnice Tx = y
minimalizujici normu odchylky od pravé strany, které samo md minimdlni normu mezi vSemi
takovymi resenimi.

Dikaz. x+ = Tty € R(T™) R(T*) a Tzt = TThy B3 Prryy =: ¥, takze dle véty

o ortogondln{ projekei [3.54[(i) je ||y — 7| = lﬁ(fT)Hy —z|| = mf Hy Tx|.

Necht Tz = Ta™ pro z # z™, pak T(x—x )=0=z—2z" EN( ) L R(T*) 2 . Odtud
lz]|? = ||(x — ) + 22 Eoys |z — ™))% +||zt|]? > ||=*|?. Pfitom kdyby = € R(T*), tak by
———

>0
r—zt e N(T)NR(T*) = {0} = = =z, takZe " je jediny takovy. O

Dusledek 5.5 (N&které dalsi odvozené identity pro 7).
(I5) 07 = 0%, kde 0(z) = 0 pro kaZdé x € Hy a 0*(y) = 0 pro kaZdé y € Ho.
(I6) (T*)T = (T*)" a zejména T samoadjungovany = T+ samoadjungovans.
(I7) T++ =T.
(I8) Je-li T TLI Hy na Ho, pak Tt =T71.

1

c 0
(19) Je-li c € C, pak (¢t = ctTT, kde ct =4 © pro c # 0,

0 proc=0.

(I10) (T*T)* = THT*)* a (TT*)T = (T*)TTT jsou samoadjungované operdtory, pricemz
R(T*T) = R(T*) a R(TT*) = R(T) jsou uzavrené.

(I11) T+ = (T*T)*T* =: R+T*, kde R := T*T

(112) T+ = T*(TT*)* =: T*S*, kde S := TT*.

Diikaz.

(I5): 5.2l = R(0") = R(0*) = {0} = 0" = 0* je nulovy operator na Ho.

(I6): Aplikujme * na (I1)—(I4) uzitim a v (I3) a I(4) navic vztahu (#)"* (#). Pak
obdrzime identity (I11)-(I4) pro T*, kde (T*)* = (T+)".

(I7): Zaménou role TT a T v (I1)—(14) dostaneme identity (I1
(I8): Je-li T : Hy — Hy TLL, pak R(T) = Hy a R(T¥)
T+ = T_lpr( T = T

(19): Je-li ¢ = 0,pak ¢T' =0 ) (1)t = 0% = 0T+ = ¢tT*; pokud ¢ # 0, tak snadno ovéime,
ze (cI)" = LT+ splituje (I1)-(I4) pro ¢T', pokud T splituje (I1)—(I4) pro 7.

(I10): R(T') je uzavieny dle definice pak taktéz R(T™) je uzavieny dle a dle [4.1)(6) pak
plati R(T*T) = R(T*) i R(TT*) = R(T).

Pak pro R :=T*T je R* = R, takze R(R) = R(R*) = R(T™) je uzavieny a

T*T = R : R(T*) = R(R*) - R(R) = R(T*) je TLI dle a pro kazdé = € H je Rtz =
R Py = T (1) Py B2 T4 Py (T%) ™) Py = TH(T™) e

—_——————
ER(T)

Pro S = TT* plati ST = (T*)*T* zaménou role T a T*.
Operatory RT a ST jsou samoadjungované dle (I6).
(I11) i (I12) jsou piimym dusledkem (I10) a daléich identit takto:

~(14) pro T*, kde Tt+ =T.
H1:>PR(T):I,T:T:>

\/

"~
1=

1) "D eyt D ety BB oty B prppr @
17t L oyt © ety BB (piryrrt & prppt (B pr 0

Pozndamka 5.6. Podivejme se na identitu (I11) optikou regresni analyzy. Zakladni statisticka
teorie 1ika, ze jsou-li y pozorovani, T je tzv. matice planu a x regresni koeficienty, vse v redlném
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oboru, postupné rozméru m x 1, m x n, n x 1, m > n, pak odhad Z pro model y = Tx + €
metodou nejmensich ¢tverclt vyhovuje soustavé tzv. normélnich rovnic

(TTT)z =TTy, (5.1)

To znamend, e obraz vektoru y operdtorem T je totozny s obrazem vektoru TZ stejnym
operatorem. Pokud T je plné sloupcové hodnosti, pak (TTT) je invertovatelnd a odhad lze
najit piimo jako & = (TTT) 'TTy. Pokud T je nizsi hodnosti, pak je nutné pouzit vztah
Z = (TTT)*T"y, coz koresponduje s identitou (I11).

Viz také poznémku kterd ukazuje, ze T(TTT)~'T7 je ortogonalni projektor na prostor
generovany sloupci matice T'.

Duisledek 5.7 (N&které dalsi odvozené identity pro RT a ST).

(113) SS* = S*S = Prpy o RR* = R*R = Pgepe), picems R(S*) = R(S) = R(T) a
R(R') = R(R) = R(T™).

(114) S = SPR(T) = P’R(T)S; R= RP’R(T*) = P’R(T*)R a
S* = S*Pr(r) = PrerySt, RT = Rt Prype) = Prore) R

(I15) (RY)" = RT a (S1)" = ST jsou samoadjungované.

(116) (T't)" = TR* = S*T.

Dukaz
(113): § = & l:f) S5 = 575 = Prisy "2 Prery o R = BB RRt = RIR = Py
(110) (110) (110)

R(T) a R(RY) ZR(RY) = R(R) "= R(T").

4) plyne z2[5.3(4) a dle (113), kde R(S*) = R(S) = R(T) a R(R") = R(R) = R(T™).

): ST a RT jsou samoadjungované dle (I6).

116) Dle identit (I11) a (112) je T+ = R*T* = T*S* B2 (7+)* = T(R*)* = (S)"T, kde
)’

T (gt = Rt a (1) D (%)t = 5. O

Véta 5.8 (Normy pseudoinverznich operatora).
Necht T € B(Hy, Hz) a R(T) = R(T). Pak plati:
(1) T =T = [(T*) ] = (7).
(2) ISl = Rl = |T||* = |T*||*. ,
(3) 1SHI = I1RM = |TH]* = (T = TP = 1))

Dukaz.
. . . )
(1) T+ B2 71Pg iy B4 < T2 Prery | = 17711, nebot [|Prry|| = 1 dle[3.57
vz 2) 60(1) | -
Naopak: pro kazdé y € R(T) B2 R() je [1-1y| BB |71 pgyyl = |T+y) <
HTﬂHlyH Odtud 1T < ||TF| a celkem || T = ||T1].
* * - sk — v .
T L @) ) BB ) = 71 B2 )4 B2 | ()Y, protose T je TLI dle
4 12
(2) je dusledkem [3.28]
(110) (16) «
St = (TT* Tt7+ = (THY'T+ %
@ 8 Ty T G T LB = imsy = ke = e
Rt = (T*T)* THT*T = TH(TT)
(16)

I(T*)*||?. Zbyvajici identity plynou z (1).
O

Definice 5.9 (Cislo podminénosti operatoru T).
Necht T' € B(H1, Hz) a R(T) = R(T), pak ¢islo x(T) := ||T|||T"|| nazgvdme &islem podmi-
nénosti operatoru 7.
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Véta 5.10 (Vlastnosti ¢isla podminénosti).
Necht T' € B(Hy, Hz) a R(T) = R(T), pak plati:
(1) K(T*) = K(T) = K(T) = | TIIT| = s(T~1)=K(T") = ((T*)").
prg /87}2 —

(2) w(T)

Ditkaz. P¥i ditkazu vyuzivame fakt, e 7' je TLI dle

(1) w(@) = [T Dy T =ser) B2 e B -t L sy,
Odtud |77 = 1T @)~ B a1 1)) = (@),
(1) = | TI @) E @) ) BB T = ().
Odtud ((TT)") = k(T") po zdménd T ~ T+,

(2) Dle [3.50 je ||T)> = Brp = Bg. Déle plati oy 2 (T*Tz,z) = inf (Tx,Tz) =

B .
= 1/(72 a plati 1 < k(T < oco.

B! lz]=1
inf T2 %0 1 B2 1 B3 1 EA e w2 o nf (Trp Tr2) =
T2 = = e e T = e (T T
H iﬂ{l(TT*x,x) gxs g, takze jsme také dokazali |71 = é = é Odtud pak #(T)? 2

ITIZIE2 = 22 = 25
O
Priklad 5.11. Situaci budeme ilustrovat na prikladu maticového operatoru 7 : C* — C™
urceného matici T rozméru m X n o hodnosti r = dim R(T') = dim R(T™) (viz téz pozndmku
4.13)):

Ze zakladniho kurzu linearni algebry [ZM1:kap. 6] je znamo, ze takovou matici lze dia-
gonalizovat pomoci tzv. singularniho rozkladLﬂ Jednda se o zobecnéni postupu popsaného
v prikladu pro specidlni pripad T' = T. Pro obecnou matici T tentokrat existuji dvé uni-
tarni matice U = [uy,...,u,] a V = [v1,...,vy], kde sloupce U predstavuji vhodnou novou
ONB v C" a sloupce V' (obecné jinou) vhodnou ONB v C™ tak, ze Tu; (j = 1,...,n) jsou

ojvj proj=1,...,7

tvaru Tu; = { , 0j € R, coz pro soufadnice v novych bazich §; a

0 proj=r+1,....n

n; po fadé vektorti & a y = Tx vede opét k diagonalizaci operatoru T: n = V*'y = V*'Tx =
V*TUE = V'V DE = DE, kde D = diag(o1, - - ., Omin(m,n)) je diagonalni matice rozméru m xn,
jejiz nenulové diagonalni prvky jsou kladné a obvykle sestupné usporadané o; > gg--- > o, > 0.
0j§j proj=1,...,r

0 proj=r4+1,...,m.

Z tohoto vyjadreni je s uvazenim ortogonality w; L u; a v; L v; (i # j) zfejmé, ze
R(T) = L({v1,...,v,}) dimenze 7, R(T)* = L{vr11,. ..,V }) dimenze m —r a
N(T) = L({ury1, ..., u,}) dimenze n —r, N(T)*+ = L({uy, ..., u,}) dimenze .

To vede na ortogondlni rozklad prostortit Hy := C" a Hy := C™ jako v [4.1](3), kde dimenze
se séitaji (viz [A.11).

Aplikace [hermitovské| transpozice (operace adjungovani), na rovnici V*TU = D = U*T*V
= D* = D7 déava symetricky singuldrni rozklad pro T* (zdména roli U a V) se stejnymi
singularnimi ¢isly, takze R(T*) = N(T)* a N(T*) = R(T)* v souladu s (1)(2) Matice T
i T* je pak diagonalizovdna reguldrni matici D = diag(o1,...,0p) reprezentujici po radé TLI
R(T*) na R(T), resp. TLI R(T) na R(T™*) v bazich U na R(T*) a V na R(T).

Odtud SVD jiz snadno vede k diagonalizaci symetrickych matic R = T*T a S = TT", kde
R>0aS8>0dle

Nazyvaji se singularni ¢isla matice T, neboli plati n; = {

L'V anglické terminologii Singular Value Decomposition (SVD). Rozklad je platny i nad R, kde dia-
gonaliza¢ni matice U a V jsou realné.
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D*D = U'T*V)(V*TU) =U*T* (VV*)TU = U*T*TU = U*RU a analogicky po zaméné

——
I
T ~ T*aU ~ V a D ~ D*plati také DD* = V*SV. Jelikoz D*D = diag(o3,...,02,0,...,0)
\W_/
(n—r)x
a DD* = diag(o?,...,02,0,...,0), tak 0]2, 7 =1,...,7, jsou pravé vsechna nenulovd vlastni
——
(m—r)x

¢isla matic R1iS. Obé matice R i S maji tedy stejna nenulova vlastni ¢isla (odpovidajici
vlastni Vektory obecné nikoliv — mohou byt z riznych prostoru C" # C™ pii m # n).

Matice R = T*T' i § = TT* je dlagonahzovana po fadé v ONB U := [uy,...,u,] a V =
[v1,...,v,] stejnou matici D* = diag(c?,...,0?). Dle ﬂ- ) je pak 0% = B = By ao? =
ajp = ag, takze dle 2) dostdvame pro ¢islo podminénosti vztah

k(T) = 7 (podil nejvétsiho a nejmensiho singuldrniho ¢isla matice T') (5.2)
Or

znamy ze zakladnich kurza numerickych metod.

Pozndmka 5.12 (Problém numerické stability).
P1i hledani feseni inverzni tillohy Tz = y hraje dilezitou roli stabilita, tj. citlivost nalezeného
feSeni x na malé odchylky y.

Pro pseudoinverzni feseni x = 2+ = Ty podle véty [5.2 a s ohledem na je tak pro-
blém stability ekvivalentni s problémem stability pro z = 2+ = T-'7, kde T~ R( ) = R(T™)
je TLI. MiiZeme proto bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze T =T je TLI a y = .

Je nezadouci, aby malé odchylky y zptsobily velké odchylky v nalezeném teseni z. V oblasti
zpracovani signalu to odpovida pripadu, kdy signél je degradovan sumem. Ozna¢me g aproximaci
pravé strany y a T odpovidajici aproximaci feSeni x. Absolutni, resp. relativni odchylky budeme
mérit v normé piislusného prostoru: £, := ||z —z| a E, := ||y —y||, resp. R, a Ry

||y||
Pak

_ E.
= Tall

=T @ =l <1777 = ol = 1T~ By
Ey=|T@ —2)| <ITll7 - =l = | T Ex

Pro posouzeni numerické stability je rozhodujici pomér absolutnich, resp. relativnich odchy-
lek, pro néz predchozi nerovnosti poskytuji nasledujici rozmezi:

e=— <2< |T7Y = E, r=er— < — < Fom =1 R (5.3)
1T = Ey el = Ry =[]
es . v, v, v v . R E 1 -(1 vy
Nestabilita je pfimo tmérnd pomeéru téchto mezi == ||T||HT I k(T), takze ¢islo
podminénosti kvantifikuje tuto nestabilitu v rozmezi 1 < ( )
Neutralni hodnotou je geometricky prumér ey := \/ ) ;0 = % = /&(T). Potom

intervaly [e, eq), resp. (eg, E] udavaji po fadé oblast nizsi, resp. vys$si citlivosti reseni na
perturbace y. Vzhledem k linearité 7" mizeme pomér & vySetTfovat pro normalizované hodnoty

E,=1,kdy £ = El a T lezi na povrchu koule K (z, 1)

Obrazek |5 1lustruJe situaci pro TLI T : R? — R? diagonalizovany v soufadnych systémech
U = [ul,uz] a V = [v1,vs] matici D = diag(o1,02) (viz pifklad [5.11)), kterd kouli K (x,1)
zobrazuje na elipsoid T(K(x,1)) s délkami poloos E = 01 > 02 = e > 0 a kde x(T) = 4 =
e = %eo, E = 2ey. V n-rozmérném piipadé se analogicky koule zobrazi na elipsoid s délkami
poloos E =01 > 09 > -+ > 0, = e > 0. Oblast nizsi (E% < eq), resp. vyssi (E% > eq) citlivosti
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na chyby (nestability) odpovidd odchylkdm y — y, kde g lezi vné (v obrdzku zvyraznéno Sedé),

resp. uvniti koule K (y,ep). Vidime, Ze oblast vySsi stability (Sedé) se zmensuje s rostoucim
pomérem k(T = %

Nejvyssi stability tak dosahujeme v pfipadé, kdy ¢islo podminénosti x(T') = 1, coz spliuji
pravé jen unitdrni operatory U (viz odst. nebo jejich skalarni nésobky cU, ¢ # 0, kdy
T(K(z,1)) = K(cUz,|c|), nebot E, = ||cU(z — z)|| = |||z — z|| = || = % je konstantni pro

Ey 1

|z — z|| = 1. V tomto pripadé 7 = 7, = €o, takze se operdtor vzdy chovd neutrdlné a oblasti

Pr1i redlném vypoctu je vysledna stabilita ziskaného pseudoinverzniho reseni ovlivnéna i kon-
krétnim algoritmem vypoctu 2+ = Ty a je proto t¥eba rozliSovat mezi numerickou nestabilitou
operdtoru T (resp. TF) determinovanou ¢islem podminénosti x(7) a nestabilitou pouZitého al-
goritmu. V prfipadé (pseudo)inverze maticovych operatori mensiho rozméru se obvykle pouzivaji
primé techniky vypoctu zaloZzené na diagonalizaci matice T' pomoci SVD, kdy pseudoinverzni
operétor je diagonalizovan transponovanou matici D7 s pfevracenymi hodnotami singuldrnich
¢isel na diagonale. Mnohem stabilngjsi jsou iteracni techniky, coz je ale na tkor rychlosti: s ris-
tem k(T se zpomaluje konvergence, ale po dostateéném poctu kroku lze dosdhnout vyhovujici
presnosti. Mezi klasické patri iteracni algoritmy zalozené na Neumannové rozvoji
(2’), které jsou detailné popsany v priloze [E| véetné diskuze jejich numerické
stability.

H, = R? H, = R?

U9 .
€Tr

stabilnéjsi

1 J
T §

U1 > \

méné stabilni

Obrazek 5.1: Oblasti numerické stability pro operdtor T', k(T') =4, eg = 1

Pozndmka 5.13 (Operatory zobecnéné inverze’ 7).

V pripadé, kdy T je TLI, je inverzni operator jediny. Soucasné moderni pristupy proto obraci
pozornost k operdtoriim 7' s uzavienym oborem hodnot, které nejsou TLI, tj. N'(T) D {0}, kde
rovnice Tr = y ma nekone¢né mnoho Feseni popsanych afinnim prostorem z* +A(T'), kde kromé
pseudoinverznfho Feseni 2T jakékoliv dalsf dle [5.4|jiz nelezi v prostoru R(T*) (v pfipadé systému
linedrnich rovnic Tx = y predstavuje N (T') mnozinu feSeni homogenniho systému (Txz = 0) a

™ partikuldrni fesen{). Je proto snaha zvolit jiné z~ # T tak, aby Tz~ = ¥ a p¥islusny inverzni
operator x~ = T~y byl mnohem stabilnéjsi neZ vyse popsany ™ = Ty. Z této konstrukece je

ziejmé, ze lze pro T~ garantovat pouze platnost axiomu (I1) a (12).
Ukazuje se, ze stabilitu zdsadné zlepsuje feseni ulohy Tz~ = ¥, které ma ve vhodné bazi
separabilntho prostoru H; (viz kapitolu @ co nejméné nenulovych slozek &; v soufadnicovém

2Téz nazyvané G-inverze (z angl. ,Generalized inverse®).
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vyjadieni [x] = € (5 € J,|J| < V), tj. za dodateéné podminky minimalni (pseudo)normy
671l pro 0 < p < 1. (viz pozndmku (6)) Takové fesSeni se nazyva f‘idkéﬂ Idedlni Feseni
predstavuje pro p = 0 vypocetné NP-tézky problém, takze v praxi se pouzivd 0 < p < 1.
Vétsinou se preferuje volba p = 1, kterd z uvedenych jako jedina vede na konvexni optimalizaéni
problém, ktery lze fesit napr. pomoci algoritmu linedrniho programovani, tzv. ,,Basis Pursuit“
(vyhledavani baze).

Ztotoznime-li H; = (2(J), pak vlastné v ¢~ minimalizuje [|€][, (0 < p < 1) misto &7,
které puvodné minimalizovalo euklidovskou normu ||£]|2. Ta sice zajistuje linearitu a spojitost
piislusného inverzniho operitoru T, typicky ale nedava fidké feSeni. K lepsi stabilité fidkého
FeSeni prispiva skutecnost, ze informace je v ném koncentrovana do malého poc¢tu vétsich hodnot
ve srovnani s velkjym poctem mensich hodnot u nefidkého feSeni. Relativni chyby piipadnych
nepresnosti jsou tak mensi nez u neridkého feseni a dochézi k mensi ztraté uzitecné informace.
Pro operator 7~ nelze na rozdil od T bez dodateénych pfedpokladii garantovat ani
jednoznacnost, ani spojitost a dokonce ani linearitu (viz problém .

Problém 5.14 (Cviceni).
Pro symetricky maticovy operator U : R? — R? reprezentovany matici U =
4.1} 5-2) a 5.4 nésledujici tlohy:
(1) Zdavodnéte pro¢ R(U) = R(U*) a N(U) = N(U*). Tyto prostory najdéte a znazornéte
je v euklidovské roviné R? spolu se zobrazenimi  ~ Uz, x ~ U(x), & ~ Py yx a
y ~ Pr)y pro vhodné zvolené x,y € R2.

[_11 711} Feste uzitim

(2) Zkonstruujte U !, matici UT a pifslusnd zobrazeni témito operatory znazornéte v nacrtu

ad (1).
(3) Zkonstruujte ¢tyti navzajem ruzné operatory U; az U, poskytujici proi = 1, 2,3, 4 navza-
jem ruznd ridka reseni x; := U, (y) rovnice Uz = y minimalizujici ||z; ||o, s vlastnostmi:

(a) Uy a U,y linearni a spojitd,
(b) U spojité a nelinedrni,
(¢) U, nespojité a nelinearni.
(4) Pfedchozi konstrukce zobecnéte na nesymetricky operator U : R? — R™, m > 2, repre-
zentovany obecné nesymetrickou matici U := [u, —u] rozméru m x 2, kde 0 # u € R™ je
libovolny pevné zvoleny sloupcovy vektor.

(1,4) Pro u = [1,—1]T je v (1) matice U symetrickd, takie U = U* = R(U) = R(U*) a
N(U) = N(U*). Je dimR(U*) EEY ; _ dim R(U) (hodnost U) RU) = L{u}) € R™,
RW*) = L{[1,~1]}) € B2 a N(U) B REU)* = dimN(U) =21 =1 a N (U) = £({[1,1]}),

nebot [1,1] L [-1,1].

Uz = z1u + 22(—u) = (1 —22)u € R(U ) x 6 RU*) = x =¢[1, 1T =[¢, €7, kde £ € R
= U([§,—¢") =UlE, —¢]" = (¢~ ( §))u = 28u = nu, kde 7 := 2¢. .
L] = VIZ+12=v2 = Pypyz = (Tl ]H}>[1 07 = o+ 2o, 21 +2]T = [1 7]
2 2
= Prany = uwitit = douay = [Pran) = mpue’, § = n(y)u, kde n(y) = pu’y.
Odtud pro w = [1,—1]7 dostévéme |[u|? = 2 a Prny = 3[1,—1)7[1, -1y = {_f 7g]y =
3y =20 — u1]" = n(y)[1, —1)7, kde n(y) = 3[1, -1y
(2 4) U(§[1 17y Y 9w = U1 (ju) = Ly[1, —1]7. Pak
= Uty 2 UL (yy)u) = Iny)L, -1 = aqapz L~ uy = UF = 5[l 1]

3angl. ,sparse“
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Odtud specidlné pro u = [1, —1]7 mame U™ = [

PN

(3,4)(a) Podle 5.4 a zvolime [z11,z19]T == @] = Uy (y) a [z21, 220)7 == x5 = U; (y)
tak, aby @] ,z; € x4+ N(U) a soucasné z12 = 0 a x91 = 0 (2 i{dk4 FeSen{). Podle (1,4) je
N@U) = {[¢,¢€|€ € R}, takze musi platit 217 = 27 + &, kde 0 = 19 = x5 + &, tj. 211 =

z{ — x§. Analogicky dostaneme x99 = 23 — 2. Tedy =] = [#] — 25,0]T, kde dle (2,4) je
4
of = Ln(y) a 2f = —Ln(y), kde n(y) & ey Odtud json hledand fidkd fefeni ve tvaru

xz7 = [n(y),0]7 = Uy, resp. z; = [0, —n(y)]T = U3y, kde iWuT je po fadé prvnim a dru-
hym fddkem matic U] a U, , a zbyvajici fadek je nulovy. Oba maticové operatory jsou linearni
i spojité a davaji pro y £ u navzajem rtznd nenulova fidka reseni.

xy = [In(y)],0]"  pron(y) =0

x5 = [0,[n(y)[]"  pron(y) <0.
Tento operétor je spojity, ale neni linedrni, nebot y ~ |1(y)| je spojité, ale nelinedrni zobrazeni:
napr. pro y = +u dostavame n(+u) = £1, takze s uvazenim 7(0) =0 je 0 = U; (u + (—u)) #
Us (u) + U3 (—u) = [1,1]T.

(3,4)(b) Napriklad mizeme definovat x; = U; (y) =: {

x; =[n(y),0]"  pron(y) eQ

(3,4)(c) Napriklad muzeme definovat x; := U, (y) =: { .
e z; =0, -n)]"  pron(y) ¢ Q.
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Jelikoz soucet raciondlniho ¢isla 71 a iracionalniho ¢isla 72 je iraciondlni ¢islo, tak nelinearita U,
vyplyne analogicky jako v piipadé operatoru Us, jestlize zvolime za y prvky mu, nou a jejich
soucet. Operator U, neni ale ani spojity, nebot pro 7(y) # 0 existuji disjunktni okoli prvki
x] a x,, pricemz ale kazdé ryzi okoli ¢isla n(y) méa neprazdny prinik s mnozinou raciondlnich
i iraciondlnich ¢isel (husté podmnoziny v R). O
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6 UPLNE SYSTEMY: ORTONORMALNI BAZE,
RIESZOVY BAZE A ,FRAMES*

Teorie: napt. [Heil:&ast II s.87-246]

V této kapitole se budeme zabyvat specifickymi podmnozinami ¢ Banachova nebo Hilber-
tova prostoru X, které umoznuji vyjadrit kazdy jeho prvek xz € X jako vhodnou nejvyse spo-
cetnou linearni kombinaci prvk z ®. Tedy mnozinami, které linedrné generuji cely prostor.
Nevyuzijeme-li topologické struktury na X, pak se nabizi zvolit za ® libovolny systém genera-
tord linearniho prostoru X ve smyslu definice tj. plati X = L(®), kdy kazdy prvek v X je
konec¢nou linearni kombinaci prvki z ®. Pokud pozadujeme, aby ® byla co nejmensi, pak je
tfeba pridat pozadavek na linedrni nezavislost prvkt mnoziny ® a dostavame pojem baze znamy
z teorie linedrnich prostora konecné dimenze, kterd je béznou soucasti zakladnich kurzt linearni
algebry. Dostavame se tak k pojmu Hamelovy bdze dle néasledujici definice, kterd pripousti i
dim X = oo (kazdd kone¢nd podmnozina ve ® je linedrné nezavisla).

Radu piikladi bézi a framf pro koneéné- i nekoneéné dimenzionalni prostory, se zaméfenim
na zpracovani signali, uvadi Priloha [F]

Definice 6.1 (Hamelova béze).
Necht X je vektorovy prostor (nad C nebo R), pak & C X se nazyva jeho Hamelovou bazi,
jestlize ® je linedrné nezavisla a X = L(P).

Pozndmka 6.2 (viz [Heil: s.126-127]).
(1) V Hamelové bazi ma kazdy prvek z € X jediné vyjadfeni v tom smyslu, Ze existuje (az na
poradi prvki) jednozna¢né uréend konecnd podmnozina {@q, ..., Pk} C @ a jednoznacéné

urcené nenulové ,skalarni souradnice” &1, ...,Ek tak, ze x = > ExPp.
keK

(2) Uzitim Aziomu vyjbéru se dé ukazat, ze v kazdém vektorovém prostoru existuje Hamelova
béaze. D4 se dale ukazat, ze vSechny Hamelovy baze téhoz prostoru maji stejnou mohutnost
nazyvanou dimenzi prostoru. Bohuzel také plati, ze kazda Hamelova baze nekonecéné roz-
mérného prostoru je nespocetna, tj. ,prilis velikda* a neexistuje konstruktivni algoritmus
pro jeji nalezeni. Vychodisko z této situace spociva v zahrnuti topologické struktury, kdy
kazdy prvek muze byt vyjadien i jako limita (v normé) vhodné posloupnosti koneénych
linedrnich kombinaci, pokud ® je dplny systém generdtori ve smyslu definice neboli
X = L(®). Specialnim pifpadem jsou pak bdzové systémy ® = {B,}nes (|J] < Rg) umoz-
nujici vyjadrit z € X dokonce jen jako limitu posloupnosti ¢dsteénych souctt nekonecné

fady z = >, £,Pn.
neJ

6.1 Uplné systémy a baze

Oznacend.
X = B naddle zna¢i Banachtuv nebo Hilbertiav prostor. Pro posloupnost {zy}nes C X, kde
n € Ja|J| <N, znac¢ime {x,}nes =: {zn} a podobné Y x, =: Y x,.
neJ
Jelikoz J je nejvyse spocetnd, lze jeji prvky pevné usporddat dle zvoleného indexovani pri-
rozenymi ¢isly, tj. J = {j1,j2,... }. Obecné tedy konvergence i soucet vyse uvedené fady muze
N
zéviset na volbé tohoto usporaddni. V pevné zvoleném usporddani pak zy := > x; bude
k=1

znacit N-ty c¢asteény soucet této rady. Vétsinou vsak budeme pracovat s tzv. bezpodminecéné
konvergentnimi fadami, kde konvergence ani soucet na volbé usporddani nezdlezi (viz[6.3)).

79
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Definice 6.3 (Bezpodmineéna a absolutni konvergence).
Necht {z,}nes C X. Rada Y neJ Ln S€ NAZYVA
(a) bezpodminec¢né konvergentnﬂ jestlize permutovand fada }, ¢ y Tx(n) konverguje v X
pro kazdou permutaci 7 indexové mnoziny J;
(b) absolutné konvergentni, jestlize Y, c ;||zn| < oo.

Lemma 6.4 ([Heil:Cor.3.11 s.99]).
Jestlize Y, c; Tn konverguje bezpodminecné v B-prostoru X, pak jeji soucet nezdvisi na uspord-
dani prvki posloupnosti, tj. 3 ,c 1 Tr(n) = Xopey Tn pro kaZdou permutaci 7 indexové mnoZiny J.

Lemma 6.5 ([Heil:Lemma 3.3 a 3.5 s.89-90], [Heil:odst.3.6 s.116-123]).

Jestlize Y, c; xn konverguje absolutné v B-prostoru X, pak zde také konverguje bezpodminecné.
Opacnd implikace plati jen, kdyZ dim X < oo, tj. absolutni konvergence je ekvivalentni s bezpod-
minecnou konvergenci jen v B-prostorech konecné dimenze.

Existuje celd fada ekvivalentnich podminek charakterizujicich bezpodmine¢nou konvergenci
(viz napiiklad [Heil:odst.3.3 s.94-100]).

Definice 6.6. Jestlize {®,} je tplna posloupnost v B-prostoru X, pak fikdme, ze {&,} gene-
ruje X.
(1) Posloupnost {@,} se nazyvd minimdalni, jestlize Vin € J: @, ¢ L({Pp}rtm)-
(2) Posloupnost {®,} se nazyva exaktni v X, jestlize je tplna v X, ale {®,},+, neni tplna
v X pro zaddné m € J (v takovém piipadé @, # 0 pro kazdé n € J) — neboli pravé kdyz
{®,} je minimalni a ﬁplnéﬂ v X.
(3) Posloupnost {®,,} se nazyva w-nezavisla (spocetné linedrné nezavisla), jestlize 0 = >~ &, P,
= &, =0 pro kazdé n € J.
(4) Posloupnost {®,} se nazyvi (tésné€) ohranifena, jestlize existuji 0 < A < B < o tak,
ze A < ||®,|| < B pro kazdé n € J (A= B =||®,]|). V takovém ptipadé opét &,, # 0 pro
kazdé n € J.

Véta 6.7. {&,} je dplnd v H pravé kdyz neexistuje 0 #x € H: x L L({D,}).

Driikaz.
=2l L{®,)=H=21lz=0=(z,7)=|z]? = 2=0.

<« sporem: Pfedpokladejme L({®,,}) =: H1 & H, takze existuje 2 € H—H,. Polozme T := Py, ,
kde Py, : H — H; je operator ortogonalni projekce dle Pak

CU¢H1l)x#&c\Q)O;éx—ﬁﬁLHl,spor. ]

Definice 6.8 (Baze).
Posloupnost ® := {®,},c; se nazyva baze v B-prostoru X, jestlize pro kazdé x € X existuje

jedind posloupnost ,soufadnic {£,} = {&n (@) }nes CCix = 3 &u(2)Pp =1 > £,Pn.
neJ neJ

Béze {®,}ncs se nazyvi bezpodmine&na (absolutni)!, jestlize fada konverguje bezpodmi-
nefné (absolutné) pro kazdé x € X.

Definice 6.9. Pro danou bazi ® v B-prostoru X a kazdé n € J definuje x ~ &,(z) linedrni
zobrazenﬂ X — C (funkciondl). Posloupnost {&,(-)} nazyvdme posloupnosti soufadnico-
vych funkcionalit baze ®. Jako {z} := {z}s : X — C’/ oznac¢ime piislusné ,souiadnicové

1V anglické terminologii unconditional basis a unconditional convergence.
2Neboli minimalni posloupnost generujici X (srov. [2.1)).
3Plyne z jednoznac¢nosti vyjadieni a s uvdzenim spojitosti linedrnich operaci dle
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zobrazeni pritazujici k = posloupnost jeho souradnic {&,} v bazi ®: {z}e = {&1, &, ... }. Toto
zobrazeni je ziejmé linearn{ a injektivni, jeho obor hodnot v C” oznacéime RJ&, =: RI. Analogicky
jako v prikladu (1) bude T := T : RII) — X znacit prislusny inverzni operator pritazujici
k posloupnosti £ odpovidajici prvek z = Y &,®,,. Tento operétor je linearni a bijektivni a budeme
jej nazyvat rekonstrukénirrﬁ operatorem v bazi ®.

Lemma 6.10. Je-li {®,, } e (shora) ohranicend bize v B-prostoru X (||®,|| < B), pak £*(J) C RT,
To € B({N(J), X) a plati |Te(€)|| < B||€|1 pro kazdé & € £1(J).

Diikaz. Zvolme & € ¢1(.J) libovolné. UkdZeme nejprve konvergenci fady " &,P,. Pro |J| < oo
je ziejma, takze predpokladejme |J| = Ny a tedy bez Gjmy na obecnosti J = N. Pro kazdé
N,M € N (M > N) a odpovidajici ¢astecné soucty xn a zp fady Y. &, P, mame:

M M M
lzar — anll = |l a®oll < 3 |GllPall £ B 3 €]l = 0 pro N,M — oo, nebot

n=N+1 n=N+1 n=N+1
posloupnost ¢asteénych souctu ¢iselné fady > |¢,| je konvergentni a tedy cauchyovska. Pak také

{zn} je cauchyovsks a konvergentni k z v tiplném prostoru X, takze & € RY: Topl = 2 = A}im TN
—00

23

N
= [|Tol| = || lim x| lim [[zy| < B lim 3 [&] = B¢]. O
N—oo N—oo N—oop=1

Definice 6.11 (Schauderova baze).
Béaze B-prostoru X se nazyva jeho Schauderovou bazi, jestlize vSechny jeji souradnicové funk-
cionaly jsou spojité.

Lemma 6.12. Necht {®,} je Schauderova bize v B-prostoru X a {xx} C X posloupnost:
Ty LLNGSD ¢ pro k — oo. Pak pro kazdé n € J je &, (xg) — &n(x) pro k — oo.

Diikaz.
Jelikoz &,(-) € X' pro kazdé n € J, tak dle|3.16|je &, (zx) — &, (x) pro kazdé n € J. O

Véta 6.13. Kazdd bize {®,} v B-prostoru X je dplnd a w-nezdvisld posloupnost.

N
Dikaz. * € X = x = 3} &:Pn = ||v — 3 £, Pn,ll — 0, pro N — oo, kde castecné soucty
j=1

N
ry = Y &n;Pn; € L{Dn}), takze x € L({Dy}) dle|2.33) a tedy X C L({Dn}).
j=1

Opacnd inkluze L({®,}) C X je zfejmA.
w-nezavislost: Ta{0} = 0 = Y&, P, = Te& = £ = 0, nebot soufadnice jsou v bazi urCeny
jednoznacné. O

Véta 6.14 ([SIn70, (17.12) na str. 499-500)).
Necht {®y, }nes je uplnd v B-prostoru X a &, # 0 pro kazdé n € J. Pak {®,} je bezpodminecnd
bize v X prdve kdyz existuje C', 1 < C < o0, s vlastnosti:
Pro kazdou konecnou podmnozinu K C J a libovolné &,,n, € C takové, Ze |§,| < |nn| pron € K,
plati || 22 &Pull < Cl X nn®Pal|-

nek nekK

Existuje fada dalsich ekvivalentnich charakterizaci bezpodmine¢énych bazi (viz napiiklad
[Sin70] a [Heil:odst.6.2 s.108-184]).

4V anglické terminologii reconstruction operator nebo synthesis operator.
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Véta 6.15. Ezistuje-li v B-prostoru X bdze, pak X je separabilni.

Diikaz. Dle je kazda baze tplna posloupnost v X (tedy nejvyse spocetnd iplnd podmno-
zina). Pak X je separabilni dle (poznamka pod ¢arou). O

Disledek 6.16. V neseparabilnich B-prostorech neexistuje bize, zejména neexistuje v prostorech

L>®(J) a £>°(J), kde |J| = oo (viz[2.75(2)).

Problém 6.17 (Banachuv problém (1932)).

Banach zformuloval v r. 1932 nésledujici dlouho nevyreseny problém: Md kazdy separabilni
B-prostor bdzi?

Negativni odpoveéd a prislusny protipriklad zkonstruoval az v r. 1973 Per Enflo, ktery ukazal,
ze existuje separabilni a dokonce reflexivni B-prostor, ktery nema zadnou bazi.

V separabilnim H-prostoru toto negativni tvrzeni ztraci platnost, nebot v ném dle vzdy
existuje ONB, ktera je bazi ve smyslu definice (viz déle odst. .

V dalsich odstavcich se omezime na bezpodmineéné baze {®,} v netrividlnich (H D> {0})
separabilnich H-prostorech, resp. na obecnéjsi tiplné systémy (tzv. framy), kde pro kazdé © € H
existuje £ := {&,} € L2(J): © = 3 &, P, pricemz ale posloupnost ¢ := {£,} nemusi byt jedina
v piipadé, kdy {®,} neni béze, ale pouze vhodna tplna posloupnost, kterd si ponechd vlastnost
bezpodmineéné konvergence (soucet x nezavisi na usporadani ¢lent posloupnosti {@,}). V téchto
piipadech bude typicky Te € B(¢2(J), H).

Definice 6.18 (Frame v H-prostoru a operatory k nému pridruzZené).

Necht ® = {®,},cs je posloupnost v H-prostoru H, € = {e,}nes C ¢?(J) piirozenda ONB
v 12(J) (viz a Te € B(f?(J), H) surjektivni a takovy, ze @, = Tp(s,). Pak ® nazjvime
framem[ﬂ v H. K posloupnosti ® jsou pak pridruzeny nasledujici spojité linedrni operatory:
Rekonstrukéni operator T := Ty € B((*(J), H)

T¢ W s 6,8, VE € 22(J) | (stov. [6.9).

Diskretizaénﬂ(Besselﬁv) operétor L := Lg € B(H,¢*(J)) L:=T*, kde
2
Ly = {{y,Pn)}Vy € H|

Korela¢ni (Gramuv) operator R := Rg € 3(52((])752“)) R:=T*T = LL*, kde
3) .
Re D {2 B Bo)tn), Ve € 2(T))

neJ

Framovy operator S := Sy € B(H,H) S:=TT*" = L*L, kde
Sy LS (g, 8,08, Vy € H|

neJ

Dikaz rovnosti (1) az (4).

5 JelikoZ neexistuje ustalend ¢eskd terminologie, piejimdme anglicky vyraz frame, coz by bylo mozné
volné prelozit jako kostra prostoru H. Kazdy frame je zfejmé tUplny v H, nebot vzhledem k surjektivité
T je kazdy prvek z € H souftem fady (1) a tedy limitou posloupnosti jejich ¢dsteénych souctt (viz téz
déle vétu 6.36)).

6V anglické terminologii nazyvany téz analysis operator. Pifvlastek diskretizacéni pochazi z interpre-
tace v prostorech H = L?, kde {{y, ®,)},, = {[ y(t)®,(t) dt},, piedstavuje posloupnost diskrétnich vzorki
funkce (signédlu) y vdzenych funkcemi @,,(t) na rozdil od klasické diskretizace, kde roli @,, prebird zobec-
nénd Diracova ,,funkce® 4.
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(1) TS = T(Z gngn) = ZgnT(gn) =2 &Pn.

(2) <T€7y> = <Z§n¢n7y> = Z£n<€pnay> = Z§n<y7¢n> = <§7Ly> =T1"=1L.
2 258)/3°

(3> Ré = LT§ (2 L(Z €n@n) - ZnGJ fnLdsn - Znejfn{<¢m¢m>}mej -
= {ZnEJ <@m7¢n>§n}m€f

(@) Sy=TLy 2 1y, 8.)}) L Sy, 8,)8,.

6.2 Ortonormalni baze

V tomto odstavci ukdzeme, ze ortonormalnimi bazemi jsou prave ty framy, jejichz rekonstrukéni
operator je unitarni.

Véta 6.19 (Besselova nerovnost).
Necht E C X (VS-prostor) je ONS (ortonormdlni systém). Pro kaZdou m-tici jeho navzdjem
ruznych proki ey, ..., e, € E (n € N) plati

Z\(x,ei)|2 <|z||* VreX. (6.1a)
i=1

Navic pro kazdé v € X je mnozina E, := {e € E'|(z,e) # 0} nejugse spocetnd.

Dikaz. Polozme &; := (x,e;) pro kazdé i = 1,...,n. Pak

0<(z—) &enw—Y &ej) =
i=1 j=1

(o) =3 6 lena) =S & (e + 3 &6 (enes) =
; g j; J Ev] iJZ:1 J 6”.7

n n n n
el = D l&l® = Y _l&l® + Y _l&l = ll=l* = D _l&l®
i=1 i=1 i=1 i=1

déva pozadovanou nerovnost ((6.1al).

Zrejmé plati B, = | Ey(n), kde Ey(n) := {e € E|[(z,e)| > 1}. Stadi ukdzat, ze E,(n) je
neN
koneéné. Ukézeme, Ze pocet jejich prvki nepiesdhne n?||z|? < co. Vybereme-li totiz v E,(n) N

N
navzajem riiznych prvki eq, ..., en, pak N5 < Zl|<x,ei>\2 <|z|? = N < n?|z|% O
1=

Disledek 6.20 (Zobecnéné Besselova nerovnost).
Necht E C X (VS-prostor) je ONS. Pak plati

Z|(m,e>]2 = Z |<:1:,6>|2 < ||:U||2 Ve e X, (6.1b)

eckE ecE,
Y@= Y @ealeals X lwealel<lallyl YryeX, (61c)
eck ecE,NEy ecENEy

kde rady konverguji absolutné a tedy bez ohledu na uspordddni prvki v E,, resp. v E, N E,.
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Diikaz.
Necht E,(n) jsou koneéné mnoziny z dikazu predchozi véty: E, = |J E;(n). Pak
neN
de @ je ¥ lmaP<lzl?a X [meaP =sup X [P < [2]? = GIH).

e€Ey(n) e€by neNecFE;(n)

Jelikoz pro z,y € X je K, U Ey nejvyse spocetna, lze jeji prvky uspofddat do posloupnosti
{en}nes. Pak dle 16.11[1 posloupnosti § := {|(z,en)|}ner,uE,, 1 = {|{y, en)|}necE,uE, nalezi
do 2(J) a ||€]]? < a ||n|I* < |ly||®. Odtud uzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti 5°
v 2(J) (viz [2.77) dostavime |32, &niin| < Yplénllnn| < lIEllnll < llzllllyll, coz je prévé (6.1d)
uvazime-li, ze |&,||n,| # O pravé pro e, € E, N E;,. O

Véta 6.21 (Riesz-Fischerova véta (RFV)).
Necht E = {en}nes C H (H-prostor) je ONS.

Pak > &6, konverguje prdvé kdyzZ konverguje rada Z 1€n
neJ

2.

Je-li v takovém pripadé x = > &nen, pak plati &, = <:): en) pro kazdé n € J.
neJ
Pritom plati Parsevalova identita (PI): ||z||? = 3 [£,|2, neboli v Besselové nerovnosti

neJ
nastavd rovnost.

Diikaz.
I. Konvergence: pro |J| < Ry je tvrzeni ziejmé. Pro |J| = Xy lze bez jmy na obecnosti predpo-

n
kladat J = N: Pro ¢astecné soucty s, := > &e; a m < n dostavame
=1

||5n*5m||2 = H > fieiHQ < Z &iei, ' > §j6j> = Z 515] <6ue]> = ’§z|2 Vzhle-
i=m-+1 i=m-+1 j=m+1 i,j=m+1 N—— = m+

0ij

dem k tplnosti H a R je {s,} konvergentni < {s,} je cauchyovskd < {Z \§i|2} je cauchyovska
o =1

vR & Z’&P < 00.
i=1

II <x>en> = <Z (gjej,en> (;) Z g] <ej7en> = fn POdObné
jeJ JjeJ  S>——

jn

—

*

~

lz|? = <7}LIIOIOS”’HILH§OS"> = hm <sn,sn) = hm ]X; flfj (i ej) = hm Z|§1|2 Z|£z|2 kde
055
rovnosti (%) plati vzhledem k linearité a spojitosti skalarniho soucinu (-,-) (viz [2.61]). O

Pozndmka 6.22. Tedy Riesz-Fischerova véta tikd, ze pokud posloupnost {(z,ey)}, absolutné
konverguje, pak tyto skaldry jsou pfimo souradnicemi prvku x v ONS {e, }.

Véta 6.23 (Charakterizace ortonormalnich bazi).
Necht ® := {®,}peg C H (H-prostor) je posloupnost v H. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(1) ® je ONB v H ve smyslu definice .

(1a) ® je uplny ONS v H.

(1b) @ je mawimdini ONS v H (v H neexistuje ONS E 2 ®).

(2) ® je baze v H ve smyslu deﬁm’ce kterd je ortonormdlni.

(3) ® je frame v H, kde Lo je unitdrni operdtor H — (*(J).

(3a) ||@n|| =1 pron € J a pro kazdé x € H plati Parsevalova identita ve tvaru:

[oal = 3 [, @) = 2]
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(4) ® je frame v H, kde Ty je unitdrni operdtor ¢2(J) — H.
(4a) ® je tiplnd v H a pro kazdé & € (*(J) plati Parsevalova identita ve tvaru:

PI
€117 = || Te€|* = Z (Ta, Pn)|*.
(5) ® je frame v H, kde Reo = Ip2(5) a So = Iy jsou identické operdtory.

V' takovém pripade Rg = (%(J) a pro kazdé x € H je {x}s = {(x,Pn)}nes = Loz jeho

posloupnosti souradnic a x = Y (x, Pp)Pp,.
neJ

Diikaz.

(1 a), 2/ 1a)

(la)<(1b): {®,} je maximalni ONS < {®,} je ONS a neexistuje 0 # « L &, Vn € J (||z]| = 1)
%5 15,) je ONS a neexistuje 0 £ = L L({$,}) 2 {®,} je tplny ONS.

(la)=-(3a) sporem: Jestlize existuje x € H, tak Ze PI neplati, pak dle je

Sz, @) |2 < ||z]|? a dle RFV y:=> (x,®,)P, konverguje, y # x a

(y, @) = (&, 8 )V €J = (y—a,8,) =0Vn e J = 0£y—z L LUDp)) = {&,} neni aplny,
spor s (1la).

(3a)=(2): Nejprve ukdzeme, ze platnost PI spolu s podminkou ||®,] = 1 Vn € J vynucuje
ortonormalitu posloupnosti @, kdy sta¢i v PI postupné polozit x = &, Vm € J (viz déle téz
ditkaz véty [6.47). Pak Vm € J lze PI psat ve tvaru 1 = ||®,,||> = z (P, Do) > = [(Prny P )| +

Y P, PP =1+ X (P, Pu))P = D |<dim,q5n>\2—0:>(d5m,d5)—OVneJ,n;«é
m#n€eJ m#neJ m#n€J
m = @, L &, VneJn#m.

REV

@ je tak ONS, pro néjz mizeme pouzit REV: z € H = |z||? = 3 |(x, ®,)|? konverguje =
neJ

y:= Y (x,P,)P, konverguje a (z,P,) = (y, ) Vn € J = (x—y,P,) =0Vn € J & Jz—y|* =
neJ

S {z—y,®,)? = 0=z =y. Tedy kazdé x € H lze vyjadrit ve tvaru Y. &,®,, kde &, = (z,®,)

neJ neJ

jsou urceny jednoznacné dle REV a tedy {®,} je baze.

EeRl & =3 60, & YIG> <o & €€ (J)atedy Ry = (2(J). Pritom dle
neJ neJ

RFV je &, = (z,®,) pro kazdé n € J, takie {x}e = {{(x,Pp) }necs =
na ¢2(J). Odtud:

(3a)=(3): (3a) = pro kazdé z € H je ||z|?* = Z |(z,®,)|> = ||Loz||? a Lo je surjektivni = Lg

GI8 Loz, kde Lg je surjekce

13.78]/1°2°
zachovava normu a je surjektivni l~> Lo je unitarni z H na ¢2(.J).
50
(3)=(4): je zfejmé, nebot Le je unitdrni z H na (2(J) & Ty = L} AL Lz' je unitérni

z ¢%(J) na H. Pfitom Ty je spojity a surjektivni, pficemz pro kazdé m € J je Toem = 3 0mn®n
= &y, takze ® je frame v H dle definice Odtud:

(4)=(3a): Tp zachovava normu, takze pro kazdé m € J je ||@p,|| = |[Toem| = |lem|| = 1. Soucasné
plati i (3), takZe rovnéZ Lg zachovava normu a tedy pro kazdé x € H dostavame ||z||? = || Loz
= 3 |z, P,)|?, coz je pravé Parsevalova identita v (3a).

neJ
(4)&(4a): @ je frame, kde Ty je unitarni surjekce < Ty je surjekceﬂ zachovavajici normu

(i skaldrnf souéin) < @ je iplna” (i ONS) v H a pro kazdé & € ¢2(J) plati ||€]2 = ||To&|? 2
> (To&, @)%, kde v takovém piipadé soucasné plati PI v (3a).
J

ne
(4)&(5): dle B78)/1°5°. O

"Unitérni Tp je specialnim piipadem TLI, kdy R(Ts) je uzavieny a R(Ts) = H < H = L(®) <
® je uplnd v H — viz diikaz ekvivalence (4)<(4a) ve vété
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Dtsledek 6.24.
Kazdd ortonormdlni bize {®n} v H je bezpodminecnd (absolutni jen kdyz dim H < o0), tésné
ohranicend (A= B = 1) a ezxaktni Schauderova bdze v H.

Diikaz.

Bezpodminec¢nost: Pro kazdé & € ¢2(J) fada 3 &,9,, konverguje bezpodmineéné v disledku PI
a RFV, nebot ||z||? = Y|€.12 (& = (z, @), je absolutné konvergentni &fselnd fada, jejiz soucet
l|lz||? nezévisi na poradi a tedy ani soucet .

® je absolutni pravé kdyz pro kazdé € € £2(J) je 1||&n®@nll = SIall|®Pnll = 2o|&n| < 00, tj. pravé
kdyz ¢ € £1(J), neboli pravé kdyz ¢2(J) = ¢'(J). To ale nastane pouze pii dim H < oo (viz
2-80f(c)), nebot jinak ¢2(.J) 2 ¢1(.J): napifklad {1} € ¢2(.J) — ¢1(J).

Tésnd ohranicenost je zfejmé, nebot ||@,| = 1 pro kazdé n € J.

Exaktnost: {®y, },,4,m nemize byt Gplnd v H pro zadné m € J podle nebot pro kazdén € J,
n #m, je 0 # @, L &y

{®,,} je Schauderova béze, nebot soufadnicové funkciondly &,(-) = (-, @,) jsou spojité dle RVR
13.12 O

Disledek 6.25. Kazdy separabilni H-prostor je unitdrné izomorfni s £2(J), kde J je nejvijse
spocetnd indexovd mnazﬁ'ncﬁ.

Zejména kazdsj funkciondini prostor L*(J) (I C R lebesqueovsky méritelnd) je unitdrné izomorfni
s (2.

Dikaz. Plyne z a 7 (6.23(4). Jelikoz L?(J) je dle [2.75(1) separabilni nekone¢né dimenze
(existuje spocetnd ONB), tak L?(J) X (7)) = 2. O

Véta 6.26. Unitdarni operator U : Hi — Ho prevadi ONB {®,}nes v Hi na ONB {U®,}ney
v Hy. Naopak kazZdd dvojice ONB: {®Pp}nes v Hi a {¥n}nes v Hy urcuje vztahem ¥, := U,
jednoznacné unitarni operdtor U € B(Hy, Hy): Uz = Y (x, Pp)¥,,, € H;.
neJ

Diikaz.
L. Dle [6.23(1)(3a) staci pro ¥, ovérit [|¥,| = 1 a platnost PI pro kazdé Uz =y € Ha:
ol = [0 [* = 2] = Sl B0} 2 = Sz, UBYI? = 5 (g, )], K pro = = By jo y =,
takze | @, | = ||Pn]]? = 1.

. . , T cep s Tel 2. oy s
II. Je-li z € Hy libovolny, x =" (x, ®,) Py, ¥,, = UP,,, pak jediné spojité linedrni rozsifeni na
cely prostor H; musi byt tvaru Uz := Y (z, @) UP,, = > (z,P,)¥,. Pak U je unitarni, nebot dle
6.23je LUz = {{x,®,)} = Loz V& € Hy, takze U = Ly' Ly je slozenfm unitérnich operatort
a tedy unitarni dle O

Pozndamka 6.27.

Pro prostor L?(J) mé tvrzeni zasadni vyznam, nebot umoznuje funkce v ném reprezen-
tovat posloupnostmi souradnic ve vhodné ONB. Pokud pro néjaké x(t) € L?(J), t € J, piislusnd
nekonecnd rada konverguje dostate¢né rychle, lze ji nahradit koneénym c¢aste¢nym souctem, coz
otevira cestu k dobré numerické aproximaci.

Klasickym p¥ikladem je ONB harmonickych kmiti, kterd vede v prostoru L2([0,T]) na roz-
voje prvku do Fourierovy rady (viz a prilohu . Dalsi podrobnosti lze nalézt v monografii
[Heil:cast IV s.429-465].

V poslednich desetiletich byla nalezena celd fada ortonormalnich bazovych systémi i pro
prostor L?(R) := L?, zejména mizeme zminit vinkové neboli waveletové (napi. [Dau92], [Chud2))
a Gaborovy systémy (napt. [FS98]). Dalsi informace v tomto sméru lze nalézt kromé piilohy
i v mnoha dalsich prehledovych monografiich [Heil:&ast III s.249-425], [Chr03] [Chr08].

8Jednd se o analogii tvrzeni v separabilnim H-prostoru nekonecné dimenze.
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Priklad 6.28.

Pokud |J| = n < oo, pak ¢2(J) = C" a Tp je s uvazenim piikladu [4.13{(4) reprezentovan re-
guldrni matici (totiz Te unitarni = Ty je TLI) Ty := [P, ..., D, ], jejiz sloupce jsou n-rozmérné
ortonormalni vektory @;, j =1,...,n. Jeji fadky odpovidaji (komplexné sdruzenym) sloupctim
rovnéz unitarni matice Tq = T’y L a jsou tedy také ortonormalni.

Tedy v prostorech kone¢né dimenze vystupuji v roli rekonstrukénich operatort ortonormal-
nich bézi pravé unitdrni matice, v readlném piipadé (¢2(.J) = R") obvykle nazjvané ortogo-
nalnimi maticemi.

6.3 Rieszovy baze

V tomto odstavci se budeme zabyvat tzv. Rieszovymi bazemi, coz jsou pravé ty framy, jejichz
rekonstrukéni operator je topologicky linearni izomorfizmus.

Definice 6.29 (Rieszova baze).
Frame ¢ := {®,,},,c; C H (H-prostor) se nazyva Rieszovou bézi v H (RB), jestlize prislusny
rekonstrukéni operator T := Ty : £2(J) — H je TLL

Pozndamka 6.30. S ohledem na [6.26] je RB nejblizsi zobecnéni ONB ve smyslu topologické ekvi-
valence — opustime pouze pozadavek izometrie (unitarity).

Véta 6.31 (Charakterizace Rieszovych bazi).
Necht ® := {®Pn}nes C H (H-prostor) je posloupnost v H. Pak existuji konstanty
0 < A< B < oo tak, Ze nasledugici turzeni jsou ekvivalentni:
(1) ® je Rieszova bize v H.
(1a) ® je bize v H, pro niz ’RT{) = (2(J).

(1b) ® je baze v H, kde Y. &,@p konverguje <= 3 |€,]? < oo.
neJ neJ
(2) ® je ohranicend a bezpodminecnd bize v H.

(3) @ je frame v H, kde Lg je TLI H — (*(J).
(3a) ® je w-nezdvisld a pro kazdé x € H plati nerounostﬂ'

2)
All2)? < | Lo |2 B2 3 (@ 2.)1* < Blla|*.

(4) ® je frame v H, kde Ty je TLI (*(J) — H.
(4a) @ je tiplnd v H a pro kazdé € € ¢*(J) plati nerovnosti® :
6.18|(1 = v, v
AP < ol B2 | S 6@l = T 5 (@0,00606 < BIEIP, ke v pitpadz |J] =
ne

neJ keJ
Ng se staci omezit pouze na konecné posloupnosti (£, =0 pro s.v. n € J).

(5) @ je frame v H, kde Re je TLI z £*(J) na ¢*(J) a Se je TLI z H na H.
V takovém pripadé pro kazdé x € H je {x}p = Tglx jeho posloupnosti souradnic a plati A <
Re,5¢ < B.

Diikaz.
(1)=-(1a) zfejmé plati, nebot z definice je bijektivni rekonstrukéni operdtor definovdn na
?%(J), coz musi byt pravé Rg, protoze dle m jeho inverze urcuje souradnicové zobrazeni.
la)<(1b): pro kazdé x € H je x := n®pn konvergentni < £ € RE . Podobné w2 < oo
®
— neJ neJ

& & € £2(J). Celkem R,Ti) = (%(J) pravé kdyz konvergence x := Y &,P, je ekvivalentni
neJ

9Rozvolnén{ Parsevalovych identit 3a),(4a).
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5 3 [€n]? < o0

neJ

(1)

(1a,b):>(1): Tp je dle linearni bijekce R:'} ?*(J) na H. Pro kazdé N € N ozna¢me

Tn(§) = Z &ny@Pn,, N-ty castecny soucet. Ten je VN € N linedrni a rovnéz spojity, nebot

TN (€I < Z Vni P 1Pn || < H€||2(k§_31|!¢nkll)' Pak V¢ € (2(J) je kafnk < o0 adle (1b) je

rada Tg€ konvergentm takze TN(§) — TpE VE € 12(J BS@ Ts je celkem spojitou bijekci
¢%(J) na H a tedy TLI dle IMT [3.6| Pak ® je Rleszova baze dle definice

(1)< (4) z definice

(4)<(3) plyne z nebot Ly = Tj.

(3)(3a): Lo : H — (2(J) je TLI < Lo : H — R(Le) = R(Lq>) je TLI a R(Lg) = £%(J)

(surjekce) BT existuji A := m? < M? =: B takové, ie Allz|)? < ||Lsz|? < Blz|? a

R(Ls) = 2(J), kde wavieny R(TZ) = R(La) = 2(7) B Ar(1y) = {0} & @ je

w-nezavisla. V takovém pripadé A < Sp 4) L3yLe < B dle 4.10)/2°3°.

(4)e(da): Tp : 2(J) — Hje TLI & Ty : 2(J) — R(Ts) = R(Ts) je TLI a R(Ts) = H
- EI0/1°20 2 _ 2 2

(surjekce) === " existuji A :=m? < M? =: B (stejné jako v (3a)) tak, ze A[|€]|? < ||To&||* <

Bl€|]? a R(Te) = H, kde uzavieny R(Tq>) = H & H=L(®) < & jetphd v H

(cviceni: R(Te) C L(P) a z uzavienosti R(Ts) plyne i opacnd inkluze). V takovém piipadé

A< Re"EY o1y < B dle 10203,

Zbyvé ukazat, ze z platnosti (4a) pro kone¢né posloupnosti plyne platnost (4a) pro kazdou
posloupnost. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpoklddat J = N a omezit se na ¢astecné soucty
uvedenych rad. Pak

N N N
A ;!&!2 < ;&%HQ < B ;Iﬁnl2
1 1 spoj. normy | \
Al < 2:3 &nl? < Bl

(4)=(5): Re 3) LeTe 1 So -(4) TgLg jsou surjektivni TLI, nebot jsou sloZzenim dvou
surjektivnich TLI dle (4) a z ni plynouci (3).

(5)=(4): Rgp = T3Ts je TLI 22(J) na £2(J) U™ 7y . 2(J) = R(Ts) je TLI Soucasnd
Se = TeLe je TLI H na H = Ty je surjekce na H = Ty je TLI z £2(J) na H, coz je (4).

(1)=(2): (1)=(1b), takze fada Y. &,P, konverguje bezpodminecné, nebot tato konvergence

- neJ

je ekvivalentni s absolutni (a tedy dle bezpodmine¢nou) konvergenci ¢iselné fady 3 [£,|%.
neJ

Soucasné (1)=(4a), kde pro kazdé n € J volbou { = &, dostdvame Top€ = @, a [|£|| = 1, takze

(4a) prejde v A < ||®,]|?> < B a @ je ohranicena.
(2)=(1b): viz [Heil:Thm.7.13(b) (c) s.197-200]. O

Dausledek 6.32. Kazdd Rieszova baze ® := {®y, }neg v H je bezpodminecénd, ohranicend a exakini
Schauderova bdze v H.

Diikaz.

Ohrani¢enost a bezpodminecnost plyne bezprostiedné z[6.31{(2).

® je Schauderova béze: Vo € H dle [6.18(1) a [6.29| je © = To&, kde £(x) = {x}e € £2(J) je
jedind, protoze Ty je TLI a tedy prosté zobrazeni. Proto ® je béze, kde {(x) =Ty 2, takze pro
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kazdé n € J je souradnicovy funkcional &, (-) slozenim spojitého operatoru Ty ! a soufadnicového
funkcionalu & — &, v ONB &, ktery je rovnéz spojity dle nebot ONB je Schauderova béaze.
Exaktnost: Prirozend ONB & = {e},cs je dle exaktni v £2(J), takze ® je rovnéz exaktni,
nebot @, = Tpe, a TLI zachovava exaktnost (sporem): Kdyby {®,} nebyla exaktni, pak H =
L({®n}nrm) pro n&jaké m € J = pro kazdé & € (%(J) je Tpl = klingo xy, kde x, € LH{Pr}nzm) a

=Ty ' Toé = Jim Ty 'ap, takze Ty 'z, € L{Ty ' Ontnpm) = LUEn ngm) = € € LH{Entngm)-
— 00
Pak by (%(J) = L({en}nzm) a € by nebyla exaktni, coz je ve sporu s O

Disledek 6.33. KaZdd ortonormdalni baze v H je Rieszovou bizi v H. Naopak Rieszova bdize ®
v H je ortonormdlni bizi < Tg je unitdrni < Lg je unitdrni. V takovém pripadé lze v[6.3]]
volit A =B = 1.

Diikaz.

I. & ONB v H 5 & je frame, kde Ly je unitarni =2 & je frame, kde Lg je TLI ) ¢
RB v H.

II. Naopak opét uzitim [6.23(3) a [6.31(3) je RB ® ortonormélni bazi < & je frame, kde Ly
je unitarni 5 ® je frame, kde Lgl = L} = Ts je unitarni. V takovém piipadé Le i Te
zachovavaji normu dle 2°, takze v lze volit A= B = 1. O

Véta 6.34. Topologicky linedrni izomorfismus T : Hy — Hy prevadi ONB E = {e,}nes v Hi
na RB {Ten}nes v Hy. Naopak kazda dvojice: ONB E = {en}nes v Hi a RB ® = {®,}pes
v Hy, uréuje vztahem &y, := Te,, jednoznacné topologicky linearni izomorfismus T € B(H1, Hs):

Te= % (z,e,)Pn, x € Hy.
neJ

Diikaz. Je specidlnim pifipadem ditkazu dale uvedené obecndjsi véty O

Priklad 6.35 (Diskrétni a funkciondlni aproximace: viz demolsq.m pro MATLAB).
Funkciondln{ ptesnd: Bud H := {& + &t + -+ + &t & € R,j = 0,1,...,n} C L%*([a,b])
podprostor vsech redlnych polynomu stupné nejvyse n na intervalu [a,b]. Tento prostor je (n +
1)-dimenzionalni a tedy uzavieny H-podprostor. Za jeho (Rieszovu) bézi zvolime homogenni
polynomy ® = {1,¢,...,t"}, &;(t) =t/, j=0,1,...,n

Nasim cilem je co nejpiesnéji aproximovat zvolenou funkei x(t) € L?([a,b]), tj. hleddme
¢ e R = £2(J), kde J = {0,1,...,n}, pomoci pseudoinverznfho operdtoru ¢+ = Ty x, kde
Teét = Pyx =: ¥ minimalizuje kvadratickou chybu ||z — Z||?. Pomoci vztahu T e R} Lo
lze feseni prenést do R™!, kde Rg je TLI dle @(5) reprezentovany dle (4) regularm
matici Ro EH®) [(@;,®;)] =: [R;;] Tadu n + 1, takze Rj = D R alt = T+CL‘ = Ry'z*, kde

* = Lox = [(z, Do), (x,P1), ..., (x,Pp)]T. Zbyva spocist skalarnl souciny v LQ([a b)):
b b

Rij = (t,t9) = [t dt = [ 179 dt = "2 =0 o (g t9) = [a(t)t) dt pro j =0,1,...,n

Funkciondlnf priblizng: P¥ fesenf praktickgch loh byvé z(f) obvykle zndma pouze na diskrétnf
siti ¢; (vzorkovany signdl) délky m + 1: x; = z(¢;), kde a =ty < t; < -+- < t,, = b. V tomto
pripadé je tieba integrily spocist priblizné pomoci vhodné kvadraturni formule. Je-li sit ekvi-
distantni (At = t; — ;1 pro 1=1,. ) pak nejjednodussi obdélnikové pravidlo dava pro

§=0,1,...,n (z,t)) = f ()t dt ~ At E x(tk)tj = 1" ~ AtTIz, kde Ty = [ti] je matice
a

diskretizovanych bazovych prvkd rozmeéru (m +1) x (n+1).

Diskrétni (nejméné presna): Diskretizujeme (zbytecné) bazové funkce i pii vypocétu R;j: Re ~
AtTETe = At R, kdy ¢t = Rp'a* ~ ¢ = 4 R;'AtTEx = Ry THx déva bézné pouzivany
vztah pro diskrétni polynomlalm aproximaci metodou nejmensich ¢tverctl.
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6.4 ,Framy*“ (angl. Frames)

V tomto odstavci se budeme zabyvat framy dle definice [6.18

Véta 6.36. Je-li @ = {P,}pes frame v H, pak ® je uplnd v H a pro kaZdé x € H existuje
E={&Y e () 2 =3 &Py, kde tada konverguje bezpodminecné.

Diikaz. ® frame &2 Ty je surjekce £2(J) na H = pro kazdé x € H existuje £ € (2(J) tak, Ze
x =Ts€, kde £ = &,y konverguje bezpodminecéné v ptirozené ONB €&, takze také konverguje

bezpodmineéné z = Tof = To(X_&nen) = 2. &P € L{P,}) pro libovolné x € H, takze

H=L({®,}) a @ je tedy uplnd v H. O

Pozndmka 6.37. Ziejmé frame predstavuje dalsi zobecnéni Rieszovy baze (ta je specidlnim pii-
padem framu), kde z predpokladu topologické ekvivalence ponechdme pouze spojitost a surjek-
tivitu, coz stéle jesté dovoluje vyjadrit kazdé x € H ve tvaru x = Y £,9,, kde na rozdil od RB
soutradnicova posloupnost £ jiz nemusi existovat jedina a tudiz ® nemusi byt bazi. Frame, ktery
neni RB nazveme superﬁplnyrrm systémem v H. Totiz Tg nemusi byt prosté, takze ani ®
nemusi byt w-nezdvisly. V porovnani s M(Q) Ize pro ¢ € £?(J) garantovat bezpodminecénost a
ohranicenost @ jen shora: 0 < ||®,]| < B < .

Véta 6.38. V H existuje frame prdve kdyZ H je separabilni.

Diikaz.
1. V H existuje frame ¢ CEC) je nejvyse spocetnd a uplnd = H je separabilni dle (viz
pozndmku pod ¢arou).

II. H separabilni @ v H existuje nejvyse spocetnd ONB, ktera je specidlnim piipadem framu

(Te unitéarni dle [6.23((4)). O

Véta 6.39 (Charakterizace framu).
Necht © = {Pplnes C H (H-prostor) je posloupnost v H. Pak existuji konstanty
0 < A< B < oo tak, Ze nasledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(1) @ je frame v H.

(2) Lo je TLI H — R(Ls) C £2(J).
(2a) Pro kazdé x € H plati nerovnosti:

Ao < Lo EE? (o 217 < Bl
n

(3) Te := L% € B((2(J), H) surjektivni na H.

(3a) ® je diplnd v H, Y |(x,®,)|> < oo Vo € H, a pro kazdé ¢ € N(Ts)* = R(Lg) plati
cJ
nerovnosti: 5

6181 _

Al < [ Te€|* == : |32 &Pl = X X (P, Br)énée < BlIE|?.
neJ neJ keJ

(4) Se je TLI z H na H.

V takovém pripadé pro kazdé x € H je {z}s @Tgw jeho jedinou posloupnosti souradnic lezici
v N(Ts)* a plati A < S, Ry < B, kde Ry : R(Lg) — R(La) je TLI.

107 angl. overcomplete.
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Diikaz. Probiha analogickyE jako dukaz véty
)<(3) je dle definice

6.18
E 3)<= (2; plati dle ( %&plikov&né na operétory Ly a Ly =Ts.
(2)&(4) uzitim ekvwalence 1° & 5° ve vété kde Se = Lq>Lq> aA=m?aB=M?2.
(2)&(2a) wzitim ekvivalence 1° < 2° ve véte 410, kde A = m? a B = M?.
(3)<(3a): Podle [4.5] plati nerovnosti v (3a) Vx e N(Ts)t < Tp: N(To)t — R(Ts) je TLI,
kde R(Ts) je uzavfeny, nebot N (Tp)* je uzavieny dle
Pokud plati (3), pak je H = R(Tp) = L(P) (Gdplnost ®), D(T3) = D(Le) = H (neboli
S (. B2 < oo pro kaidé z € H) a T : N(To)t BLY R(T2) = R(Ts) = H je TLI dle
Ukézali jsme tak platnost (3a).
Jestlize naopak plati (3a), pak Tp : N(Ts)* — R(Ts) je TLI, kde R(T3) je uzavieny, coz spolu
s jeho tiplnosti v H ddvd H = R(Ts) a tedy surjektivitu Tg. Zbyva ukizat D(Tg) = £2(J). To je
dtisledkem D(Lg) = H, kdy Lg € B(H,(?(J)) vzhledem k platnosti Y |(z,®,)|> < coVz € H,

neJ

nebot pak Ty = L € B((*(J), H). O

Dausledek 6.40. Necht ® = {P, }ncy je posloupnost v H (H-prostor). Pak ndsledujici viroky
jsou ekvivalentni:

(1) ® je Rieszova bize v H.

(2) @ je frame v H, kde @, n € J, jsou w-nezdqvislé.

(3) ® je exakini frame.

Diikaz.
(1)<(2) je disledkem WQ&) a[6.31((3a).
(1)=-(3) plyne z
(3)=(2) sporem: Kdyby ®,, nebyly w-nezavislé, pak I3m € J : 0 = Y} &,P,,, kde &, # 0 =
ImeJ: bp= ¥ (—§®,) = Ime J: by € LUPn}nsm)-
n#m &m
Pak HE({@n}n) C L{Pn}ntm) C H, coz je spor s exaktnosti dle definice (2) O

Definice 6.41 (Meze framu).

Cisla A, B z a nazyvame mezemi framu (dolni mez A, horni mez B). Frame se
nazyva A-tésny, jestlize A = B. Frame, ktery je 1-tésny se také nazyva Parsevalav frame.
Vzhledem k nerovnostem A < Sg, Ry < B jsou nejlepsimi (nejtésnéjsimi) mezemi framu
® pravé nejlepsi meze operatoru Sg, resp. Re: A < Ag := as, = ar, a B > By := s, = BRy-
Takovym mezim fikdme optimalni meze.

Lemma 6.42 (Vypocet nejlepsich mezi framu).

A = 15571 = IR IT! = ILGHI72 = 1751~ (6.2a)
Bg = [|Sa|l = [ Ral = [ILa|* = ||To| (6.2b)

Dikaz.

Identity (6.2b)) plynou z a identity (6.2a]) navic s uvazenim 3* a O

Ve (2a) chybi podminka na w-nezévislost, nebot nepozadujeme surjektivitu Le a naopak v (3a) je
navic podminka Y [(z,®,)|* < oo, kterd garantuje, ze Tp = L} je definovan a spojity na celém prostoru
neJ
£2(J). Pfitom v nerovnostech (3a) se nesta¢i omezit na koneéné podposloupnosti, nebot ty nemusi patiit
do R(Lq;.)
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Priklad 6.43.
(a) Tésny frame, ktery neni exaktni: Sjednoceni koneéného poc¢tu N > 2 ONB v H je tésny
frame, kde A = B = N, ktery neni exaktni:
Jestlize {ep n}n jsou ONB v H pro kazdé m =1,..., N, pak pro kazdé z € H je

N - N
YD Kzemn)? = D llzl® = Nija|*.
m=1 n m=1

Po odstranéni nékterého prvku e, , systém stale obsahuje alespon jednu kompletni ONB
a je tedy uplny v H, takze {e;} neni exaktni. Napiiklad, je-li {e,} ONB v H, pak
{e1,e1,e2,6e9,€3,€3,...} je neexaktni tésny frame s A = B = 2.

(b) Exaktni frame, ktery neni tésny: Polozme ® = {a,e,}, kde {e,} je ONBv Ha 0 < A <
lan|? < B < oo, piicemz 3m # n : |ay| # |am|. @ je ziejmé exaktni a pro kazdé z € H je

PI PI
Allz* = A D K, en)* < D lanl? |, en)|?) < B _|{w,en)]* = Bllz|*.

> l(@anen)|?

Napiiklad {v/2e1, ez, e€3,...} je exaktni, ale nikoliv tésny, nebot A =1 a By = 2.

(c) Frame, ktery neni tésny ani exaktni: Existuje mnoho zpusobu, jak vytvaret takové framy.
Miuzeme napiiklad konstruovat nové framy jako sjednoceni nékolika framu typu (a)-(b)
nebo (b)-(b). Naptiklad {ajer,aser,ases, ...}, kde {e,} je ONB v H, 0 < A < |a,|? <
B < oo, 3m # n : |ay| # |am|, neni exaktni ani tésny s mezemi 24 < 2B.

Véta 6.44.

L. Kazdy operdator U € B(Hy, H2), ktery je surjektivni (TLI) previdi ONB E = {ep}nes v Hy
na frame (RB) {Uey}nes v Ha.

II. Naopak kazdd dvojice: ONB E = {en}nes v Hi a frame (RB) ® = {®,}nes v Ha, urcuje
vztahem @, := Ue,, jednoznacné operdtor U € B(Hy, Hs), ktery je surjektivni (TLI) a Ux =
> (%, en)Pn, x € Hy.

neJ

Diikaz.

I. Dle (4) je en = Tren, kde Tk : £2(J) — Hj je unitarni a tedy dle surjektivni a TLI
= Ue, = UTgey, kde UTE je slozenim dvou surjekei (TLI) a tedy také surjekce (TLI), takze

{Ue,} je frame (RB) v Hy dle definice (resp. 6.29)).

II. Je-li z € H; libovolny, z" =" > (x,en)en, P = Uey, pak jediné spojité linedrni rozsiteni na

cely prostor Hy; musi byt tvaru Uz := Y (z,e,)Ue, = > (x, e,)P,. Pritom U je surjekce (TLI),
nebot dle je {{(z,en)} = Lgx Va € Hy, takze U = ToLg je opét surjekce (TLI) jakozto
slozeni dvou surjekei (TLI), nebot Lg je unitarni a tedy TLI a surjekce opét dle O

Dausledek 6.45 (Konstrukce (Parsevalova) framu pomoci ortogonalni projekcelEI)

Necht Py € B(Hy,H) je operdtor ortogondlni projekce prostoru H1 na podprostor H C Hj.
Pak Py prevddi kazdou RB ® = {(Pn}neJ v Hy na frame P = {@n}neJ v H a kazdou ONB
E = {en}nes v Hi na Parsevaliv frame E= {€n}tnes v H.

Driikaz.
o RBE Ty, € B(2(J), Hy) je TLI a Py € B(Hy, H) je surjekee (viz[3.60(1)), takie &, = Py,

12 D4 se dokonce ukazat i opaéna implikace: kazdy (Parsevalitv) frame se d4 zkonstruovat pomoci
operatoru ortogonalni projekce — viz text FR_RB_ONB.pdf, odst. 4.


http://www.econ.muni.cz/~vesely/su2/prednaska
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= PpTpen, kde € = {e,}ney je piirozend ONB v ?%(J) a slozen Operator PyTs € B(F2(J), H)
je také surjekce, takze o = {@n}neJ je frame v H dle definice 1 dle (I )
Pokud je ® = E ONB v Hj, pak dle|6.23|(3a) plati Parsevalova 1dent1ta Z [(x,en)|? = ||z|* pro

neJ
kazdé = € Hy. Jestlize x € H, pak (x,e,) = (x,8, + ;) = (2,8,) + (z,e) = (x,€,), nebot
e; L 2. Pro € H pak Parsevalovu identitu lze psat ve tvaru 3 |(z,€,)|?> = ||z||?> dokazujicim,
neJ
7e E = {€,}ney je Parsevaliiv frame v H (viz definici [6.41)). O

Priklad 6.46 (Matice).

Pokud |J| = n < oo, pak £?(J) = C" a rekonstrukéni operator Tp framu (Rieszovy baze)
v C™ je s uvdzenim piikladu [£.13|(4) reprezentovan matici fddkové plné hodnosti (reguldrni)
T := [P1,...,Pn], jejiz sloupce jsou m-rozmérné vektory @; € C™ pro j = 1,...,n, kde
m<n (m=mn).

Tedy v prostorech kone¢né dimenze vystupuji v roli rekonstrukénich operdtoru framu (Rie-
szovych bazi) pravé matice fadkové plné hodnosti (regularni matice).

Pfitom RB ® je ONB pravé kdyz reguldrni matice T'¢ je unitarni — viz priklad

Véta 6.47. Necht ® = {@y}nes je posloupnost v H (H-prostor), A > 0 redlné cislo. Pak
{ } ney Je ONB v H pravé kdyz ® je A-tésnyg frame v H, kteryj je soucasné tésné ohranicensy

tak, Ye | Pl = VA pro kazdé n € J.

Diikaz.
ONB v H'Z || Ze|| =1 Vn € J = |,] = VA ¥n € J. Soucasné dle 6.23| plati

= { }nGJ
PIVe € H: o2 = ¥ (e, 2] = ¥ 1@ 8] & Alz]? = (@, 8)2 Ve e H & @
neJ neJ neJ

je tésny frame s mezemi A = B.
<: ¢ tésny frame v H s mezemi A B = ‘v’x € H plati

Alz|?* = Z z,®n)|? < ||x H2 ‘ qj" ?. Pak specialné pro Vm € J za predpokladu tésné
ohranicenosti ||®,,|| = \Fdostavame x = Q\/—'E = 1= H H | 7@ 772>’2 + E |<%, %)‘2
= Z ](3@ 3’9] = 0 (totiz ](Q\/—@,i@ ] H H =1) <¢—'X,¢—A) Vn € Jon # m.

Celkem tedy { } je ONS, nebot m € J byl libovolné zvoleny. Soucasné { } je také uplny,
nebot {®,} je uplny dle |6.36] Pak { 2} je ONB dle [6.23(1a). O

Disledek 6.48. Parsevaliv frame ® = {®,, }nes v H (H-prostor) je ONB prdvé kdyz ||®,|| = 1
pro kazdén € J.

Pi#iklad 6.49 (Piiklad tésného framu v C? — viz obr. 6.1)).
Zkonstruujeme tésny frame (A = B) a tésné ohraniceny frame v H = C2, ktery neni ONB:

&1 =[0,1]

3 1
@9 = [—cos30°, —sin30°] = [—\2[,—2}

1
@3 = [cos 30°, — sin 30°] = {\ég, —5}
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Pro kazdé x € C2, = [x1, 2] dostavame:

3 V3 1,2 V3 12
N2 2 | ot I
jgl\(x,@jﬂ = |xa]” + ‘ L1 — Tag + ‘xl 5 25
3 1 2 3 1 2
= |z2|? + (—{Rexl — §Re mg) + (—{Imxl — §Im$2) +

+ (?Rexl — %Reacg)Q + (\ég[mxl — %Imxg)Q =

3 1
= |zo® + 3 {(Re z1)* + (Im xl)ﬂ t3 {(Re x2)? + (Im 372)2} =
3 3
= 4 hof?) = e
Tedy ® = {®1, Do, @3} je tésny frame v C2 s mezemi A = B = %, pricemz 1 = ||&,|| # \/g

pro n = 1,2,3, takze ® neni ONB v C? v souladu s tvrzenim m Po vynasobeni rovnosti
konstantou 4 = 2 obdrzime Y°7_, |(, \/gsﬁj)\? = ||z||?, takze {[0, \/g], [—%,—%], [%, —%]}

je Parsevaltuv frame.

o,

-1

Obrazek 6.1: Tésny frame v R?: tzv. ,Mercedes-Benz“ frame

Tabulka [6.1] shrnuje pfehledné zékladn{ charakteristiky dplnych systémi.

6.5 Framové reprezentace v Hilbertové prostoru. Prin-
cip duality

V tomto odstavci se budeme zabyvat problémem hleddni (pseudoinverzni) soufadnicové repre-
zentace prvki H-prostoru v systémech typu frame. Dilezitou roli bude hrat konstrukce tzv. (ka-
nonicky) dudlniho framu, jehoz Besseluv operator umozni ptimy vypocet souradnic prvka v pu-
vodnim framu, tj. stejné jednoduse jako v pripadé ortonormaélnich bazi.

V dalsim (I#) zna¢i odkaz na prislusnou identitu pro pseudoinverzni operatory dokazanou
v kapitole [5]
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Tabulka 6.1: Uplné systémy ® = {®,},c; na H: shrnuti hlavnich charakteristik (H* :=

R(L) € 2(J)

)

operator ortonormalni baze Rieszova baze frame
6.18 Véta [6.23 Véta[6.31] Viéta [6.39
T UL (*(J) — H TLI: ¢*(J) —» H | surjekce: (*(J) - H
(4)(4a) (4)(4a) (3)(3a)
L UL: H —» (2(J) TLI: H —» (*(J) TLL: H — H*
(3)(3a) (3)(3a) (2)(2a)
S Iy TLI: H —~ H TLI: H — H
R IgQ(J) TLI: EQ(J) —r £2<J)
1-tésny, kde ||2,|| =1 A-tésny & S = Aly

| Ditlezitd tvrzeni uzitd v ditkazech: [3.32]}4.9[4.10[4.12]}4.17] |6.21]16.48 |

Definice 6.50. Necht T' € B(H;, Hy) (H-prostory) a S := T'T* € B(Hs, Hy). Pak Prvek ¢/ :=
S*y, y € Hy nazyvame prvkem (kanonicky) dudlnim k y, protoze umoziiuje nalézt z+ = Ty
pifmo pomoci adjungovaného operatoru T* dle (I12): xt = T*y'.

Polozime-li Hy := ¢*(J) a Hy := H, mizeme k posloupnosti ® = {®,,},c; C H zkonstruovat
(kanonicky) dudlni posloupnost ® = {®@,, },c s, kterd zachovava vlastnosti framu, resp. Rieszovy
baze dle nasledujici véty.

Véta 6.51 (Dudalni frame [Rieszova béaze]).

Necht ® = {@p, }nes je frame [resp. RB] v H s rekonstrukénim operatorem Te. Pak (kanonicky)
dudlni posloupnost ® = {®) } e, kde &), = S &, = Sg'®, (n € J) je rovnéZ frame [RB] v H
nazgvany (kanonicky) dudlni frame [RB] k & v H.

Diikaz.
So je dle 6.39(4) TLI H na H a S5 = S5' je rovnéz TLI H na H, takie @, = S3'®, =
Sy 'Tpen je frame [RB], nebot Sy ' Ty je surjektivni [TLI), kdyz Tp je surjektivni [TLI]. O

Nadéle se budeme zabyvat pouze kanonickou dualitou, kterd je zalozena na pseudoinverzi,
proto privlastek kanonicky bude nadale vynechan.

Oznacent.
Nadé4le pro operatory pfidruzené k framu ® a @' dle definice budeme z diivodu zjednoduseni
a zprehlednéni zapist pouzivat zjednodusené znaceni:

T::T@,Ltqu),S::Sq;.,R::R@ a T,::Tq;./,L/2:L¢/,S/::S¢./,R,2:R¢./.

Disledek 6.52. Za predpokladi véty[6.51) je R(L) = R(L') a plati
(1) T'= ST, T = ST’ (vztahy mezi T a T’ pomoci S)
(2) L' =LS™', L =L'S (vstahy mezi L a L' pomoci S)
(3) S"=S5"1 8= (9" (vatahy mezi S a S')

Diikaz.
(D) VEEP():TE=2, Pl =3, 51 Ppln = ST, &y = STITE =
T = §7\T = T = ST,
@ =17 (s 1) EB e (g1 BB p g1 - pg-l o [ = 1/,

(3) S/ — T/L/ (1:(2) SilTLsfl — S—lssfl — SfIIH — S—l = (Sl)fl — 9.
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Dle (2) je R(L) = R(L’), nebot S je TLI H na H. O
Piiklad 6.53. Na obr.[6.2 vidime frame {&y, §y, P53} v R2. Konkrétné & = [1,0]7, &9 = [0,1]7,
@3 = [1,—1]T. Na prvni pohled je patrné, Ze vektory @1, ®o tvoii ortonormalni bazi a vektor @3
je jejich linedrni kombinaci.

Vektory {@], D5, P4} tvori k puvodnimu framu kanonicky dudlni frame. Pro jejich vypocet

vyuzijeme vztah (1) z m tedy budeme hledat kanonicky dudlni frame ve tvaru & = S~1;.
Jestlize vektory @; umistime za sebe jako sloupce matice T'g, pak framovy operdtor ma podobu

matice .
10 1 10 1 2 -1

_ T _ . —
Se =ToT _[0 1 1] [0 1 1] [1 2]’

g s e 2 1 .
jejiz inverze je S(I,1 = % [ ] a tudiz

1 2
121 1
/—7
(Te) _3[1 2 —1]'

Tento dualni frame je znazornén na obrazku

o WS
by
b,
b,
1
bs
¢s
-1 4+

Obrazek 6.2: Priklad jednoduchého framu (¢ervené) a jeho kanonického dudlniho framu
v R? (modfe).

Disledek 6.54 (Princip duality).
Jestlize ® frame v H, pak ®" = ®.

Dikaz. ' = (@) = (§)"'#, = ()13, B2 59-1¢, — . O
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Dusledek 6.55. Za predpokladi véty[6.51] plati
(1) T"=TR", T =T'R (vztahy mezi T a T’ pomoci R)
(2) I'=RYL=T%, L=RL =T (vatahy mezi L a L' pomoci R)
(3) R =R*, R=R'" (vztahy mezi R a R')

Ditkaz.  Pomoci identit (I#) z vét [5.1] [5.5] a [5.7] dostavame:
(@) /B2 g1 1 g U 7 (0D pip odtud

RL' = RR*L 'Y pryL = L.

1) 7 =12 (®RL) = L*®Y)" L T(R)* = TR*. Odtud
T=1*% (RL) = L"R* = T'R.

@) R =01 =01 Y rrrrrt = ptre 2 R o
ROprt—pr o+ Wy —prpy 2 g

Véta 6.56 (Ciselné charakteristiky pii dualité).
Frame ® v H md (nejlep§z) meze A < B prdvé kdyz jeho dudlni frame ®' md (nejlepsi) meze
A < B, kde A' = E a B = A Ze]mena plati, Ze frame ® je tésny s mezemi A = B prdvé kdyZ
dudlni frame je tésniy s mezemi i‘ = B Pro vypocet nejlepsich mezi plati vztahy

(1) 171> = |ILI* = IS]| = IRl = Bo = 5, = |R*II = S""] = [IL"||*

(2) 1T = IL')* = 8]l = IRl = Ba» = 4; = [RT| =[S~ = L7

=L

Driikaz

0< A< as<5<B ™ B <B<oo™0o<f <=4 <9 =s5"
1 1 1

Navzdjem dudlni vztahy (1) a (2) jsou pak disledkem identit (6.2a)) a (6.2b)). O

Véta 6.57 (Véta o reprezentaci v Hilbertové (pod)prostoru).
Jestlize ® = {P, }ney je frame v H C Hy, pak Py =TL =T'L a tedy pro kaZdé x € Hy plati

F= (2,80 = (x,P,)P,. (6.3a)
neJ neJ
Dikaz, 7L/ B2 pp+ BAY p BIAY prpr B 0

Disledek 6.58 (Reprezentace pomoci tésného framu).
Jestlize je v predchozi véeté frame ® tésny s mezemi A = B, pak pro kazZdé x € Hy plati

=3 Z (2,8 Pp = A > (2, D)) P, (6.3b)

neJ neJ

Diikaz. Podle [4.17|je frame tésny s mezemi ag = A=B =85 © S=AIy & S~ '=1Iy.
Pak (6.3b) plyne z (6.3a)), nebot (z,®)) = (z,S7'®,) = (z, +®,) = %(x,®,). Podobné dudlnf

6.52(3
rozvoj dostaneme pro S'~1 ) S = Aly s uvazenim [6.54 O

Tedy tésné framy poskytuji zaroven nadbytec¢nost i jednoduchy vypocet sourad-
nic.
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Véta 6.59. Rieszova bdze ® v H je ONB prdvé kdyZ @ = ®.

Diikaz.

— RB @ je ONBEZY) g _ 1, = 51— 1y, takie &, — 510, = &, ¥n € J a tedy & — &',
e == L=-LaT=T =12 150t pp o 1y — 'L — 'L = 5 a
Ipy = 1L = RLL™ = REZY ¢ jo ONB.

V takovém pripadé Ae = ag =1 = Bs = Bs. O
Definice 6.60 (Biortogonalita).

Posloupnosti { @, }nes, {¥n}tnes C H se nazyvaji biortogondalni, jestlize (P, ¥,) = dmn.-

Véta 6.61. Je-li ® RB v H, pak dudlni RB ®' je jedind posloupnost biortogondlni k ®.

6 1

&
||!
=

Diikaz. Dle|6.31fjsou T'a L = T* TLI a pro Vm,n € J dostavame (@,,, @) = (Tey,, T cy)
(em, T*S™1Tey,) = (em, L(TL) ' Tey,) = (em, LL'T'Te,) = (em,en) = Smn.

Jednoznacnost: Necht U = {¥},, je posloupnost biortogonalni k ® v H, pak Vm € J je ¥, ©.24)
S (U, @)D, = > 0@, = D, O
neJ neJ

Véta 6.62. Necht ® = {P,} ey je frame v H a ® = {®P] },cs jeho dudini frame. Pak plati
(1) ® je RB & ® a ' jsou biortogondini.
(2) ® je ONB & & =3 q||®,|| =1 pro kazdé n € J.

Dikaz. ® frame v HE2Y 5. B Hje TLIZE V51 H - H je TLLa (v5)" = V3 dle[3.52
Dile ¢, = S7'¢,, a &, = SP/, dle Pak
(1)

=: plyne z[6.61

<: & a & biortogondlni = Vn,m € J: 6 = (D, P,,) = (SP,,P.)) = (VSVSP,, b)) =
(V8D (V8) ) = (VS V/SP. ) = E := {en}ney, kde e, := VSP, = V/5(V/5VS) 1o,
= (V/S)"'®,, je ONS v H. Odtud &, = v/Se,, kde /S je TLI, takze ® bude RB, jestlize
ukazeme, ze E je ONB. K tomu staci dle (1a) ovérit uplnost £ v H: x € H libovolny =
VSr € Havir B s (/8u, &), = & = 3 (VS 8,)(VE) "By = 3 (5, B, Yen =

neJ neJ

neJ

S 2, VS Ve, = X (x,en)en = x € L(E).

neJ neJ

(2)
=: ® ONB = ||®,| =1 Vn € J asoutasné ® je RB dle[6.33] pricemz &), = &, dle[6.59}

—o=0 v cH .= Z(x,¢n>¢n4)x:SIV:CEH=>S:IH:> | Lz|? =
neJ

(Lx, Lz) = (L*Lz,x) = (Sz,2) = (z,2) = ||z||* Va € Ji= je 1-tésny (Parsevaluv) frame.

Soucasné je ||P,|| =1 Vn € J, takze ® je ONB dle O

Pozndmka 6.63 (Konstrukce dudlniho framu pomoci R™).

Konstrukce duélniho framu @’ k ® z jeho deﬁnice tj. pomoci ST, neni z vipocetniho hlediska
praktickd, protoZe S i ST operuji na abstraktnim prostoru H. Uvedeme jiny piistup zaloZeny
na korelaénim operatoru R a jeho pseudoinverzi RT, které operuji na diskrétnim prostoru ¢2(.J).
Operator R je popsan Gramovou matici R = [rg,)knes, kde 1y = (P, Pp) (viz M(?))) Ta méa
obecné spocetny rozmér — konecny jen v pripadé |J| < oo:

& —Te, BV g BB prgy % T, kde R = R= [rfulmney.
me

Tedy n-ty sloupec matice R™ udéva posloupnost soufadnic pro &/, ve framu ®, neboli
{®' Y = {1} }mes. Nalezeni RT je pro mensi rozméry snadné (napf. v MATLABu pomoci
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procedury pinv). Jelikoz R je (hermitovsky) symetrickd, vyuzivaji algoritmy obvykle rozkladu
R na vlastni vektory a vlastni ¢isla nebo skeletniho rozkladu (viz [ZM1:V&ta4.22]), ktery lze
nalézt pomoci Gaussovy eliminace. Pti vyssich rozmérech vznika riziko numerické nestability a je
vhodnéjsi pouzit iteracni techniky, které jsou obvykle vici siteni zaokrouhlovacich chyb robust-
néjsi (viz napr. v priloze [E| vétu a jeji dusledek . Jako cviceni spoctéte vyse uvedenou
metodou dudlni frame z Pi"iklad neboli ukaZte, Ze je tvofen pravé sloupci matice TR™.

Dals{ piiklady framu lze nalézt v Ptiloze [F]
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7 SPEKTRALNI ANALYZA OPERATORU

Teorie: [Tay:kap.5-6 s.241-271,311-344], [DeMi:odst.4.9-10 s.172-192]

Oznacend.

{0} # X = NL-prostor nad F = C (pfipadné F = R).

T : X — X linearni operator (vétsinou spojity, tj. T € B(X, X))
T\:=T — M prokazdé N e F

R :=R(T)) ... obor hodnot operatoru T

Ny :=N(T)) ... jadro operatoru Ty

Definice 7.1. Jestlize X = R a existuje T;l € B(Ry, X), pak Ry := T)fl nazyvame rezolven-
tou operatoru 7 a ¢islo A nazyvame regularnim prvkem operatoru 7' (piseme X\ € p(T)),
v opa¢ném piipadé se \ nazyva prvkem spektra operatoru T (piseme A € o(T)). Ziejmé
o(T) =F — p(T). Spektrum o(T') se rozpada na 3 ¢asti: o(T) = Co(T)UPo(T)URo(T), kde
Co(T) = spojité spektrum: A\ € Co(T) & X =R, T)\_1 existuje a nenf spojity;
Po(T) = bodové spektrum: A € Po(T) < T; ' neexistuje < N, 2 {0},
A je tzv. vlastni ¢islo operatoru 7T,
0 # x € N, je tzv. vlastni prvek (vektor, funkce) operdtoru T' prislusny k A,
tj. 0=Tho =Tz — \x) & Tx = \x;
Ro(T) = o(T)— Co(T) — Po(T) je tzv. rezidudlni spektrum operatoru 7T, ziejmé
AeRo(T) & RyaGXa Ty ! existuje (spojity nebo nespojity).
Jestlize o(T) = Po(T), tak tikdme, ze T je operator s ¢isté bodovym spektrem.

Pozndmka 7.2.
(1) dimRy < 00 = Co(T) =0, nebot kazdy linedrni operator na R ([Z:mRi,\) je spojity.

(2) dimX < o0 = dimRy < o0 8, Co(T) =0 aRy=Ryr= Ro(T) =0, nebot dimR) =

dim X (7T je linearni izomorfismus X na R)).
Tedy celkem o(T) = Po(T), tj. kazdy linearni operdtor 7' : X — X mé Cisté bodové
spektrum. Pokud F = R, muze nabyvat o(T) = Po(T) = () v ptipadé, Ze matice [T
nema realna vlastni cisla.

(3) X =Buplny, A € p(T) = X [Z::DRiA a Ty, Ry jsou vzajemné inverzni linedrni izomorfismy
mezi B a R, kde Ry je spojity. Pokud je navic i T" spojity, pak T) je rovnéz spojity, takze
celkem T a Ry jsou vzdjemné inverzni TLI X na X, nebot R, je uzavieny dle

Véta 7.3 (viz obr. [7.1).

T €B(B,B), A>T = Aep(T) a Ry= -3 (I+ 3T+ HT?+...).

Dikaz [\ > |T| >0 = [4T] < 1= (1= 4T) je TLL = —X (1= 4T) = (T = A1) = T je
—“1[

TLI= Ry =Ty = 4 (1-37) " B39 11y dr g pre e L), O

Dusledek 7.4 (viz obr. [7.1).
Aea(T)= | <|T|-

Véta 7.5. T € B(B, B), A € p(T), |AN < gy = A+ A € p(T).

Diikaz. T)\+A>\ = T)\ - (T)\ - T>\+A)\> = T/\ - (T — A — (T - (/\ + A)\)I)) = T)\ — AMN =
T\(I — ANTY) = Ta(I — AXRy), kde |AAR,| = [AN]|[Ry] < 1 22 7 — ANR, je TLI B na B.
Pak T) je s uvdzenim poznamky (3) rovnéz TLI B na B. Celkem T, ) je tak slozenim dvou
TLI a tedy rovnéz TLI B na B, takze A + A\ € p(T). O

101
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I

Co(T) U Ro(T)

Obrazek 7.1: llustrace rozloZeni hodnot spektra operatoru 7' (F = C)

Disledek 7.6. T € B(B, B) = p(T) je otevrend a o(T) uzavrend podmnozina v IF.

Véta 7.7.
Jestlize T,U € L(X,X) a U je L-izomorfismus X na X, pak Po(T) = Po(UTU!).

Diikaz. A\ € Po(T) = 30# x €Ny : Tz = xz = UTU Y (Ux) = UTz = Uy = \Uz = )\ €
Po(UTU™Y), nebot Uz # 0. Protoze T = U~ Y (UTU YU, plati i opacna inkluze zaménime-li
roli U a UL O

Piiklad 7.8 (viz [DeMi:Example 4.9.3 s.180-181]).
Uvazujme B = Cla,b] s normou [|-|lec, tj. [|[2(¢)]lcc = n1[a>g}|x(t)|, F = R. Pii pevném u €
t€la

B definujeme (Tx)(t) = u(t) - z(t), ziejmé¢ T € B(B, B), nebot ITx]|0o = m[a>g1|u(t)a:(t)\ <
te|a,

max |u(t)] max |z(t)| = ||u]lcol| %]/ oo, kde ||u]|ec = ||T|| pIi volbé z = 1.

t€lad] telad]

Pak Tha = Tz — Az = u(t) - z(t) — Ax(t) = (u(t) — N (t).

Pritom T} ! existuje < u(t) — A #0Vt € [a,b] & NER - [Hfiri](u(t))’ m[a%](u(t))].
tela, te|a,

V takovém pripadé T) i T;l : T;lx = W{Am(t) jsou spojité z tychz duvodu jako T a dokonce
TLI na B vzhledem k u(t) — A # 0 na [a, b].

Tedy o(T) = [n%iri](u(t)), m[a}é](u(t))] a p(T) =R —o(T), pricemz plati:
tela, te|a,

u e} = o, 8] C la,b],a < 8= X =c¢€ Po(T) je vlastni hodnota,
u=Hc} = {a},a €[a,b] = X\ = c € Ro(T), nebot (T.x)(a) =0 = R, < Cla,b),
Ca(T) = 0, nebot pokud Ty ! existuje, tak je spojity.

Piiklad 7.9 (viz [DeMi:Example 4.9.4 s.185-186]).

Vlastnf &sla diskrétnich konvoluénich operatortt DCK Tj, a DLK Tj, z odst. s impulzni
odezvou h jsou dle a @ dény hodnotami jejich diskrétni Fourierovy transformace TL(’)/),
v € R a piislugné prvky e”?™* fourierovské baze odpovidajicimi vlastnimi prvky (v piipadé
DCK vlastnimi vektory ziskanymi jejich diskretizaci v = §, n =0,..., N —1).

Analogicka tvrzeni lze vyslovit pro periodické a neperiodické integralni konvoluéni operatory

z odst. (cviceni).
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7.1 Spektralni teorie samoadjungovanych operatori
v H-prostorech

Jedné se o zobecnéni klasické spektralni teorie symetrickych (F = R), resp. hermitovsky sy-
metrickych (F = C) matic z H-prostoru R", resp. C"™ konetné dimenze na samoadjungované
operatory definované na H-prostorech obecné nekonecné dimenze. Matice vzdy urcuji kompaktni
operator dle takze pravé kompaktni samoadjungované operatory se ukazou mit ¢isté bodové
(nejvySe spocetné) spektrum v souladu s analogii v pozndmce [7.2{2).

Véta 7.10. T € B(H,H),T = T* = Po(T) C R.

Dikaz. A € Po(T); Tu = Au, u # 0 = A(u,u) = (Au,u) = (Tu,u) = (u, Tu) = (u, \u) = A
£0

(u,u) = A=A= A e€R, O

Véta 7.11. T € B(H,H), T je unitirni, A € Po(T) = |\ = 1.

Dikaz. A € Po(T), Tu = Mu, u # 0 B \2Jul2 = MNu,u) = (v, ) = (Tu, Tu) =
(u,u) = [[ull?, kde [[ul]* # 0 = AP =1=|A| = 1. O

Véta 7.12.
T € B(H,H), T =T nebo T unitirni = Ny, L N, pro libovolné A1, 2 € Po(T), \1 # Ao

(viastni vektory prislusné riznym vlastnim cislim jsou ortogondlni).

Diikaz. Necht Tuy = Auy, Tus = Aoug, A1 # Ao. Pak

L=\ )ecR= A(ur,ug) = (Mut,uz) = (Tur,ug) = (uy, Tug) = (u1, Aaug) =

)\2(U1,U2> = ()\1 — )\2)<U1,UQ> =0= <U1,UQ> =0= U 1 u9.

—_———
#0

IL. T je unitdrni 250 M| = Ao = 1 = Aa # 1, nebot jinak Ao = Ada o = M| Xo|? = Aq,
1

spor s piedpokladem A1 # Ao. Pak A\jho(uy,ug) = (Ajug, Aaug) = (Tug, Tus) 30) (ug,ug) =

()\1X2—1)<’LL1,’LL2> =0= <’LL1,’LL2>:0:>U1 J_UQ. O

———

£0
Véta 7.13. T € B(H,H) = T\ € B(H,H) a (T\)" = T pro kazdé \ € F.

Diikaz. T\ =T — X € B(H,H), nebot T',I € B(H, H) a B(H, H) je dle[3.2|linedrn{ podprostor.

Pak pro kazdé =,y € H plati: (Thz,y) = (Tx — A\x,y) = (Tx,y) — Mz, y) = (z, T*y) — XNz, y) =
(@, Ty — y) = (2, (T* = M)y) = (&, T2y) B (T))" = T2 O

Daisledek 7.14.
(1) T € B(H,H) = H =R\ ®N(T%) pro kazdé \ € F.

€ JH), T = = H =R\ ® N~ pro kazdé \ € F.
(2) T € B(H,H), T =T* = H =T, & Nj pro kaidé \ € F
(3) TeB(H,H), T=T"= H=TR\®N, pro kazdé \ € Po(T).
Diikaz. S
(1) #5 Y RT) @ M(10)) E2 Ry 6 N (T2) VA € F.

1 __

(2) T=T" =T =Ty = N(I2) = N(T5) = Ny F H=R, @ A5 VA €F.
3) T=T"AePo(l)TAcR=>N=r= N =N, D H =Ry N,.
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Véta 7.15.
ProT €e BH,H), T=T% je A€ p(T) & Im>0:|Thx| > ml|z| pro kazdé x € H.

Diikaz.

=: X € p(T) B existuje 5! € B(Ry, H) Z 3m > 01 | Taz|| > mljz||Va € H.

<:3m > 0: [|[Thz| > m|z||Vx € H@T)\ je TLI z H na Ry = R, protoze Ty € B(H,H)
podle Déle je N5 = {0}, nebot v opaéném piipadé Jz # 0: 0 = Txz = (T — M)z =
Tx = \x :XGPU(T)@/\:XGRé 0 =T = x € N, = {0}, spor.

Tedy N5 = {0} a H = Ry dle[7.14(2) T A € p(T). O

Dausledek 7.16. Pro T € B(H,H), T = T*, plati:
(1) Neo(T) & 30#x, € Hamy>0,my, — 0: || Tha,| < myl|a,| (n— o0).
(2) Neo(T) & 3z, € H ala,|=1:|Than|| =0 (n— o).

Dikaz. Pro n — oo dostavame:
W Aea(T) & A pT) B Vm, >0,mpy — 030z, € H: |Taanl < mallzal.-

@ = 2o Yo <] = gt £ ma— 0= 1G] o

1
<: Jxy, € H, ||zp|| = 10 my, = [|[Thzn]] = 0= || Tz = mapl|z,| (:>) Aeo(T). O
Véta 7.17. Te B(H,H), T=T" = A=a+ip € p(T) pro 8 #0.
Diikaz. Pro libovolné x € H plati:

(Thz,z) = (T — M)z, z) = (Tz,z) — Mz, z) = (Tz, z) — \||z||?.
(x,T\z) = (Thx,z) = (Tx,z) —|z|* = (Tz,2) — X||z|*
———

€R dle

Odtud: (z, Taz) — (Taz,z) = (A = Nlz[* = 2iBllz|* = 218||z]* = [{z,Tra) — (D, z)| <

o

)
(@, Tha)| + |(Taz,2)| = 2|l | Taz]| = | Taz] > |8]]=]| B2 A € p(T). O

Véta 7.18 (Dukaz|D.7)).

ProT € B(H,H), T = T* plati o(T) C [m,M], kde m = ”iﬂlf1<Tx,x>, M = sup (Tz,z) a
= [l=[I=1
m,M € o(T).

Definice 7.19. Necht T' € B(H,H), T = T*. H-podprostor L. C H se nazyvd invariantni
vzhledem k T, jestlize T (L) C L (tj. Tz € L pro kazdé x € L).
Oznaéime T* : L — L restrikci T na L, neboli 'z = Tx pro kazdé x € L.

Priklad 7.20.
Necht A € Po(T). Pak N, je uzavieny dle @N \ je H-podprostor. NV, je invariantni vzhledem
k T, nebot pro x € Ny je Thx = (T — M)z = 0, neboli Tz = Az € N,.

Véta 7.21. T € B(H,H), T = T* a L C H invariantni vzhledem k T = L* je invariantni
vzhledem kT

Dikaz. * € L+ < Yy € L je (x,y) = 0; soucasné L invariantni = Ty € L, Yy € L. Pak
(Tz,y) = (x,Ty) =0, kde Ty € L a tedy Tx € L*. O
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Diusledek 7.22. T € B(H,H), T = T*, X € Po(T) = N, Ry jsou vzdjemné ortogondlni
komplementy v H invariantni kT

Diikaz. Dle[7.14(3) jsou Ny L Ry navzijem ortogondlni komplementy v H. Invariantnost je pak
primym dusledkem a O

Véta 7.23. Necht T € B(H,H), T = T* a L,M C H jsou néjaké vzdjemné ortogondlni
komplementy v H invariantni k T. Pak o(T) = o(T*) U a(TM).

Driikaz.

DA e o(THUo(TM) = X € o(TF) nebo A € o(TM). Necht napiiklad A € o(T1), pak dle
m(Q) existuje {z,,} C L, ||x,| = 1: |TEa,|| — 0. Protoze Ta, = Tha, je také X € o(T) opét
uzitim [7.16](2).

CAXEo(THUa(TM) = XN ¢ o(TF) & X\ ¢ o(TM) 13 Imq,mg > 0 takovd, ze pro m =
min(my, ma) plati [Tyl = 1Tyl > mallyll = mlyl Vy € L a||Taz] = IT 2] > ma|2]| >

mllell ¥z € M. ProVa e Hijew=y+z kdeye Lz M (ty L 2). Pak o] B%2°
1 B0]6°) | .
(||yH2 + ||Z||2)2 = ||T)\-T|| = ||£)\ry/—|—z>;z/|| = (|’T>\yH2 + ||T)\Z||2)2 > (m2||y||2 —|—m2||z||2)2 _

eL eM
m(||y|2 + |2]|2)2 = m||z| a tedy A ¢ o(T) opét dle[7.15 Proto o(T) C o(TL) Ua(TM). O

Véta 7.24.

Necht T € B(H,H), T = T*. Polozme N := L( | N)) rovno uzdvéru linedrniho obalu
AEPo(T)

vech podprostori Ny, A € Po(T) a G :=N+. Pak N = @ N, N a G jsou invariantn,
AePo(T)

H=N®G ao(T)=c(TV)Uo(T%).
Jestlize H = N, tak rikdme, Ze T je diagonalizovatelny.

Diikaz. N je ortogondlnim souctem podprostoru N dle [7.12] s uvdzenim 2.64. H = N & G
dle véty o ortogondlni projekci a o(TN)Uo(T%) dle [7.21] a 7.23| nebot N je invariantni
s uvazenim [7.20] O

Véta 7.25. Necht T € B(H,H), H separabilni a T = T* digonalizovatelny (H = N'). Pak

v H existuje uplni nejvyse spocetnyj ortonormdlni systém vlastnich prvku e, prislusny viastnim
cislim Ny, (Ten, = Apen) a pro kaZdé x € H plati:

(1) x = > cpen, kde ¢, = (x,e,), neboli I =% P, (bodové), kde P, je operdtor ortogondlni
n

proje]?ce H na L({en}).
(2) Tz =3 Ancpen, neboli T =3 A\, P, (bodové)

n

(3) (Tx,z) =3 Anlca|? (absolutni konvergence).

Diikaz.

H separabilni@j\/} C H separabilni V) € Po(T) 2@, N, existuje ONB E}, |Ey| < Ng. Pak

E = J, E\ je nejvyse spocetnda ONB v H:

e ortogonalita je zfejmd, nebot dle[7.12]je Ny, L Ny, pro \i # A2 = E), L Ej, pro A1 # lo.

e Ejetplny v H: Ny = L(Ey) C LIE)YA = UN\ C L(E) = H =N = LIUN,) C L(E) C
Y X

H= H=L(E).

o |[E| <N, tj. E=:{en}>2,, nebot H je separabilni (viz. [2.69)).

Pak
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(D) x=Y(r,en)en =Y. cnen = I =73 P, (bodové), kde P, je operator ortogonélni projekce
—_———
n . n n
na L({en}).

(2) Te =T(X cnen) =X cnTen =Y cndnen = > A Pru(2).
Tedy T = Y~ A\, P, (bodové).
(3) 0 > HmHQ <Z Cn€n, Zcmem> Z CnCm <en7 em> = Z|Cn‘2-
N—— n

n,m

6n,m

Je M| < ||T)I dle = Sllen? < IT) Slenl? < 00 = 3 Anlen|? konverguje absolutné a
n n n
plati: (T'z,z) = (3 cpdnen, ) = > An(Cnen, 2. Cmem) = D An D CnCm (€n, €m) = D AnCnCn =
n n m n m N—— n

6n,7n

Z)\n|cn]2. O

Poznamka 7.26.
Je-li H kone¢né dimenzionalni, pak je separabilni, tj. H = C™ nebo H = R" aZ na unitarni
izomorfismus (viz. [6.25)), a vysledky véty jsou dobfe zndmé ([ZM1:kap.6]).

Véta 7.27.
Necht N\, jsou vlastni hodnoty z predeslé véty. Pokud A ¢ {\,}, pak A € p(T) a rezolventa je

urcena vztahem Ry = Z )\ — P (bodovd konvergence).
=1
Diikaz.
A {A} = dIm>0: |A= A\, >mVn.
Pak The = (T—A)x = > (M Pp)z—A>. Pox = Y (A\,—\) P,z aodtud vzhledem k (P, x, P, z) =

n=1
Sn.ml| Prz|? dostavdme uzitim [7.25(1)(2)

N

IThx] = 0o (A — N Poz, X (A — /\)me)% = (A = AN (A, — N (Ppz, Ppz)| =
n m ln,m .
1 2 2
2
S = Pl | = (S = Mlenenl| > | Slenl Jenl?| =l
! "o T
>m

Tedy A 6 p( ) dle

Ry = Z )\ P, je inverzni k T, nebot plati:

1 1
R\T\z = (Z m1t>n(Z(Am - )\)Pm:n)) - Z - A(A )Py Py 22
:ZAiA(Am—A)an,mPanxzzkl_A(A ~ NP, ZP EAD 1y — 4,

Véta 7.28. T € B(H,H), T =T* kompaktni, 0 # X € o(T) = X € Po(T).

Diikaz.

0#Xe ol 2) IH{x,} C H, ||zn] = 1: ||Thxn|| — 0, tj. polozime-li y, = Thx, =
(Tzn — Axy), je |lynl — 0 (neboli yn, — 0) a zp = §(Tzn — yn).

Dle (30) z Txy, 1ze vybrat konvergentni podposloupnost {1z, }.

Pak z,, = %(T:J;nk — Yn,) konverguje rovnéz: necht x,, — x, pak Tz, — Tz, y,, — 0 a
v = 3Tz, tj. Tx = —z = ||zp, || = ||lz]| = ||z|]| = 1. Tedy
z je vlastni prvek piislusny k X\ a tudiz A\ € Po(T). O
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Véta 7.29. T € B(H,H), T = T* kompaktni = Po(T) # (.

Diikaz. Dle|7.18je m = ”iﬂf1<Tx,m>,M = sup (Tz,x) € o(T).
rl= [lxf=1

Pokud m # 0, resp. M # 0, tak dle m € Po(T) nebo M € Po(T).
Pokud m = M = 0, tak ||| ) T =0ar=0 je vlastni hodnota, nebot H 2 {0} (v definici
predpokldddme totiz H netrividlni), takze Tx = 0z pro Vo # 0 a tedy 0 € Po(T). O

Lemma 7.30.
T € B(H,H), T =T* kompaktni a {0} & L H-podprostor v H invariantni k T = v L existuje
vlastni prvek T .

Dikaz. T kompaktni = T kompaktni. Dle méa T vlastni hodnotu X a pifslusny vlastni
prvek 0 # x € L. Pak A € o(TF) C o(T) dle a tedy A je téz vlastni hodnotou 7" uzitim
pokud A # 0. Pokud A =0, tak T2z = T*2 = 0z = 0 a tedy A = 0 je vlastni hodnota 7. O

Véta 7.31. T € B(H,H), T =T* kompaktni = T je diagonalizovatelny (H = N).

Dikaz.
Ortogondlni komplement G uzdvéru linearniho obalu N vSech vlastnich prvki je nulovy pod-
prostor, nebot v opa¢ném pripadé by dle musel v G existovat vlastni prvek = # 0, ktery ale

soucasné lezi v NV, tj. x € N NG = {0}, spor. Dle[7.24dje H =N &G = N. O

Véta 7.32. T € B(H,H), T = T* kompaktni = Po(T) je nejujse spocetnd a pokud neni
konecnd, tak md prdvé jeden hromadny bod A = 0.

Diikaz.

I. Po(T) mé nejvyse jeden hromadny bod A = 0 (sporem): Kdyby existoval hromadny bod
A # 0, pak by existovala posloupnost {\,} C Po(T), Ay, # Ay, pPro m # n:
|An| > C > 0 a pro odpovidajici vlastni prvky z,, ||z,| =1 by bylo

| T2, — TacmH2 = [[Anzn — /\mgva2 = (MZn — AnZm, AnTn — ApTm) =
Anl? [[2nl® +[Am? [|2m 12 =AmAn (@ Tn) =AnAm (@0, 2m) > 2C% pro n # m.
~—— —— ———— —_———
1 1 =0 =0

Pak ovSsem z Tz, nelze vybrat konvergentni posloupnost (nebyla by cauchyovskd), coz je spor
s kompaktnosti 7.

II. Po(T) je nejvyse spocetna: pro Vn € N je P (T) :={X € Po(T)||A| = 1} je konecna
(i prazdna). Kdyby totiz byla nekonecnd, tak by obsahovala posloupnost { i}, A # Am pro

k # m, z niz lze vybrat konvergentni podposloupnostﬂ dle Bolzano-Weirstrasseovy véty, nebot
{\} Co(T) jedle ohranic¢end. Jeji limita L by byla nenulovym hromadnym bodem Po(T')

(o]
[toti# |L| > 1], coz nenf mozé. Pak |J PY"(T) = Po(T) — {0} a tedy i Po(T) je nejvyse
=1

n—=
spocetnd. Pokud Po(T) neni koneénd, tak 0 musi byt jejim hromadnym bodem, protoze pro
kazdé n € N musi existovat L > |\| € Po(T). O

Véta 7.33. T € B(H,H), T = T* kompaktni, 0 # X\ € Po(T) = dim N, < oco.

Diikaz.
Sporem: dim N = oo = v N, existuje posloupnost {x,} linedrné nezdvislych prvki, kterou lze
(neukoncenym) Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem (viz. [ZM1:vé&ta 3.78] a dukaz

1Také je diisledkem uzavienosti a ohrani¢enosti Po(T') — viz. a a[2.72(2°d),(3°c)
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véty [2.69) prevést na ortonormélni mnozinu {e,} C Ny, |len|| =1, {en,em) = 0 pro n # m. Pak

. 2:606°)
pro n # m je [Ten — Tem|* = [Aen — Aem® = [APllen — emll* == [AP(lenll? + | —eml?) =
1 1
2|A\|? > 0 = z Te, nelze vybrat konvergentni podposloupnost (nebyla by cauchyovskd), coz je
spor s kompaktnosti T' (viz. [3.64{3°)). O

Véta 7.34 (Hilbert-Schmidtova véta).
Je-li T'e B(H,H), T =T* kompaktni, pak v H existuje nejvjse spocetny ortonormdlni systém
{en} vlastnich proki prislusny nenulovgm (redlngm) vlastnim cislim A, takovy, Ze kaZdy prvek
x € H ma jediné vyjadreni ve tvaru

(1) © =73, cnen + v, kde ¢, = (x,€5) a Tv =0, a ddle plati:

(2) Tx =3, Ancnen a

(3) (T, 2) = 5% Auleal?.
Pokud {\,} je nekonecnd a usporadand sestupné dle velikosti (tj. |\,| neklesajici), pak nh_}ngo Ap =
0.

Diikaz. Dle|7.31)je H = NEH D Ny= D N eN(T), kde bud N (T) = {0} v pripads,

AePo 0#\ePo

7e 0 ¢ Po(T) (v takovém pripadé je T' = Ty prosté dle nebo 0 € Po(T), coz nastane <

J0£2zeH:Tr=0x=0 & Ny=N(T) 2 {0}.

H' := @ N, jeseparabilni dle(7.32a|7.33] nebot v H' 1ze zkonstruovat spocetnou ONB {e,, }
0#NEPo

stejné j:ko jako v diikazu véty [7.25[jakozto nejvyse spocetné sjednoceni konecnych ONB E) pro-

storit Ny (viz. t62[2.69). Pak x = 2’ +v, kde Tv = 0 (neboli v € N(T)) a Tx = T2’ + Tv = Tx' i

(Tz,z) = (Ta', 2" +v) = (T2, ') + (T2, v) © (Ta',z") spliiuje uvedené vztahy (1)—(3) dle véty

7.25 uvazime-li, ze ¢, = (' +v,e,) = (2, e,) + (v, €,). VySe uvedend rovnost (*) je disledkem
——

0

(T2',v) =0 dle[4.1](3).
Pokud je Po(T) nekonecna, pak ji lze dle usporadat do posloupnosti, jejimz jedinym hro-
madnym bodem je 0, coz pri sestupném usporadéani dle velikosti je ekvivalentni s nlglgo Apn=0. O



A FAKTOR PROSTORY A PRIMY SOUCET VEK-
TOROVYCH PROSTORU

Véta A.l.
Necht (V,Ly) je vektorovy prostor a ~ néjakd relace ekvivalence na V a V := V/~ prislusni
rozklad na V. Pak relace ~ je kongruence na (V, Lr) ve smyslu definice [ZM1:2.42] prdave kdyz
pro ¢, 1, x2, &', ), xh €V plati implikace:

(1) 1 ~ ), xo ~ xh = 1 + T2 ~ ) + b,

(2) a€F, z~a' = ax~ax.
V takovém pripadé trida 0 € V obsahujici nulovij prvek je vektorovym podprostorem ve V.

Disledek A.2.

Kazdy vektorovy podprostor W wvektorového prostoru (V, Lr) urcuje kongruenci % na V s vlast-
nosti W = 0 a naopak dle . Prislusny faktor prostor (V,Lg) tvoreny odpovidajicimi tri-
dami rozkladu pak znacime jako V/W a nazjvame jej faktor prostorem V modulo (podle)
W. KaZda jeho trida obsahujici vektor x je jednoznacné urcena podprostorem W wve tvaru
T ={x+w|w e W}. Misto @ pak piseme x + W. Zejména samotny podprostor W = 0+ W
tvori tridu obsahujici nulovy vektor 0.

Pritom plati x v y & y—x e W. Viakovém pripadé rikdme, Ze vektory x a y jsou kongru-
entni modulo W.

Pro prislusné kanonické linearni zobrazeni V.— V/W z véty [ZM1:2.43], x — x + W, pak tedy
plati:

(x+y)+W=(x+W)+y+W), (—x)+W=—(x+W), 0~ W,

(ax) + W = ax + W) pro kazdé o € F.

Dausledek A.3.
Je-li T : (V1,Lp) — (Va, Ly) linedrni zobrazeni a Vl/z prislusnyg kanonicky rozklad dle definice

[ZM1:2.401, pak Vi/~ = Vi/N(T).

Pozndamka A.4.

Podobné kazda faktor grupa V/W grupy (V,+,0) je urcena néjakou podgrupou W ve V. Staci
vlastnost (2) ve vété nahradit vlastnosti: € ~ &’ = —x ~ —a'.

Prikladem je grupa (Zy, @, 0), kterd je izomorfni s faktor grupou grupy (Z, 4, 0) podle podgrupy
NZ :={Nk|k € Z}. PiSeme pak Zy ~ Z/NZ. Pak

a™b o b—aeNZ & b—a=Nkpronéjaké k € Z < N|(b—a),

coz presné odpovidd kongruenci z prikladu [ZM1:2.62(2)].

Definice A.5.
Necht {(W;, Lr) }ier je systém vektorovych podprostoru vektorového prostoru (V, Lr). Pak pod-
prostor W := L(U;c; Wi) nazyvame souctem vektorovych podprostort W;, i € I a piSeme
W=t Wi
Jestlize navic plati W; N L(U,es j Wj) = {0} pro kazdé i € I, pak soucet nazyvdme piimym

souctem vektorovych podprostora W;, ¢ € I a pisSeme W = z.:z'e Wi

Speciélné v pripadé sou¢tu dvou, resp. koneéného poctu (n > 2) podprostoru pisSeme W =
Wi+ Wy, resp. W =W; +---+ W,. Podobné v pripadé primého souctu dvmﬂ, resp. konec¢ného
poctu (n > 2) podprostoru piSeme W = Wy + Wy, resp. W =Wy +--- + W,,.

'Dodateénd podminka je v tomto pifpadé tvaru Wi N Wy = {0}.
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Pozndmka A.6.
Soucet ani primy soucet podprostoru ziejmé nezavisi na poradi a uzdvorkovani séitancu a jsou
to tedy komutativni a asociativni operace.

Véta A.7. Pro podprostory z predchozi definice plati:
(1) W =371 Wi praveé kdyz
W={zeV| =3 z,z; € W;,JCI|J| <oo}.
(2) W =Wy +---+ W, prdvé kdyz
W=A{x1+ - +ax,|x; € Wy,i=1,...,n}.

(3) W =i, W; prave kdys
W={zxeVl]e=73,z,z; € W;,J CI|J| <oo}, kde vyjidreni kazdého vektoru
x € W ve tvaru souctu © =} ;c ;x; je jediné aZ na poradi a pocet nulovjch scitanci x;.
(4) W =Wy + -+ W, prdavé kdyz
W=Ax1+ - +x,|x; € Wi,i=1,...,n}, kde vyjddreni x1 + - - - + x,, kazdého vektoru
je az na poradi sc¢itancu jediné.

Dusledek A.8.
W =Wy +---+ W, pravé kdyz W ~ Wy x --- x W,.

Véta A.9 ([Sik:V3.43 s.32]).

Ke kazdému podprostoru W vektorového prostoru (V, Lg) ezistuje (obecné ne jeding) podprostor
W' veV tak, 26 V=W + W' a dimV = dim W + dim W’. Podprostor W' se nazjvd p¥imy
doplnék W ve V.

Véta A.10 ([Sik:V3.44 s.33]).
Necht (V, L) je vektorovy prostor a V.= Wi + Wa, pak V/W1 ~ Wy a kaZdd trida rozkladu
V/W1 obsahuje pravé jeden prvek z Wy (podobné po zaméné role Wy a Wa).

Véta A.11 ([Sik:V3.45 s.33]).
Necht (V, Lg) je vektorovy prostor a V.= Wy + Wa, pak dimV = dim(W; + W3) = dim Wy +
dim WQ.

Véta A.12 ([Sik:V3.46 s.33]).
Necht (V, L) je vektorovy prostor a W1 a Wy jeho podprostory, pak dim(Wy N Wa) 4+ dim (W5 +
Wg) = dim W1 + dim Wg.

Priklad A.13.

(1) Necht 0 # u € R? je néjaky vektor, pak W := L({u}) = {¢u|¢ € R} je jednorozmérny
vektorovy podprostor v (R?, Lr) generovany vektorem w. Tento podprostor je v Euklidov-
ské roviné s pevné zvolenym pocatkem reprezentovan primkou prochazejici timto poc¢atkem
ve sméru vektoru u. Pak rozklad R? /W dle je tvoren vSemi primkami rovnobéznymi
s W.

(2) Necht Wy a Wy jsou dva ruzné jednorozmérné vektorové podprostory jako v (1) repre-
zentované dvéma primkami prochdzejicimi pociatkem v riznych smérech u; a uo. Pak
RQ = Wl + WQ, nebot Wl N WQ = {[0,0]} a ]R2 = ,C(Wl U Wg) = L({ul,ug}), ne-
bot w;, us jsou ziejmé nezévislé a tudiz tvoii bazi v R2. Dle podle ocekavani plati
2 =dimR? = dim W; + dim W5 = 1+ 1.

(3) Necht Wy a Wa jsou dva riizné dvourozmérné podprostory v (R3, Lg) reprezentované
riznymi rovinami prochazejicimi poc¢atkem Eukleidovského prostoru R3. Ziejmé R3 =
Wi+ Wa a dle [A.12) plati dim(W; N Ws) = dim Wi + dim Ws — dimR* =2 +2 -3 = 1.
Podle ocekavani je tedy pranikem téchto rovin néjakd primka prochazejici pocatkem a
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soucet R? = W, + Wy tedy nemiize byt pfimym souc¢tem. Toho lze dosdhnout jen kdyz
W1 je pfimka a Wy rovina (nebo naopak), kdy
dim(WiNWs) =142-3=0, tj. W3 N W, ={[0,0,0]}.

Definice A.14. Necht W je vektorovy podprostor vektorového prostoru (V,Lp) a P:V — W
linearni operdtor s vlastnosti: Pz = x pro kazdé x € W. Pak P se nazyva projekéni. P je
ziejmé surjektivni a P2 = P, tj. P(Px) = Px pro kazdé x € V (tzv. vlastnost idempotence).

Véta A.15. Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a V.= W1+Ws. Definujme zobrazeni Py : V. — Wy
takto: Pi(z) := x1 je onen dle véty[A.7(4) jednoznacéné uréeny prvek z vyjddieni & = 1 + @2,
x1 € Wi, o € Wo. Pak P; je projekcni operdtor nazjvany operatorem rovnobéinéﬂ pro-
jekce na podprostor Wy, pricemz N (Py) = W3 a V/%: V/Ws.

2Rozumi se rovnobézné s podprostorem Wo.
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B METRIKY, NORMY A OPERATORY

B.1 p-metriky a p-normy

1 >0
Pozndmka B.1. Nadéle pro z > 0 klademe z° = lim 2P = pro- .
p—0+ 0 proz=0
Lemma B.2. Pro 0 <p <1 a libovolnd a,b € C plati
la + bP < lalP + |bP, (B.1a)

pricemz rovnost nastane pouze v pripadé a = 0 nebo b = 0.

Diikaz. Je-li a = 0 nebo b = 0, pak tvrzeni zfejmé plati a obé strany nerovnosti se rovnaji
s uvazenim poznamky v piipadé p = 0. Necht a # 0 a b # 0. Pak

|a+ 0" < (Ja| + [B])” = (la| + [b])(Ja| + b])"~" =
lal (|al + B[P~ + [b](|a] + [p)P ™" < |allaP~ + [B[pP~ = |af” + [b]?,
—— ———
>|al >[b]
nebot mocninna funkce zP~! je pro p —1 < 0 a = > 0 klesajici. O

Disledek B.3. Pro 0 < p <1 a libovolnd a;,b; € C, i =1,...,n, n € N, plati

n

D lai + bil? < lail? + |, (B.1b)
i=1

i=1 i=1
pricemz rovnost nastane prdvée kdyz pro kazdé i = 1,...,n plati a; = 0 nebo b; = 0.

Lemma B.4. Pro kazdé n € N a 1 < p < oo plati

n 1
; PP — .
Ja (b)) = me el (B22)
1=
Diikaz. Je-li z; = 0 pro i = 1,...,n, pak na obou stranich je nulovid hodnota a rovnost plati.

Necht z; # 0 pro néjaké i, pak m := max [z[; >0 a

=1,...

n

)7 = fim (3

1=

T

m

3 =

p);:m'lzm.

Ly
m

n 1 n

i PP — 15 p
Jim (fl?)" = Jim (3
1=

=1

Vskutku: Zi|P plati 1 < s(p) < n a tudiz

Li
m

n
Lil <1, takze pro s(p) := >
i=1

Zi
m

1 . 1
lim s(p)» = lim er

Véta B.5 (Minkovského nerovnost).
Pro1 <p< oo alibovolnd a;,b; € C,i=1,...,n, n €N, plati

(zn:\ai +bi‘p)% < (i|ai]p)% + (zn:\bi\p)%, (B.2b)
i—1 i=1 i=1

pricemz pro p — oo prejde tato nerovnost v nerovnost

Ins(p) _ 0 _ 1 0

max |a; + b;| < max |a;| + max |b;]. (B.2¢)
i=1,....,n i=1,...,n 1=1,....,n

113



114 FEKT Vysokého uceni technického v Brné

Dukaz. Pro p = 1 je nerovnost (B.2b]) ziejmd a pro p > 1 se dokazuje pomoci Holderovy
nerovnosti [2.79] Dikaz obou nerovnosti lze nalézt napiiklad v monografii [KoFo: s.66-72]
nebo [Heil:Thm.1.13 s.11]. Nerovnost (B.2¢) plyne z (B.2b)) limitnim prechodem pro p — oo

uzitim (B.2al). O]

Véta B.6. Pro x,y € C", n € N, vztahy

n
> @i —yil? pro0<p<1 (B.3a)
i=1 )
n =
op(x,y) = (Z |z — yi|p)p prol <p < oo (B.3b)
i=1
max [z; —y;| - prop=oo (B.3c)
i=1,...,n

definuji na C" nezdpornou funkci o,, kterd je invariantni metrikou, tzv. p-metrika.

Diikaz. Axiomy symetrie 1° a totoznosti 3° pro metriku dle definice jsou ziejmé, trojuhelni-
kova nerovnost 2° p,(x, z) < op(x, y)+0p(y, 2) je disledkem nerovnosti (B.1b)), (B.2b)) a (B.2¢),
jestlize polozime a; := z;—y;, b; := y;—z; proi = 1,..., n. Invariantnost o,(x+2,y+2) = o(x,y)
je rovnéz ziejmé, nebot x; + z; — (y; + 2z;) =z —y; proi = 1,...,n. O

Disledek B.7. Pro kazdé € € C*, n € N, a 0 < p < oo oznacme |zl := op(x,0) jako
vzddlenost x od pocdtku 0. Pak ||-||, md ndsledujict vlastnosti (x,y € C*, c € C):

(1) lz = yllp = op(®, y) = op(y, ) = |y — @[l

(2) |lz|lp = |-, = 0.

(3) llz|lo={i|x; #0,i =1,...,n}| = pocet nenulovych slozek v x.

(4) llzllp =0 < = =0.

() Iz +yllp < llzlp + [yllp-

(6) llez|lp = |cll|z]lp pro1 <p < oc.
Zejména je ||-||p normou pro 1 < p < oo a plati

Joo = Jim -

Diikaz.
(1) plyne z invariantnosti a symetrie metriky op:

|z —yllp = op(x —y,0) = op(x —y + 4,0+ y) = 0p(x,y) = 0p(y,x) = ||y — [,

(2) je dusledkem (1) pii y = 0.
B3 o . ,
(3) el = eo(.0) & 32 (a2 # 0,1 = 1.}
(
(

)
)
4) plyne z axiomu totoznosti pro metriku: ||z|, =0 & gp(2,0) =0 & = =0.
5) je duasledkem (B.1b)), (B.2b)) a (B.2c|) nebo trojihelnikové nerovnosti pro metriky:

@) (1)
|z +yll, = op(x, —y) < 0p(x,0) + 0,(0,—y) = ||z, + [|yll,-

B3b) & 1 n 1 n 1
(6) 1< p < o0t flewlly = (Sleai)? = (i Elail?)? = (S fail)? = el
1= 1= 1=
(B.39)
p =00 flewoo =Y mmax fexi| = max [elfail = |e| max fai| = [cl]}@]oc

|-l je pro 1 < p < oo normou, nebot (4)—(6) jsou spolu s (2) pravé axiomy normy dle definice
2.47| Limitni pfechod le Illp = || lloc je diisledkem ([B.2a]). O
p—00
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Dausledek B.8. Prostor posloupnosti ¢P(J) zavedeny v|2.74| je NL-prostorem jen pro 1 < p < co.
Pro0 < p <1 je pouze ML-prostorem s metrikou o,(§,m) := > ,cslén—mm|P, &, m € P(J). Pritom
op(-, ) P(J) x P(J) = R i |||p : P(J) = R jsou spojitd zobrazeni.

Diikaz. Vsechny axiomy metriky, resp. normy jsou splnény trividlné, kromé trojihelnikové ne-
rovnosti. Pokud |J| = n, miZeme bez Gjmy na obecnosti ztotoznit ¢7(J) s mnozinou C" opat-
fenou p-metrikou, resp. p-normou, takze trojthelnikovd nerovnost plati dle véty [B.6] resp. dle
jejiho dusledku (5) Pokud |J| = Rg, mzeme analogicky ztotoznit £(J) s CN (nekonecné
soucty nezavisi na potradi vzhledem k absolutni konvergenci nekoneénych rad). Pak po limit-
nim prechodu n — oo zustanou vSechny (ne)rovnosti (B.2a))—(B.2d)) a (B.3a)—(B.3c) v platnosti
(ilnax # — sug# pro n — o0), stejné jako tvrzeni disledku |B.7]
1€

=1,...,n

Pro 0 < p < 1 je ¢/(J) pouze metrickym linedrnim prostorem (viz[B.9(1)), protoze vzhledem
k [B.7(1),(2),(4),(5) lze diikaz spojitosti operaci se¢itani a nasobeni skaldrem vést zcela shodné
jako v dukazu véty stejné jako dukaz spojitosti op i ||-|[p. O

Pozndmka B.9.

(1) Pro 0 < p <1 misto [B.7(6) plati [|cx||, = |¢[’||x]|,, takze |||, neni normou.

(2) Trojuhelnikové nerovnosti a plati i pro p = 1, nebof prejdou v nerovnost
(B.2D)).

(3) Trojuihelnikovd nerovnost a tedy ani obecné neplati pro p > 1: napriklad
1+12=22=4> 12+ 12 =2.

(4) Trojihelnikova nerovnost plati i pro 0 < p < 1 jen v piipadé n = 1, kdy prejde
v |ai + b1] < |a1] + |b1]. Pro n > 1 obecné neplati: naptiklad pfi n = 2 pro a; = az = 16,
by = by = 9ap= 1 dostévame [(16+9)7+(16+9)2]° = 100 > [162]*+[92]* = 16+9 = 25.
Vztah pro 0 < p < 1 neurcuje proto metriku a ani normu jako v

(5) Definujeme-li v libovolném metrickém linedrnim prostoru (odst. s invariantni met-
rikou g funkci ||z|| := o(x,0), pak vlastnosti[B.7)(1),(2),(4),(5) zistavaji v platnosti, nebot
pii jejich dikazu byly vyuzity pouze vlastnosti invariantni metriky. Obdobné dostavame
spojitost o a ||-|| stejné jako v (viz [B.1).

(6) ,Pseudonorma® ||-||o z[B.7|(3) hraje diilezitou roli pfi hledani tzv. Fidkych FeSeni nedour-
¢eného systému linedrnich rovnic (vice proménnych nez rovnic): mezi nekoneéné mnoha
reSenimi nedourceného systému linedrnich rovnic T@x = b s fadkové plnou hodnosti ma-
tice soustavy T' hleddme Feseni minimalizujici ||x||o, tj. s nejmensim poctem nenulovych
slozek. Vyzkum problematiky hledani ridkych feSeni zazivd v soucasnosti prudky roz-
voj [BDEQ9, [Elal0], nebot ma obrovsky aplikacni potenciél (pro podrobnéjsi sezndmeni
viz [HRVS11a, HRVS11b).

B.2 Ekvivalentni metriky a normy

Definice B.10. Necht X je M-prostor, resp. NL-prostor vzhledem ke dvéma metrikdm d a
0, resp. normam ||-|| a - §. Tyto metriky, resp. normy se nazyvaji ekvivalentnﬂ jestlize na
X indukuji stejnou topologii, neboli kdyz identické zobrazeni I : (X,d) — (X, o), resp. I :
(XD = (X, - ¢) je TLL

V dalsim se omezime pouze na vysetfovani ekvivalentnich norem.

Véta B.11. Dve normy ||| a § - £ na NL-prostoru X jsou ekvivalentni privé kdyz existuji
konstanty 0 < m < M takové, Ze pro kazdé x € X plati m||z| < fzff < M|z||.

!Piesnéji topologicky ekvivalentni.
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Obrazek B.1: Jednotkové koule v p-metrikach pro p=10,2,...,1,...,2,...,00.

Diikaz. Podle definice jsou obé normy ekvivalentni prave kdyz I : (X, |]|) — (X,4-4) je TLI,
neboli prave kdyz I : (X, ||-||) — (X,f-4) i inverzni I : (X, (X, -4) — (X,]]]) jsou spojita,
tj. praveé kdyz dle[3.1)(3) existuji C1, Cy > 0: faf = Iz < C1[|z| a soucasné ||z|| = || [z|| < Cofizt.
Stac¢i polozit M := Cy am := C% O

Poznamka B.12. Je-li v predchozi vété X tuplny vzhledem k obéma normam, pak k jejich ekvi-
valenci dle IMT (3.6 staci, kdyz je splnéna jedna z nerovnosti, neboli kdyz existuje C' > 0:
tzt < C||z|| nebo ||z|| < Ctzt (I je bijekce spojita alespon v jednom sméru).

Véta B.13 ([Heil:Thm.1.8 s.6]).
Kazdé dveé normy v NL-prostoru X konecné dimenze jsou ekvivalentni.

Diikaz. Podle existuje TLI T : (X, ||-]) — (X, -4). Pak T~ je také TLI a tedy rovnéz
identické zobrazeni I = T~'T je TLI a dle definice jsou tedy obé normy ekvivalentni. [

V dalsim se zaméfime na ekvivalenci p-norem pro razna p v prostorech ¢P(J) a LP(J) v situ-

acich dle véty

Véta B.14. Pro kazdé x € (P(J), |J| < N, a libovolné p,q (1 < p < q < o0) plati ||z]ec <
lllq < lllp-

Diikaz.
Podle [2.80(c) je x € £P(J) C £4(J) C £>°(J) a M := suplz;| < oo a |35| < 1 pro kazdé j € J.

jeJ
Pak 1 <y := > ]%]q <> \%\p =192 = YY1 < Yy2 < ¢y2 a dostavame:
JjeJ jeJ

T4
lelloo = supla;| = ftsupla; 7 = fsuplas[e < /3ol = ol = of - Me| [ =
jeJ jeJ jeJ jeJ jeJ
x4 X |P T |P
= M3 SM(/Z‘]VJ[ - (/ZMM = o3 lail = el
jed jed jed JjeJ

O]
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Dusledek B.15.
Pro kazdé x € CV a libovolné p,q (1 <p < q < o) plati

q=1
[2lloo < lzllg < ll2llp < [zl < N7alzfly < Nlzllq-

Vsechny p-normy na CN jsou proto ekvivalentni (viz|2.80(c),|B.11 a|B.13).

Diikaz. Pro |J| = N € N lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat ¢P(J) = CV pro kazdé
1 < p < o0. Pak pro kazdé x € CV prvé dvé nerovnosti zleva plati dle

Zameénou p ~ q a 1 ~» p odtud dostavame také [|z||, < |lz;.

Zbyvajici nerovnosti ukazeme uzitim Holderovy nerovnosti W pro dvojici indexii ¢ a ¢/ =
(¢ =1 pro ¢ = ), a dvojici prvka x € £4(J), 11: [1,...,1] € £4(J). Pak

= [z 1 < lalglitlly = VN|zlly = N7 [zl < N, 0

q—1

Véta B.16. Pro kazdé x € L1(J), 0 < u(J) < 0o, a libovolné p,q (1 <p < q < o) plati

1-p 1_1
p(@) 7zl < flally < p(@)e el

Diikaz. Podle véty [2.80(a) je # € L4(J) C LP(J) C L(J) a na zakladé jejtho dikazu dostdvame

opét uzitim Hélderovy nerovnosti: [|z|[b < [[z[|P u(J) @ a tedy [z, < HxHqu(J)%,

kde qq;p = 1% — 1 Odtud % — 1 pro ¢ — o0, takZe nerovnosti plati i pro ¢ = co (viz dikaz
m(asj, kde polozime C' = || f||c0)-

1 1—
Zaménou 1~ p a p ~ g obdrzime ||z||; < ,u(J)pTH:BHp a odtud M(J)Tp||$||1 <||zlp- O

B.3 Operatory Fredholmova typu

V piikladech [3.7(1)(2) jsme ukézali, Ze kazdy linedrni operdtor T' mezi koneéné dimenziondlnimi
NL-prostory je spojity a da se reprezentovat maticovym operatorem T := [T'] vztahem @ — Tx
pfi pevné zvolenych bazich v obou prostorech (viz .

Vzniké prirozend otdzka, zda toto tvrzeni lze zobecnit i pro pripad, kdy néktery z prostori
je nekonecné dimenze. Ukazuje se, ze obecné nikoliv, ale jen pfi splnéni dodateénych podminek
dle nasledujicich vét. V navaznosti na priklad (3) tvrzeni zobecnime dle definice na
linedrni operatory mezi prostory posloupnosti T : (P(J;) — ¢9(J3), jejichz indexové mnoziny
J1, J2 jsou nejvyse spocetné, resp. na integralni operatory mezi prostory funkei LP(J;) — L9(Js)
definovanych na méritelnych mnozinach Jy, Js.

Definice B.17. Necht 1 < p,q < oo. Pak diskrétnim, resp. integralnim operatorem Fredhol-
mova typu rozumime operator 1Tp definovany nasledovné:
Diskrétni pripad Tp : (P(J;) — (4(J2), kde B € (1(Jy x J1), pak y := Tg(x) definujeme

vztahem y; = Y b;;jz;, pokud fada konverguje v P(Jy) Vi € Js.
je1
Integralni pfipad Tp : LP(J;) — L%(J3), kde B € L9(J2 x J;), pak y := Tg(x) definujeme
vztahem y(t) = [ B(t,u)z(u) du, pokud integral existuje a je koneény pro s.v. t € Ja.
J1

Funkci B nazyvame jadrem operatoru Tp. Operator Tp se nazyva Fredholmuv, jestlize je
ohraniceny s uzavfenym oborem hodnot R(Ts) a dim N (Tg) < co i dim N (Tj) < occ.

Véta B.18. Jestlize %—f—% =1, pak operdtor Tg z definice je ohraniceny a plati | Tpx||q <
| Bllgllz|lp- V takovém pripadé

yi = . bijz; € L4(J2) a Tada konverguje absolutné (a tedy bez ohledu na poradi) pro kaZdé
jeN1
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1 € Ja, resp.
y(t) = [ B(t,u)z(u)du € LI(J2), kde integrdl konverguje absolutné a je konecény pro skoro
J

vSechna t € Js.

Diikaz.
Diskrétni piipad: Pro pevné i € Jy je > b7 < >0 |byj|? < 00 = {bij}jes, € €9(J2), takze
JjeJL i€J2,jE€J1
uzitim Holderovy nerovnosti [2.79) dostdvame
il = | X bijzj] < X |bijzs| < (X |bis]? )‘IHpr < 00, takze Fada konverguje absolutné. Pak
je€S1 Jj€N jesr

7 nerovnosti

M%(§%WM%WM=ZWM§((ZMUWMz(Z 1) 1] do-
J 1

1€Jy jEJ1 i€Ja,j€J1
svime [Tyl = lylo < (52 gl el = |Blylll tale T je obraniceny
7]6
Integralni pripad: Dle Fubiniho Vety (F.V.) [ |B(t,u)|7du < oo = [|B(t,u)|?du < oo pro
jQle j1

s.v. t € Jy a tedy B(t,u) € LI(Jz) pro s.v. t € Jy, takZe opét uzitim Hélderovy nerovnosti [2.79)
dostavame pro s.v. t € Jo:

ly(@)| = |[ B(t,u)z(u) du| < [|B(t,u)z(u)|du < ([ ]B(t,u)\qdu)%Hme < 00, takze integral kon-
J J J

1 1 1
verguje absolutné. Dale analogicky jako v diskrétnim pripadé
M“%wwﬁ<gﬂBMPMﬁWW (S 1Bt )7 dt du)

jszl

=[5 = [ Blgl=3 O

Poznamka B.19.

(1) Operétory Fredholmova typu hraji dulezitou roli v teorii Fredholmovych integralnich rov-

nic tvaru Tpr = y, neboli [; B(t,u)x(u)du = y(t), kde k dané funkei y(t) € L(J2) na
pravé strané hleddme feseni z(u) € LP(J1). Jednd se vlastné o zobecnéni tlohy nalézt
feSeni x systému linedrnich rovnic Bx = y.
V pripadé Fredholmova operatoru je analogicky jako v prikladu (5) prostorem vsech
feSen{ homogenni rovnice (y = 0) koneéné-rozmérné jadro N (Tp) a feSeni pro pravou
stranu y existuje (y € R(Tp)) pravé kdyz spliuje e;-(y) = 0 pro konecné mnoho spojitych
bézovych funkciondli e’ € N(Tp) C L(J2)’ 10 LP(33), kde l l =1prol <gq< o0,
neboli prave kdyz splnuJe kone¢né mnoho linedrnich podmlnek fg y(t)ej(t)dt = 0. Pro
p=q=2jsou L*(J;) i L*(J5) H-prostory (véta [2.77) a (y,&;) = fb y(t)e;(t)dt =0V j je
ekvivalentni s y € N (T})* @R(TB) =R(ITB).

(2) Specidlnim pripadem operatoru Fredholmova typu jsou konvoluéni operatory 7}, jejichz
jadro je tvaru B(t,u) = h(t—u). Tyto operdtory realizuji linedrni filtry. Uréujici funkce h se
nazyva impulzni odezvou a jeji Fourierova transformace prenosovou funkci linedrniho
filtru. Podrobnéji bude o téchto operatorech a jejich vlastnostech pojednano v priloze



C FOURIEROVA RADA A FOURIEROVA TRANS-
FORMACE

Tato priloha dopliiuje a rozsifuje informace z ¢asti

C.1 Fourierova rada

Komplexni harmonické kmity:

1 o 1
E ={ex(t)}rez, er(t)= T = et = —(coswkt + isinwgt),

VT VT VT
kde pro k # 0 znaci

T

i, = & ... frekvenci |k|-ho harmonického kmitu s periodou Gk

Sl

wr = 27fr ... jeho thlovou rychlost.

E je ortonormdlni systém v L?([0,T)):

T 1 (T PELICET 1 pro j=k
<€j,€k> —A ej(t)ek(t)dt— TA 6 d _6.7k { 0 pro ]#k

E je dokonce tiplny (bdze) v L*([0,T]):
(bez dikazu, viz napr. |[Kuf69, Véta 3.15] nebo [Heil:Thm. 13.23 s.450])

z(t) € L?(]0,T)) libovoln a T-periodickd = z(t) = Z xrex(t),

kde fada konverguje (bez ohledu na pofadi) dle normy ||-||2 v prostoru L?([0,7]) a soufadnice
x) jsou jednoznacné urceny vztahem

o0
(r,ex) Z zje;, ex) Z xj (€, er) = Tk.
j=—o00 j=—o00 T
Komplexni tvar rozvoje do Fourierovy rady:
@ — Z < >\/7 zwkt — Z Ck(l‘)ewkt,
k=—00\ , k=—00
i ()
kde (C.1)
. _ 1 —zwkt / —iwkt
ck = cx(x) \/T< L €k) \/>/ dt = T dt.

Ck ... k-ty komplexni Fourieruv koeficient funkce z,
o ... stfedni hodnota (stejnosmérna slozka) funkce z,
{cktrez ... komplexni fourierovské spektrum funkce z,
x(t) = cpe Rt fe_pem Rt >

k-t4 harmonicka komponenta funkce = o frekvenci f;.

Dirichletova véta fikala, ze za pomérné mékkych podminek Fourierova fada funkce z
konverguje bodové k x, s vyjimkou bodu nespojitosti. Nyni uvadime jeji primy dusledek.

119



120 FEKT Vysokého uceni technického v Brné

Dausledek C.1. Je-li T-periodickd funkce x(t) po castech spojitd a po cdstech monotonni na
[0, T, pak md konecnou variaci a jeji FR konverguje bodové k z(t) v kaZdém bodé t, kde je x(t)
spojitd a k §(lim, o+ () +1im;_o- 2(t)) v kaZdém bodé nespojitosti (u funkce po castech spojité
je to vZdy pouze konecny skok).

Je-li z(t) redlna funkce, lze ((C.1)) upravit na dalsi dva ekvivalentni tvary:
Ziejmé c_j = ¢;. Oznacime-li

1
Ck = 5(% —ibg); ag, by €R, prok=0,1,... (C2)

pak cog = G € R, by = 0 a dostdvdme

Goniometricky tvar Fourierovy rady:

oo oo
z(t) = co+ Z(ckeiwkt + c_pe WKty = 24 Z 2Re(cpert) =
k=1 — 2 O
ckeiwkt
a o0
= ?0 + Z(ak cos wit + by sin wyt),
k=1
e )
kd (C.3)
ap = 2Re(c) = %fOT x(t) coswyt dt
pro k=0,1,...
by = —2Im(c;) = %fOT x(t) sin wyt dt

Polozime-li ay, = Ag cos g a by = Ay sin py, dostaneme

Amplitudové-fazovy tvar Fourierovy rady:

o o
z(t) = % + Z Ap(cos @y, cos wyt + sin g sin wyt) = % + Z Ay, cos(wit — pg).
k=1 k=1
0]
kde (C.4)
Ak = 2\ck|:\/a%+b2,
b
Y = arctan — prok=0,1,....
ak
Ay ... amplituda k-té harmonické slozky funkce z,
Dk ... fazovy posuv k-té harmonické slozky funkce z (—7 < ¢ < 7),
co=% ... stfedni hodnota (stejnosmérna slozka) funkce z,
{Ak}ken ... amplitudové spektrum funkce =z,
{¢rtken ... fazové spektrum funkce z.

Priklad C.2 (Vypocet Fourierovy trady spojité funkce). Necht je ddna periodicka funkce f,
ktera vznikne jednocestnym usmérnénim funkce cos(t), tedy

t t T 1+ 2km, T + 2k
F(t) = {cos pro t € Upez [—5 + 2km, § + 2k~ (5)

0 pro ostatni ¢.
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Jeho Fourierovy koeficienty ziskdme pomoci vyse uvedenych vztaht. Vzhledem k faktu, ze f

L
je realnd suda funkce, jsou koeficienty c; realné: ¢y = %, pro sudé k plati ¢ = %% a
jediny nenulovy koeficient pro k lichd je ¢; = 7. Pro vyss{ pfehlednost pouzijeme pievodu (C.2)
z komplexniho na goniometricky tvar, zde ar = 2¢;. Vyslednou Fourierovu fadu je pak mozno

zapsat jako

1 1 2 2 2
ft)=— —|—§cost+ 3—(:08215— 15)7008415—1—%7(:03&—

Puvodni funkci f a éastecné soucty jeji Fourierovy rady je mozné vidét na obr.

Priklad C.3 (Vypocet Fourierovy fady nespojité funkce). Necht je ddna T-periodickd funkce
f, tzv. pilovy signal f(t) = at pro t € [0,7T). Jeho Fourierovy koeficienty ziskdme obdobné jako
vyse a Fourierova fada pro f mé tvar

ft)=— ——>» —sin
2 T ok

ol ol &1 2kmt
()

Tedy prispévek harmonickych funkei k vyslednému souctu klesa s jejich frekvenci hyperbolicky,
%. Ptvodni funkci f a Castecné soucty jeji Fourierovy fady je mozné vidét na obr.

Fourierova rada konverguje bodové k f na intervalu (0,7T") a v bodech nespojistosti t = ZT
k hodnoté O‘T dle Dirichletovy véty |2

Vsunneme si, Ze rychlost konvergence fady (aniz bychom ji formalné definovali) je vyrazné
nizsi nez tomu bylo u ptredchoziho ptikladu. Tento jev lze snadno vysvétlit: skok lze Spatné
modelovat pomoci harmonickych funkei. U prikladu byla konvergence rychlejsi, protoze f
tam méla pouze nespojitost v prvni derivaci.

C.1.1 Parsevalova identita (PI)

Necht z € L2([0,T]) (tj. s koneénou energii na intervalu [0,7]) je T-periodickd, potom
zwkt

/OTy (t)[2 dt = <Z VT Z ck\F\F>
\v-/ ——

j=—00

[

ej(t) er(t)

(o ¢]
=T cicg (e, ep) =T ck2.
> ctrlejen) > el

j,k=—o00 k=—o00
! 85,k

Odtud pak dostavame:

Komplexni tvar Parsevalovy identity:

[e.9]

Z ‘Ck|2 = T/ ‘th <00 = {Ck}kEZ € ¥s. (CG)
k=—o00

stredm vykon na [0,T]

Specialné:

co ... stfedni vykon stejnosmérné slozky,
2 tredni vyk tej érné slozk
%fOT |z ()2 dt = |e_g|*> +|ck|* ... stfedni vykon k-té harmonické slozky.
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Obrazek C.1: Ukazky souctid prvnich K harmonickych slozek usmérnéného kosinu.
Modre vychozi funkce f, Cervené ¢astecné soucty, zelené prinos K-té slozky do souctu.

1 1 1
1 K=1 ' K=2 '
| so=12 ! |

05 - 05 \ 05
. - H .
! \ /N ! !
. . B .
: \! \ / :

0 : 0 ¥ 0 V
/ . 1\\ /
0 2 0 2 0 2
1 1 1
|
K=3 : K=10 : K=20 :
i .
H |
i
05 05 05
)
.
i |
. |
0 l 0 A /S A A ) 1 0 N N 1
0 2 0 2 0 2

Obrazek C.2: Ukazky souctt prvnich K harmonickych slozek pilové funkce pro parame-
try a = 1/2, T' = 2. Modre vychozi funkce f, ¢ervené ¢astecné soucty, zelené prinos K-té
slozky do souctu.
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Poznamka C.4. V elektrotechnice se odmocnina ze stfedntho vykonu nazyva efektivni hodnota
periodického signalu.

Amplitudovy tvar Parsevalovy identity (x redlndg):

= 2 2 2 % 1 & 4 2
S lerl? = leof? + 37 (el + lexl?) = 2 P | lrd e
k——o0o0 k=1 | 4LJ0
2lex|?=A3 /2 —
Specialné
2
% ... stfedni vykon stejnosmérné slozky,
A2
?’“ ... stfedni vykon k-té harmonické slozky,
A2y
9|2 _ [k C.8
Plalhen = {F} (C)

. vykonova spektralni hustota,

T A2\
2 _ k
2Tl hen = {55}

. energeticka spektralni hustota.

C.1.2 Diskretizace Fourierovy rady

Vypoéteme hodnoty rozvoje z(t) do jeji komplexni FR li pouze na rovnomérné diskrétni siti
N subintervalt: T' = NAt, z,, = z(nAt),n € Z.

Obdrzime
e
ﬂ ﬂ
C.1 s - 27 2 S 27r(k+mN) 2 _ s27kn
'CCJ Z Ckez%HAt Z < Z CkerN) N = Z ckeﬂz\]fC . (Cg)
k=—o00 =[] =

m=—00 k=— ]

kde [-] znaci celou ¢ast hodnoty.

Plati
Cr &~ ¢, mnebot |cx| — 0 pro k — +oo,
Cr = ¢k, pokud ¢ =0 pro |k| > % (FR je konecna: frar < %% udava konecny
frekvenc¢ni obsah x(t)),
{Ck}trez je N-periodickd posloupnost (¢x = Cxymn, m € Z).

Po dprave:
(2] N-1

-1
Tp = Z Ekeﬁc\’f" + Z Ekei%;\];" = Z Ekei%, (ClO)
=] = = M-
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kde prvni ze sum jsme upravili zaménou scitaciho indexu r = k + N na tvar:

! . ;2mkn N1 N 27 (r—N)n N-1 __ ;27rn
Z cre' N = Z Cr_Ne'T N = Z et N
k=—[%51] r=—[&F]+N r=[4]+1

2 2 2

s vyuzitim vztaht

— [%] + N = {%} +lac¢ =¢_npror= [%} +1,...,N —1 (N-periodicita).
Oznac¢ime-li x* = [wg,21,...,on_1)7 vzorky z(t) na jeji jedné periodé a
¢ = [¢0,C1,...,en-1]T odhady Fourierovych koeficientt, pak (C.10) uréuje tzv. operator dis-
krétni Fourierovy transformace (xz = DFT};(¢)) dle nésledujici definice.

Definice C.5 (Diskrétni Fourierova transformace (DFT)).
DFTJJ\E, : CN — CV je linearni operator X = W]j\[,:n ur¢eny matici N x N:

Wjj\c, = [kan}o% Nt kde Wxn = TR = cos QW” + ¢sin QW” je N-t4 primitivni odmocnina z 1,
SRS N —
tj. W =1,ale W& #1prok=1,...,N — 1. Tedy

2mkn

N-—1
X =[Xo, X1,..., Xy, kde Xp= > e~ a, prok=0,1,....N—1. (C.11)
n=0

Ztejmé Wjiv je symetrickd matice a (Wﬁ)* =Wj%.

Véta C.6 (Véta o inverzi).

Platit W W, = WL (WE)" = NIy a tedy (WE)™! = +WF a ﬁWﬁ je unitdrni matice.
Diikaz. Oznatme A := [a,¢] = WL WF, pak

N-1 N-1 N-—1
e = Y WRWE = S W = Y g g = Wi
n=0 n=0 n=0

Odtud
N pro r=s
Ors = ‘I;V__ll =0 pro r#s
nebot qN:W]]\,V(T_S) =laqg#1pror#svdusledku0<|r—s| <N -—1. O

Pozndmka C.7. V systému MATLAB jsou operatory DFT% realizovany pomoci algoritmu tzv.
rychlé Fourierovy transformace implementovanych v procedurach fft a ifft takto:

X =Wyz =DFTy(x) = fft(x)

1 1
N N

Dadsledek C.8. Podle , véty a pozndmky plati
z = W}e¢=DFT}(¢) = Nifft(e),

z=(Wy)'X Wi X = —DFT}{(X) = ifft(X).

1 1

N _ _ _ 1
c= (Wi 'z = NWN:I: = NDFTN(:(;) = fot(ac).
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Pozndmka C.9. Zatimco vypocetni slozitost DFT je kvadratickd, fadové N2, slozitost FFT pro
posloupnosti, kde délka N je mocninou dvou, je fddové N log, N. Tedy pro vyssi N dochézi
k obrovské tspore vypocetniho vykonu.

Pro dokresleni uvadime grafy slozitost{ na obr. [C:3] Vychézime z toho, Ze pro komplexni
signdl x 1ze jeho DFT dle vypodcitat pomoci 8N? operaci (redlnych soucintt a souctit).
FFT signalu vyzaduje alN logs N operaci, pficemz velikost « zalezi na konkrétni platformé a
implementaci; zde pracujeme s a = 6.

Zpusob, jak urychlit vypocet, objevil jiz C.F.Gauss na zac¢dtku 19.stoleti (!) a vychazi
z faktu, ze urcité operace se v DFT provadéji nékolikrat, a tato redundance roste s V.

x 10°
of

slozitost DFT a FFT

L T
50 100 150 200 250 300

Obrazek C.3: Srovnani ristu slozitosti DFT (¢ervené) a FFT (modie) pro rostouci
délku signdlu, N. Evidentné FFT je vyrazné efektivnéjsi. Napr. jiz pro N = 256 je uspora
priblizné padesatinasobna.

C.1.3 Diskrétni Fourierova transformace posloupnosti

Operétor diskrétni Fourierovy transformace lze zavést i pro posloupnosti z ¢! a ¢? analogicky
jako v pifpadé integralni Fourierovy transformace funkei z L' a L? (viz definice a [2.87)).
Prislusny integral staci aproximovat sumac¢nim vztahem:

N At N
@) = Jim [ ave Jim At ST a(nAt)e
—NAt n=—N

oo
At Z z(nAt)et2mmAt
n=—00
Pro jednotkovy diskretizacni krok At = 1 tento vztah vede k nize uvedenym definicim diskrétnd

Fourierovy transformace posloupnosti {z,}o>_ o, T, 1= z(nAt).

Definice C.10 (Diskrétni Fourierova transformace (DFT) v /1).

Definujeme pro z € (1, x = {z,}2° __:

(FE)() = Y et

n=—oo
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Tato suma konverguje absolutné a stejnomérné, nebot |z,e™?™"| = |z,| € ¢! a ziejmé plati
o0
(Fre)(7) = (FT ) (=), (FT2)(0) = X @n.
n=-—o0o
Véta C.11.

Pro kazdé x € (' je Ffx € EOO[—%, 1] stejnomérné spojitd 1-periodickd funkce a plati 19T 200 <
[l

Dikaz. Pro kazdé v je
S +i27wyn - > +
(D)) € 8 Jone @ = 5 |au|=lal, takie sup|(FE)(3)]| < .
n=—oo 00 ¥

Pfitom (F5x)(v) je 1-periodické a spojitd, nebot je souctem stejnomérné konvergentni fady
spojitych 1-periodickych funkei x,e*>™" n € Z. Pak dle Cantor-Heineho véty je (C}"f[a:)(fy)
11

stejnomérné spojitd na uzavieném intervalu [—3, 5] a tedy vSude, protoze je 1-periodicka. [

Definice C.12 (Diskrétni Fourierova transformace (DFT) v ¢?).

Definujeme pro = € €2, x = {,}5° _ _:

N
(F*2)(y) == (F52)(7) := lim Z T, 1?0 v [2-konvergenci:
N—o0 ne_N
N .
|FFa — Z L, eF2™ |y — 0 pro N — oco. (C.12)
n=—N

Znacime 7 := Fx := T~z a ¥ := Ftz. Ziejmé opét plati (F+x)(y) = (FFz)(—~). Existence je
garantovana nasledujici vétou.

Véta C.13 (Véta o inverzi pro DFT J; a J5).
A L2[—7 f] je TLI zachovdvajici (-,-) a tedy i ||-||2, tj. unitdrni izomorfismus ¢* na

LQ[—§, 5] (mz odst , pricemz (in) HZ) = {ctn(@)}52 _o, kde

Ty = Cin(T f21 2(7)eF?2™7 dry je (£n)-t5j Fourieriv koeficient 1-periodické funkce .
0fc)
Pritom pro x € El g 2 je ¥ () = F5 (2), takZe na (% operdtory 3T a Ty spljvaji (7
= IF|n = FF|n) a zejména v = (F5)~'FEx pro kazdé x € (1.
11

Diikaz. Posloupnost E = {e,(7)}3_ ., en(7) = €™ je tiplny ortonormalni systém v EQ[—i, 3]

(viz odst. [C.]] - pro T = 1) a tedy ortonorméalni baze dle véty -, 6.23 kde rekonstrukéni operator

Tpx = niz_oo Tnen = T (L2-konvergence &astecnych souctil) je unitérni ¢2 na L2[—1 3. 3] (viz téz

Z(7)e= 2™ dry. Tvrzeni je tak dokézéno pro

=l
—wl=

REV6.21) a z,, = (Z,en) = [ T(y)en(y)dy =

=

3
F5 apro F, plati po zaméné v za —v.

2.80(a)
Pro kazdé = € £* C 2 je dle|C.11| Tz € LOO[—E, 3] ! L?[—1, 3], pfidem stejnomérna

konvergence ¢astecnych souctt rady Z Tp e je ekvivalentni s L>°-konvergenci v prostoru
n=—oo

117 (o 2 72 17 i : N
—35, 5] (viz[2.74), kterd implikuje L konvergenc1 v L?[—2, ] uitim nerovnosti norem z véty

[
prop=2,g=00ad=[-3 3] [l < pD)2[]loc = [l-loc- Tedy FFz = F5x. O
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C.2 Konvolucni operatory

Konvolué¢ni operatory jsou specialnim pripadem operatora Fredholmova typu z odst. jejichz
jadro je tvaru B(t,u) = h(t — u), resp. B(t,u) = h(t + u). Tedy zejména je jddro B neménné
v case. Takové operatory hraji dulezitou roli v teorii signali, nebot realizuji linedrni ﬁltryE]
s impulzni odezvou h. Jeji fourierovské spektrum se nazyva frekvencni charakteristikou
(obecnéji téz prenosovou funkci nebo systémovou funkci) linedrniho ﬁltruE]

C.2.1 Integralni konvoluc¢ni operatory

Nejprve se budeme zabyvat integralnimi operatory mezi prostory funkci z LP (neperiodicky
p¥ipad), nebo T-periodickymi funkcemi z prostortt LP[a,a + T], 1 < p < oo (definice ,
kde T > 0 a na volbé pocéatku periody a € R nezdlezi (ani pfi integraci pres tento interval —
viz . Proto bez ijmy na obecnosti nadale vétsinou predpokladame a = 0 nebo a = —% a
piseme struéné LY, := LP[a, a + T1.

Poznamenejme, Ze na téchto prostorech jsou operatory z tabulky dle linedrnimi
izometriemi (unitdrni pro p = ¢ = 2) a proto v dalsim textu bude jiz bez blizsiho vysvétleni
uzivana stejnd konvence pro jejich symbolické oznaceni.

Lemma C.14. Necht b € R je libovolné, pak
(1) [, x(t)dt = foo x(t — b) dt pro kadé x € L' a analogicky
fOT x(t)dt = fo x(t — b) dt pro kazde xe L.

1

(2) V obou pripadech plati shodné: Hle = ”:BPHP = HTbeHp = ||mx||{ pro1 <p < 0.

Diikaz.

(1) V integrélu provedeme substituci u := t — b, du = dt, takze dostaneme [°° z(t —b)dt =
20, z(u) du, resp. fo x(t —b)dt = T b 2(u) du =: I, kde vzhledem k T-periodicité = mizeme
bez ijmy na obecnosti predpokladat 0 <b<T.Pak0e[-bT—b, ff)b z(u)du = fg_b z(u) du
v dﬁ;ledku w(u) = x(u+T), takie I = [°, z(u) du+ fOT—b z(u)du = OT—b x(u) du+ fg_b z(u) du
= Jo z(u)du

(2) Pro p = oo tvrzeni platl nebot Vsechny ¢leny nabyvajl hodnoty 1. Pro p < oo dostavame:
||:c||1 = ([|x] dt)P = (f(|x| )P dt)P = (f(\mp|)p dt)P = ||:cp |lp a dalsi rovnosti podobné pro mx
s uvazenim (1). O

Definice C.15 (Integralni konvoluce a korelace).
Jestlize nize uvedené integraly existuji a jsou konec¢né pro s.v. t € R, pak
(1) pro h € L1 a x € L% T-periodickou funkei y(t) definovanou po fadé vztahy (a € R)

Nl

a+T

h(uw)z(t — u) du = % / h(u)x(t —u)du (C.13a)

a

y(t) = %h(t —u)z(u) du E %

NH\MH

N

'Kazdy takovy filtr odpovidd tzv. LTI-systému (z angl. LTI=Linear Time Invariant).
2Je omezenim Laplaceovy transformace na pifmku v s-roving, s = i, resp. v diskrétnim piipadé
omezenim z-transformace na jednotkovou kruznici, |z| =1
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nazyvame periodickou konvoluci funkci b a x, a zkracené piseme y = h ® x;

a+T
h(w)z(t +u) du = % / h(w)z(t +u)du (C.13b)

a

w(®) = [ Fh(u— e(u) du = %

NH\MH

nazyvame periodickou korelaci funkci h a x, a zkracené piseme y = h ® x.

(2) pro h € L? a x € LP funkci y(t) definovanou po fadé vztahy

oo
:/h(t—u du—/h 2t —u) du (C.14a)
nazyvame (neperiodickou) konvoluci funkci h a x, a zkrdcené piSeme y = h * x;
(e.)
:/h(u—t du—/h z(t+u)du (C.14b)

nazyvame (neperiodickou) korelaci funkci h a x, a zkracené piSeme y = h x z.

Pokud h = z, pak odpovidajici y nazyvame (periodickou/neperiodickou) autokonvoluci, resp. au-
tokorelaci funkce z.

Pro pevné h operator Th = fh_ cx = h®wx, resp. T, := T, = x — h x x je operdtorem
Fredholmova typu s jadrem H(t,u) = %h(t — u), resp. H(t,u) = h(t — u) nazyvany (periodic-
kym, resp. neperiodickym) konvoluénim operatorem stejné jako operator f,j' rr— h®ax,
resp. T; := x +— h x z s jddrem H(t,u) = th(u—t) = %E(t —u), resp. H(t,u) = h(u—1t) =
h(t — u), nazgvany (periodickym, resp. neperiodickym) korelaénim operatorem, kde h(t) :=

h(—t) = Rh(t) = Rh(t) znali operator involuce jako v tabulce

Véta C.16 (Zakladni vlastnosti konvoluce).
Necht h,g € L%, z,y € 17:} pro periodicky pripad, resp. h,g € L1, x,y € LP pro neperiodicky pri-
pad a necht b € R, a € C jsou libovolné konstanty. Pak plati ndsledujici identity, kde z existence
virazu na jedné strané plyne existence vyrazu i na druhé strané:

1° Linearita: ah® z = a(h® x), h® ax = a(h ® x);

ah x x =a(h * ), h x ax = a(h * x) Bilinearita,
2° Distributivita: (h+g)®z=h®r+g®z, h® (x+y) =h®z+h®y; (linearita Ty, T},
(h+g)sx=hsxzx+g*xz, h*x(x+y)=h*xx+hxy
5 Komutativita: t ® h = h ® x;

o rxh=hxzg
4° Asociativita: h® (g ®y) = (h®9) ®y a TpTy = They;
hx(gxy)=(hx*g)*xyaTlpTy="Thg B ~
5° Nezdvislost na posunuti: Tph ® x = (h ® ) = h ® o a 7Ty = Th7e;
Tbh * § = Tb(h * .’L‘) =h % T a TbTh = Tth,
takze Ty, i Ty, jsou pri skldddni zamenitelné s
6° Zachovdni unitdrnich operdtori reflexe, konjugace a involuce:
Rh®z)=Rh® Rz, h®@x=h®T, h®xz =h® i;
Rh+z)=Rh* Rz, h*x=h*T, h*xx="hx*Z

3Rovnost plati po substituci ¢ — u ~> u, resp. u — t ~ u — viz t¢z|C.16[3°] a C.17[0°].
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Diikaz. (Detailné jako cviceni)
e Bilinearita je dusledkem bilinearity integralnich vztaha (C.13a]) a (C.14al).
o Komutativita: v prislusnych integralech uzitim substituce 7 :=t — u, du = —dr.
e Asociativita: v prislusnych integralech uzitim Fubiniho véty a komutativity, napf. pro
periodicky ptipad: h ® (g ® y) Lhe (y®g) 54 y® (h®g) £ (h®g)®y.
e Nezdvislost na posunuti: rovnost vpravo je zfejma a rovnost vlevo je dusledek komutativity.
e Zachovani R, konjugace a involuce: pro R ovéiime provedenim substituce 7 := —u, du =

—drt v prislusnych integralech; pro konjugaci je zfejmé a involuce je jejich slozenim.

O]

Diusledek C.17 (Zékladni vlastnosti korelace).
Za predpokladi predchozi veéty plati ndsledujici identity, kde z existence vyrazu na jedné strane
plyne existence vyrazu i na druhé strane:

(P Vatah mezi konvoluct a korelaci: h@x = h® z a T;F = T%;

hxxzﬁ*xaT“‘:T%
1° Linearita: ch@ x =a(h®x), h® ar = a(h @ x);
ahxx=a(hxz), hxar=a(h x x) Bilinearita,
2° Distributivita: (h+g)@x=hQzr+gRz, h®(r+y)=h@zr+hQy; } linearita T, T,
(h+g)xzx=hxzx+gxzx, hx(x+y)=hxz+hxy

3 Komutativita: x @ h = E%);;

X h=hxzx

° PPN _ 7 S _ gt
4° Asociativita: h®@ (g®y) = (h®g) @y a T, T = Tﬁ®g’

hx(gxy):(ﬁxg)xyaT,jT;:T{Xg

5° Nezdvislost na posunuti: T_ph @ x = (h @ ) = h @ T2 a T = f,ij;
Tohxx=mn(hxz)=hxnzan, = T,j'rb,

takze Ty, 1 Ty, jsou pri skldddani zameénitelné s T,
6° Zachovdni unitdrnich operdtoru reflexe, konjugace a involuce:

——~—— 90

Rh®z)=Z@h h@z=h®T, h®z =1 h;
Rh®z)=70h h@z=hoT, h@z=20h

Dikaz. (Detailné jako cviceni)

0° plyne po substituci 7 := —u, du = —dr v integralech (C.13b)) a (C.14Db).

Platnost identit 1°—6° snadno ovérime jejich prevedenim na odpovidajici identity pro konvoluci
pomoci transformacniho vztahu 0° a s pfipadnym vyuzitim vlastnosti operatoru involuce (sdru-

zend linearita, idempotence aj.) — viz tabulku a vétu m

O]

Véta C.18 (Ohranicenost konvoluéniho a korela¢niho operéatoru).
Pro libovolné 1 < p < oo plati:
(1) Jestlize h € Lk, pak h® = € EI} pro kazdé x € E’} a plati
1h @ 2|p, |h @ x|l < |||l ||y V takovém pripadé Ty, T, € B(Lk., LY.).
(2) Jestlize h € L', pak h x x € LP pro kazdé x € LP a plati
b * z|lp, ||h x x|, < |hlli]jz|lp. V takovém pripadé Ty, T, € B(LP, LP).

Diikaz. Polozime pro
(1) periodicky piipad: J :=
(2) neperiodicky pripad: J :

2.5, & =Lhpol<p<ocay:=T(hew).
= (—00,00), &P :=LPprol <p<ocay:=h * z.
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Vzhledem k [OO] je jédrem korelaéniho operatoru funkce h, kterd je absolutné integro-
vatelnd na J stejné jako h. Staci proto tvrzeni dokazat jen pro konvoluéni operétor

Necht ¢ je dudlni lndekaSPIDUJICI f—{—f = 1. Pak y(t) fj z(t—u) du= [;h( (u)%x(t—
u)du = [;B(t,u)h(u )q du, kde jsme polozili B(t,u) := h(u)Px(t — u). Pro pevné zvolené h a
x 1ze tedy v souladu s definici psét y = TB(h(u)%), kde h(u)% € £9 podle (2) i pro
p = 00, kdy ¢ = 1. Ukézeme, ze B € £P(J x J):

a) p=o00: B(t,u) = z(t —u) a || Bllec = ess sup|z(t — u)| = esssup|z(7)| = ||z|lco < 00.
t,ued T€]

b) p < oco: B(t,u) = h(u)%x(t—u) :>j££|B(t, w)|P dt du :j££|h(u)||m(t—u)|p dtdu™™ af|h(u)|(3f|x(t—

)P dt) du EHY (G| du) ([lae) dt) = [l < oo

1
Tedy celkem || B, = |||l ||lz], a TB je tak operatorem Fredholmova typu, Tp : £¢ — £ a
podle dostavame pro y =Tg(h )
1
|wM<HWHHWﬂ|M = WWNMMHM—WMHM%anmmmnﬂwmﬁwn®ﬂw¢¢y
ptipad je tak dokazéano. ]

Dusledek C.19. N _
Pro kazdé x GNLI% aheLl 1<p,q<oo libovolnd, je (h®z),(h®x) € L} a také h,z,(h ®
z), (h® x) € LL. Pritom plati nerovnosti:
Hh®$Mﬂh®ﬂbSTﬁWMMW%Z’ﬁ#MMWM;W@MMé

[h@® x|, k@] < Flhlhllzl prop=g=1a

Ih@® |2, [h @ 2]z < J=lhl2llzllz prop=q=2;

08 ol h &5l < 72 llel, speciding:
Ih® |1, lh @l < |[Bllgllzll, pro duding indexy p,q: ;+5=1a
[h @ x|y, |h @zl < [|bllolz]l2 prop =q=2.
Diikaz.
Podle [2.80(a) mdme h,z, (h ® z), (h ® ) € L, nebot Lp LS CLha ([0 T]) T < co. Pak

C-I8(1)

1—
uZitim [B.16| nerovnost T ¢ |41 < Ikl = ||h||1 <TT |, = T 4 ||h)), S

1,,
Ih®alp, < 7T HMHMM—T’WMHMH
Analogicky lze nav1c zdola omezit i levou stranu ||h ® pr, takze celkem dostavame

1—7 -1 1-1-1
lh@aly < T rh®al, <T NMWMM—T “[|Pflg |-

Stejné nerovnosti plati i pro ||h ®x||p = ||h ® ||, nebot ||Ally = 1A, O

Véta C.20 (Véta o konvoluci a korelaci v El~a LY).
(1) Jestlize h,x € L%, potom (h® z),(h® ) € L& a pro kaZdé k € Z plati

er(h@® ) = cr(h) - cx(2) | a|ex(h @ 2) = ex(B) - ci(a) |

kde ck(#) znaci k-ty Fourieriv koeficient prislusné funkce — viz a (C.1)).
(2) Jestlize h,x € L', potom (h * ), (h x z) € L' a plati

[Fi(h x 2) = F(h) - F1(2) | a| Fi(h x 2) = F, (h) - Fy (),

kde F, znaci operdtor Fourierovy transformace na L' dle definice m
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Dikaz. Dokézeme tvrzeni nejprve pro periodickou konvoluci (1), kdy h ® x € INJ% dle

cu(h®z / /h t—udu) —i 2 g —

Lt —j2rkt ity 1 (T, Tu _j2mk(utT)
Tz/o (/0 r(t—u)e T dt)h(U) du e ﬁ/o (/ z(T)e T dr)h(u) du =

—Uu

% /OT (/OT z(r)e” P2 dT)h( Je~ iz g (% /OT (r)e e dr> (1{ /OT e 2zt du)

Vyse jsme mohli pouzit Fubiniho vétu vzhledem k tomu, Ze vsechny funkce v integralech jsou

absolutné integrovatelné.

V neperiodickém pripadé (2) staci Zamenlt 1ntegracn1 obor [0, 77 za (—00,0).
cp(h) a =

Tvrzeni pro korelaci je disledkem 0° v |C.17, kdy cx(h) = ¢k F(h) (h) dle tabulky
O

Diisledek C.21 (Véta o konvoluci a korelaci v L?).
Jestlize h € L',z € L?, potom (h * z),(h x ) € L? a plati

|Fa(h * 2) = F1(h) - Fo(w) | 0| To(h x 2) = Ty () - T ()|

kde F,,F, znaci operdtory Fourierovy transformace po tadé na L', L? dle definic a.

Diikaz. Opét stacéi tvrzeni dokézat jen pro konvoluci.

Podle existuje pro x € L? posloupnost {, }nen, n € L' N L% z, 2 2, Fi(zy) 2 Fy(x)
pro n — oo. Pak také h * x, 6 L'NL? dle (2) pro p = 1,2 a dostavame

Folh * 20) Z2F, (0 # 2,) C2D F(h) - Fy(22), kde F,(h) € L dle 2.8
Odtud Hfﬂ( ) - Folx) — ‘rfl<h) Fi(@n)ll2 < [[F1(M)lcl|Fa(x) = Fy(zn)l2 = 0 pro n — oo =
F,(h) - Fy(2n) 2 F,(h) - Fy(x) pro n — co. Soucasnd také Fy(h * ) = FyTh(2n) = FyTh(x) =
Fo(h * x), nebot Ty, i Fyy jsou spojité operatory na L2. Celkem tak Fyo(h * ) = F,(h) - Fy(z). O

Pozndmka C.22 (Lineédrni filtr).

(1) Vztahy pro korelaci (C.13b)) a (C.14b)) predstavuji operace integralniho vdzeného klouza-
vého prumeéru neboli linedrniho filtru, kdy y(t) predstavuje pro kazdé ¢ € R vazeny prameér
hodnot x(t + u) z okoli bodu t, kde z(t) je zpravidla analogovy signal s koneénou energii,
tj. z L? nebo z f/% Vahovéa funkce h se nazyva impulzni odezvou filtru a H := F|(h)
jeho frekvencni (prenosovou) charakteristikou. Frekven¢ni charakteristika dle nebo
udava, jak filtr modifikuje jednotlivé sinusové komponenty ve spektru JF;(x) signalu
z (1 €{1,2}).

Frekvencéni charakteristika vyhlazovacich filtri vysokofrekvenéni (Sumové) slozky potla-
¢uje, takze |H(v)| < 1a |H(y)| — 0 pro || — oc.

Vzhledem k [C.17[0°] 1ze filtraci samozfejmé realizovat i pomoci konvoluce, kde roli im-
pulzni odezvy hraje zrcadlové otoc¢end funkce h.

(2) Pokud x € Lk, resp. z € L', pak dle pro autokorelaci plati cx(z @ z) = |ci(z)[?,
resp. F, (x x x) = |F, () |*. Vidime tak, Ze fourierovskym spektrem periodické autokorelace
je diskrétni vikonovd spektrdlni hustota {|ck(x)|?}S_ ., v piipadé neperiodické korelace
pak (kontinudlni) vijkonovd spektrdlni hustota |F,(z)()|* pro v € R.

Priklad C.23 (Pfiklady fourierovskych transformacnich paru).
Za priklady byly zvoleny nékteré symetrické funkce f(t) vystupujici ¢asto ve fyzikalni spektrosko-
pii v roli spektralnich ¢ar (napf. v Mossbauerové spektroskopii) a jejich konvoluce (integralni
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distribuce spektralnich ¢ar). Jak byva v téchto oblastech zvykem, tak za zdkladni sitkovy pa-
rametr vezmeme Sitku I' > 0 spektralni ¢ary v poloviné jeji vysky (FWHM=Full Width at
Half-Maximum), kdy f(%) = %f((]) pro I' = 1, takze pro f(%) je FWHM=T".

(1) Obdélnikovy puls rect (t): Obdélnikovy puls je funkce z L' N L? definovana vztahem

pro |t| <

rect (t) := pro |t| = (C.15)

O = =

pro [t| >

NI NI NI

pro niz dostdvame fourierovské transformacni pary

sin(my)
™

sin(wI7y)
my

rect (t) ¢ v L2

t
=: sinc(y) | a | rect (f) OTsine(Ty) =

Funkee sinc(t) € L? — L1 se nazyva Dirichletovo jddro a je vykreslen na obr. viz
téZ pozndmku pod ¢arou u [2.80]

(2) Trojthelnikovy puls A(t): Trojtihelnikovy puls je funkce z L' N L? definovans autokonvo-
luénim vztahem A(t) := (rect *rect )(t) = 1_y 1)(¢)(1—[¢[), pro niz dostavdme fourierovskeé
transformacni pary

102 .92
9, _ sin®(my) t 9 _ sin®(aT)
A(t) O sinc*(y) = ——5— | a A(—) O Tsine(Ty) = ez

1 2
22 T v L al”

kde sinc?(y) € L' N L? (cviceni).
Rekurzivni konvoluci obdélnikovych pulzi 1ze generovat tzv. B-splajn funkce vyssich radu.
B-splajny jsou funkce s vynikajicimi vlastnostmi, pouzivané v radé oborti.

(3) Lorentzova funkce £(t): Lorentzova funkce je funkce z L' N L? definovand vztahem £(t) :=

ﬁ, pro niz dostavame fourierovské transformacni pary

t
0t) < ge_“M a ﬁ(f) & gFe_“FM v IL'a L?

kde =™l € L' N L? (cvideni).
(3’) Konvoluce Lorentzovych funkei: Konvoluci dvou Lorentzovych funkei je opét Lorentzova
funkce, pricemz Sirky se secitaji:

f(Ifl) « e(le) - gr}rzz(%), kde I' =T + Ts|

(4) Gaussova funkce g(t): Gaussova funkce je funkce z L' N L? definovana vztahem g(t) :=

2 . (L . ) W
e, n:=41In2, pro niz dostdvadme fourierovské transformaéni pary

_m2y? t _nr2y?
g(t) < \/:g(;rfy> = \/:e 7 |a g<f> OF\/;e T v I'aL?

Pro vhodné zvolené méritko dostavame dokonce

42 A2
e7rt<>e7r'y

kde trividlng e=™" € L' N L?, nebot je pevnym bodem (a jednim z vlastnich vektorti)
Fourierovy transformace, viz také Piiklad V diisledku toho také g(t) € L' N L2.
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(4") Konvoluce Gaussovych funkei: Konvoluci dvou Gaussovych funkei je opét Gaussova funkee,
pricemz sitky se secitaji podle Pythagorovy véty:

g(;l) . g(é) _ \/:FIFFQQ(;), kde I = /T2 + I2|

Diikaz. Viechny uvazované funkce f jsou realné a sudé (f = fa f = Rf = f = f) Totéz
pak plati i pro jejich Fourierovy transformace f dle tabulky (vlastnosti reflexe, konjugace a
involuce) stejné jako pro konvoluce s uvdzenim [60]. Z tohoto duvodu staci vsechny vztahy
dokazovat jen pro t,y > 0.

Také staci vSude odvodit fourierovské transformacni pary pouze pro funkce f s jednotkovou
sitkou, nebot pak uzitim dilata¢niho operatoru z tabulky dostavame:

o~ ~

fOf & DrafoDrf = F_%f(%) T:f(Ty) & f(%)orf(m). (C.16)

Fourierovu transformaci nékterych z funkef lze trividlné odvodit pomoci véty [C.20] a disledku

[C21l

1 1 1
(1) (Frect)(y) = f2 e~ dt f2 cos(2myt) dt = 2fgcos(27rfyt) dt = 2- %[sin(%wt)]é =
1 Bt 0
Sin(7r7). ’ ’
™y .
(2) Pro 0 < t dostdvame: A(t) = (rect = rect)(t) = _{o 1[7%’%1( u) -1 2+t7;+t]( u)du =
Lio,1(t) f Ldt = 1ppy(t)(5 + 35 — ) = L)1 —t) = A(t) = 1_113(t)(1 — [¢]) pro

~14t
libovolné t € R, nebot A(t) je suda funkce.
(3) Jelikoz vypocet integralu F~(¢) je obtizny, spo¢teme misto néj integral zpétné transfor-
[e’e) i oo . . — Ty 827
mace: 3'+(%€—7r|7|)(t) _ % f e—w\v\ez%r'yt d’y _T f e—wv(eﬂwvt_}_e—ﬂwmf) d’)/ — %[e 762' vt}oo

. 2 0 —m(1—42t) Jo

mre e 2mytqoo 1 1 11424123 1 _ 2
+ 5[ } o 2[0 —(1- z2t] —(1+12t T2 1442 T 142 T ((t)e L

-7 1+22t)
dle vety 8. Zrejmeé také ((t) € cv1cen1i takze celkem ¢ € L' N L? a T~ (0)(y) =

56 7 uzitim kterékoli z vét o 1nver21 86 1 2.

(3") Podle( )aJe E( )

(i) = ) © I) e(%) - gnww - §Tae T
0P € LN L2 = £(1) + 0(4h) = FE4Fe00).

a dostavame transformacni pary:

alhls | wmp—nlly|
2 T sle =

T2
o0
(4) Ukézeme nejprve, ze I := [ e~ dt = 1, tj. zejména e~ € L' — dokonce e~ € LP
—00
pro kazdé 1 < p < oo, nebot |e_7rt2|p = ¢ P ¢ Ll Odtud uzitim Fubiniho véty
2 ® +2 R 2 FV ® m(t2 ve oy Y
IF = (f e dt)( [ e ™ du) J f e~ (%) gt du. PFi prechodu k poldrnim
— 0o — 0o — 0 =0
ot ot
souradnicim ¢ := pcosy,u := psin e je piislusny Jakobidn roven det J(p, p) = ‘ gj %i ’ =
p Op
;’iiis“f) = peosp  +  psine = , takie
2m oo o0 2 'LLZ:T('p2
f f e ™ pdpde = 21 [ e ™ pdp = [—e7“] [0 + €°] = 1. Polozme pro
0 du: 27rpdp

]
kazdé x € R: h(z) = f e e 2mt gy — f et H2t) gy — f emltte) =] gy —

—00
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—m(t4x)? w=ttz 7r:1:2 T2 _ mx? > —m2? R 4
f e dt J e du = ™. Protoze e je analytickd funkce
—00 —00

na C splyvajici pro z =z € R s h(z), maji obé funkce i stejné jednoznacné urcéené analy-
tické rozsiteni na C, tedy zejména i pro z = iy: (Fe ™) () = h(iy) = ™) = ¢~
= e ™ O™,

w<ﬁt)2 ; :
Pritom uzitim dilata¢niho operédtoru z tabulky 1{dostavame g(t) = e ') =572 Dg(e” ™)

1

2 2

1 —1 2
n _ -y —7(vs —l e~ ™Y7s
s dilata¢nim parametrem s = \/; ag(y)=s" 3 Dyre ™ =5 25 2 "0 = v

2
- Z;eﬂw 7= %efﬂ(vﬁ) = %g(%’y)
(4’) se dokazuje analogicky jako (3’) — cviceni.

O

Vzhledem k dudlnimu charakteru ¢asu a frekvence lze ocekavat, ze vySe uvedené véty o kon-
voluci a korelaci [C.20] [C.21] a [C.22] budou platit také ,naopak®, coz vzhledem k unitarité F, je
v[C.20|C.21] a [C.22| splnéno automaticky. Nasledujici véta formuluje obdobné tvrzeni pro pripad,
ze obé konvolutované funkce h a x jsou z L2.

Véta C.24 (,,Obracena“ véta o konvoluci a korelaci v L?).
Jestlize h,x € L?, potom F5(h) - T3 (x) € L' a existuji

hoxw=9F [F5(h) - T (x)] € L®| o |hxa=9T[IF(h) T3 (z)] € L™

Diikaz. Omezime se opét pouze na konvoluci. Plati
(h h— ds = (x(-), (= (- — 1)) = (x(-), nh) BB (FE (2), 5 (rih
* 1) t = s)a(s)ds = (x(-), h(=(- = 1))) = (z(-), h) "= (F5 (), F5 (th))

<ffi< ), eﬂ&fﬂh»@@( ), ex:F5 (1))
= / T3 (x) () ex27 755 (h)(v) dy = / Fy () (7) Fy (h)(7) T2 dry.

pro viechna t € R a proto F5(h) - Fi(z) € L'. Posledni vztah je Fourierovou transformaci
tohoto souc¢inu v L' a diky vété je tvrzeni dokdzano (dokonce h x x, h X x jsou stejnomérné
spojité). O

Poznamka C.25. Podobné jako v predchozich tvrzenich je nutné peclivé rozlisovat prostory, do
kterych funkce patii. Obecné nelze garantovat vice nez Fi(h) - F5 (z) € L' a stejnomérnou
spojitost h * x.

Uvedme zajimavy piiklad: Necht F~(z)(v) = F~(h)(y) = LY “14 ¢ L' n L% Soucin
F(x)(y) ?_(h)(fy) jev(y) =11 12 et — 12 (viz -D Konvoluce h * x = F (v)(t) viak
nepatii ani do L', ani do L?! Kdyby totiz h * = € L%, pak dle véty [2.88] resp. [3.79/(a) musi
i 5 (h * z) = v(y) € L2, coz je spor. Kdyby h x z € Ll, pak dle véty 2.86(1) o inverzi v L!
musi F; (h * x) byt shodna s v(7) ve viech bodech spojitosti, tj. na R — {0,1}, coz je oviem
v protikladu stejnomérné spojitosti ?i’—(h * ) podle véty [2.85

Problém C.26 (Cviceni).

Ovérte pouzitim véty ortonormalitu systému {sinc(t — k) }rez.

Néstin postupu: Chce se dokazat (sinc(t — ¢), sinc(t — k)) = dg. Vyjadiime skalarni soucin jako
integral a ukazeme, Ze jde o hodnotu korelace dvou funkci sinc v bodé 0. Funkce sinc patii do L?
a tudiz aplikujeme uvedenou vétu s vyuzitim faktu, ze Fourierovym obrazem sinc je obdélnikova
funkce rect a naopak. Vyjde sinc(¢ — k) = dy.
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C.2.2 Diskrétni konvoluéni operatory

V tomto odstavci se budeme zabyvat diskrétnimi konvolucemi, které vznikaji diskretizaci pii-
slusné integralni konvoluce pomoci vhodné kvadraturni formule. Naptiklad pfi pouziti slozeného
lichobéznikového pravidla na ekvidistantni siti s krokem At > 0 aproximujeme integral perio-
dické konvoluce sumaénim vztahem, kde T'= NAt, N € N:

T
(h ® x)(nAt) T/ z(nAt — u) du ~
0
N-1 1
mm( h(0)z(nAt) + kZ::l h(kAt)a(nAt — kAL + Sh(N At)e(nAt - NAt)) =
1 N
¥ Z (kAt)z((n — k)At),
kde jsme vzhledem k periodicité pouzili h(0) = h(NAt) a x(nAt) = x(nAt — N At).
Polozime-li h,, := h(nAt) a x, = z(nAt) pak tento vztah vede k nize uvedené definici
diskrétni periodické (cyklické) konvoluce dvou N-periodickych posloupnosti h := {h,}>* a
z = {x,}>, (piSeme h,z € fy). Vzhledem k N-periodicité je sta¢i reprezentovat vektory
h := [hg,...,hAn-1] a © := [z0,...,2N-1] & rozdil indexti n — k nahradit rozdilem modulo N

zapsanym ve tvaru (n — k)mod N € Zy.

Analogicky integral nepriodické konvoluce aproximujeme sumac¢nim vztahem:

NAt
(h * z)(nAt) = A}gnoo / h(u)z(nAt — u) du ~ A}gnoo At ZN h(kAt)z(nAt — kAt) =
—NAt -

[e.o]
At Y h(kAt)z((n — k)At).
k=—o0
Pro jednotkovy diskretiza¢ni krok At = 1 tento vztah opét vede k niZze uvedené definici
diskrétni linedrni konvoluce dvou tentokrat neperiodickych posloupnosti {h,}> a {z,}>,.

Lemma C.27. Nechtb € Z a N € N jsou libovolné, pak
(1) 300 o =300 xp_p pro kaidé x € (1, x = {x,}3° _ ., a analogicky
ZN 01 Ty = ZnNz_Ol Ty_p pro kazZdou N -periodickou posloupnost x.

=

1 1 1
(2) V obou pripadech plati shodné: ||z||{ = ||z? |, = ||x? |, = ||7x]|] pro 1 <p < oo.

Diikaz.

(1) V sumé provedeme substituci u := n — b, takze dostaneme > 02 xn_p = Do o Tu,
resp. Zﬁi _01 Tpop = ZUN, 1b b2, =: S, kde vzhledem k N-periodicité z mizeme bez Gjmy na
obecnosti predpoklddat 0 < b < N —1. Pak -6 <0< N —-1-b, Zu_fb = iv ]\1[ b Tu
v dusledku z, = z,.n, takze S = Z;__bwu + ZN 1= = Zivzol bt + Zu NepTu =
Ziv 0 Lu-

(2) Pro p = oo tvrzeni plati, nebot vSechny cleny nabyvap hodnoty 1. Pro p < oo dostavame:

1 1

||x||1 = |:L‘n|)i” = (>, (|znl? ) e = (3 |mn |Pyr = ||:cPHp a dalsi rovnosti podobné pro 7,z
s uvazenim (1). O

Definice C.28 (Diskrétni konvoluce a korelace).
Necht v dalsim h := {h,}5% o= {2,}22_ ay:= {y,}°°__, jsou posloupnosti z C%.
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(1) Jestlize h a x jsou N-periodické posloupnosti uréené vektory h = [hg, h1,...,hy_1] a & =
[0, 1, ...,2N-1], pak N-periodickou posloupnost y uréenou vektorem y = [yo, y1, - .., Yn—1]
definovanou po fadé vztahy (a € Z)

| aEN-1 L N1 | V-1
Un = kz::a hyxn g = N kZ::o hxxpn—k = N ];) Pk (k) mod N (C.17a)

nazyvame diskrétni cyklickou konvoluci (DCK) posloupnosti h a  (vektoru h a x),
a zkracené piseme y =h®z (y = h ® x);

1 aJerli 1 N*li 1 N717
Yp = — Z hk-Tn-t,-k = 7 Z hkxn—l-k = a7 Z hkx(n—l-k)modN (Cl?b)
N = N = N =

nazyvame diskrétni cyklickou korelaci posloupnosti h a = (vektoru h a ), a zkrdcené
piSeme y = h ® x.

(2) Jestlize nize uvedené soucty existuji a jsou konecné pro kazdé n € Z, pak pro h € (7 a
x € P posloupnost y = {y, }5° _ . definovanou po fadé vztahy

o0
Yn = Z Tk (C.184a)
k=—oc0
nazyvame diskrétni linedrni konvoluci (DLK) posloupnosti h a x, a zkracené piseme
y=nh *x x;
0 —
Yn 1= Z R4k (C.18b)

k=—00

nazyvame diskrétni linearni korelaci posloupnosti h a x, a zkracené piSeme y = h X x.

Pokud h = =z, pak odpovidajici y nazyvame diskrétni (cyklickou/linearni) autokonvoluci,
resp. autokorelaci funkce z.
Pro pevné h operdtor 1), := 1, : © — h ® z, resp. 1T}, := T, = = — h * x nazyvdme

diskrétnim (cyklickym, resp. linedrnim) konvolu¢nim operatorem s jadrem h a operédtor
T}j x — h®x, resp. T}j = x +— h x z diskrétnim (cyklickym, resp. linedrnim) korela¢nim
operatorem s jadrem h.

Véta C.29 (Zakladni vlastnosti diskrétni konvoluce a korelace).
Pro operace ®, %, ®, x diskrétni konvoluce a korelace posloupnosti z C* zistdvaji v platnosti

vsechna tvrzeni zformulovand v a[C 17

Diikaz. (Cviceni)
Postup je analogicky jako v dikazu a kde T nahradime N a integrily odpovidajicimi

sumami. 0
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Véta C.30 (Ohranicenost diskrétniho konvoluéniho a korela¢niho operatoru). Pro
libovolné 1 < p < oo plati:
(1) Jestlize h € £y, pak h ® x € {N pro kaZdé x € {y a plati
|h @ z|p, [[h @z, < % ||hlli]|z]lp- V takovém pripadé Th,T e B(ln,ClN).
(2) Jestlize h € £, pak h * x € (P pro kazdé x € (P a plati
|h * z||p, |h x x|l < |R|1||z]lp- V takovém pripadé Ty, T, € B(P, (7).

Diikaz. Analogicky jako v dukazu véty [C.18| polozime pro
(1) periodicky ptipad: J :=Zy, £P:=4y prol <p<ocay:= Nh®x).
(2) neperiodicky pripad: J:=7Z, & =P prol <p< oo ay:=h * x.
Vzhledem k |C.29] a |C.17[0°] je jadrem korelaéniho operdtoru funkce h, ktera je absolutné

sumovatelna na J stejné jako h. Stac¢i proto tvrzeni dokézat jen pro konvolu¢ni operator.
11

Necht ¢ je dudlni index k p splimjic § + 1 = 1. Pak yo, = 35 hynp = 3y hithfw, k=
1 1
> 7bnihf, kde jsme polozili by, i, := h[ xp—, B := {by k}n,kez. Pro pevné zvolené h a x lze tedy
1 1

v souladu s definici |B.17| psat y = TB(h,g), kde h,g € £7 podle [C.27((2) i pro p = oo, kdy ¢ = 1.
Ukézeme, ze B € £P(J x J):

8) p =09 by = Tnk & [ Blloo = 5uPy ke [Tn—k] = sUPmes [#m| = [[#]o0 < o0.

V. [€271)
b) p < 00t b —-h Tn—t = 2 2 |bnglP = §: E:\thxn kP =" 30 (el (X |on—klP) ==

neJ keJ keJ neJ
(O 1he ) (X2 [2alP) = IRl ][=]f < oo.
keJ neJ
1
Tedy celkem ||B|, = [|A||]{||z], a TB je tak operatorem Fredholmova typu, Tp : £ — £F a
podle dostéwéme pro y =Tgp(h )
1

yllp < Hh‘IH HthH o2 HhHthHfoEHp— |2[|1]|z[l & tvrzeni pro periodicky i neperiodicky
pripad je tak dokazano. O

Dusledek C.31.
Pro h,z € £x libovolné, ]6 (h®x),(h®z) €y a pro libovolné 1 < p,q < oo plati nerovnosti:

Ih® zlp [h @ all, < N [hllgllall, = o Illllzllp, specidine:
Ih@aly, [heal < kil prop=g=1a
Ih @ |2, [Ih @ zll2 < = hll2ll2ll2 prop =g =2;

08 ol ksl < N5 hlelh, specidiné:
|h® |1, [|h @zl < ||hlqllz|lp pro dudint indexy p,q
[h® 1, [h@zl1 < ||kl2llz]l2 prop=q=2.

=1a

S
Q=

Diikaz ) X
a—2 1

Podle [B.15] nerovnost [|Ally < N7 [|Allg = N* [l
1_, _1

Ih®al, < HN" 1 lhllglall, = N7 Rllgllz],.

Analogicky lze nav1c zdola omezit i levou stranu ||h ® iL'Hp, takze celkem dostédvame
1 1_, _1 1_,_,

Ih®xly < N F|h®x], < N : ||hH zlly = N7 a|[Aflq]lz]lp-

C30(1)

Stejné nerovnosti plati i pro ||h ® x||p Hh ® z||p, nebot [|hl; = ||h||q O

Véta C.32 (Véta o diskrétni konvoluci a korelaci v /y a /!).
(1) Jestlize h,x € {n, potom (h® z),(h® x) € N a pro kaZdé k € Zy plati

Gx(h @ x) = G(h) - e(2) | a | G(h © 2) = G(h) - G(a) |,




138 FEKT Vysokého uceni technického v Brné

kde ¢ip(#) znaci k-ty diskrétni Fourieriv koeficient vektoru x = [xg,x1,...,TN—1] — viz

definici[C-9 a turzeni[C-8,

(2) Jestlize h,x € £*, potom (h * x),(h x x) € £} a plati

F1(h o+ x) = Fy(h) - Fy(2) | a| Fy (h x 2) = Fy (h) - Fy ()],

kde F, znaci operdtor diskrétni Fourierovy transformace na ¢* dle definice|C.10.

Diikaz.
Dokazeme tvrzeni nejprve pro diskrétni periodickou konvoluci (1), kdy je h@z € £ dle|C.30(1):
1 Nl kn
Ek(h ® .CU) ( Z P — m) —ER =
n=0
] N-1 N-1 . e N-1 N-1-m 2ek(min)
722( Tp—me N )hm = WZ( Z Tre N )hm:
m=0 n=0 m=0 r=-m
1 Nl Nl _iQTrkr 127rkm 1 Nl _7;27rkm 1 Nl _i27rk'r /\ Y
WZ(Z Tre )h e N :(Nthe N )(NZ:UTe N ):ck(h)-ck(x).
m=0 7r=0 m=0 r=0

V neperiodickém pripadé (2) je opét h * = € P dle W(Z) a vztah

Fhx )= 3 (3 bntan)e B = o = 5 (1)) T (2)(2)

n=—o00 m=—0o0

i 2nk#
N Za

pak staci upravovat analogicky jako vyse se zdménou rozsahu sumace Zy za Z a e
e~2™# s uvazenim absolutni sumovatelnosti uvazovanych fad, kterd umoziiuje jejich roznasobent
v libovolném poradi. O

Dusledek C.33.
Pro vektory h = [ho, h1,...,hn_1], * = [x0,21,...,2n_1] € CN (N € N) plati

1
WEi(h®x)=Wiho NW%% (C.19a)
- 1
WEThx = diag(wﬁh)ﬁwﬁm (C.19b)
1 1
h®x=WJ (Nwﬁh 0 Nwﬁw), (C.19¢)

kde o znaci soucin vektori po slozkdch (tzv. Hadamardiv soucin), Wﬁ je ctvercovd matice DFT%
z definice a T = [Th] je ctvercovd matice rddu N reprezentujici DCK. Tato matice je
cirkulantni matici (specidlni pripad tzv. Toeplitzovy matice, jejiz 1. sloupec i 1. Tadek je
urcen vektorem h):

ho  hny-1 ... M

_ 1 hy ho ... heo
Ty = N . ) ) ) (C.20)

hny-1 hny—o ... hg

Drikaz. Tvrzeni nejprve ukazeme pro Wy, kdy dle je ¢(x) = %W;Vac, takze rovnosti (1)
lze pro vSechna k = 0,1,..., N —1 prepsat vektorové do tvaru %Wﬁ(h@w) = iV[/]Qho Wy,
coz odpovidd rovnostem (C.19a) a (C.19b)). Po vynasobeni rovnosti (C.19a) inverzni matici
(Wx)™t + W obdrzime (C.19d). Tvrzeni pro WY plyne ze symetrie ¢y_g), (z) = Wiz
pro k=0,1,...,N — 1 (cviceni). O
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Disledek C.34 (Vlastni vektory a vlastni ¢isla DCK matice T},).

Prok =0,1,...,N—1 je (+k)-tg diskrétni Fourieriv koeficient ¢x(h) vlastnim ¢islem cirkulantni
1j2mk2 142mk(N=1)

DCK matice Ty, z (C.20) a |k|-ty 7ddek/sloupec %[1,eﬂ%,e N o, ...,e N | symetrické
matice %Wﬁ jeho prislusnym vlastnim vektorem.

Diikaz. Jestlize vynasobime rovnici (C.19b)) zleva matici (W’Jj\i)*1 %Wﬁ, dostaneme Thx =
(%Wﬁ) diag (4 Wxh)Wyz, odkud po dosazeni sloupcii matice W7, postupné za & obdrzime:
Th (% W5) = (W5 diag(F W h)WH (FW7) = (F W7 ) diag(F W), kde diag(3Wih)
= diag(co(h),cx1(h), ..., cx(nv—1)(h)), coz bylo dokdzat.

[Alternativné lze téz uzit postup z dikazu tvrzeni |C.30) O

Véta C.35 (Véta o diskrétni konvoluci a korelaci v ¢?).
Jestlize h € 01,2 € (2, potom (h * x),(h x ) € £? a plati

Fa(h = 3) = Fy(h) - Fylw) = Fy(h) - Fo(w) | a| Fo(h x 2) = F, () - Fl) = Fyh) - Fola) |

kde F,,Fy znaci operdtory diskrétni Fourierovy transformace po vadé na (1,02 dle definic
a[C12

Diikaz. Opét staci tvrzeni dokdzat jen pro konvoluci, kdy je h * x € £2 dle|C.30(2):
Posloupnost sy = {1|_n nTn e oo € 01 C 02 ajejim souctem je N-ty Castecny soucet > o,
n=—N
. 2 2 .
takze sy = x pro N — oo a F(sny) = Fy(x) pro N — oo z definice (C.12)).

Pak také h * sy € £1 C (2 dle[C.30|2) a dostévime

Fo(h + s3) BB F (h 5 sx) E22 F(h) - F,(sn), kde Fy(h) € £ dle|C.11

Odtud [[Fy(h) - Fo(x) = F1(h) - F1(sn)ll2 < [F1(B)loolF2(2) = Fi(sn)ll2 = 0 pro N = oo =
Fi(h)-Fi(sn) 2 F1(h) - Fy(x) pro N — oo. Soucasné také Fy(h * sy) = FyTpn(sn) 2 Fo Ty ()
= Fy(h * z), nebot T}, i F, jsou spojité operdtory na £2. Celkem tak Fy(h * x) = F;(h) - Fy(x)

T, (h) - Folz). 0

Dausledek C.36 (Vlastni posloupnosti a vlastni ¢isla DLK operatoru Tp,).
Jestlize h € (%, pak pro kaZdé v € R je h(y) vlastnim cislem DLK operdtoru Ty a €y =
{e’ka}goz_oo € (> jeho prislusnou vlastni posloupnosti.

Diikaz. Z¥ejmé e, € (>, nebot |e?™*| = 1 pro kazdé k € Z. Podle [C.30(2) existuje Ty(e,) =
oo

{k_i% hkeiQW'y(nk)} —_ {ei27r'yn k_i% hkeiQﬂ"yk} — E(,ﬁ {ei27r'yn}2°:7oo —_ 71(7)67.
n=—o0 B

n=—oo

Poznamka C.37. Tedy je zfejmé, ze konvolucni i korelac¢ni operdtory zobrazuji harmonické po-
sloupnosti na harmonické posloupnosti (funkce) o stejné frekvenci, pficemz amplituda a faze se
miuze zménit. To presné koresponduje s LTI systémy — kmitoctovymi filtry — pouzivanymi
v elektrotechnice.

Priklad C.38. Demonstrujme nyni uc¢inek linedrniho filtru na signal; matematicky tedy vysle-
dek konvoluce dvou posloupnosti.

Signal x € 500 je souctem tri kosinovych kmitt o frekvencich postupné 50, 100 a 1000 Hz,
resp. amplitudach 1, 1/2 a 1/2. Tento signél je navzorkovan frekvenci 5000 Hz. Jako filtr bereme
h € U500, ktery ma na za¢atku devétkrat stejnou hodnotu 1/9 a zbytek hodnot do délky 500 je
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doplnén nulami — proto lze hadat, zZe filtr bude klouzavym aritmetickym primérem. Vypocitame
cyklickou konvoluci h ® . Viz obrazek a jeho popisek. Pro uplnost, konvoluce byla pocitana
s vyuzitim véty resp. disledku tj. nasobenim spektralnich koeficienti a pouZitim
algoritmu FFT.

Viz také dalsi teorii ke konvoluénim operatorim v Piikladu

Pozndmka C.39. Vypocet cyklické konvoluce vyzaduje fadové N? operaci. Pfedchozi
véty vsak oteviraji moznost rychlejsiho vypoctu: Vezméme vztah — cyklickou konvoluci
1ze podle néj spocitat pomoci dvou doprednych a jedné zpétné DFT (vyuzitim algoritmu FFT
jsou vSechny o slozitosti fadové N log V) a nasobeni spektralnich vektori po slozkach (slozitost
N). Dohromady slozitost této rychlé konvoluce je ziejmé N log N, coz je vyrazné zrychleni (viz
poznamku . Je vhodné poznamenat, ze pro prilis kratké posloupnosti h a x je rezie FFT
prilis vysoka, takze se tento zpusob nevyplati.

Uvedeny rychly algoritmus lze pouzit pro DCK, ve zpracovani signalti vSak castéji potiebu-
jeme pocitat nikoliv DCK, nybrz DLK. Pokud je nicméné alespon jedna z posloupnosti konecné
délky (kratsi oproti signalu @ byvéa obvykle filtr h) ¢i zpracovavame signdl po kone¢nych tsecich,
je mozné uplatnit rychlou konvoluci i zde, kdyz se i  prodlouzi nulovymi hodnotami na dosta-
tecnou délku, kterd zajisti, ze periodizace (vlastni DCK), nechténé neovlivni spravné vypocétené
hodnoty vysledné posloupnosti.

V oblasti zpracovani signali to mé souvislost s tzv. overlap-add algoritmem pro postupnou
filtraci dlouhého signalu po kratsich tsecich.
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Obrazek C.4: Nahote frekvencni charakteristika (modulova a fazova) filtru. Uprostied
vstupni signal. Dole vysledek filtrace — jejich cyklické konvoluce. Je evidentni, ze filtr
potlacuje vyssi frekvence v signalu. To potvrzuje i horni graf, kde lze vy¢ist, Ze nejrychleji
kmitajici slozka (1000 Hz) bude potla¢ena o 20dB, zatimco oba pomalejsi kmity (50 a
100 Hz) zustavaji prakticky nedotéeny (zména pod trovni pul dB). Také fiaze harmonic-
kych slozek jsou filtraci ovlivnény, avsak to je v téchto vyobrazenich nezfetelné. Jednotku
dB, decibel, definujeme jako logaritmus pomeéru dvou veli¢in. Zde v kontextu dvou am-
plitud, je to 20log,, ﬁ—é; tedy —20dB odpovida dtlumu na desetinu.
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D DUKAZY VYBRANYCH TVRZENI

D.1. Dukaz véty
(1) =: pro z € U polozime O(x) =U

<= U =Upey{O(2)|O(z) CU} Zu je oteviena.

(2-3) X — M C X — M oteviend = X — M C Int(X — M).
X —Int(M) 2 X — M, X —Int(M) uzaviend = X — M C X — Int(M).
Po zaméné M za X — M dostavame i opacné inkluze:
X—X—MCInt(X — (X - M))=Int(M) = X — M D X — Int(M) a
X—-(X-M)CX-Int(X-—M)=MCX—-Int(X —M)=X—MDInt(X — M).

(4) x € M & x ¢ X—M oteviend @y neexistuje O(z) C X —M < VO(z) je O(x)NM # 0.

(5) v(M) = M — Int(M) = M N (X — Int(M)) L M N X = M.

6) 2erM)Z2MNX-M L vO(z)je O@)N M #0a Ox) N X — M # 0,

D.2. Dikaz véty
Jako cviceni ukazte nasledujici tvrzeni:
() T(S) 2 {Uier Nkek, Uik | Uik € S, |Ki| <Ro}
(totiz S C T(S) = kazdd mnozina vpravo musi lezet i vlevo dle 1° az 3°).
(b) T(S) € {Uier Nkek, Uik | Uik € S, |Ki| <Ro}
(uzitim asociativniho a distributivniho zdkona pro sjednoceni a pruniky mnozin [ZM1:V&ty
1.16-1.19] ukaizte, ze systém mnozin {U;c; Niex, Uik |Uix € S,|K;| < Ro} je topologii na X,
tj. ma vlastnosti 1° az 3°).
(c) Je-li S baze, staci ukdzat navic implikace:

o (i) = X e{UiUilUi € S}

o (il) = Ui = kek, Uit = Uzer, O(z), kde O(z) € S

(dplnou indukei vzhledem ke |K;| < No). O

D.3. Dukaz véty
B(X,B) je NL-prostor dle Zbyva tedy ukazat, ze je tplny. Necht {T,} je cauchyovska
v B(X,B), tj. |Tn — Tn|l = 0 pro m,n — co = Vr € X a Ve >0 3IN:

[T = Tue| = (T — Tu)all < [T — Tilllle]) < lle] pro m,n > N. ()

Pak pro Vo € X je ||T,z|| cauchyovskd v B = Vx € X je ||T,,z|| konvergentni v B. Necht T je
zobrazeni X — B pritazujici kazdému = € X odpovidajici limitu Tz := nh_)rrolo T,x. 7 linearity
T, a limity vidime, ze T je linearni.

T je také spojity: Podle [ZM1:0dst.3.6(N4)] ||| Tl — | Tnlll < | T —Tn|| — 0 pro m,n — oo =
|75 || cauchyovskd = ||T7,|| konvergentni v R = ||75,|| ohrani¢end v R = 3IM € R : ||Tz| <
T |||z]| < M||z||,Vx € X = ||Tz| < M||z||,Vz € X, nebot | T,z|| — ||Tx| (spojitost normy).
T,—>T?2x € X = Thae - Te = Tyhae — Tha — Tpe — Tx (spojitost k linedrnim operacim)

(]
= || Tmx — Thz|| = [|[Tmx — Tz|| (spojitost normy) = ||[(T, — T)z|| = | Tz — Tx|| < ¢||z| pro
m>N=|T,—-T| <eprom>N =T, - T prom — oo v B(X,B). O

D.4. Dikaz véty

Sporem. Predpokladejme, Ze tvrzeni neplati. Ukazeme, ze v kazdé uzaviené kouli existuje bod
x takovy, ze {||T,,z||} je neohranic¢end, coz bude ve sporu s predpokladem.

143
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(1) Bud K (xg,e) C B lib. a ptipustme, ze ||T,z| < C pro Va € K(xg,¢). Pro lib. y € B je

T = ”;—”y—i—xo € K(xg,¢). Jetedy ||T,z|| < C, takze H;—”HTnyH—HTanH < H;—”HTnyH — | Thzo|| ‘ <

| 5Ty + Towo| = 1Tz < €. Odtud [Ty < STl )| = T, | < 2€ je ohranicens, spor.

3
(2) V kazdé uzaviené kouli tedy skutecné existuje z: {||T,,z||} neohranic¢end. Sestrojime

nerostouci posloupnost kouli K1 O Ky O ... s poloméry 7, | 0. Kouli Ki(zg,71) zvolime
libovolné a v ni prvek z; tak, Ze ||T,,x1]| > 1 pro n&jaké ny. Ze spojitosti Ty, a normy plyne
existence Ko(z1,72) C K1t | T, x| > 1, Vo € Ko,75 < 5.V K existuje podobné z : || T, 22| >
2, atd. Zkonstruovali jsme tedy posloupnost {z,} : 7, € Ky pro N > n, tj. ||z, — zm| < 2ry <
x
£ pro n,m > N, takZe {z,} je cauchyovskd v B a tudiZ z, — = € B, kde z € ] K,, a tedy
1

n—=
| T x| > K, coz je spor s ohrani¢enosti {T),z}. O

D.5. Dukaz véty
Pro T =0 (tedy i vzdy v piipadé H = {0}) tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy nadale H # {0} a
T 40,

L |lzll = 1 = [{Tz, )| < |Tz||lz]| < | T||2]]* = |T]| = C == sup (Tz,z)| < ||T].

[[=]|=1

II. Opacnou nerovnost ||| < C ovérime uzitim a Pro xz € H, ||z|| = 1, libovolné,

1 .

T A # 0, nebol T 0

ale pevné polozme A := /|[Tz[[ a u :={ * v ?ro 70, meboli pro T # .
0 jinak

Pak

|T2|? = (Ta, Tz) = (T(\z), u) =
1 .
1{[<T(Ax+ w), Az +u) = (T = u), Az — )]+ [#]2},

kde [#]1,[#]2 € R dle nebot T = T*. Pak |Tx||?> € R = [#]s = 0. Poznamenejme, 7e

vzhledem k [3.36(5) je tento zavér platny i v pripadé, Ze H je prostorem nad R.

Protoze dle L. je |(T'z,2)| < C pro kazdé z € H, ||z| = 1, tak +(T2,2) < [Tz, z)| < C||z||? pro

kazdé z € H a dostavame pro z = Ax + u, resp. pro z = A\x — u:

1 1
T2 < Z{CW +ul? + Clre —ul?} = ZC{W +u, Azt u) + (A — Az — ) | =

1 1 =
SCUNI + ul?) = SO lel? + | Tal)) " €|1Tal).
|z =]
Odtud ||Tz| < C, coz plati i pii Tz = 0, nebot 0 < C. Pak ||T|| = sup ||Tz| < C. O

llzll=1

D.6. Dtkaz véty

=: Bud 2’ € X' libovolny pevné zvoleny. Pak pro y € R(T) definuje 7/ (y) := /(T 'y)
spojity linedrni funkcional na R(T), ktery lze dle HBV rozsitit na y' € Y’. Pak pro kazdé
r€Xjey:=TreR(T) atedy v (Tz) = (Tz) = /(T 'Tx) = 2'(x)Vz € X = T'(y) = 2.
Tedy T" je surjekce Y/ — X'.

<: Necht R(T") = X'. Kdyby X = {0}, pak T = 0 a T~ = 0 existuje. Necht X D> {0}.
Kdyby neexistoval spojity 7!, pak dle neexistuje m > 0: m < IT v/, # 0. Lze tedy

[Ed]

sestrojit posloupnost {z,}, ||z,| = 1: || Tx,|| — 0. Polozme «,, := max(HTan%,n_%), Up 1= T2

1
n

Déle plati | Tu,|| < || Tzn||2: vskutku
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(a) Pro Tz, =0 je Tu, = iTﬁL’n =0a ||[Tu,||=0= ||T£L’n||%,

. 1
(b) Pro T, # 0 je |Tup| = || Tan|| < T ! E [Tz = | T2n|>.
Tn

1 .
Pak [|Tup|| < [[T2nll2 = 0 = [|[Tupll — 0 = ¥y € Y’ je [y (Tun)| < [[Y[[[[Tun] — O.
RITY=X"= V' e X €Y' 2" =Ty, tj. 2'(u,) =9 (Tuy,) — 0 pro V' € X' = wu, EENY)

17 {||un||} je ohrani¢end, spor s ||u,| — oo.

D.7. Dukaz véty
L o(T) C [m,M]: Je o(T) CR dle Tvrzeni dokdzeme sporem.

> M . M+d
Kdyby)\< m,tak)\— m— d prod>0a
_ < Mz,z) = Ma,2) _ — dlzf?
(Tha,z) = (Tz,x) — Nz, x) > miz) - Mz,z) |2 pro x # 0.

Odtud [{(Thx,z)| > d||x||?. Soucasné dle Schwarzovy nerovnosti M(5°) plati také

O

(Thz,z)| < ||Thz||||z], takie celkem ||Thz|| ||z| > d||z||* a tedy || Thz|| > d||z|| (tato nerovnost

ziejmé plati i pro x = 0) o) ¢ p(T), spor.
IL. M € o(T):
(a) 0 <m <M dlel3.43je M = ||T'||, kde
M = sup (Tz,x) = IF{zp}, |lzn]| = 10 Tz, x0) = M — by, 5, — 0.

Déle | Ta|| < ||| o]l = | 1| = M a odtud

HTM:En”2 = ||Tx, — Masn”2 = (Txy — Mz, Tx, — Mx,) =

= [Tz, ||* = 2M (T2, 2,) + M?|| 2 ||> < M? — 2M (M — 6,,) + M? =

=2Mé, — 0.

Dle[7.16(2) je tak M € o(T).

(b) m < M libovolné =

=1

—~
||i‘I|l£1<Tm£L‘,$> = Hiﬁ£1(<T:€’x> —m{x,z)) =m—m =0,
=1
—~
Sup (Tmr,) = sup (T, 2) — m (@ 2)) = M —m,
llefl=1 llzll=1

takze dle (a) M —m € o(To) Z9? 3fan}llan] = 1: |(T = mI — (M — m)D)an| — 0,

. (T = MDan| = 0, tj. | Tarznl| — 0222 a1 € (7).

III. me o(T): —M = inf (-Tx,z), —m = sup (—Tz,z) L _me o(=T), nebot (—-T)" =

llzll=1 |lz||=1

\ 2)
1 = B8 300 (el = 1 (=T = (—m)Dal| = (T — mD)za|| = 0 = |Tonzal| — 0

2) m e o(T).

O
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E ALGORITMY INVERZE A PSEUDOINVERZE
OPERATORU

Lemma E.1. Necht T € B(H,H), T = T*, R(T) = R(T). Pak T : R(T) — R(T) je TLI a
Ty = (Igery = AT)"x = (Ig — XT')"z € R(T) proVx € R(T), Vn € Ny a libovolné X € C.

Ditkaz. T je TLI dle Necht z € R(T) je libovolny. Tvrzeni dokaZeme tplnou indukci
vzhledem k n:
e n=20: (IR(T) - )\T)Ox = IR(T)w =T = (IH - )\T)Ox S R(T)
e n>0: Jelikoz dle indukénitho piedpokladu je z,-1 = (Igm) — M)l =
(Ig — AT)" "'z € R(T), dostavame:

<IR(T) — )\T)n.’lf = (IR(T) — )‘T)(IR(T) — /\T)n_lfI,' = (IT\’,(T) - )\T)I’n_l = Tpn—-1— ATxn_l
=Inzn 1 —NTxy 1= Iy — \D)ap_1 = (Ig — XT)(Ig — \T)" 'z
= (Ig — \T)"z

kde (I — AT)"z € R(T), nebot z,_1 — \Tx,,_1 € R(T).

Véta E.2 (Tteraéni konstrukce T pomoci R).

Necht T € B(Hi1, Hs), R(T) = R(T), R=T"T a A € R: 0 < X\ < 7y = 7z Pak

Rtz =X [, = AR)"Prrz) Ve € Hi a TTy=X>_ [(Iy, — AR)"T*y] Vy € H,.
n=0 n=0

Pokud T neni TLI, tak ||[Ig, — AR|| =1 a > 02 o(Ig, — AR)"™ diverquje v B(Hy, Hy).
Diikaz.
Pro R(T*) = {0} tvrzeni plati trividlné. Necht dale R(T™) # {0} a tedy i H; D {0}.

R e B(Hi,H), R = R* a R(R) "2 R(T*) je wavieny dle |4.12] tj. H-podprostor v H;. Pak
pro kazdé x € H; dostavame

B2 5 LIGETH) [, PR S\ s
R+2B R1 gy B MY Ury = AR |7 = A [(Irry — AR)"3]
n= 0 n=0

Z (Im, — AR)"Z] _)\Z (I, — AR)" Pr(r+z],

= n=0

nebof 0 < A < HRII -(: HRII’ R=T*T je TLI dlea tedy 0 < m? < ap < R< B < M? dle
[1.10)/3°. Odtud pro kazdé y € Hy dostavame

(111)

THy =" R'T*y =\ Z (I, — AR)"Pr(p-)T*y| = A Z (I, — AR)"T™y].

n=0 n=0
V pripadé, ze T neni TLI, pak s uvéienimlo, 3°,5° ani R = T*T nemuze byt TLI a zejména
ar = 0 (totiz ag > 0 plati vzdy, ale ostra nerovnost nikoli). Pak ovSsem nemuze Y oo o(Ig, —AR)"
konvergovat v B(Hi, H1), nebot jinak by 7" byl TLI dle [4.15(1"), coZ je spor. Soucasné mame dle
I, — AR|| = max(|1 — Aagl|, |1 — ABr|) = max(1,|1 — A||R|||) = 1, nebot 0 < A\||R|| < 2. O

147
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Véta E.3 (Iteracni konstrukce 7% pomoci R?).
Necht T € B(Hy, Hy), R(T) =R(T), R=T*T a A€ R: 0 < A < 2 = /3. Pak

[
Rtz =X [(Ig, - AR)»)"Rz] Ve € Hi a TTy=X> [(In, — (AR)>)"RT*y] Vy € Hy.
n=0 n=0
Pokud T neni TLI, tak || Ig, — (AR)?|| =1 a 300 o(Ig, — (AR)®)™ diverguje v B(Hy, Hy).

Diikaz.

Pro R(T*) = {0} tvrzeni plati trividlné. Necht ddle R(T™) # {0} a tedy i H; D {0}.
R e B(H,HY), R = R a R "2 »(r) B R(R) = R(R2) je wravieny die 412 tj. H-
podprostor v Hyi. Pak

R R P (110)

(Ié4) (R2)_1R.

R™'Pripvy = R'R'RPgp) = (R?) ' RPg(p+) = (R*) ' RPr(p+

a odtud pro kazdé z € H; dostavame s uvazenim R? = (R?):

con—1 g ETOI5(2’ = 2 = .
Rtz = (B2)~! Ry EEEE) X2 (Irqry = NRY"| Rz = A2 Y [(Ip(r+) — N*B)" Ra

n=0 n=0

D)2 S (I, — (AR)?)"Re,
n=0

. . 532 233 3
nebot R = T*T je samoadjungovany, 0 < \? < ﬁ( ) ﬁ ) 2 el 2 2

) L , RIZ ~ RE] TR
R? = R*R je TLI dle[5.2a tedy 0 < m < aps < R? < B < M dle 3°. Odtud pro kazdé
y € Hy dostavame

7y B Ry = A2 3 [(In, — (AR)2)"RT™y).

n=0
V pifpadé, ze T neni TLI, pak s uvdzenim [£.10]/1°,3°,5° ani R = T*T a ze stejnych divodi ani
R? = R*R nemiize byt TLI a zejména apz = 0 (totiz age > 0 plati vidy, ale ostrd nerovnost
nikoli). Pak oviem nemtize 320 ((Iy, — A2R?)"™ konvergovat v B(Hy, H1), nebot jinak by R? byl
TLI dle [4.15(1), coZ je spor. Soucasné mame dle
115, — A2R?|| = max(|1 — ANapz|, |1 — A\2BRz|) = max(1,|1 — A2||R?|||) = 1, nebot 0 < A\?||R?|| =
N R|? < 2. O

Diisledek E.4 (véty algoritmus pro T"y a § = Pg(ryy pomoci R).
Necht T € B(Hy, Hs), R(T) = R(T), 0 < A < R < B avy € Hy libovolny. Oznacime-li
Ry :=1Ig, — AR, pak pro 0 < A < % spocteme:
1° (pocateéni krok)
x1 = Ny € R(T™)
2° (iteracni kroky)
Tpi1 = X1 + Raxpn = & + 1 — ARz, € R(T*) pron=1,2,...
3° (zavérecny krok po posledni provedené iteraci)
Ynt1 = Trpyr € R(T)
Pak je

s 1 By 1 R 1
0<<AJ< o - = = R
SR TR R OITER

B49, 4.3(3) 5.8(2)
I B2 gy BE2) gy

oo >B Z,BR
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T\ ‘= ||I'R,(T*) — )\RH'R(T*) < 1

a plati:
(111) R Ty
B-3(1)

(a) zp 2 20 =Tty
Yn LEEN Y= Pr(nyy TT y = Txzo (nejlepsi aprozimace y v R(T))

(b) ||xn — zol| < riflzoll (o # 0 = relativni chyba ”x" IOH <)
lya — 31 < /BRIl (5% 0= relatint chyba Hyn TI < JEm),

B, BEX 3 5 s '

kde /5 > \f = VIRIIRF= |77+ @@: uTunT 1 B ¢3510 podminsnosti

r(T) operatoru T 1)
(¢) Nlwn — ol < 5 R Tyl
lyn — 9l < @T?I!T*yll ,

.. cr _ 2 . < B—A __ _ > Bi . .
Pritom specidlné pro A = g5 jern < 75 = 2+d, kde d = A -1 o —1 = odchylka kvadrdtu
¢isla podminénosti operdtoru T (resp. ¢isla podminénosti opemtoru R dle nebot R*R = RQ)
od nejlepsi mozné hodnoty 1 (& A=oap=0s=DB), kdy A = A, rm=0aR=A IR+

. 2 2 Lo
Diikaz. Je 0 <A < 5 < AT @ lze tedy uzit vétu

L (a) zp := XD é[RkT* Y] —> o pron = 1,2,... dle coZ spolu se spojitosti T
dava také y, := Tz, EEN Tzo = §. Pitom je 1 = AR\T*y = A\T*y (viz 1°) a

Rawy = A0 [RET*y]) = 2py1 — ARST Yy = ppy1 — a:l (viz 2°).
(b) o — @y = )‘Zan[RI)C\T*y] = RY(A Ziozo[R’f\T*Z/]) = R,\ﬂﬁo = (Ir(r+) — AR)"0,
nebot xg € R(T™) dle Odtud
S\ B.d S\ ([T n
20 — oll < [[(Ir(re) — AR)"[[lzoll < [[(Ir(re) — AR) " ||lzoll = rX[lzoll a
~ (Cb) n
lym = 3l = 1T (xn) — T(@o)|| = |T(zn — z0)|| < | T|[lzn — zoll < VBri||zl
— VB | Prigeyzoll B2 VBT Taol| = VBT 1| < VB3 T3]
1
< VBri—|jll.
= )\\/ZH:U”

(c) zo =Tty (111)

RYT*y = |xo < [|IRM| Tyl < £ Ty =
0)
[ = @oll < rillzoll < 5rRIT* ] & llyn — yH < \ﬁUHfBOH LB Ty
L R=T"T:R(T*) = R(T), b = RaX= 2y EO
_B-4 A 1) _d
S A+ B T AB 142 d+2

= Ir(+) — )‘RHR )

Specidlné A=B = A=A =4 m=0 = Igqy—5R=0 = R=Algq (viz té
4.17).

O]

Dusledek E.5 (véty algoritmus pro RTZ, TTy a § = Pgr()y pomoci R?).
Necht T € B(Hy,Hsz), R(T) =R(T), 0 < A< R< B aZ € Hy, ye Hy libovolné. Oznacime-li
Ry = Iy, — (AR)?, pak pro 0 < X < \f spocteme:
1° (pocateéni krok)
r1 = N2RT € R(T*), napr. & ~ T*y
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2° (iteracni kroky)

Tpi1 =21+ Rawp = 20 + 21 — N2R%2, € R(T*) pron =1,2,...
3° (zavérecny krok po posledni provedené iteraci)

Yn+1 = Tny1 € R(T)

Pak je
EnEe 1 -(1 1 -(3 1
0<A<ap = : ,
r Rl HR+|| 17+
[1.3(3)
o >B> 8y D) Er) B3)pp,
Ty = ”IR(T*) — ()\R)QHR(T*) <1
a plati:
((l) T ﬂ) 550 = R+~ (114) R+$ ~ R+T* (111) T+y =: Zo, kde I - PR(T*):E

ynngIZTf(]%TZEOZT

(b) ||lzn — ol < ¥||Zol]  (Zo # 0 = relativni chyba ”xﬁix(’” ry)

By B .15 y ond lyn—voll ~ /B .n
lyn — Bol| < \/:r,\HyoH (o # 0 = relativni chyba noll < \/:U)y
kde \/E > ,/’B—’? = &islo podmin&nosti operatoru 7' (> 1) jako v|E.4|(b)

= Pr(ryy =¥ (nejlepsi aprozimace y v R(T))

(¢) |lzn — Fol < & 77|17
yn — yo||<f 2|

2
v . v — i . < 7A2 _ _ (B . > ﬁi _ _
Pritom specidlnée pro A \ ZzTrEe Jera < A?+B2 2+d, kde d = ( ) 1> (O‘R) 1
odchylka 4. mocniny cisla podminéenosti operdtoru T (resp. kvadrdtu ¢isla podminénosti operdtoru
R) od nejlepsi mozné hodnoty 1 (& A= oy =B =DB), kdy A = %, ry=0aR=A Igr).

Diikaz. Je 0 < A < ‘[ ||\1€H a lze tedy uzit vétu

I. Analogicky Jako v dikazu pii zdménidch A\ ~ A2, T*y ~ RT, mg ~ Zo a § ~ %o
dostavame 1° az 3°, kde:
(a) ycn.:AQZZ é[RkR]—%RJ“x— Topron=1,2,. dlea

Yn =TTy ——> Tz = 9o-
(b) To — @n = RYTo = (Ir(r+) — (AR)?)"Z0, nebot % € R(EHZR(R*) = R(R)
R(T™). Odtud opét dostavame ||z, — Zo|| < rY||Zoll a ||yn — Goll < | T||||zn — Zol| <

VBr{ %ol = VBr}|| Prer+)Toll = \fTSLIITJrTfoH < fr?%!l@oll-

(110)

(c) o = BT = H:coH < IRHIEN < 31E1 © Jlen — Foll < 530 a llyn — Goll <
\ﬁUHwOH < YB3
II. Postupujeme opét Jako v dikazu II. se Zéménami
/\MAQ,RMRQ,QRMaRQ %,ﬁRM/BRQ /62 A~ A% a B ~» B2 Pak
A=/ migr o N = i = < B = o kded = (B)7 - 1.

A
Specidlnd A=B = A= /35 =4, m=0 = Igpy— (§R)?*=0 =

R2 - AQI'R(T*).
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Poznamka E.6.

(1)

Matice:
A% jsme ukdzali, Ze ap je minimdlnf a 3; maximalni vlastni ¢islo matice R. Navic
priklad ukazuje, Ze o, je také minimalni kladné (nenulové) vlastni ¢islo matice R a
B jeho maximdlni vlastni ¢islo.
Pak tedy [A, B] predstavuje interval, v némz lezi vSechna nenulova (a tedy kladnd) vlastni
¢isla matice R, resp. [\/Z, \/E] je obdobny interval obsahujici vSsechna singuldrni ¢isla
matice 1.
Pokud takovy interval nalezneme, umozni ndm to pii specidlni volbé A (viz a
vyjadiit horni odhady chyb v (b) a (c¢) pouze pomoci téchto mezi A, B.
Piipad A = B:
A=BHEI p_4 Iz, tj- R je dilatace (pii A > 1), kontrakce (pii A < 1), resp.
identita (pri A =1).
V takovém piipadé dostavame

e v algoritmu [E-4} A\ = AJFLB = % = =0 = Igmr+ — %AIR(T*) =0 = Ry =

OV:BGR(T*) = x, = x1 pro kazdé n = 1,2,... @ Tty =29 =21 = Ty a

j=45TT"y = ;Sy.
e v algoritmu [E5} A2 = ﬁ =x = =0 = Igey— pAllge =0 =

Ry =0Vz e R(T*) = =z, =z pro kazdé n = 1,2,... (:a>) Rz =2yg=21 =

LRT = LRT =17 a gy =177
Stejné vysledky obdrzime primo uzitim explicitniho vyjadieni pseudoinverze dle kde

. T*y =R'T*y=4T"y pro[E4
R+ == R_1P *) — l] * P x) — 7P * =
R(T*) = A*R(T*)L R(T*) R(T™) — RtF— %5 pro
Numericka stabilita:

a) Stabilita versus rychlost konvergence posloupnosti {x,}
Jak ilustruje poznamka problém stability posloupnosti {x,} spo¢iva v udrzeni
jejich prvka x,, v prostoru R(T™*) — jinak dochézi ke ztraté konvergence. Z tohoto
pohledu vychézi algoritmus na bézi véty numericky stabilnéjsi nez algorit-
mus [E4] na bazi véty [E.2] Déje se tak ale na tkor rychlosti konvergence. Totiz pri

optimalni volbé A = ap, B = B a A =/ ﬁ v algoritmu resp. A = AJQrB

NP
nabyvé T ) 2%1 vétsi hodnoty pro algoritmus nez pro
algoritmus [E.4} nebof 5 + 504 Jje rostouci funkce vzhledem k d a (%)2 -1> E —1.
V (a) az (c) tedy ry klesd pomaleji v algoritmu nez v algoritmu a tudiz
k dosazeni srovnatelne presnosti je tieba u algorltmu [E-F] vétsiho poctu iteraci nez

u algoritmu [E.4]
b) Problém stability se netyka posloupnosti {y,}

-(3 R(T*) @ N(T) = kazdd tifda T-ly = {x|Tx = y}, y € R(T), faktor
prostoru Hy/N(T) obsahuje pravé jeden prvek zyp € R(T*), pficemz plati o =
Pryz Vo € T~'y. Pfitom xo = TTy dle Jestlize v pouzijeme misto T*y
libovolny prvek = € Hy, pak y, = Tx, vzdy konverguje k Tz, zatimco posloupnost
{zn} konverguje pouze, kdyz T € R(T™):

Vskutku, je-li y € Hs néjaky prvek, pro néjz T"y = Pr(r+)@, pak pro 71 = AT je
Pr(r+)T1 = AXT™y = x1 a totéz plati indukei dle n pro Vn € N, nebot PR = R =
RPR(T*) dle (114) Pak totiz PR(T*)fn-l-l = P’R(T*)fn + PR(T*)%I + )\PR(T*)R'%n =
Tn + 21+ ARTy = Tpy1.

Tedy prvky posloupnosti {Z,} zistavaji v tychz kongruenc¢nich tfidéch jako prvky

v algoritmu
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konvergentni posloupnosti {z,} a tudiz Tz, = Tx, =y, — 7.

Zejména tedy z,, v kazdém piipadé aproximuje néjaké MNC-feseni rovnice Tz = 7,
i kdyZz ne nutné feseni xo = Ty s minimalni normou. Samotna numericky spoctens
aproximace x, nemusi byt dobra, i kdyz dava dobrou aproximaci y, = Tz, pro y
(kvalita zavisi na ¢isle podminénosti operdtoru 7' — viz .

Véta E.7 (Itera¢ni konstrukce 7" pomoci S).
Necht T € B(Hy, Hy), R(T) = R(T), S =TT* a A € R: 0 < \ < 1 = 17z Pak

Y= Sty =AY [k = AS)"Priryy] o Ty =10 8%y = T*y Wy € H,.

n=0
Pokud T* nent TLI, tak |[Ig, — AS|| =1 a Y or oI, — AS)" diverguje v B(Hz, Ha).
Dikaz. S = TT* = (T*)*T*, R(T) = R(T) =2 R(T*) = R(T™), ||S|| = |T|]? = |T*]? dle

N(Q) Tedy STy lze spoéist pomoci véty kde zaménime roli T a T*, R a S, H| a Hs, a
misto z piSeme y. O

Véta E.8 (Iteracni konstrukce TF pomoci S2).

Necht T € B(Hy, Hy), R(T) = R(T), S = TT* a A€ R: 0 < A< 2 = 3 Pak
y =Sty = A2 > [Un, — (AS)H"Sy] a Try=T"Y Vyec H.
n=0

Pokud T* neni TLI, tak ||Ig, — (AS)?|| =1 a 3520 (I, — (AS)?)™ diverguje v B(Hz, Hs).

Diikaz. STy spofteme pomoci véty kde opét zaménime roli T a T*, R a S, H; a Hs, a
misto z piSeme y. O

Dausledek E.9 (véty algoritmus pro 3’ a § = Pgr(ryy pomoci S).
Necht T € B(H1,Hs), R(T) =R(T), 0 < A< S <Bayy€ R(T), resp. yo = Sy, y € Ha je
libovolny. Oznacime-li Sy := Ig, — AS, pak pro 0 < A < % spocteme:
1° (pocate¢ni krok)
y1 = Ayo, resp. y1 = ASy, y1 € R(T)
2° (iteracni kroky)
Ynt1 = Y1 +0Un =Yn+1y1 —AS yn € R(T) pron=1,2,...

Pak je
1 B3y 1 B3gs 1
0<A<afFEd - B £ :
TS st TP
B9, o [E33) B-82)
o >B>f8g =S| S=VYS| S=TR,
sx = Ir(r) — AS|lr(r) < 1
a plati:
Hy + Hy ot (113) ~ g .
(a) Yyn —> Yo = STyo, resp. yn —> STy =" Priryy =7 (nejlepsi aprozimace y v R(T))
(0) llyn —woll < s¥lwoll (v # 0 = relativni chyba Hyﬁy_(,)ﬁon < s%), resp.

lyn — Il < s2Tl (G # 0 = relativni chyba % < s7)
(¢) yn — vhll < % s2llwoll, resp. lyn — 3l < L5718yl < Bstlyll, kde B > 2 = &islo
S

podminénosti operatoru S neboli kvadrat &isla podminénosti operatoru 7.
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Pritom specidlné pro A = AJ% je sy < ir;g 2+d, kded=%5—-12> B—S —1 = odchylka kvadrdtu
&isla podminénosti operdtoru T (resp. cisla podmmenostz opemtoru S) od nejlepsi mozné hodnoty
1(<:> A—aS— S—B) kdy)\—A, )\—OGS AIR()
Dikaz. Postupujeme dudalné k dikazu se zdménami: T~ T* R~» S, Hy «~ Hy, Ry ~ S),
Ty~ Sy, Ty ~> yo (resp. Sy), T, ~ Yy pii uziti véty [E.7 misto véty [E.2] kde y ~ yo € R(T) =
Pr(1)%0 = Yo
I. (a) yn:= )\ZZ;% [SEyo] LN Styo =y (= ST Sy =7 pro yo = Sy). Pritom je
y1 = Ao (viz 1°) a Sxyn = A 7—1[S500] = ynt1 — ASW0 = Yns1 — y1 (viz 2°).
(b) 4o = Yn = A XkzalShyo] = SR TRLo[S8v0]) = Siwo = (Irer) — AS)™yp, nebot dle
b4
/ * (110) ( . . o
Yo € R(S*) =R(S) =" R(T). Dale postupujeme jako v dikazu [E.4[I.(b).
(©) yo="5% = Iyl <I1STIlvoll < Zlwoll = (c) uzitim (b).
II. Postupujeme opét analogicky k dikazu [E4]II. Poznamenejme jen, Ze

B * «—1 B32
Var = e )

lesaliiieamta ] |T|[|T~| je ¢islo podminénosti nejen ope-
ratoru T, ale i 7.
[
Dusledek E.10 (véty algoritmus pro ¢/, Ty a Y = Pr(r)y pomoci S2).
Necht T € B(H1,Hs), R(T) = R(T), 0 < A < S < B ay € Hy je libovolnyg. Oznacime-li
Sy = Iy, — (AS)?2, pak pro 0 < \ < \g spocteme:
1° (pocateéni krok)
y1 = 228y "2 \28 5 e R(T)
2° (iteraéni kroky)
Yni1 = Y1+ SxYn = yn + 41 — N25%y, e R(T) pron=1,2,...
3° (zavérecné kroky po posledni provedené iteraci)
Tn+1 = T"Ynt1 € R(T™)
Unt1 = Trpp € R(T)

Pak je
gaEes 1 By 1 BB 1
8 ||s+|| Rk
B9, ¢ 4
oo >B>fy =5 473 HTH2
sx = [ Ir(r) — (AS)? IRy <1
a plati:

H.
(a) yon =2y =Sty

112
T A, xo =TTy ( )T* !
~ [B3)1 g, .
Un 1, Txg =TTy )5 U (nejlepsi aproximace y v R( ))

() llya =9Il < s3Iyl (4 # 0= relationt chyba 15241 < 3)

|xn — x| < \/ESXHJJOH (xg # 0 = relativni chyba ”"Eﬂ‘;ﬁo“ < \/%53\1)
150 = 51 < 55313l (5 # 0 = relationd chyba Bt < Bn). pide

\/>>\/7 Iyl

a. — Cislo podmingnosti operdtoru T jako v|E.Y(c).
(¢) lyn =¥ < % s3I1T1 < 5 s3Iyl
o —zoll < 2 5171 < 22 s3]

15— 9ll < 5 3171l < %SKHyH
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Pritom specidlné pro A = ,/ﬁ je sy < % = 2+d7 kde d = (—) —-1> ( ) 1 = odchylka
4. mocniny cisla podmineénosti operdtoru T (resp. kvadrdtu czsla podmmenostz operdtoru S ) od
nejlepsi mozné hodnoty 1 (& A=ag=Ps=B), kdy A = A} sx=0aS=A Iz
Diikaz. Postupujeme analogicky k diukazu [E.5] kde misto véty [E.3] aplikujeme vétu [E.8t
L (a) g = A2Y520ISESY] 22 STy =y = 2, = Ty — Ty 2
~ 1 P
Un =Txn — TT+y-(= : Pry =9.
(d) ¥ —yn =S¥y = (Ir(r) — (AS)%)™y/, nebot ¢/ € R(S+)
Odtud opét dostavame

TYy =29 =

(110)

“R(S) =R(S) = R(T).

lyn = 'l < s3Iyl =
% % « (110),(16)
lzn — 2ol = 1T (g — ¥ < 1T Wlyn — o'l < VB sKllY' | = VBSKI(TT* ) yll =

; 1
= VBT Tyl < VBSYIT | |l2o]l < VESQﬁ!IonI =

L B B N
150 — 3l = 1T (20 — 20)| < IT |20 — 20|l < VB = Sxllzoll = 7i STl

B B
< 7SSLHT+HIIyII < — sxllyll,

(12)

kde jsme pouzili xg =TTy = TTTT Ty D Tt Preryy =T

(I14) oy~
(c) ¥' =8y =" STy = Il < ISzl < I3l
vo =T y=T"g = |aoll < [TTIFIl <

<Lzl
~ BE1
19l = 1Preryyll < [[Preny Iyl ="1lyll-
Dosazenim téchto nerovnosti po fadé do nerovnosti v (b) obdrzime (c).
II. Postupujeme opét analogicky k dukazu EH pii zdméndch 1y ~ sy, R~ S a T* ~ T.
O

Véta E.11 (Algoritmus pro fpomoci S dle .
Necht @ = {¢n}nes je frame v H C Hy s mezemi A < B, f € Hj libovolny. Pak pro 0 < A\ <
2 (optimdlni volba je X = MLB) plati fr, — f, kde {fn}nen je posloupnost inovaci pocitand
rekurentne takto:
1° (pocatecni krok)

fi= )\Sf /\Z]ej<f ¢J>¢
2° (iteracni kroky)

fn+1 = fn + AZ]EJ((f? ¢]> - <f’rL7 ¢]>)¢] pron = 17 27 cee
Pritom f, = L*¢M™ = djes fj(-n)@-, kde rekonstrukcéni posloupnosti inovaci pocitame rekurentné
takto:
1 (pocateéni krok)
5(1) je libovolnd rekonstrukéni posloupnost pro ASf, napr. lze zvolit
) = {\{/, bj)}ies = ARIE, kde & je libovolnd rekonstrukcéni posloupnost pro f, tj.
f=L*.
2 (iteraéni kroky)
g0 = €W €0 —IN ST €0 (b, 03)} ey

meJ

=M 4 + (L) = AR ))e™)
=M L AR)E-EM) pron=1,2,...
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Pritom pro f: 0 je f,, =0 pro kazdé n € N a pro f;é 0 plati odhad relativni chyby

W= Ty s
17

kde pro optimdlni \ = A+B plati horni odhad || Iy — /\SH <3 A+B
Disledek E.12 (Algoritmus pro f’ pomoci S dle [E.9).
Necht @ = {¢p }tnes je frame v H C Hy s mezemi A < B, f € Hy libovolny. Pak pro 0 < \ < %
(optimdlni volba je A = MLB) plati fo, — ', kde f, = L*¢™, n € N, spocteme rekurentné takto:
1° (pocate¢ni krok)

f1=Af = AL*E, kde € je libovolnd rekonstrukcni posloupnost pro f
2° (itera¢ni kroky)

for = To+ A& — (fn, #5))¢5 promn =1,2,...,
resp. €M takto:
1 (pocateéni krok)

€W = x¢
2’° (iteraéni kroky)

§(n+1) 1) +£ — {)\ Z 5 ¢ma¢] jeJ

meJ
=M 4 (L) — )\[R])f(”) pron=1,2,...

Pritom pro f = f' =0 je f,, =0 pro kazdé n € N a pro f' # 0 plati odhad relativni chyby

I fn = Fl

11

kde pro optimdlni A = A+LB plati horni odhad || Ig — AS|| < §+g 2+d, kde d:= 58 —1.
Dusledek E.13 (Algoritmus pro ¢ pomoci S dle [E.9)).
Necht @ = {¢n}tnes je frame v H C Hy s mezemi A < B a ' = {¢], }nes jeho dudlni frame.
Pak pro 0 < A < % (optimdlni volba je \ = A+LB) plati pp.n — ¢, kde o, = L*&,(C"), n €N,
spocteme pro kazdé k € J rekurentné takto:
1° (pocate¢ni krok)

Okl = Ak
2° (itera¢ni kroky)
Pkn+l = Pkn + AZ]EJ((;]?J - <30k,n7 ¢]>)¢] pron = 17 2) sy
resp. f,(gn) takto:
1° (pocateéni krok)
&) = dew = (M bjes
2’° (iteraéni kroky)

e = e+ 60— Y € (0m 03} ey

meJ

= >\€k + (L)) = AR 1e™
:gk +)‘(€k_[ ]gk ) pron:1,2,...
Pritom pro ¢ = ¢}, =0 je pin =0 pro kazdé n € N a pro ¢}, # 0 plati odhad relativni chyby

[Prn — Pl
165l

kde pro optimdlni \ = A+B plati horni odhad | Iy — AS|| < £ A+B

= 0o kded:=5 1.

< [Mm = AS",

< [Hu = AS[I",

= ;0o kded:=5 1.
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F PRIKLADY REPREZENTACNICH SYSTEMU
(BAZI, FRAMU) VE ZPRACOVANI SIGNALU

Skripta: [RD14]

Piiklad F.1. Uvazujme na tivod vektorovy prostor R2. Jako nejjednodussi piiklad tésného
framu v R? miizeme uvést tzv. Mercedes-Benz frame, ktery jiz byl uveden a vyobrazen v P¥ikladu
Pﬁkladpak uvedl a ilustroval tii vektory, které v R? tvoif (uz ne tésny) frame, a rovnéz
uvedl vypocet framu k nému dudlniho.

Priklad F.2. Klasickym pifkladem baze pro prostor CV je fourierovska ortonormalni béze
{ek},iv;(]l, kde ey, je vektor obsahujici prvky

1 i2wkn/N
—F7=€ ron=20,...,N —1,
VN P
viz definici DFT v Lze ukazat [Chr08| ¢4st 1.3], Ze pro M > N, pfeparametrizovany systém
{Fe 1251, kde £}, odpovida

1 .
67,27Tkn/M

VM

tvorf v CV tésny frame, ktery je dokonce parsevalovsky. Z inZenyrského pohledu to znamena, ze
se jednd o harmonické signély, jejichz kmitocty ovSem jsou hustéji rozlozeny na frekvencni ose
nez je tomu u obvyklé DFT.

pron=20,...,N —1,

Priklad F.3. Dalsim prikladem muze byt prostor vSech redlnych matic rozméru 8 x 8, tedy
R%sxZs _Stanovime-li jednozna¢né zpusob vektorizace takovych matic, pak tento prostor je to-
tozny s prostorem R%. Jako piiklad ortonormalni béze pro tento prostor uvadime napt. zalozenou
na DCT (diskrétni kosinové transformaci), kdy pro obecnou dimenzi N bazové vektory {dk}ivzfol
obsahuji posloupnost

T 1
cos {N <n+2>k} pron=20,...,N —1.

V takto definované béazi se vyjadiuji bloky obrazu 8 x 8 pixell, jako je tomu u obrazového
komprimacniho standardu JPEG, viz obr.

Priklad F.4. V poznamce [2.100| byl zminén systém {sinc (¢ —n)}, ., jako ONB prostoru PW1,

tedy prostoru funkei, které maji omezené frekvenéni spektrum (band-limited functions). D(Q)—
kazme nyni, ze to je pravda.

Harmonické funkce {e??™7},,cz tvoif ortonormalni bazi prostoru 1-periodickych funkei s ko-
nec¢nou energii, L?([a, a+1]) pro jakékoli pevné zvolené a, viz napt. [Heil:Thm. 13.23 s.450].
Pokud zvolime a = —1/2 a tyto funkce omezime vyhradné na interval [—1/2,1/2], pak kazda
takto vzniklad funkce €™ - rect () patii do L' N L?, m4 jednotkovou normu a dohromady
tvoif bazi pro véechny funkce z L? s nosi¢em [—1/2,1/2]). Srovnanim s &4st{ [3.5| (tabulka [3.1)) je
ziejmé, Ze €™ . rect (7) je modulaci obdélnikového signdlu. Fourierovym obrazem tohoto uni-
tarniho operatoru je posun v dudlni oblasti, dle tabulky tedy jsou to funkce {7, (Frect)(t)}, =
{7nsinc(t) }, = {sinc(t—n)},. Jelikoz Fourierova transformace je unitérni, {sinc(t—n)}, je ONB
pro prostor PW 1.

Pozndmka F.5. Lze ukézat [Heil:Thm.10.4 s.271], Ze systém {7y, sinc(t)}, tvoii pro 0 <
b < 1 tésny frame s mezemi A = B = b~!. Jde tedy o piipad nadbyteéného vzorkovani, b = 1
odpovida ONB neboli tzv. kritickému piipadu, a pro b > 1 se ztraci moznost presné rekonstrukce
funkce pomoci jejich vzorkt, viz rekonstrukéni formuli (2.6)).

157
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Obrazek F.1: Sedesatétyii prvkd DCT ortonormalni baze prostoru R%*%s  zobrazené
postupné jako obrazky rozmeéru 8 x 8 pixelt.

Priklad F.6. Vinkové (waveletové) systémy, framy a béze jsou vystavény na principu dilatace
a translace. Pro L? napf. existuji ,matefské“ funkce 1) € L2, ze kterych jsou odvozeny dalsi
funkce ve formé

Dimyp(t) = ja| =24 (t — b) :

a

Parametr b odpovidd posunuti ¢ v case (translace) a a odpovidd zméné méritka (dilatace).
Jestlize ||¢|| = 1, pak i tato nova funkce mé jednotkovou normu. Pavodné redlné obory hod-
not pro parametry a,b mohou byt vhodné diskretizovany, aby vytvorily frame, biortogonalni
¢i dokonce ortonormalni bazi v L2. Tento koncept je také nazyvin mnohoméiitkova analyza,
(MRA), jelikoz signal je mozné vyjadrit jako soucet dil¢ich signéli, které pochazeji z ruznych
podprostortt L2, kde kazdy odpovida jednomu méfitku a. Pifklad dvou ortogonalnich bazovych
vlnkovych funkef je na obrazku [F.2]

Priklad F.7. Vinky existuji samoziejmé i v diskrétni podobé (ale nelze je ziskat jednoduse
navzorkovanim vlnek z [F.6)). Piiklad vinkové ortonormalni béze v £2, resp. R3? je na obr.

Misto pojmu méritko zde pracujeme s tzv. hloubkou dekompozice, jelikoz kazdé rekurzivni
provedeni mnohométitkové analyzy (MRA) signalu odpovida jeho frekvenéni dekompozici.

Priklad F.8. Diskrétni obrazové signdly velikosti N na M pixelt lze povazovat za vektory
z prostoru RVM. Na obr. [F.4] je ukdzka nékolika malo (neortogonalnich) bazovych vektort
tohoto Hilbertova prostoru.

Piiklad F.9 (Gaborovy framy). Jestlize vinkovy rozklad L? byl postaven na operdtorech
translace a dilatace, Gaborova analyza v L? je postavena na operdtorech translace a modu-
lace. Funkce f € L? je vyjadfena jako superpozice posunutych a modulovanych verzi fixni, tzv.
okénkové funkce g € L?. Soubor takovychto funkei

i2Tmb.

{emb Tna 9(8) b1y ez = {61 ot g(x — na)}wmeZ (F.1)
pro zvolené dvé hodnoty a a b se nazyva Gaboruv (¢i gaborovsky) systém, ptipadné Weyl-
Heisenberguv systém [Chr08]. Podobné jako u vilnkové transformace se tedy jednd o repre-
zentaci funkce definované na R pomoci spocetného mnozstvi jinych funkci.
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Obrazek F.2: Vinka ,Daubechies 2 jakozto matefska funkce i (modfe) a funkce z ni
odvozena pomoci a = 1/2,b = 2 (Cervené). Jsou navzajem ortogonélni.
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Obrazek F.3: Pifklady bazovych posloupnosti v R32. Jsou to posloupnosti vychazejic
z MRA s pouzitim vinky s oznacenim sym3. V ramci pevného indexu hloubky dekompozice
J (v obrazku odpovid4 jednomu podgrafu a souvisi s vinkovou transformaci v L? pfes
vztah a = 27) jsou ortogonalni viechna posunuti vyobrazenych posloupnosti o 27k, k € Z.
Navic kazda takova posloupnost z jednoho méritka je ortogonalni vici jakékoliv v jiném
méritku.



160 FEKT Vysokého uceni technického v Brné

Obrazek F.4: Nékolik prvki biortogonalni baze pro R%12s*%12s . Byla pouzita vinka s
oznafenim bior4.4, jinym oznadenim CDF9/7 (Cohen, Daubechies, Feauveau), kterd
se vyuziva napt. v kompresnim formatu JPEG2000. Pro zvyraznéni pribéhu je pouzita
neprava barevna skala ,jet“ z MATLABu, pro kazdy obrazek zvlast.

V kontextu zpracovani signalt se lze také Casto setkat s ndzvem kratkodoba Fourierova
analyza ¢i transformace, pod zkratkou STFT (Short-time Fourier transform). Motivaci pro
zavedeni systému tohoto typu je fakt, ze klasickd Fourierova transformace pracuje s harmonic-
kymi funkcemi, které maji globalni dosah — jeden nenulovy koeficient ovlivni podobu celého
signdlu. To vSak neodpovidd tomu, jak funguje lidské vnimani zvuki — zjednoduSené, clovék
vnima jejich frekvencéni strukturu, ale tu dokéze zaroven umistit v ¢ase. Napodobit tento zpt-
sob potom prirozené znamenda analyzovat casové lokdlni spektra signdlu. Odtud prameni pojem
Ccasové-kmitoctova reprezentace.

Lokalizace nejsnadnéji dosahneme obyc¢ejnym vyriznutim tseku signalu a provedenim Fou-
rierovy transformace. Takové vyriznuti odpovida nasobeni signalu s funkci g, jez je nyni obdélni-
kovym signdlem; to je podle [C:20] ¢i [C.2]] ekvivalentni s konvoluci spekter téchto signéli; avsak
obdélnik ma ve frekvencéni doméné pribéh odpovidajici funkcei sinc, jejiz hodnota pouze pomalu
klesd smérem k vysokym kmitoétim — jak bylo ukdzdno v [2.95] sinc neni TF-koncentrovana
funkce.

Limit c¢asové-kmitoc¢tového rozliseni popisuje tzv. Heisenbergiv princip neurcéitosti.
Rik4, Ze zadny signdl nemfize byt zaroveii koncentrovan v ¢ase i v kmitoctu [Gro01]. Acko-
liv teorie je vybudovana pro obecné funkce g, nejen v praxi jsou protézovany funkce, které jsou
symetrické, hladké a maji dostatecné rychle klesajici spektrum. Lze ukédzat, ze Gaussova funkce
g(t) = exp(—12/2) je jedind okénkové funkce, kterd dosahuje optimalni ¢asové-kmitoctové kon-
centrace, tedy ze Heisenbergova nerovnost je splnéna jako rovnost [Gro0I]. Pro praxi mé vSak
nevyhodu nekonec¢né dlouhého nosice.

Zakladni otdzkou je, jak zvolit funkci g € L? a parametry a, b tak, aby Gabortv systém
tvoril frame v prostoru L2. Dodnes neni tato otdzka vycerpavajicim zptisobem vyfesena. Zcela
obecné plati pouze nasledujici tvrzeni:
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Obrazek F.5: Spektrogramy dryvka hudebnich signali. Vyobrazeni jsou ziskdna redun-
dantni Gaborovou transformaci (frame). Vlevo jsou moduly gaborovskych koeficient pro
signal ,,Glockenspiel“ (zvonkohra). Zde je evidentni harmonicka struktura signalu, jsou
zde vidét i vyssi harmonické a nastup kazdého tonu. Vpravo je signal poprockové hudby;
obsahuje vyrazné nizké kmitocty, ale soucasné jsou patrné tdery c¢inelti a zpévova linka.
,Prazdny“ prostor na koncich signéli je dan vypocetnimi naroky (zde diskrétni) Gaborovy
transformace na délitelnost délky okna, poctu frekvenénich kanalia a délky signalu.

Véta F.10 ([Chr08]). Necht a,b > 0 a g € L%. Gaborovsky systém (F.1)) miiZe byt frame pro
L2, pouze pokud plati ab < 1. Pokud je systém (F.1)) framem pro L? a plati ab = 1, pak je tento
systém dokonce Rieszovou bazi.

Nutnou podminkou pro gaborovsky frame je tedy, aby ¢asové-kmitoc¢tova miizka (angl. lat-
tice) byla dostateéné hustd, pfi¢emz to ale neni podminka dostacujici. Casové rozligeni a mize
byt obétovano za zvyseni kmitoctového rozliseni b.

Gaborovy koeficienty tvori mrizkovou strukturu, coz umoznuje ¢asové-kmitoc¢tovy obsah sig-
nalu f vizualizovat v podobé tzv. spektrogramu, coz je dvojrozmérné pole moduli Gaborovych
koeficient {(f(t), €mb Tna (1))}, nez @ jako takové se obvykle zobrazuje formou obrazku s ne-
pravymi barvami, viz napf. obr.

Dalsi kritickou otdzkou v tomto oboru je, v jakych ptipadech mé dudlni frame (dilezity pro
rekonstrukei) ke Gaborovu framu rovnéz ¢asové-kmitoc¢tovou strukturu. To neni vzdy zaruceno,
ale je to pochopitelné vlastnost, kterd podstatné zpohodInuje zpracovani signalu. Nastésti plati,
ze kazdy kanonicky duani frame tomuto pozadavku vyhovuje, a dudlni okno je pfimo dosazitelné
pomoci inverze framového operatoru [Chr08], viz napt. disledek Zde ovsem pohodli kon¢i,
nebot nalezeni inverze je ve vétsiné pripadt nesnadné, s vyjimkou tésnych fram.

Jednou z konstrukci, kdy dualni frame je mozné vyjadrit dokonce explicitné, je pouzit za
okénkovou funkci g tzv. B-splajny, znamé piedevsim z pocitacové grafiky. Jsou to funkce s kom-
paktnim nosi¢em, definované rekurentné:

Na(t) = (1), S -1y @ (t—3)} " teR, (F.2)
P

kde f(t);+ znaci pouze kladné hodnoty daného vyrazu, f(t); = max{0, f(¢)}, a n je fad B-
splajnu. B-splajny B, (t) = Nn(t + %) (tj. posunuté, jakozto sudé funkce) fadi n = 2,3,4 jsou
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Obrazek F.7: Ukazka nékolika atomt Gaborova framu slozeného z posunutych a modu-
lovanych B-splajnti. Zobrazena je redlna c¢ast. B-splajnova okénkova funkce g je modre.

vidét na obr. Gaboruv frame tvori B-splajny g(t) = By(t) (taktéz Ny), pokud pro parametry
plati (a,b) € (0,¢) x (0,1/¢] [Chr0§|. Ukdzka nékolika prvku takového framu je na obr. Tyto
okénkové funkce s kompaktnim nosi¢em maji tu nezanedbatelnou vyhodu, ze dudlni frame je
mozné nalézt explicitnim, ne prilis slozitym vzorcem.

Gaborovy systémy existuji i pro signély s diskrétnim ¢asem, opét plati (splnitelné) podminky,
kdy soubor diskrétnich modulovanych a posouvanych posloupnosti je framem v RV,

Problém F.11 (Cviceni). Pro tplnost, plati B, (t) = rect (t) * ... x rect (t). Ukazte, ze By (t) =

n-krat

rect (t) a ze Ba(t) = A(t) z prikladu Jaky je Fourieruv obraz B, (t)? Pouzijte

Priklad F.12 (Framy vzniklé sjednocenim bazi). Jeden z pfirozenych a jednoduchych piistupt
je frame vytvorit pomoci slouceni dvou ¢i vice ortogondalnich bazi. Napr. pouzijeme Haarovu
vinkovou bézﬂ a soucasné (bi)ortogonalni béazi s vyssi hladkosti, napt. sym8. Potom néhlé zmény
v signalu budou tsporné a interpretabilné vyjadireny pomoci Haarovych vlnek a naopak hladké
prubéhy budou zachyceny malym poctem koeficientti z druhé rodiny. Nebo slou¢ime gaborovsky
frame s Haarovou bézi, ¢imz dostaneme systém, ktery bude vhodny pro analyzu signalu, ktery
obsahuje harmonické slozky, ale rovnéz skokové zmény. Prikladem mohou byt také vinkové pakety
(packets), kdy se zdmérné pridavaji funkce, které jsou linedrnimi kombinacemi jinych vinek, viz

obr. [E.8

'mateiskou Haarovu vinku miizeme definovat jako ¢(t) = rect (¢t + 1) — rect (t — 1)
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Obrazek F.8: Nékolik atomu z vinkového paketu pro vinku ,Daubechies 2“. Srovnej
s obrazkem [E.2
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