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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva stabilitou soustav linearnich diferencialnich rovnic a to specialné
stabilitou ljapunovskou a asymptotickou. Nejprve jsou zavedeny potiebné pojmy z teorie
stability a soustav diferencialnich rovnic. Déle jsou vypséany zékladni metody pro zjistovani
stability soustav lineadrnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty a je provedeno
jejich porovnani. Dalsi ¢ast prace je vénovana trajektoriim v roviné se zamérenim na izolované
singularni body. V zavéru prace jsou uvedeny dvé technické aplikace a to propojené sekce a
oscilatory.

Summary

This bachelor “s thesis is dealing with stability of system of linear ordinary differential equati-
ons and specially lyapunov stability and asymtotic stability. The are established necessary
concepts from the theory of stability and form systems of differential equations at first.
Furthermore there are listed basic methods for determining the stability of linear differen-
tial equations with constant coefficients and they are compared. The next part of thesis is
dedicated to trajectory in plane with focus on isolated singular points. At the end are two
technical applications and they are linked sections and oscillators.
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Stabilita, ljapunovské stabilita, asymptoticka stabilita, systém linearni obycejnych diferenci-
alnich rovnic,trajektorie, singularni bod, fazovy portrét
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Kapitola 1
Uvod

Diferencialni rovnice patii do jednéch z nejpouzivanéjsich oblasti aplikované matematiky.
Objevuji se snad ve vSech védnich oborech vsude, kde chceme popsat pomoci matematiky
urcity déj. Nejcastéji 1ze diferencialni rovnice nalézt ve fyzice, ale 1ze je najit tieba i v chemii,
biologii, ekologii, ekonomii, meteorologii, nebeské mechanice a mnoha dalsich disciplinach.
Prvni se diferencialnim rovnicim vénoval némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz uz
prvni pokus o Teseni diferencidlnich rovnic nalézt u Isaaca Newtona. Teorii diferencialnich
rovnic poté rozvijelo od dob Leibnize a Newtona mnoho matematikt. Postupné bylo objeveno
mnoho vlastnosti a problémt okolo diferencialnich rovnic. Jednim z nich je problém chovani
systémil za urc¢itych podminek. Vétsinou je pozadovano, aby jeho chovani bylo blizké v ur¢itém
smyslu jednomu predem danému feseni. Jako prvni se tomuto problému vénovali francouzsky
matematik Henri Poincaré a rusky matematik Alexandr Michajlovi¢ Ljapunov na konci 19.
stoleti. Pozdéji se teorii stability vénovalo mnoho dalSich matematikii a byly zavedeny i jiné
druhy stability nez ty zavedené Ljapunovem a Poincaréem. Cilem této prace bude pouze
popsat teorii ljapunovské stability a jeji rozsifené formy, asymptotické stability a ilustrace
jejich aplikace na vybrané technické problémy. Jiné druhy stability zde nebudeme uvadét.
Préace ¢erpé z nékolika zdroji, ale hlavnimi jsou [1], [2], [5] a [7].

Struktura prace je nasledujici: V druhé kapitole zavedeme zakladni definice z teorie sta-
bility a oblasti soustav obycejnych diferencidlnich rovnic véetné kritérii stability u soustav
linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Tteti kapitola ob-
sahuje klasifikace okoli izolovanych singularnich bodt linearnich autonomnich systémt dvou
rovnic. Nakonec ve ¢tvrté kapitole aplikujeme uvedenou teorii stability na konkrétni technické
aplikace.



Kapitola 2

Stabilita reseni

2.1 Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic

Pro urcovani stability soustav linearnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic (déle jen SLODR)
si nejprve definujeme a popiSeme prislusné pojmy tykajici se téchto soustav.

Pozndmka 2.1. Budeme se vénovat pouze SLODR prvniho fadu. Rovnice vysgich rada lze
prevést na vétsi soustavu rovnic fadu prvniho.

Definice 2.1 (Soustava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic 1. fddu v normélnim tvaru).

il :fl(taxlax%"')xn))
ij :fZ(t7x17w27---7$n)7 (2 1)
.i'n :fn(t,l'l,ilﬁg,...,l'n),

kde funkce fj jsou spojité funkce na I x Q, I = (T,+00),Q2 C R", xy,29,...,x, jsou funkce
proménné ¢, jez jsou spojité a diferencovatelné na I. & znaci derivaci = podle ¢. [1] [2]

Soustavu (2.1) budeme alternativné zapisovat ve vektorovém tvaru

x = £(t,%), (2.2)
kde
b fi(t,xy, o, ..., zp)
% — i) : f(t,X) _ fg(t,l'l,.ilﬁg,...,afn)
.fn fn(t,l’l,l'g,...,l’n)

Resenfm pak je soustava funkci z(t), 72(¢), ..., x,(t), které pro vechny body t € I vyhovuji
soustavé (2.1). [1]



2.2. CAUCHYOVA ULOHA
2.2 Cauchyova uloha

Déle zavedeme Cauchyovu (pocatecni) tlohu pro soustavu (2.1).
x = f(t,x), x(1) =&. (2.3)

Vektor € =( &, &, ..., &) nazveme pocatecni hodnotou, ¢islo 7 € I poc¢ateénim okamzikem
a x(7) = & pocateéni podminkou pro soustavu (2.1). Reseni Cauchyovy tlohy pak budeme
zapisovat jako y(¢; 7,€), jelikoZ je zavislé nejen na ¢, ale i na poc¢ateéni podmince a okamziku.
Proménna ¢ je nejcastéji interpretovana jako c¢as a vektor x jako vektor stavovych proménnych.

[1]

Existence a jednoznac¢nost Cauchyovy ulohy

Pro nésledujici uvahy budeme vzdy feseni SLODR povazovat za existujici a jednoznacné,
jinak by tvahy neplatily a nedavaly smysl. Proto si nyni uvedeme véty, podle kterych lze
poznat, existuje-li feseni a je-li jednoznacné.

Véta 2.1. Jsou-li funkce fi spojité na mnoziné I x , pak existuje Tesent na intervalu
J C I obsahujici T.

Véta 2.2. Jsou-li navic na mnoziné I x Q) spojité parcidlni derivace

afkﬁ(taxhx27 al‘n)

o L i k=1,2,...,n, (2.4)

je resent jednoznacné resitelné.
Uvedené véty vychazeji z Peanovy a Picardovy veéty, jejich pfesné znéni i s dikazu lze
nalézt v [3] [7]

2.3 Asymptoticka stabilita

Jelikoz SLODR mohou popisovat rizné procesy, at uz mechanické, elektrické ¢i jiné, mohou
mit tyto popisované procesy obecné nekonecné mnoho feseni. Nas vétsinou zajimaji procesy,
od kterych pozadujeme, aby jejich feseni bylo blizké jednomu urcitému déji. To jest vétsSinou
setrvani v klidu ¢i periodickém pohybu. Déje, ve kterych procesy ztistavaji neomezené dlouhou
dobu, nazveme rovnovazny stav. Kazdy proces miize mit i vice rovnovaznych stavt (naptiklad
oscilator mize byt v klidu, i periodicky kmitat).

Jiné stavy po urcité dobé mohou prejit do jednoho ze svych rovnovaznych stavi. To,
za jakych podminek pfejdou do rovnovaznych stavii, praveé studuje asymptotickéd stabilita.
Pted samotnou asymptotickou stabilitou si zavedeme tzv. ljapunovskou stabilitu. Ta se zabyva
ovlivnénim vysledku zménou pocatecnich podminek.

Definice 2.2. ReSeni e nazveme ljapunovsky stabilni pokud plati: V7 > T,Ve > 0,36 =
d(1,e) > 0 tak, ze || &€ — @ ||[< § a pro vSechna t > 7 spliiuje feSeni y(t; 7, &) Cauchyovy tlohy
(2.3) nerovnost

ly(t;7.€) < e (2.5)



2.4. ANALYZA STABILITY SLODRI1 S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Jestli e je ljapunovsky stabilni feseni tlohy (2.3) a plati i:
Definice 2.3.
T>T,E|A>O,||£—O\|<A=>tlim z(t) = o, (2.6)
—00

pak nazveme FeSeni asymptoticky stabilni. [1] [1] [6] [7]
| - || v uvedenych definicich zna¢i normu.

2.4 Analyza stability SLODRI1 s konstantnimi koefici-
enty

Méjme matici A velikosti n x n, kde prvky a;;;4,7 = 1,...,n matice A jsou konstantni ¢isla.
Linearni soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic 1. fadu (SLODR1) muiZeme pak po-
moci této matice zapsat explicitné takto

Ty = a11T1 + a1922 + ...+ a1,T, + f1<t)
To = a91T1 + G20To + ...+ Gopxy, + fQ(t)

(2.7)
T = anTy + a1 + ...+ arT, + fi(t)
nebo ve vektorovém tvaru jako
x = A(t)x + £(t) (2.8)
resp.
x=Ax+f. (2.9)
Pokud soustava (2.8) neobsahuje prvek f(¢), tak ji nazveme soustavou homogenni.
Libovolnou linearné nezavislou n-tici feseni yy,ys2,...,yn homogenni linedrni soustavy
diferencialnich rovnic 1. fadu, kde kazdé feseni y;;7 = 1, 2, ..., n predstavuje sloupcovy vektor

funkci, nazveme fundamentdlni systém resent.[3] [2]
Pozndmka 2.2. Pii zjistovani stability SLODR1 budeme zjistovat pouze stabilitu soustav
homogennich. Reseni nehomogennich soustav SLODRI je totiz stabilni pravé tehdy, pokud je
stabilni feSeni pridruzené homogenni soustavy.

Pro nalezeni obecného feseni SLODRI s konstantnimi koeficienty staci najit fundamentalni
systém Feseni. Obecné Teceni pak lze vyjadiit jako

y=cay1+Cy2+ ...+ C¥n, (2.10)
kde ¢, ..., c,, coz je linedrni kombinace jednotlivych fundamentélnich feSeni. Tudiz fesSeni
pro SLODRI1 s konstantnimi koeficienty ma tvar:

x = eMh, (2.11)
kde h je nenulovy konstantni vektor spliujici rovnici
(A—AE)h =0, (2.12)

A jsou jednoduché kotfeny charakteristického polynomu matice A a E je jednotkova matice o
velikosti n x n.

Pozndmka 2.3. Pro SLODRI1 s konstantnimi koeficienty je tloha pro kazdy bod z I x
jednoznaé¢né fesitelna. [2]



2.4. ANALYZA STABILITY SLODRI1 S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Kritéria urcovani stability SLODRI1 s konstantnimi koeficienty

Nyni si uvedeme nékteré zakladni metody urcovani stability, jelikoz vychazet piimo z definice
neni vétsinou moc efektivni a Casto to viibec nelze. Vzhledem k poznamce 2.2 budeme fesit
pouze homogenni SLODRI1, které maji tvar:

x = Ax (2.13)

Véta 2.3. Reseni je asymptoticky stabilni tehdy, kdyZ kazdé vlastni ¢islo X matice A md
redlnou ¢dst Re(A\) < 0. Pokud md alesponn jedno vlastni ¢islo redlnou cast vétsi jak 0,
tak resent neni stabilni. Jestli je realnd cast alespon jednoho A\ = 0 a neni-li nasobnée, je
resent pouze ljapunovsky stabilni, ale uZ ne asymptoticky.[1] [2] [3] [7]

Pozndamka 2.4. Vlastni ¢isla matice A maji zdpornou realnou ¢ast pravé tehdy, kdyz nulové
body charakteristického polynomu matice A maji zapornou realnou c¢ast.

Priiklad. Mé&jme soustavu diferencialnich rovnic

ZL;1 = —45(]1 — QZL'Q — 11‘3
.’,13:2 = —3I1 — 5372 + X3

[ﬁg = 2[132 — 21‘3

Tudiz matice A — A\E vypada takto:

—4—\ =2 —1
-3 —5-X 1 (2.14)
0 2 —2- )

potom charakteristicky polynom vypad4 takto —14 — 30z — 112? — 3. Kofeny vychazeji
M =—T,A=—-2—+2al\=—2+4 V2. Z tohoto vidime, 7e realné ¢asti viech kofenti maji
zapornou cast, tudiz je soustava stabilni a to dokonce asymptoticky.

Véta 2.4 (Hurwitzovo kritérium). Necht je dan polynom
f(2) =ao+arz+ ...+ ap 12"+ ap2" (2.15)

kde n > 1,a9 > 0,a, # 0, s redlnymi koeficienty. Hurwitzovou matici polynomu (2.15)
nazyvame matici

ap ap 0 0 . 0

as a9 aq Qo .. 0
(2.16)

A2p—1 Q2p—2 Q2p—-3 QA2p—4 ... 0pn



2.4. ANALYZA STABILITY SLODRI1 S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

kde klademe as = 0 pro s < 0 a s > n. Pak vSechny nulové body polynomu (2.15) maji zaporné
redlné casti praveé tehdy, kdyz vsechny hlavni diagondlni subdeterminanty Hurwitzovy matice
(2.16) jsou kladné, tj.

Di=a; > 0,
ay Qo
Dy = = a1ay — agaz > 0
asz Qs
a1 Qo 0
D3 =las as a1| = aijasas + apaias — CL%CL4 — a0a§ >0
as a4 Qs

Dn.: anDy—1 >0
1112 19

Pozndmka 2.5. Toto a nasledujici kritéria nam umozni rozhodnout o stabilité i bez zjistovani
nulovych bodt charakteristického polynomu.

Priklad. Mé&jme charakteristicky polynom homogenni soustavy diferencidlnich rovnic
34+ 2X\ + 7TA% + 3X3 + A% To uz by zjistovani kofent bylo zbytecéné slozité, takze vyuzijeme
Hurwitzovo kritérium. Hurwitzova matice vypada nésledovné:

2300
3 7 2 3
0137
0001
Nyni zjistime subdeterminanty matice.
9 3 230
D1 =2>0, Dy= =5>0, D3=1|3 7 2/=11>0, Dy=1D3=11>0
37 01 3

Vsechny determinanty jsou kladné. Podminky Hurwitzova kritéria jsou tedy splnény a poly-
nom je hurwitzovsky, tudiz feseni soustavy je stabilni.

Véta 2.5 (Liénard - Chipartovo kritérium). UvaZujme opét polynom (2.15). Pak vSechny
nulové body polynomu jsou zdporne, pokud plati alesporn jedna z podminek

1. a9 > 0,a9 >0
2. ag>0,a9,_1 >0
a zaroven alespon jedna z podminek
8. Dop_1 >0
4. Do > 0,

kde D; jsou hlavni diagonalni subdeterminanty.



2.4. ANALYZA STABILITY SLODRI1 S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

[2]

P¥iklad. Nyni m&me charakteristickou rovnici b+ 2\ +aA? + A3 = 0, kde a, b jsou konstanty.
Podle Liénardovo-Chipartova kritéria je feseni soustavy stabilni, pokud a > 0,b > 0 a Dy =
2a — b > 0 aneb a > b/2. (Nemusime uz vySetiovat D; a Ds, i kdyZ by to v tomto pfipadé
bylo dosti jednoduché.)

Véta 2.6. Michajlovo - Leonhardovo kritérium Frekvencni kritérium, jeZ vychdzi z rozloZeni
nulovych bodi polynomu

f(2)=ap+amz+... +a,_ 12"t 4 a,2" (2.17)

v komplexni roviné. Dosazenim promeénné iw (w je redlny parametr, 0 < w < +00) do poly-
nomu (2.17) za proménou z, dostaneme parametrizaci krivky v komplexni roviné, tzv. hodograf
funkcef. Aby mély vsechny nulové body polynomu (2.17) zdporné rediné ¢dsti, musi platit:

1. Krivka must vychdzet z kladné redlné poloosy, neboli hodnota funkce f pro w =0 musi
mit kladnou redlnou cast a nulovou imagindrni cast.

2. Polohovy vektor bodu f(iw) musi pri zmeéné parametru w od 0 do +oo opsat v kladném

sméru thel o kde n je stupern polynomu f(z).

[1] [8]

Poznamka 2.6. V praxi se pak zjistuje, jestli kiivka protne v kladném sméru n — 1 hlavnich
poloos.

Tato a dalich frekvenéni charakteristiky lze nalézt v [3]
Priklad. M&me polynom 0.05M\* + 0.61% + 6A% + 50\ + 100. Po dosazeni jw a nasledném

upraveni dostaneme 0.05w* — 6w? + 100 + jw(50 — 0, 6w?), coz mé kiivku v komplexni roving
tuto:

60 40 20 [ 20 40 60 80 100

Obrazek 2.1: kiivka v komplexni roviné

7 toho vidime, ze krivka splnuje Michajlov - Leonhardovo kritérium, jelikoz dle po-
znamky 2.6 protne tii poloosy. Pro ovéfeni zjistime limitu argumentu analyzovaného po-
lynomu. Ta je: lim,, o arg(0.05w* — 6w? + 100 + jw(50 — 0, 6w?)) = 0, coZ znamena, ze se
kt¥ivka vrati zpét na redlnou osu.
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Porovnani uvedenych kritérii

Z uvedenych prikladt je vidét, Ze zjistovat vlastni ¢isla matice lze snadno maximélné pro sou-
stavu ¢tyf rovnic pro ¢tyii neznamé, protoze pro kofeny polynomi vysSich stupini neexistuji
obecné vzorce.

Pro vétsi soustavu je vhodné pouzit kritérium zjistujici stabilitu bez konkrétnich hod-
not A, napiiklad Hurwitzovo nebo Liénardovo - Chipartovo kritérium. Z téchto dvou je ale
Liénardovo-Chipartovo vhodnéjsi, jelikoz stac¢i k rozhodnuti zjistit pouze liché nebo sudé sub-
determinanty:.
gebraicka kritéria, nicméné lze pomoci nich, kromé urceni stability, urcit také miru stability
dané soustavy.



Kapitola 3

Typy trajektorii v roviné

V této kapitole se budeme vénovat typim trajektorii pro dvé soustavy dvou lineadrnich rovnic
pro dvé neznamé. Specialné se zaméfime na singularni body.

Definice 3.1. Trajektorie je primét feseni x(t) do prostoru hodnot feSeni, tzv. fazového
prostoru. Co# je kiivka (x1(t),...,z,(t) € Rt € I v R". Reeni soustavy dvou rovnic pro
dvé nezndmé (z(t),xo(t)) se tedy promitne do prostoru R2.[7]

Pro vétsi prehlednost budeme v této kapitole oproti predchozim znacit x1(t) jako y(t) a
79(t) jako z(t). Sipky oznac¢ujici orientaci kiivek piedstavuji smér pohybu hodnoty feseni po
trajektorii s rostoucim casem t.

3.1 Rozdéleni trajektorii

Pro jednoznacné fesitelné fesSeni rozliSujeme tii druhy trajektorii. A to:
1. singularni bod - TeSeni x(t) je konstantni.
2. uzaviend krivka (cyklus) - YeSeni x(t) je periodické.

3. otevrend neprotinajici se kiivka - FeSeni x(t) je prosté zobrazeni intervalu I do roviny.
Jedna se o vSechny nekonstantni a neperiodické feseni.

Poznamka: To, Ze se trajektorie neprotne, nam zajistuje jednoznacnost.

3.2 Okoli bodua v roviné

Nyni se budeme zabyvat ryzim okolim bodt trajektorii. Kazdy bod, jenz neni singularni,
lezi na oteviené ¢i uzaviené kiivce. V jeho okoli se nachézeji body lezici na trajektoriich
y,rovnobéznych” a stejné orientovanych jako kfivka, na které lezi onen bod. Singularni body
mohou mit v okoli budto jiné singularni body, nebo kfivky. Singuldrni body, které v okoli
zadné jiné singularni body nemaji, se nazyvaji izolované. Izolované singularni body délime na
nékolik druhii podle toho, jakym kiivkam patii okolni body.
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3.3. VZTAHY SINGULARNICH BODU K CHARAKTERISTICKEMU POLYNOMU

1. Stfed - kazdym bodem ryziho okoli (singuldrniho bodu) musi prochazet uzaviena
krivka.

2. Uzel - kazdym bodem ryziho okoli musi prochéazet oteviena kiivka, jejiz konec je sin-
gularni bod. Smérnice te¢ny k trajektorii musi mit konec¢nou limitu. Uzly déale délime
na:

(a) Pritazlivé (atraktivni) - pokud se body trajektorii pro x — oo pfiblizuji k singu-
larnimu bodu.

(b) Odpudivé (neatraktivni) - pokud se body trajektorii pro  — oo vzdaluji od sin-
gularniho bodu.

3. Ohnisko - kazdym bodem ryziho okoli musi prochézet oteviena kiivka. Smérnice tecny
k trajektorii nemaji vlastni limitu. Ohniska déale délime na:

(a) Pritazlivé (atraktivni) - pokud se body trajektorii pro x — oo pfiblizuji k singu-
larnimu bodu.

(b) Odpudivé (neatraktivni) - pokud se body trajektorii pro + — oo vzdaluji od sin-
gularniho bodu.

4. Sedlo - V ryzim okoli existuji oteviené kiivky koncici v singularnim bodé€, jenz se
nékteré pro x — oo priblizuji k singularnimu bodu, a jiné se vzdaluji. [3] [7]

Okoli neizolovanych singulérnich bodt, lze nalézt v [3].

3.3 Vztahy singularnich bodu k charakteristickému po-
lynomu

Nyni se podivame na vztah singularnich bodu a jejich okoli k charakteristickym polynomim.
Typy singularnich bod mtzeme zjistit z hodnot kofenti charakteristickych polynomi A\; a
Ag.

1. Pokud plati, 0 < A\; < A9, jinak Teceno kofeny jsou kladné a realné, pak singularni bod
je odpudivy uzel. Obrazek 3.1 vlevo.

2. Pokud plati, A\; < Ay < 0, jinak feceno kofeny jsou zaporné a realné, pak singularni bod
je atraktivni uzel. Obrazek 3.1 vpravo.

3. Pokud plati, \;» = a £1ib, kde @ > 0 a b # 0, jinak feceno kofeny jsou imaginarni
s kladnou redlnou ¢asti, pak singularni bod je odpudivé ohnisko. Obrazek 3.2 vlevo.

4. Pokud plati, \y» = a £1ib, kde a < 0 a b # 0, jinak feceno kofeny jsou imaginarni
se zapornou realnou casti, pak singularni bod je pritazlivé ohnisko. Obréazek 3.2 vpravo.

5. Pokud plati, A\; < 0 < Ag, jinak Teceno, Ze jeden koren je kladny a druhy zaporny,
pak singularni bod je sedlo. Obrazek 3.3 vlevo.
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3.3. VZTAHY SINGULARNICH BODU K CHARAKTERISTICKEMU POLYNOMU

6. Pokud plati, A o = b, kde b # 0, jinak feceno kofeny jsou imaginarni s nulovou realnou

Casti, pak singularni bod je stied. Obrazek 3.3 vpravo. [3] [7]
Poznamka 3.1. Z tohoto vzhledem k uvedenym kritériim urc¢ovani stability u SLODR1 vidime,
ze asymptoticky stabilni je pouze pritazlivy uzel a pritazlivé ohnisko. Je také vidét, ze sou-
stava majici atraktivni uzel bude prechazet na ustaleny stav mnohem rychleji, nez soustava s
atraktivnim ohniskem. Stfed je jenom ljapunovsky stabilni a ostatni druhy jsou nestabilni.
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Obrazek 3.1: Odpudivy a pritazlivy uzel
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KEMU POLYNOMU

3.3. VZTAHY SINGULARNICH BODU K CHARAKTERISTIC
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Kapitola 4

Stabilita realnych systému

Systémy SLODRI1 popisuji veliké mnozstvi redlnych fyzikalnich déji. My se zaméfime na
dvé technické aplikace. Prvni je soustava sekci. Mezi dvéma propojenymi sekcemi se néco
ur¢itou rychlosti pfenasi (napi. tekutina v trubkich mezi nadrzemi, ¢i teplo z mistnosti do
mistnosti). Druha aplikace, kterou se budeme zabyvat, je soustava oscilatort (kmitajicich
téles). Nyni si uvedeme a rozebereme zakladni piiklady obou aplikaci. Na pfikladech si také
ukazeme praktické zjisténi vlastnosti uvedenych v predchozich kapitolach. Podobné a mnohé
dalsi priklady lze nalézt v [5].

4.1 TFi propojené nadrze do okruhu

Formulace tlohy

Mé¢jme soustavu tii nadrzi propojenych do okruhu, viz obrazek 4.1. Nadrze maji objemy
Vi =60m3, Vo = 30m3 a Vs = 60m?. V kazdé nadrzi je kromé $pinavé vody i ¢istici
prostiedek. Mnozstvi ¢isticiho prostfedku nadrzi 1 oznacime x;. Obdobné u dalsich nadrzi.
Nadrze povazujeme vzdy za dokonale promichané, takze je vSude v dané nadrzi vzdy stejna
hustota cisticitho prostredku.

Voda mezi nddrzemi cirkuluje rychlosti f = f; = fo = f3 = 10m3s~! jednim smérem dle
obrazku 4.1.

Vi

bil f3

Vo T2 V3 z3

N2

Obrazek 4.1: Schéma propojenych nadrzi
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4.1. TRI PROPOJENE NADRZE DO OKRUHU

Matematicky model

Ze zadani lze sestavit soustavu tfi rovnic. Kazda pro zménu latky v i-té nadrzi. Soustava
rovnic pak bude vypadat néasledovné:

i) = L) - Lo (1.1)
Ig(t) = %Jfg(t) — %fl}g(t),

kde #; ndm pfedstavuje zménu mnozstvi Cistici latky v case v i-té nadrzi. [5]
Existenci a jednoznacnost feseni ndm zarucuje poznamka 2.3.

Reseni a jeho interpretace

Matice koeficienti A po dosazeni vyse uvedenych hodnot f a V; vypada takto:
1
. 6
-3 0 (4.2)

Pro zjisténi charakteristické rovnice vypocteme, kdy se determinant matice A — AF rovna 0.

Vysledné rovnice zni:
2 5

— XN - —a=0. 4.3
3 36 (43)
Koreny této rovnice pak jsou Ay =0, Ay = —% — z%, A3 = —% —i—z%. Vysledné obecné feSeni

soustavy vypada takto:

x1(t) =1+ (c2 — 2c3)e™ cos(t/6) + (2c2 + c3)e*/3sin(t/6)
To(t) =14 (=2c0 — c3)e 3 cos(t/6) + (ca — 2¢3)e~/*sin(t/6) (4.4)
w3(t) =1+ (c2 + 3e3)e 3 cos(t/6) + (—3cy + c3)e/3sin(t/6),

kde ¢; jsou obecné konstanty. Jelikoz je jeden koren charakteristické rovnice roven nule a
ostatni dva kofeny maji zadporné realné casti, tak je feseni podle véty 2.3 stabilni pouze
ljapunovsky, ale uz ne asymptoticky. To lze vysvétlit tim, Ze neni jedno ustélené mnozstvi
Cisticiho prostfedku v nadrzi (to se méni v zavislosti na celkovém mnozstvi prostfedku, neboli
na pocatecnich podminkach), ale pro ¢ — oo bude koncentrace prostfedku vSude stejna.
Vysledné mnozstvi v nadrzich bude mezi sebou ve stejnych pomérech, jako jsou pomeéry
objemt jednotlivych nadrzi. V tomto pripadé tedy 2:1: 2.

Velmi podobné soustavy n-diferencialnich rovnic popisuji mnoho déji, kdy se prenasi latka,
energie a teplo mezi n objekty. Jedna se o prechod tepla mezi mistnostmi, nabijeni soustavy
kondenzatorti a mnoho dalsich. Obecné lze tvary téchto rovnic vyjadrit jako:

okamzita zména latky = latka prfidavana do objektu - latka odebirana.
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4.2. SOUSTAVA TELES PROPOJENYCH PRUZINAMI

4.2 Soustava téles propojenych pruZinami

SLODRI1 mtze také predstavovat diferencidlni rovnice vyssich radd a jejich soustavy. Ty
se pak daji prepsat, jako soustava vice rovnic pro vice neznamych. Ukazku si uvedeme na
nasledujicim pripadu.

Formulace tlohy

Méjme soustavu tii pruzin, mezi kterymi jsou pripojena dvé hmotna télesa. Viz obrazek 4.2,
kde m; a my predstavuji hmotnosti téles, resp. hmotnych bodl, jenz nahrazuji télesa.

k 1 kz kiﬂ

Obrazek 4.2: Soustava pruzin

k1, ko, k3 jsou tuhosti pruzin. Oznacenim x; oznacime vychylku i-tého télesa z rovnovazné
polohy. Doprava znac¢ime vychylku kladné a doleva zaporné.

Matematicky model

Pro vytvoreni rovnic vyuzijeme Hookova zakona F' = —kx, kde k£ je tuhost pruziny a x je
jeji vychyleni, a druhého Newtonova zakona F' = ma. Po dosazeni ndm vyjdou néasledujici
rovnice:

m2$2(t) = —k?g(ﬁg(t) — $1(t>) — k’gl’g(t) '
Vysledné rovnice druhého fadu si pfevedeme na SLODRI:
.1:1 (t) = I3
l‘g(t) = T4
Ta(t) = CRhaei ke (4.6)
() = R Chk)e
ResSeni a jeho interpretace
Matice koeficientu soustavy A vypadéa takto:
0 0 10
0 0 0 1
ki + k k
Rt R 2 0 0 (4.7)
by ks dk
2 _2T® g 0
mo mo
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4.2. SOUSTAVA TELES PROPOJENYCH PRUZINAMI

Charakteristicky polynom této soustavy pak je:

Mmamag + A2 (miks + maks + moky + maka) + kiks + kiks + koks
mqme ’

7 dtivodu slozitosti dalSich vyrazi, budeme uvazovat, ze m; =1, mg =2, ky = ks =3 a
ko = 1. Charakteristicky polynom pak ma tvar

1
M4 6M% + 75 (4.8)

skofeny \; = 2iv/ 12+ 2v6, A= —2iv/12+2v6, A3 = 1iv12—-2V6, A\ = —1iv/12—2V6.

Obecné feseni pro tuto soustavu zni

zi(t) = %cl cos(2b1t)by + 02 cos(2b2t)b2 + 03 sin(2b1t)b1 + c4 sin(2b2t)b2

— 01 COS(let)b3 60 Le, COS(ngt)b?’ 60 Leo 51n(261t)b3 ?0 =y sin(2byt)b3
xo(t) = i(l)cl cos(2b1t)by + 02 cos(2bat )by —|— Cg sin(2b1t)by) + 1 c4 sin(2byt) by
1 c08(2b18)b3 — 1=¢o cos(2b2t)b3 — = 8in(2011)bF — ¢y sin (205t )3 (4.9)
x3(t) = —01 sin(2b1t) — ¢z 81n(2()2t) +c3 cos(2b1 ) + ¢4 cos(2bat)
z4(t) = —ci8in(201t) — cosin(2bat) + c3 cos(2b1t) + ¢4 cos(20ot) + (3)cy sin(2b1£)V/6

— 1y 8in(209t)v/6 — 13 cos(2b1¢)v/6 + 4 cos((2b2t)V/6,
kde by = V12 +2v6 a by = /12 — 21/6.

Vzhledem k tomu, ze vSechny koreny charakteristického polynomu jsou komplexni s nu-
lovou realnou slozkou, je soustava pouze ljapunovsky stabilni a uz ne atraktivni. A skutecné,
pokud neuvazujeme zadné tlumeni, budou télesa pfi udéleni vychylky, ¢i rychlosti, kmitat
kolem svého rovnovazného bodu po neomezené dlouhou dobu a neustali se na urcité poloze.
Zavislost vychylek téles na case, pfi vychyleni druhého télesa o 10 jednotek doprava, 1ze vidét
na grafu 4.3 vlevo a uprostied. Zavislost 1 na x, pro t €< 0;5 > je vidét vpravo.

o

&
o

Obrazek 4.3: Vychylky téles v zavislosti na case a zavislost vychylek mezi sebou.
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4.3. TLUMENE KMITANI TELESA NA PRUZINE

4.3 Tlumené kmitani télesa na pruziné

V minulém prikladé jsme uvazovali soustavu kmitajicich téles, kterou nic nebrzdilo. Nyni se
podivame na pripad kmitajiciho télesa, jenz brzdéné je.

Formulace ulohy

Méjme téleso zaveésené na pruziné, které je ¢astecné ponoreno do kapaliny. Viz obrazek 4.4.
m je hmotnost télesa, k je tuhost pruziny a r je koeficient odporu prostiedi. z pak oznacime
vychylku télesa ve svislém smeéru.

Obrazek 4.4: Téleso na pruziné tlumené kapalinou

Matematicky model

Stejné jako v predchozim prikladu vyuzijeme Hooktv zakon F = —kz a druhy Newtontv
zadkon F' = ma. Navic pouzijeme i vzorec pro brzdnou silu /' = —rv, kde v je rychlost télesa
neboli z. Po aplikaci zakonti dostaneme rovnici:

mi(t) = —kx(t) — ra(t). (4.10)

k
Provedeme substituci w? = —, kde 2b = —-. w znaci thlovou rychlost a b je soucinitel
m

atlumu. 5]
Tuto rovnici si prevedeme na SLODRI.

() = —w?ay (1) — 2aa(t) (4.11)

Reseni a jeho interpretace

Matice koeficient® A soustavy tedy je:

(_2;2 _1%) (4.12)

Spocitame determinant A — \E a dostavame rovnici

A 26\ + w? =0 (4.13)
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4.3. TLUMENE KMITANI TELESA NA PRUZINE

Kofeny rovnice jsou \; = —b + v/b?> —w? a \y = —b — v/b?> — w?. Obecné feseni pak vypada

néasledovné

2 = cpel (—bt+y/BP—w?)t ¥ o(—b—/P =)t
vy =ci(—b+ /B2 — wl)e —b/(P—e?)t +ea(—b— /B —oP)e —b—/(BP—w?)t

Je zfejmé, ze kofeny charakteristické rovnice budou mit pro jakoukoliv volbu b a w zapornou
realnou ¢ast. Imaginarni ¢ast bude pro b > w nulova a pro b < 0 nenulova. Proto je soustava
nejen ljapunovsky stabilni, ale také asymptoticky.

Rychlost tlumeni bude zalezet na konstantach b a w. Je-li b < w, bude tlumeni nejmensi
(podkritické) a pohyb bude periodicky. Pro b > w bude tlumeni vyrazné vétsi (nadkritické) a
pohyb bude aperiodicky (oscilator se nepiekmitne do opa¢né vychylky). Koneéné v piipadé,
ze b = w se tlumeni nazyva kritické a je nejvétsi. Pohyb je opét aperiodicky. Jednotlivé
zavislosti vychylek na case pro rtizna tlumeni lze vidét na obrazku 4.5. Uvedené nam také
odpovida poznamce 3.1.

(4.14)

Obrézek 4.5: Téleso na pruziné tlumené kapalinou: podkritické - nadkritické - kritické
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Kapitola 5
Zaver

Cilem prace bylo popsat teorii stability soustav linearnich obycejnych rovnic a ukéazat jeji apli-
kaci na konkrétnim technickém problému. Coz bylo splnéno, jelikoz se v prvni c¢asti zavedli
zakladni pojmy jak z teorie stability, tak pojmy, tykajici se soustav obycejnych diferencialnich
rovnic. Také jsme ukézali néktera zakladni a nejjednodussi kritéria, jak poznat zda-li je systém
s konstantnimi koeficienty stabilni ¢i ne. Dale jsme se vénovali trajektoriim v roviné. Zjistili
jsme, ze vSechny trajektorie se déli na t¥i druhy. Nésledné jsme si popsali okoli izolovanych
singularnich bodi. V zavéru préace jsme uvedli dva zakladni druhy technickych aplikaci, jez
popisuji soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. U aplikaci jsme si ukazali vyuziti ziska-
nych poznatki z predchozich kapitol a uvedli jsme dalsi mozné aplikace, jejichz soustavy lze
vytvorit podobnym zptisobem.

P1i vypracovavani bakalaiské prace jsem jsi ozivil zéklady, které jsem ziskal béhem do-
savadniho studia. Tyto zaklady se mi podafilo prohloubit v oblasti linearnich systémt. Bylo
by zajimavé rozsitit v budoucnu tyto znalosti o nelinearni systémy, a pripadné o systémy
parcialnich diferencialnich rovnic. Bohuzel netusim nic o stabilité parcidlnich diferencialnich
rovnic, nicméné nelinedrni systémy casto daji v urcitém okoli linearizovat. Po linearizaci by
slo vyuzit poznatki z této prace.
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Kapitola 6

Seznam pouzitych zkratek a symbolu

SLODR | soustava linearnich diferencialnich rovnic

SLODRI1 | soustava linearnich diferencialnich rovnic prvniho radu
i derivace x podle t

i-ta zavisla proménna, stavova velicina

cas

pocatecni okamzik

vektor pocatecnich hodnot

feSeni Cauchyovy tlohy

stabilni feSeni

matice koeficientii soustavy

prvky matice A, koeficienty soustavy, koeficient polynomu
nehomogenni ¢ast soustavy

vlastni ¢islo matice A, nulovy bod charakteristického polynomu
jednotkova matice

konstantni vektor

dle kontextu imaginarni jednotka nebo znacka indexu
thlova rychlost

oblast na které je definovana SLODR

objem

hmotnost

determinanty

rychlost
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