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TRAJEKTORIE AUTONOMNICH ROVNIC V ROVINE 1.
LINEARNI SOUSTAVY A ROVNICE

JAN FRANCU

ABSTRAKT. Cldnek se zabyvé trajektoriemi Feseni autonomnich soustav dvou lineér-
nich obyéejnych diferencialnich rovnic prvniho faddu a jedné linedrni rovnice druhého
rfadu. Za predpokladu existence a jednoznacnosti feseni jsou analyzovany vSechny
ptipady izolovanych i neizolovanych singuldrnich bodu ilustrovana konkrétnimi p#i-
klady véetné fazovych portrétiu. Navic je probran implicitni popis trajektorii v kar-
tézskych i v polarnich soufadnicich.

Uvob

Obycejné diferencidlni rovnice se vyuzivaji pii modelovani fady jevu ve fyzice,
mechanice, biologii, ekonomii i dalich oblastech. Redenf ve tvaru piedpisu funkce
vSak nefikd mnoho o chovani veli¢iny, kterou jsme modelovali. Nazornéjsi infor-
maci dava graf reSeni, ktery vsak lze zndzornit v roviné jen v piipadé jedné rov-
nice prvniho fadu. Pokud rovnice spliiuje podminky pro existenci a jednoznaé¢nost
feseni v néjaké oblasti, grafy feSeni tvoii ,,rovnobézné* neprotinajici se kiivky.

Tato vlastnost uz neni u rovnice druhého fadu. Protoze feSeni je urceno dvémi
pocatecnimi podminkami, hodnotou a derivaci, kazdym bodem prochazi nekoneéné
mnoho grafii feSeni s raznymi smérnicemi. Podobné grafem feseni soustavy dvou
rovnic prvniho #adu je kiivka v prostoru R?, kterou také nelze znazornit v roviné.

Problém fesi trajektorie feseni. V ptipadé soustavy dvou rovnic prvniho fadu
trajektorie je prumét grafu feSeni do prostoru hodnot, kterym je rovina. Jestlize
rovnice nebo soustava rovnic je autonomni, tj. nezavisi na proménné z: ,,okolnosti“
jevu se v Case z nemeéni, zavisi jenom na aktudlnich hodnotdch Feseni. Reseni
vychézejici ze stejného bodu v ruznych Gasech maji sice ruzné grafy (posunuté
v case x) ale stejné trajektorie. Jsou to kiivky nebo body v roviné. Trajektorie
nekonstantnich feseni jsou lokdlné ,,rovnobézné“ kiivky, v okoli konstantniho feseni
— jeho trajektorii je tzv. singuldrni bod — se trajektorie chovaji ruzné.

Pifkladem redlné situace je pohyb hrotu pera po papiru (bez zveddni od papiru).
Trajektorie tohoto pohybu je kifivka, kterou pero na papife zanechalo. Ke kiivce
pridavame orientaci podle sméru pohybu pii rostoucim ¢asu.

2010 MSC. Primarni 34A30.
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implicitni popis trajektorii v kartézskych a polarnich soufadnicich.
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V piipadé autonomni rovnice druhého fddu k hodnoté Feseni y(z) pfiddme jako
druhou soufadnici hodnotu derivace feseni ¢’ (z). Dostavame tak body (y(x),y'(x))
v roving, které tvoii kiivku, tj. trajektorii v tzv. fazovém prostoru.

Trajektorie feseni tak dava nazornou informaci o chovani feSeni. Zajimavé
je zejména chovani trajektorii v okoli trajektorie konstantniho feseni, tzv. sin-
gularniho bodu. Z obrazku lze také zjistit typ a vlastnosti singuldrniho bodu.

Obecné feseni y(x) = ciu(z) 4 couz(z) dvoudimenziondlni soustavy linedrnich
diferencidlnich rovnic je uré¢eno dvéma konstantami ¢y, co. Trajektorie je tak kiivka
zapsand v parametrickém tvaru. Vétsinou neni snadné urcit tyto konstanty pro
trajektorii prochazejici danym bodem y = (y1, y2). Implicitni popis trajektorie ve
tvaru F'(y1,y2) = k umoziuje urcit konstantu k& dosazenim soufadnic bodu a tim
urc¢it hledanou trajektorii. Pro tento ucel se v fadé pripadu hodi implicitni popis
v kartézskych soufadnicich, v fadé pfipadu je vSak vhodnéjsi popis v polarnich
soufadnicich.

Cilem ¢lanku je probrat vSechny piipady a moznosti trajektorii v okoli sin-
guldrnich bodu linedrni soustavy dvou rovnic a rovnice druhého fadu a jejich popis
v implicitnim tvaru v kartézskych i polarnich soutadnicich. V prvni sekci formu-
lujeme autonomni soustavy a rovnice, trajektorie feSeni a jejich vlastnosti. Druha
sekce se zabyva trajektoriemi v okoli singularntho bodu v roviné, tfeti analyzuje
singuldrni body linedrnich rovnic. Ctvrta sekce se zabyvé implicitnim popisem
trajektorii a pata prinasi priklady vsech typu singuldrnich bodu linedrnich rovnic
v roviné, jejich fazovych portrétu a implicitnich popisu trajektorii. V posledni sekci
jsou vysledky implicitniho popisu trajektorii zhodnoceny.

Implicitni popis trajektorii v kartézskych soufadnicich jsem pfidal z podnétu
doc. M. Kurese. Doplnil jsem implicitni popis trajektorii v polarnich souradnicich.
Oba, hlavné ten druhy, jsou asi vysledky nové.

1. AUTONOMNT SOUSTAVY, ROVNICE A JEJICH TRAJEKTORIE

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomni, jestlize rovnice nebo soustava
nezdvisi na nezavislé proménné. Rovnice prvniho fddu y'(x) = f(z,y) je tedy
autonomni, pokud funkce f(z,y) nezavisi na proménné x, rovnici prvniho fadu
tak muzeme zapsat ve tvaru y’ = f(y). Autonomn{ linedrn{ rovnice y' + ay = b m4
koeficienty a, b konstantni.

Autonomni soustava rovnic

Soustavu n autonomnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu pro nez-

ndmé funkce y1(z),...,yn(z) lze obecné zapsat ve tvaru y; = fi(y1,...,Yn), © =
1,...,n. Tato soustava je autonomni, protoze funkce f; nezaviseji na proménné
x. Oznaéme y(x) = (y1(z),...,yn(x)) vektorovou funkci feseni a £ = (f1,..., fn)

vektorovou funkci pravych stran, kde funkee f;(y1,...,yn) = fi(y). Soustavu n
autonomnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu lze tak zapsat ve tvaru

y'(x) = f(y(z)). (1.1)
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Piccardova véta dava existenci a jednoznacnost feSeni v pripadé, kdy pravé strany
filyr, -, yn), jsou lokdlné lipschitzovské v proménnych y;.

Véta 1.1. Necht G je oblast (oteviend souvisld mnoZina) v R™ a vektorovd
funkce £: G — R" je lokdIné lipschitzovkd v oblasti G, tj. pro kaZdou kompakitni
(omezenou a uzavienou) podmnozinu K C G ezistuje kladnd konstanta L (muze
zaviset na mnoziné K ) takovd, Ze

fy) —f®)I<Lly-¥yl. VyyeK, (1.2)
kde |y —¥| je vzddlenost bodi v R™. Potom pro kazdy bod v € G a xyg € R md

soustava (1.1) prdvé jedno teSend y(x) spliujict podminku y(xo) = 7.
Pokud funkce f je jen spojitd, Teseni existuje, ale nemusi byt jediné.

Autonomni linearni soustavu n rovnic lze zapsat ve tvaru
yy=Ay+b (1.3)

s matici konstantnich koeficienti A € R™*™ a konstantnim vektorem b na pravé
strané. Pravd strana f(y) = Ay + b je lipschitzovskd v celém R™. Plat{ proto

Véta 1.2. Nechtf A € R"*" b € R"™. Potom pro kazdy bod v € R"® a 79 € R
soustava (1.3) md prdvé jedno Tesend y(x) spliugici podminku y(zo) = 7.

Ve fyzikalnich aplikacich obvykle nezdvisle proménnou z je ¢as. Pojem auto-
nomni systém diferencidlnich rovnic je proto pfirozeny — popisuje jevy, pii kterych
se s casem x neméni podminky, které tvoii data tlohy.

Trajektorie, jejich vlastnosti a druhy

Trajektorie Teseni je prumét grafu feSeni v prostoru I x R™ do prostoru hodnot,
tzv. fdzového prostoru, kterym je R™:

Definice 1.3. Trajektorie (y) feseni y(z) na intervalu I je mnozina hodnot,
kterych feseni nabyva

(y):={y(@) eR" | z € I}. (1.4)

Pokud trajektorie je kiivka, orientujeme ji podle rostouciho z. Trajektorie kon-
stantniho feseni je bod, zvany singuldrni trajektorie.

Poznamenejme, Ze zatimco graf fesenf je kiivka v R" 1, trajektorie feSen{ y(x)
je mnozina hodnot feSeni, tj. kfivka, pfipadné bod v defini¢cnim oboru G funkce
f(y), kterd je podmnozinou tzv. fizového prostoru R™. Sipka ukazuje orientaci
»pohybu* hodnoty feSeni po trajektorii pfi rostoucim =x.

Budeme se zabyvat jen trajektoriemi tplnych (také maximélnich) feseni, tj.
feSeni na maximalnim intervalu, které uz nelze prodlouzit na vétsi interval. Bu-
deme predpokladat, ze podminky existence a jednoznacnosti feSeni jsou splnény.

Véta 1.4. Necht f: G — R™ je spojitd funkce a y(x) 1iplné reseni rovnice (1.1).
Potom pro jeho trajektorii plati:

(a) Trajektorie (y) reSendy je sowvislda mnoZina v oblasti G C R™.
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(b) Je-li y(x) diplné reSeni definované na intervalu (a,b), potom pro kazidé
¢ € R funkce y.(z) = y(x—c) je také uplné resend na posunutém intervalu
(a+ ¢, b+ c) a md stejnou trajektorii.

(c) Jestlize £(y) je lokdlné lipschitzovskd, dvé iplnd vesent magi bud’ disjunktnd
trajektorie nebo jejich trajektorie jsou totozné.

(d) Pokud f(y) je lokdlné lipschitzovskd, existuji jen tri druhy trajektorii:

(o) singularni bod — trajektorie konstantniho fesent,
(8) wzaviend neprotinajici se krivka — trajektorie periodického resend,
(7) neprotinajict se krivka bez koncovych bodu — ostaind trajektorie.

Ndacrt dikazi. (a) Tvrzend je dusledkem vlastnosti spojitého zobrazeni: Spojité
zobrazent souvislou mnoZinu — interval — zobrazi na souvislou mnoZinu.

(b) Oznacme y.(x) = y(z — ¢). Tvrzeni je disledkem nésledujici rovnosti
Yi@) = ¥'( — &) = E(y(z — ) = £(ye()).

(c) Jestlize trajektorie dvou fesen{ y;(x) a y2(x) maji spoleény bod, diky jed-
noznacnosti obé feseni maji stejné pokracovani a tim i stejnou trajektorii.

(d) Konstantni feseni ddvd singuldrni trajektorii — ptipad (). Jestlize se tra-
jektorie tiplného nekonstantniho feSeni protind, tj. feSeni nabyva stejné hodnoty
pro ruznd x; < o, potom z jednoznacnosti plyne, ze feSeni je periodické a jeho
trajektorie je uzaviend neprotinajici se kiivka — piipad (8). Jestlize se trajektorie
neprotina, feSeni je prosta kiivka, ptipad ~. O

V pifpadé n = 2 grafem feSeni je kiivka v R3. Trajektorie Fesen{ je mnozina
(kiivka nebo bod) v roviné, které uz lze nacrtnout. Budeme se proto zabyvat
soustavou dvou rovnic, i kdyz piislusnd tvrzeni plati i pro soustavu vice rovnic.

Rovnice n-tého radu

Rovnice n-tého fadu y™ = f(z,y,v,y",...,y™ ) je autonomni, pokud funkece
f nezavisi na xz. Autonomni rovnici lze proto zapsat ve tvaru
v = fy vy ™), (1.5)

rovnici doplnime n poc¢ateénimi podminkami v uréitém bodé xg:
y(xo) =%, ¥(@)=m, ¥'(@)=72, -y y" V(@0)=yn-1. (16)
Pro feSeni rovnice n-tého fadu plati analogické tvrzeni:

Véta 1.5. Necht G je oblast v R™ a f: G — R"™ funkce spojitd v G, xo,7; € R.
Potom ezistuje funkce y(x) spliujici rovnici (1.5) a pocédteéni podminky (1.6).
Pokud f je navic lokdlné lipschitzovska v G, viz Vétu 1.1, potom TeSent je jediné.

Kazdou rovnici n-tého fddu (1.5) lze prevést na soustavu n rovnic prvniho fddu
y1:y27 yé:yv?)a yé:y47 sy y'/n:f(yhyQa"'vyn—l)v
pricemz nové neznamé jsou
n=y, =y, w=y", . yg=y"".
Pocétecni podminky (1.6) pfitom piejdou na

y1($0) =, :Uz(l‘o) =7, :U3(9L‘0) =725+, yn(ﬂﬁo) = Yn-1-
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Trajektorie feSeni rovnice n-tého fadu

Trajektorie rovnice n-tého fadu definujeme jako trajektorii vektorového reseni
prislusné soustavy n rovnic prvniho fadu, pficemz prvni slozka y; odpovida hod-
noté feSeni a dalsi slozky derivacim feseni. Trajektorie tedy bude kiivka nebo bod
ve fazovém prostoru R”, se souradnicemi y,v',y",...,y"~D:

Definice 1.6. Trajektorie feSen{ y(x) rovnice (1.5) na intervalu I je mnozina

(y) = A{(y(@),y'(x),y" (@), ...,y "V(x)) eR™ | z € I}.
Pokud y(x) neni konstantni, trajektorie je kiivka, jeji orientaci vyznacime Sipkou.

Trajektorie feSeni rovnice n-tého fadu maji stejné vlastnosti jako trajektorie
feSeni soustavy n rovnic formulované ve Vété 1.4.

V tomto ¢ldnku se budeme zabyvat jen rovnicemi druhého rédu y” = f(y,v’).
Trajektorie feSeni jsou krivky piipadné body v roviné, na ,vodorovnou® osu y
vynasime hodnoty y(z), na ,svislou“ osu hodnoty derivace y'(x). Kromé vlastnost{
z Véty 1.4 navic plati vlastnosti, které nam usnadni zjistit orientaci trajektorii.

Véta 1.7. Trajektorie konstantnich resend leZi na ose y, tj. y' = 0. Trajektorie
s kladnou souradnici iy jsou orientovdny v kladném sméru, tj. vpravo, trajektorie
se zdpornou soutadnici y' jsou orientovdny v zdporném sméru, tj. vlevo.

2. TRAJEKTORIE V OKOLI SINGULARNICH BODU

Vratme se k soustavé dvou rovnic prvnfho fadu, kterou zapisujeme ve tvaru

y =f(y), ti. v = fily,v2), vy = f2(y1,12) - (2.1)

Predpokldddme, ze funkce f1(y1,v2), f2(y1,y2) jsou definované a lokélné lipschi-
tzovské v oblasti G C R2. Podle Véty 1.1 kazdym bodem y mnoziny G prochézi
pravé jedna trajektorie. Vime, Ze trajektorie jsou bud body, tzv. singuldrni body
— trajektorie konstantnich feseni, nebo regularni body trajektorii, které jsou ne-
protinajici se uzaviené nebo oteviené kiivky. Ruzné trajektorie jsou disjunktni,
oblast G v roviné y1, Yo se tak rozpadne na body a neprotinajici se kiivky.

Soufadnice singuldrnfho bodu yg spliiuji soustavu f(yg) = 0. Uvazujme bod y*,
kde f(y*) # 0. Protoze funkce f(y) je spojitd, reguldrni bod y*, kde f(y*) # O,
mé okoli, kde f(y) jsou také nenulové. Diky tomu kazdym bodem okoli prochézi
také regularni trajektorie. Tyto trajektorie v okoli y* tvori mnozinu navzajem dis-
junktnich ,rovnobéznych“ a ,souhlasné orientovanych“ neprotinajicich se kiivek,
které lze ,spojité prevést® jednu na druhou se zachovanim orientace.

V singuldrnim bodé — trajektorii konstantniho feseni — je situace odlisna, tra-
jektorie se mohou chovat ruzné, viz napt. Piiklady 5.2, 5.3, 5.4.

Typy izolovaného singularniho bodu

Budeme se zabyvat izolovangmi singuldarnimi body, to jsou body yq, v jejichz
ryzim okol{ (tj. okoli bodu yo bez bodu yy) je f(x) # 0. Situaci trajektorii v okol{
neizolovanych singularnich bodt probereme pozdéji.
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Definice 2.1. UvaZzujme trajektorie feSen{ soustavy rovnic (2.1). Necht yq je
izolovany singuldrni bod soustavy rovnic (2.1), tj. izolované fesen{ soustavy rovnic
f(y) = 0. Bod yo se nazyva:
stfed — pokud existuje ryzi okoli U bodu y, ve kterém kazdym bodem y € U

prochézi uzaviend trajektorie obsahujici ve svém vnittku bod yyg.

atraktivni uzel — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie smé-
fujici do tohoto bodu, pricemz smérovy vektor teény trajektorie ma limitu:

. o Y'(z)
lim y(z) =yo, a existujelimita lim
o0 =00 [y (z)]
neatraktivni uzel — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
z bodu yg vychézejici, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie mé limitu:

, R RACN
lim y(z) =yo, a existujelimita lim
3——o0 z==o0 [y’ ()|
atraktivni ohnisko — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
blizici se k bodu yq, ale smérovy vektor tecny trajektorie nema limitu:

, 3 o y'(x)
lim y(z) =yo, a neexistuje limita lim
200 oo ||y’ ()]
neatraktivni ohnisko — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychéazejici z bodu yg a smérovy vektor teény trajektorie neméd limitu:

, B N Y'(2)
lim y(z) =yo, a neexistuje limita lim
200 =0 [[y/(x)||
sedlo — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém existuji jak trajektorie, které se k yq
blizi, tak trajektorie, které se od néj vzdaluji, tj. existuji feseni y1(z) a ya(z)
takova, ze

lim yi(z) =yo, zgrjloom(x) =Yo-

r—00

Pozndmky 2.2.

(a) V literatufe lze najit také jiné ndzvy. Singuldrnimu bodu stied se fikd
také centrum, atraktivni (uzel nebo ohnisko) se nazyvé také pritahujici a
neatraktioni (uzel nebo ohnisko) se nazyva také odpuzugict.

(b) Uzel a ohnisko se lisf limitou te¢ného vektoru. V piipadé atraktivniho
uzlu se trajektorie pfi * — oo blizi k singularnimu bodu ,,pfimo*, tj.
limita orientovaného thlu, ktery svird teény vektor s osou y je kone¢na.

V piipadeé atraktivniho ohniska se trajektorie bliz{ k singularnimu bodu
po spirale ,obihajici“ singuldrni bod nekonetné mnoho krat, tj. oriento-
vany uhel te¢ny nemd kone¢nou limitu, ale jde do +oo.

V piipadé neatraktivniho uzlu nebo ohniska jde o limity pro z — —ooc.

(¢) Singuldrni body v roving, tj. v pfipadé soustavy dvou rovnic, mohou byt
pouze uvedenych typu: stied, uzel, ohnisko a sedlo.

(d) Zatim jsme se zabyvali izolovanymi singuldrnimi body. V piipadé, kdy
singularni body v roviné tvoii kfivku, mohou nastat tyto pripady:
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(o) Body kiivky jsou atraktivni uzly, tj. ke kazdému bodu se blizi po
jedné trajektorii z obou stran.

(8) Body kiivky jsou neatraktivni uzly, tj. z kazdého bodu vychézeji po
jedné trajektorii na obé strany.

(v) Trajektorie v okoli kiivky singuldrnich bodu vedou ,rovnobézné*
podél kiivky jako v pripadé stied.

(e) Singuldrni trajektorie mohou zaplnit plochu, napfiklad soustava y; = 0,
y5 = 0 m4 jen konstantn{ Feseni a singuldrn{ body tvoii{ celou rovinu.

(f) Existuji autonomni soustavy rovnic, které nemaji zaddny singularni bod,
napifklad y] =1, y = 2.

(g) Jestlize yo # 0 spliuje f(yo) = 0, singuldrni bod y pfesuneme do poc¢atku
vztahem y(x) = y*(z) + yo. Potom 0 bude singuldrnim bodem rovnice
(y*) = £*(y*), kde f*(y*) = f(y* + yo). Trajektorie se jen posunou o
vektor yo. Proto staci studovat jen pfipad singuldrniho bodu v pocatku.

3. SINGULARNI{ BODY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Uvazujme autonomn{ soustavu linedrnich rovnic y’ = Ay + b, kde matice A a
vektor b jsou konstantni. Singularnimi body jsou trajektorie konstantnich feseni,
kterd jsou fesSenimi soustavy algebraickych rovnic Ay 4+ b = 0. Podle Frobeniovy
véty v zdvislosti na hodnosti h(A) matice soustavy A a hodnosti h(A|b) rozsifené
matice (A|b) mohou nastat tfi piipady:

(a) jestlize h(A) = h(A|b) = n, soustava ma pravé jedno fesent,
(b) jestlize h(A) = h(A|b) < n, soustava ma nekone¢né mnoho Fesent,
(c) jestlize h(A) < h(A|b), soustava nemd feseni.

V piipadé (a), kdy h(A) = h(A|b) = n, soustava y’ = Ay + b md privé jeden
singularni bod, ktery oznacime yg. Substituci y = y* + yo dostavame soustavu
diferencidlnich rovnic bez pravé strany (y*) = Ay*, kterd m4 trividlni feSen{
y*(x) = 0. Je to jediny singuldrn{ bod. V dalsim proto budeme zkoumat soustavu
dvou rovnic bez pravé strany. Pridanim pravé strany b do soustavy se vSechny
trajektorie jen posunou o vektor yq. Piipady (b) a (c) probereme pozdéji.

Soustava dvou linearnich rovnic
UvaZzujme soustavu rovnic y’ = Ay, kde A je konstantni matice typu 2 x 2. Tato
soustava ma obecné feSeni

y(z) = caui(z) + coua(x),

kde u; (), uz(z) jsou nezavisld feseni rovnice y’ = A'y. Pro ¢; = ¢3 = 0 dostdvame
nulové feSeni, které davd jediny singuldrni bod 0 = (0,0). Trajektorie v jeho
okoli jsou uréeny pomoci feseni u;(z) a us(x), kterd zaviseji na kofenech Aq, Ay
charakteristického polynomu

P(\) = A* — Tr(A) A + det(A) .
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Je-li matice A je regularni, kofeny A1, A2 jsou nenulové. Jedinym singuldrnim
bodem je pocéatek 0, ktery je tim padem izolovany. Podle hodnoty diskriminantu

D =

(1)

Tr(A)? — 4 det(A) kvadratické rovnice P()\) = 0 rozli§ujeme tii ptipady:

D > 0 — rovnice ma dva ruzné realné kofeny A1, Ao a existuji dva nezavislé
vektory vi,va, které spliuji rovnici (A — AE)v = 0. Ziskali jsme tak dvé
feseni w;(x) = v;eM®. Je-li \; > 0, feSeni u;(x) se od pocatku vzdaluje do
nekonecna:

Jim ua@) =0, lim ug(@)] = oo

V piipadé A; < 0 feseni u;(x) je atraktivni, z nekoneéna se blizi k pocatku:

dim (@) =oe, i u(a)] = 0.

Ve vsech piipadech limita smérnice tecny trajektorie existuje a je kone¢na.

Dostédvame tak tii piipady kofenu \; a tim i singuldrnich bodu:

(1a) oba kofeny jsou kladné 0 < A; < Ag — pocdtek je neatraktivni uzel,

(1b) jeden je zéporny a druhy kladny: A; < 0 < Ay — vychdzi sedlo,

(1c) oba kofeny jsou zdporné: A\; < Ay < 0 dostdvdme — atraktivni uzel.

D = 0 —rovnice mé dvojnasobny redlny kofen A\; o = A. RozlisSime dva piipady

podle hodnosti matice A — AE:

(2a) Pokud h(A — AE) = 0, mdme dva nezdvislé vlastni vektory vy, vs spl-
fiujicf (A — AE)v; = 0 a tim i dvé fesenf u;(z) = v; e**, trajektorie jsou
poloptimky.

(2b) Pokud h(A — AE) = 1, existuje ,dvojice* nenulovych vektoru v, w ta-
kovd, ze (A — AE)v = 0, (A — AE)w = v. Vektory ddvaji feSenf
u(r) = ver uy(zr) = vael + wer. Jak pro # — oo, tak pro
r — —oo v soucinu xe” ,prevladne“ e” nad x. Dostdvame tak stejny
typ singuldrniho bodu, jen trajektorie feseni us(z) jsou zakiivené.

V obou piipadech:

(2aa),(2ab) X > 0 trajektorie se vzdaluj{ od pocitku — neatraktivni uzel,

(2ba),(2bb) A < 0 trajektorie se bliz{ k poc¢atku — atraktivni uzel.

D < 0 — rovnice ma dvojici komplexné sdruzenych kofent A; = p + i v,

A2 = p1 — 1 v. Obecné feseni je y(x) = (¢1 vy cos(vx) + c2 v sin(vz))et”, kde

v1, vy jsou vhodné vektory. Redlna ¢dst p urcuje, zda se feSeni blizi nebo

vzdaluje od pocatku. Imagindrni ¢ast v # 0 dava ,rychlost“ rotace okolo
pocatku. Rozlisime opét tii piipady:

(3a) redlnd ¢ast u korenu A je kladnd — pocétek je neatraktivni ohnisko,

(3b) redlnd ¢ast u kofenu je zdpornd — vychédzi atraktivni ohnisko,

(3c¢) redlnd cast p kofenu je nulovd — dostdvdme stied.

Zbyva piipad soustav dvou linearnich rovnic se singularni matici A. Pak:

(4)

Necht jeden kofen \; je nulovy a druhy Ay nenulovy. Matice A je singuldrni,
feSeni rovnice Ay = 0 tvoi{ ptimku uréenou vektorem vy, ktery splituje rovnici
Av = 0. Body piimky jsou trajektorie konstantnich feseni y(z) = ¢1vy.
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Pro jejich klasifikaci pfevezmeme nazvy pro izolované singularni trajektorie.
Druhy kofen Ao davé feseni uy(x) = vy e*2®. Podle znaménka Ay plati, ze do
(nebo z) kazdého singuldrniho bodu pifmky vedou dvé trajektorie:

(4a) A1 = 0, Ao > 0 — singuldrni body jsou neatraktivni uzly, trajektorie
se rovnobézné vzdaluji od singuldrnich bodu,

(4b) A1 = 0, Ay < 0 — singuldrni body jsou atraktivni uzly, trajektorie se
rovnobézné priblizuji k singularnim bodim.

(5) Nula je dvojnésobny koten. Podle hodnosti matice A méme dva pfipady:
(5a) h(A) = 1 — singuldrn{ body tvoii pfimku ur¢enou vektorem v, ktery je

nenulovym fesenim Av = 0. Trajektorie druhého feseni uz(z) = ve+w
jsou rovnobézné s piimkou singuldrnich bodu — body nazveme stredy,
(5b) h(A) =0, tedy A = 0, singuldrni body tvoi{ celou rovinu.

(6) Zbyva jesté analyzovat piipad (c) soustavy dvou diferencidlnich rovnic s pra-
vou stranou, kdy h(A) = 0 < 1 = h(A|b) a soustava Ay + b = 0 nema
feSeni. Potom soustava diferencidlnich rovnic nema4 singularni body a vsechny
trajektorie jsou ,,rovnobézné“ stejné orientované oteviené kiivky nebo ptimky.

Rovnice druhého radu

Autonomn{ rovnici druhého fddu lze zapsat ve tvaru y” = f(y,y’). Transformaci
(y(x),y' (x)) = (y1(x), y2(x)) lze rovnici pFevést na soustavu dvou rovnic yj = ya,
yh = f(y1,y2). Autonomnf{ linedrn{ rovnice druhého fddu zapsand ve tvaru

Ly)=y"+a1y +ay=">

ma konstantni koeficienty a1, ag € R i pravou stranu b € R. Pokud ag # 0, potom
rovnice mé konstantni feseni y(x) = b/ag, které predstavuje jediny singuldrni bod.
Transformaci y(z) = y*(x) + b/ag presuneme singuldrni bod do nuly, ziskdme tak
linedrn{ rovnici bez pravé strany L(y) = y” + a1y’ + apy = 0 s obecnym FeSenim
y(x) = ¢y ur () + ca ua(z), c1,00 €ER,

kde u (), uz(z) jsou nezévisld feseni rovnice L(y) = 0, ktera lze snadno urcit po-
moci kofentt A1, Ao charakteristického polynomu P()\) = A% +aj A + ag. Pfevodem
1 (z) = y(x) a ya(z) = ¢/ (x) ziskdme soustavu rovnic ¥ = yo, Y5 = —agy1 — a1 Y2
kterd ddva stejny charakteristicky polynom P(\) = A% +a; Aag jako piivodn{ rov-
nice. Podle kofenu A1, Ao dostdavame stejné vysledky jako pro autonomni soustavu
dvou rovnic studovanou v piedchozich odstavcich.

Souhrn
Odvodili jsme nésledujici tvrzeni o typech singularnich bodt.

Véta 3.1. Uvazujme soustavu dvou linedrnich rovnic y' = Ay s requldrni
matici A a odpovidagici charakteristicky polynom P(X) s nenulovymi kofeny A1, Aa
nebo rovnici druhého rddu y" 4+ a1y’ + aoy = 0 a odpovidajici charakteristicky
polynom P(\) s nenulovymi koteny A1, Aa. Potom izolovany singuldrni bod 0 je:
neatraktivni uzel, pokud oba koreny jsou redlné a kladné, tj. 0 < Ay < Ao,

atraktivni uzel, pokud oba koreny jsou redlné a zdaporné, tj. A1 < Ao <0,
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sedlo, pokud jeden koten je kladny a druhy zdaporny, tj. A1 < 0 < Ag,

neatraktivni ohnisko, pokud koteny jsou komplexné sdruzené s kladnou redlnou
édstl, tj. Mo =pxiv, (u>0,v#0),

atraktivni ohnisko, pokud koreny jsou komplexné sdruzené se zdpornou redlnou
cdsti, tj. Mo =ptiv, (u<0,v#0),

stied, pokud koteny jsou komplexné sdruiené a maji nulovou redlnou cédst, tj.
A2 =Ziv, (v #0).

V pripadé jednoho nmulového kotene singuldrni body nejsou izolované, ale tvori

primku a v pripadé A = 0 celou rovinu. Pokud h(A) =1, singuldrni body jsou:

neatraktivni uzel, pokud druhy nenulovy koren je kladny,

atraktivni uzel, pokud druhy nenulovy koten je zaporny,

stied, pokud nula je dvojndsobny koren, ale h(A) = 1.
4. IMPLICITNI POPIS TRAJEKTORII

Vzorce pro obecné feseni y(x) = c¢1 vy ¢(x) + ca votp(z) urcéuji trajektorie (y)
jednotlivych feseni y pro dané ci, ¢y jako kiivky v parametrickém tvaru. Pfitom
zobrazeni, které feseni y(z) s parametry ¢, ce prifadi jeho trajektorii (y), kromé
singuldrnich feSeni, neni prosté: feseni y(z) a y(z — ¢) maji stejnou trajektorii.

Obréacend uloha: Najit trajektorii, kterd prochdzi danym bodem y vede na sou-
stavu dvou ¢asto nelinedrnich rovnic y(z) = ¢1 v1 ¢(x) + co2 v2 ¥(z) pro neznidmé
c1, 2, x, kterd vétsinou neni snadno tesitelna. Implicitni popis trajektorie ve tvaru
U(y1,y2) = k umoznuje snadno urcit trajektorii, kterd prochdzi{ danym bodem y.
Staci dosadit jeho soufadnice do rovnice a dostdvame konstantu k implicitniho
popisu ¥(z,y) = k. Nevyhodou implicitnfho popisu kiivky je, ze neddva orientaci
trajektorie, tu nutno urcit jinym zptsobem.

V Prikladech 5.2, 5.3, 5.4 1ze trajektorie snadno popsat implicitné pomoci po-
lynomu. Ve vsech pfipadech linedrnich rovnic i soustav lze sice trajektorie po-
psat implicitné, ¢asto vSak funkce ¥(y1,y2) neni polynom, popis trajektorie je jen
lokaln{ a ktivka obsahuje i body, které trajektorii nepatii. Ukdzeme, ze v nékterych
piipadech je vhodnéjsi implicitni popis trajektorie v poldarnich souradnicich.

Implicitni popis trajektorii v kartézskych souradnicich
Obecné feseni y = (y1,y2)T zapsané ve tvaru y(z) = c1vi1¢(z) + cavat)(z) s neza-
vislymi vektory vi = (vi,v3)T, vo = (v3,v3)T a ¢1,ca # 0 lze pomoci Cramerova

pravidla upravit na tvar
ly.v Vi, yl
L 4), = (),
cilu,ve c2|vi,val

kde |vy, vo| znaéf determinant vi v3 — vi v?. Pokud funkce F(£,7) spliiuje rovnici

F(é(x),¥(x)) = 0, potom pro ¢; # 0 trajektorie jsou uréeny implicitni rovnici

C1|V1,V2|702|V1,V2|
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V pifpadé nenulovych redlnych kofenii A; # Ao jsou ¢(x) = eM* ¢)(z) = 2 je
F(&n) = [€ = |n|™.

Pokud pomeér \; : Ag je racionélni ¢islo, umocnénim dostaneme polynom. V piipadé
dvojnasobného kofene, kdy ¢(z) = e**, 1(z) = ze*®, vyhovujf napiiklad funkce

F(em) =22~ el nebo F(&)=exp(32) - €.

V pripadé komplexné sdruzenych kotenu, kdy ¢ = e#* cos(vz), ¥ = et* sin(vx),
kde p, v # 0, podminku spliuje napiiklad funkce
F(&n) =2 p arctg(3) — v In(€* +7?).
Pro pu = 0, v # 0 vyhovuje funkce typu F(£,1) = a&? +b&n+ cn? = k, coz dava
elipsu, piipadné kruznici. Vysledek muzeme ovérit v systému MAPLE, piikaz
implicitplot([F(x,y) = k1, F(x,y) = ko, F(z,y) = k3], = =3..3,y = —3..3)
vykresli tii trajektorie ve ¢tverci (—3,3) x (=3, 3).

Implicitni rovnice vSak nékdy déva jen c¢ast trajektorie nebo obsahuje i body,
které trajektorii nepatii. Postup ukazeme v dalsi ¢asti na konkrétnich piikladech.

Implicitni popis trajektorii v polarnich souradnicich
Polérni souradnice y; = 7 cos(f), y2 = r sin(f) je zobrazen{
(r,0) € Rf x R — R?,

které je prosté na pruhu pro 0 z intervalu $iiky 27: 6 € (fy—,0p+). Rovnice r = k
pro k > 0 dava kruznice, viz trajektorie P¥ikladu 5.2, rovnice § = k poloptimky,
viz trajektorie Piikladu 5.3.

V pripadé elipsy to uz tak snadné neni. Elipsu v zdkladni poloze lze implicitné
a parametricky popsat

Vi v
a72+b72:1’ Y1 = a CcoszT, yo =bsinx. (4.2)

Odvodime jeji implicitn{ popis v polarnich soufadnicich r,6. Z (4.2) plyne

Y2 bsinxzx b
=== =—tgzx.
Y1 acosT a

r? =y? +y3 = (a® = b*)cos’ x + b?, tg

Vyuzitim vzorce cos?z = 1/(1 + tg? x) a vztahu tgx = tg 0 - a/b dostavame
1
+b2:(a2—b2) +b2:

1+tg’ 1+ % tg%0

b2 cos? a’b?
= (a2 —v° ) +0* = )
a? sin” 0 + b2 cos2 0 a? sin” 0 + b2 cos2 0
Rovnice elipsy v zakladnim tvaru a ve tvaru pootoCeném o thel 8y je proto
ab ab

B (a2sin? 0 4 b2 cos? 6)1/2 "= (a2sin?(0 — 0y) + b2 cos2(0 — 6))1/2 "
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Pii pfevodu popisu trajektorie do poldrnich soufadnic (r, §) vychdzime z rovnic

tgd = yo(2) /1 (z),  r?=yi(z)+y3(z).

Dosazenim obecného feSeni do prvni rovnice se snazime ziskat vyjadieni funkci
o(x) a (x) pomoci proménné 0, které potom dosadime do druhé rovnice.

Dostaneme tak zavislost r = f(6, k), kde k zdvisi na konstantach ¢y, co. Vypocet
muzeme ovefit v systému MAPLE, napiiklad piikaz

polarplot(min( f(theta), 5), theta = 0..2 - Pi)

vykresli jednu trajektorii v kruhu o poloméru 5.
Postup ukazeme v konkrétnich piikladech v dalsi ¢ésti.

5. PRIKLADY

Prestoze pojem trajektorie mé vyznam piedev§$im pro autonomni soustavu rov-
nic, nebo rovnice vysstho fadu, zaéneme jednorozmérnym piipadem, kdy hodnoty
feSeni jsou redlna cisla a trajektorie jsou tiseCky nebo body na piimce.

Rovnice prvniho fadu

Autonomni rovnice prvniho fadu je rovnice tvaru ' = f(y). Necht funkce f(y)
je definovand, spojitd a lipschitzovskd na mnoziné G C R. Body y € G, kde
f(y) = 0 jsou singuldrni body, trajektorie konstantnich reseni. Oteviené usecky,
kde f(y) > 0, jsou trajektorie rostoucich fesent, jsou orientované vpravo. Oteviené
usecky, kde f(y) < 0, jsou trajektorie klesajicich Fesenf, jsou orientované vlevo. Pro
urcen{ trajektorif fesenf rovnice y' = f(y) tak neni nutné pracné pocitat reseni.

Piiklad 5.1. Urcete trajektorie fesenf rovnice 3 = (y + 1) 3% (y — 1) (y — 3).

Reseni: Prava strana rovnice je polynom f(y) = (y + 1)y?(y — 1) (y — 3),
ktery ma koteny —1,0, 1,3, pficemz kofen 0 je dvojnasobny. Rovnice proto ma
ctyfi konstantni feSeni, které davaji ¢tyfi singularni trajektorie: body y = —1,
y =0,y =1,y = 3. Oteviené tsecky mezi singuldrnimi body jsou trajektorie
nekonstantnich Feseni: pro f(y) > 0 orientované vpravo a pro f(y) < 0 orientované
vlevo. Polynom f(y) je proy > 3 kladny, v jednoduchych kofenech méni znaménko,
v dvojnasobném kofenu znaménko neméni. Trajektorie jsou na obr. 1.

-1 0

3 y

— @

Obréazek 1. Trajektorie feseni rovnice v/ = (y + 1) 3% (y — 1) (y — 3).

Z obrazku je navic vidét, ze singuldrni feseni y(x) = 1 je stabiln{ a atraktivni,
ostatni feseni y(z) = —1, y(z) = 0, y(x) = 3 jsou nestabiln{ a neatraktivni. O
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Soustavy dvou rovnic prvniho fadu — izolované singularni body

V nésledujicich piikladech uréime obecné feseni, fazovy portrét feseni, typ sin-
gularniho bodu i pfislusné implicitni rovnice pro trajektorie v kartézskych nebo
poléarnich soufadnicich. Ve vsech ptikladech nebudeme zminovat singularni trajek-
torii - pocéatek (0,0). Za¢neme pifpady, kdy nacrt trajektorif je snadny.

Piiklad 5.2. Urcete trajektorie feSeni soustavy rovnic y; = —ya2, ¥4 = y1-

Resend: Do zderivované prvni rovnice y/ = —y, dosadime za neznidmou i,
z druhé rovnice. Dostdvdme tak rovnici yf + y1 = 0, jejimz obecnym feenim je
funkce y1(x) = ¢y cosx + casinx. Z rovnice yo = —y} dopocitdme yo(x). Je to
piipad (3c) stied. Ziskali jsme obecné feSent:

y1(x) =crcosz + casin, ya(x) = ¢y sinz — cacos reR.
Snadno Ize ovérit, ze pro kazdé c1,co € R plati Y2
2 2 2, 2
yi(@) +yz(2) = cf + 3. (5.1)

Trajektorie jsou kruznice se stfedem v pocatku.
Tecny vektor kruznice s ¢; > 0, cg =0, vz = § ddva
orientaci (—sin 7, cos §) = (—1,0) kruznic v bodech
(0, ¢1). Singuldrni trajektorie je stred, piipad (3c).

Rovnice (5.1) davé také implicitni popis trajek-
torif v kartézskych i polarnich soufadnicich

Dy, ) =12 +y2=k>0, U(r0=r=k>0.

Trajektorie jsou na obr. 2. O  soustavy ¥} = —y2, yh = v1.

Obrazek 2. Trajektorie feSeni

Priklad 5.3. Urcete trajektorie feSeni soustavy rovnic y; = y1, ¥4 = yo.

Regeni: Rovnice Yy = y1 mé fedeni y1(z) = c1e”,
rovnice y = yo dava yo = co €®, obecné feseni je
yi(x) = cre”, Y2(x) = cp €.
Protoze y2/y1 = c2/c1 je konstantn{ a e” je rostouct,
trajektorie jsou oteviené poloptimky z pocatku ori-
entované ,ven“, viz obr. 3. Singuldrni trajektorie je
neatraktivn{ uzel, pfipad (2aa). h
Z rovnice plyne také implicitni popis trajektorii
v kartézskych i polarnich soufadnicich

(I)(ylaQQ)E%:k, U(r,0)=0==k,

Obrazek 3. Trajektorie feseni

k prvnimu nutno doplnit polopiimky y; = 0. 0 soustavy y| = y1, ¥h = y2.
Priklad 5.4. Urcete trajektorie feSen{ soustavy rovnic ¥ = y1, ¥ = —yo.
Reseni: Rovnice y, = y; ma fefeni yi(x) = cie®, rovnice y) = —yo dava

Yo = ca e~ ®. Obecné Teseni je

y1(x) = ¢ €%, ya2(x) = cpe™". (5.2)
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Trajektorie pro ¢; = 0 je pro c3 > 0 kladna ¢ést a pro Y2
co < 0 zdporna ¢ast osy yo» orientované k pocatku.
Pro cs = 0 dostavame kladnou a zapornou cast osy
Y2, trajektorie jsou orientovany ,,ven“.

Ostatni trajektorie tvoii ¢tyfi systémy vétvi hy-
perbol ys = ¢; ¢a/y1, orientované ,shora doprava“, Y1
»shora doleva“, ,zdola doprava“ a ,zdola doleva*“,
viz obr. 4. Singuldrni bod je sedlo, pfipad (1b). Im-
plicitni popis trajektorii v kartézskych soutadnicich

yiy2 = cicz, Py y2) =y =k.

—2z

Obrazek 4. Trajektorie

Z rovnic (5.2) plyne tg 0 = ya/y1 = % € , coz dava, feSeni soustavy y} = y1,

— Z—; tg 6. Proto plati yh = —ya.
r? =y? 4y = c2e® 4 3e " = cico (cotg 0+ tg 0)
cos@ sinf C1C2 2c¢1C
=cc | — + = = = - )
sin @ cos 6 sin 6 - cos 0 sin(260)

odkud plyne implicitni rovnice trajektorii v polarnich soufadnicich:

_ 20102 1/2 \I/( 9)2 2 . (29)_k
r= Sn(20) , r,0) =1 sin =k.

Trajektorie dopliiuji poloptimky 0 =0, 0 = 3,0 =7, 0 = 37”, viz obr. 4. O

Piiklad 5.5. Urcete trajektorie feseni soustavy y; = 2y1 + ya, ¥4 = y1 + 2 ya.

5 . . o - 2 1 1w
Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = (1 2) , ptislusny cha-

rakteristicky polynom je A2 — 4\ + 3 m4 dva rizné kladné kofeny A\; = 1, Ay = 3.
Singuldrn{ bod (0,0) je proto neatraktivni uzel — piipad (1a).

Naé¢rtnéme trajektorie v okoli singularniho feSeni, tzv. ,fazovy portrét“. Sou-
stava rovnic (A — \; E)v; = 0 ddva vektory vi = (1,—1), vo = (1,1). Obecné

Feseni je y(z) = ¢y ui(x) + coug(x) = ¢4 (_11) e + ¢ 1)
Pripad c; = 0 dava dveé poloptimky ys = —y1, ¢1 = 0 dalsi poloptimky ys = 1,

413

vSechny orientované od poc¢atku. Ostatni trajektorie pro cjcs # 0 jsou ,zakiivené
kiivky vychéazejicich z poc¢atku. Uréime smérnice jejich tecen pii x — —oo:
yIZ(x) —cre” + 3¢ 3 —c1 +3c2 e —c

— = — = _1 .
Y (x) c1e% + 3¢y e’ c1 +3cye® c1

Podobné uréime tecny pii * — oo, tj. trajektoriich jdoucich do nekonecna, tj.
vzdalujicich se od pocatku:

yh(z)  —cre® +3cped _ 3¢ 2 ¢y 2o Co
Y () c1e® +3cyed c13e2% 4 ¢y C

=1.

Nacrtneme teény v okoli pocatku a na okraji obrazku a spojime je hladkymi ,ne-
protinajicimi se“ kiivkami bez inflexnich bodu, tj. jsou ,prohnuté“ stile na jednu
stranu. Trajektorie nevychazeji z nuly, jen se pfi x — —oo k ni ,blizi*.
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Obrazek 5. Tecné vektory trajektorii v 0 a oo. Obrézek 6. Skutecné trajektorie feseni.

Porovnanim nacrtu smeéru tecen v nekonecnu s te¢nami skutecnych trajektorii
je vidét, ze tecny skutecnych trajektorii se lisi od ,,tec¢en v nekoneé¢nu®, nacrtnutou
tecnu dosdhnou az ,,v nekone¢nu®, viz obr. 7 a obr. 8.

Jak vypad4 implicitni rovnice pro trajektorie? Vztahu F(e®,e3*) = 0 vyhovuje
funkce F(&,m) = €3 — 1, kterd po tpravé dava ca(y1 — y2)® — 4¢3 (y2 +y1) = 0.
V kartézskych souradnicich lze trajektorie popsat implicitné

3
_ (1 —y2)
Q(y1,y2) = —— =k.
Y1+ Y2
Pro urceni implicitni rovnice trajektorie v polarnich soufadnicich z rovnosti tgf =
—ci1e®tce®® T4 AR 2z 6z
ST oo vyjadiime e*” a e
20 _ €1 cos0 +sinf Gwzﬁ(cosﬁ—i—sinG)?’
co cosf —sing’ 3 (cosf — sin6)3

a dosadfme do rovnosti 1% = y? + y3 = 2(c? e2* + 3 e5%). Dals{ tiprava vede na
9 ¢ (cosf + sinf)
rf=4—= ——
¢y (cos@ —sin )3

odkud plyne implicitni vyjadieni U(r, ) = k a vztah r = f(0) pro piikaz polarplot

0 — sin6)3 cosf+sing \'/?

U(r. 0) = r? (COS— =k = e M

(r6) =r (cosf + sin 9) ’ " (cosf — sin #)3 ’

kde k = 4¢3 /ca. O
Piiklad 5.6. Urcete trajektorie feseni soustavy yj = —y1 — 32, ¥4 = Y1 — Hya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = <_11 :g) , prislusny
charakteristicky polynom je A2 + 6x + 8 ma dva rizné zdporné kofeny \; = —2,
A2 = —4. Singuldrni bod — pocatek (0,0) je proto atraktioni uzel — piipad (1c).

Pro fazovy portrét singularniho bodu spocitejme nejprve fundamentalni fesent
U. Soustava rovnic (A — X\; E)v; = 0 ddvd pro \; = —2 vektor v; = (3,1) a pro
A2 = —4 vektor vo = (1,1). Obecné feseni proto je
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y(@)=c G) e 2% 4 ¢y G) ry

Nejprve naértneme trajektorie Feseni uj(x),
uy(z). Jsou to dva pary polopifmek orien-
tovanych do pocatku se smérovymi vektory
(3,1), (1,1). Urceme tetné sméry ostatnich
trajektorii v pocatku, tj. pro x — oo, a v ne-
konec¢nu, tj. pro z — —oo:

. yh(x) L =2¢1e72% —4ege 1
lim = = lim — i T 5

T—00 Y3 (;U) T— 00 —6616 T — 4626 x 3
y yh(x) . —2¢1e72% — 4eqemt
= m == -.

z——oo yi(x) z>—00 —6cre=2% —4dcge=4 1

. . . ’ . . . 1 ¥l 5 — i i
Uréeme implicitn{ rovnice pro trajektorie. OPrédzek 7. Priklad 5.6 — trajektorie.

Vztahu F(p,1) = 0 vyhovuje funkce F(&,n) = €2 —n a (4.1) po tpravé dava
ca(y1—y2)2—2c2(3y2 —y1) = 0. Dostavame tak rovnici v kartézskych souradnicich

(11 — y2)*
Py1,y2) = —— =k
oy2) =5 — :
kde k = 2¢%/cy. Uréeme déle rovnici trajektorie v poldrnich soufadnicich. Ze

cre 2% foge

2z,
3cie— 2% fcoe— 4w .

vztahu tgd = vyjadiime e~

o-2e _ 1 3sinf — cosf
cy cosbf —sinf
a dosadime do r? = y? + y3. Po tipravach dostdvame
2¢2 (3sinf — cosb)
r= 201 )
ca (cosf —sinf)?’
odkud plyne rovnice ¥(r,0) = k? a funkce r = f(6) k vykresleni trajektorie
v systému Maple piikazem polarplot(f(60),6 = 0..2Pi)

(cosf — 3sin )
(cosf —sin )2’

r(cosf —sinf)*

\\)J = — =
(r,9) (cosf — 3sinb) ’

r=f(0)=k

kde k = 2¢2 /ca. O
Piiklad 5.7. Urcete trajektorie Feseni soustavy v} = y1 — 3y2, v5 = 3y1 — bya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = (;’ :g) , prislusny
charakteristicky polynom je A2 + 4x + 4 méa jeden dvojndsobny zaporny koten
A = —2. Singulérni bod — pocétek (0,0) je proto atraktivni uzel — piipad (3b).

Pro fazovy portrét uréeme feSeni. Soustava rovnic (A — AE)v =0 pro A = -2
davé jediny vektor v = (1,1) a tfm jedno fesenf u;(z) = ve~2%. Druhé nezdvislé
fesent je uy(x) = vre 2*+we 2%, kde w spliiuje soustavu rovnic (A—AE)w = v,
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coz jsou dvé stejné rovnice 3wy — 3wy = 1. Zvolime-li wo = 0, dostdvame wy, = %
Obecné teseni je tedy

y() =1 G) e 4 {G) T+ (é)} 2 = (Cl falbt 9) 2. (5.3)

Trajektorie feSeni u; () je opét dvojice polopifmek yo = y; sméfujicich do pocdtku,
ktery je singuldrnim bodem. Te¢né sméry obecného teseni y(z) v pocdtku, tj. pro
r — o0, i v nekoneénu, tj.  — —oo, maji také smérnici rovnu 1 nezavisle na c;,
nebot

yh(x) [c2 — 2(c1 + cam)]e™2® —2co1
/ = 1 — -
yi(x)  [ea —2(c1 + ca(z + 3))]e=2* —2¢ox
Jak vypadaji trajektorie feSeni pro ¢y # 07 Vime, zZe trajektorie jsou pod i nad
pifmkou yo = yi,tj. trajektoriemi u (), s kterymi se nesmi protnout. Jdou zleva
doprava a pak se ota¢i do protisméru nebo obracené? Pro ¢ > 0 ze vzorce plyne
ya(z) < y1(x), tj. trajektorie feseni lez{ pod pifmkou yo = y;.
Spocitejme derivaci konkrétniho feseni. Zvolme Y2
co = 3c1 > 0. Potom /

= () - ()

Pro z — —oo obé slozky maji kladnou derivaci,
od x = —3 se derivace y1(x) ménf na zépornou yi
a od x = 0 obé slozky maji derivaci zdpornou.

Trajektorie lezi pod pifmkou y; = yo proto z JZ

=1, pro z— Foo.

,hekoneéna“ sméruji k SV, pak se otaceji k SZ a Y

nakonec se otaceji k pocatku JZ smérem. Zaporné

co davaji trajektorie stredové symetrické podle Obrézek 8. Piiklad 5.7 —
pocatku s trajektoriemi s ¢y > 0. trajektorie.

Tedy pro feSeni s co # 0 trajektorie se smérnici 1 v.—oo se museji otocit do
protisméru®, aby ziskaly smérnici 1.

vyhovuje napiiklad funkce F(&,n) = 2n/€ + In(|¢]). Z (5.3) uréime

£=e 2 = 3(y1 — yo) I - 3e1(yr — y2)
2 7 ) 3

a dosazenim do F(§,n) = 2n/£+1n(|¢]) dostavame implicitn{ rovnici pro trajektorie
s ca # 0. V piipadé co = 0 je rovnice pro trajektorie jednoduchd yo = y;.
Pro rovnici v poldrnich soufadnicich z tg() = y2/y1 vyjaddiime x
sin 6 1
_ __a 5.4
v 3(cos@ —sinf) ¢ (54)
a dosadime do r? = y? + y2. Po tipravé dostdvame rovnici
r? = [2¢ + 2cica(z+ D)+ (@ + (z+ 1)H)] e

do které dosadime z z (5.4). V obou piipadech jsme dostali implicitni rovnici,
kterd ale nemd tvar ®(y1,y2) = k ani ¥(r,0) = k. O
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Piiklad 5.8. Urcete trajektorie feSeni soustavy y; = y1 + by2, ¥4 = y1 — 3.

Regent: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = G _53> , prislusny
charakteristicky polynom A? 4+ 2z — 8 m4 jeden kladny A\; = 2 a jeden zdporny
kofen Ay = —4. Singuldrni bod — pocatek (0,0) je proto sedlo — piipad (1b).

Pro fazovy portrét spocitejme obecné feseni:
Soustava rovnic (A — AE)v = 0 pro A\; = 2
davé vektor vi = (5,1) a pro Ay = —4 vek-
tor vo = (1,—1). Ziskdme tim dvé nezdvisla
feseni: neatraktivni u;(z) = vy e** a atrak-
tivnf ug(z) = vo e~4*. Obecné fedenf je tedy

y()=a o e®® f ¢y 1 e 17,
1 -1 "

Trajektorie u; (z) je dvojice polopiimek yo =

%yl orientovanych od pocatku, trajektorie

uz(z) je dvojice polopiimek yo = —y; ori-

entovanych do pocatku. Ostatni trajekto-

rie prichdzeji z nekone¢na se smérnici —1 a

otaceji se do nekonecna se smérnici % Obrazek 9. Piiklad 5.8 — trajektorie.
Implicitn{ rovnici pro trajektorie ziskdme snadno. Vztahu F(e** e~1%) = 0

vyhovuje funkce F(£,7) = €21 — 1. Dostdvame tak rovnici s k = 63 cico ve tvaru

®(y1,92) = (y1 +y2)*(y1 — bya) = k.

L, . . . - c 2 1w 6z __ ca(sinf+4cosh)
Pro poldrni soufadnice z rovnosti tg6 = ya/y; vyjadiime e°* = 1 (5in 0=5 cos 0)

dosazenim obecného fesenf do r? = y? + y3 po tipravé dostdvame vyraz

r2:2ci§c§ [13<M) +4(Sln9—56059)> 4 <51n0_50059)> 1’

Y2

sinf — 5 cos 6 sinf + cos 6 sinf + cos 6
z které lze napsat implicitni rovnici v poldrnich souradnicich ¥(r,§) = k. U
Priklad 5.9. Urcete trajektorie feSeni soustavy y] = y1 — bya, ¥4 = y1 — Ya-
5 . . 1. . 1 - P
Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = (1 _?) , prislusny
charakteristicky polynom A\? + 4 m4 dva komplexné sdruzené koteny A o = £2i.
Singularni bod (0,0) je stied — pripad (2c), trajektorie budou soustfedné elipsy se
stfedem v pocatku. Najdéme obecné feSeni. Matice A — A E pro A = 2i je

Lo (1—2i -5
A—21E—< 1 —1—2i)'

Vyndsobenim druhého fadku ¢islem (1—2i) dostdvame prvni fadek, rovnice v sou-
stavé (A — 2i E)v = 0 jsou proto z&vislé. Druhd rovnice dédvd vy = (1 4 2i)vs,
odkud plyne napiiklad v = (1 + 2i, 1). Dostdvdme tim komplexni feseni:

w*(z) = (1 +12i) (cos(22) + 1 sin(2z)).
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Redlnd a imaginarni ¢dst u*(z) dévé dvojici redlnych fesenf u;(z), ua(x), obecné
feseni proto je y(x) = ciui(x) + coua(z), a tedy

y(x)zzcl(coﬂ?x)——2shﬂ2x))_+02<shm2x)%—2c042x)>. (5.5)

cos(2z) sin(2x)

Protoze funkece cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou 7, dostdvame uzaviené
kfivky, které obihaji pocatek s periodou 7. Jaka je orientace kiivky? Pro ¢; =
1, ¢ = 0 mdme FeSeni uy(x), tj. y1(x) = cos(2x) — 2sin(2z), yo(x) = cos(2x).
Vyéislime feseni uy (z) a jeho derivaci pro z = 0: y(0) = (1,1) a y'(0) = (—4,0) a
vyznacime v grafu. Trajektorie bude orientovand v kladném smyslu, tj. pro sméru
hodinovych rucicek. Jinou moznosti je vykreslit body y(z) pro vhodna z: 0, 5,
dostaneme tak postupné body (1,1), (—2,0), (—1,-1).
Z (5.5) vyjadifme funkce cos(2z), sin(2x)

Coy1 + 2¢1y2 — Cay2 c1y2 + 2¢2y2 — 1y

2(c2 + ¢3) 2(c2 + ¢3)
a dosazenim do rovnosti sin®(2z) + cos?(2z) = 1 po tipravé dostdvame rovnici

Dy, y2) =yi —2p1y2 + 593 =k, kde k=4(c +¢3),

coz jsou soustfedné elipsy, obr. 10. Y2

Protoze velikost elipsy zavisi jen
na ¢ + c3, pro odvozeni trajektorif
v polarnich souradnicich sta¢i uvazovat
pifpad ¢; = 0. Z rovnosti yo/y1 = tg6 71
vyjédifme tgz = 1(sinf — cos@)/sin 6
a dosadime do r? = y? + y3. VyuZijeme
piitom rovnost cos?z = 1/(1 + tg?x).
Po upravach dostaneme Obrézek 10. Pifklad 5.9 — trajektorie.
_ 4c3
~ 4sin® 0 + (cos f — sin 0)2
odkud plyne implicitn{ rovnice i funkce r = f(0) pro MAPLE piikaz polarplot

. vk
"~ 4sin? 6 + (cosf —sin6)2
kde k = 4(c? +¢3) . O

cos(2x) = , sin(2z) =

VY. Y99

r? = c? cos? 0 [(1- 2tg0)? + 1]

U(r,0) =r®(4sin® 0 + (cos —sin0)?) =k,

Piiklad 5.10. Urcete trajektorie feseni soustavy y] = 3y1 —4y2, yh = 2y1 — ya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = <g :f) , prislusny
charakteristicky polynom A2 — 2\ + 5 m4 dvojici komplexné sdruzenych kofenii
A12 = 1 £2i — pripad (2a). Singuldrni bod (0,0) je proto neatraktivni ohnisko,
trajektorie budou soustfedné spiraly vzdalujici se od pocatku.

Spocitejme obecné feseni. Matice A — AE pro A = 1 — 2i ma fadky

Lo (242 -4 1+i 1
A—u—mm_< 2 2+m)”(1 1+J‘
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Vynasobenim druhého fadku ¢islem 1+ i dostdvame prvni fadek, rovnice v sou-
stavé (A — (1 —2i)E)v = 0 jsou proto z&vislé. Druhd rovnice ddva v; = (1 —1i)wo,
odkud plyne v = (1 —i,1). Dostdvdme tim komplexn{ feSeni:

u*(z) = <1 | i) o (cos(2) — i sin(2z)).

Redlnd a imaginarni ¢dst u*(z) dédvd dvojici redlnych fesenf u;(z), ua(x), obecné
feseni je proto po zméné znaménka us:

cos(2z) — sin(2x)) & 4y <sin(2x) + Cos(2w)> o

y(z) = cpuy (z)+cqua(z) = ¢ ( cos(2z) sin(2x)

Funkce cos(2x),sin(2x) jsou periodické s periodou m, obstardvaji pohyb okolo
pocéatku, funkce e* zpusobuje vzdalovani se od poédtku, spirdla se bude vzdalovat
od pocatku. Jaka je orientace spirdly? Opét zvolme ¢; = 1, ¢ = 0. Dostavame
feseni ug () se slozkami y; (z) = (cos(2z) — sin(2z))e”, ya(x) = cos(2x)e”.
Vy¢islime hodnoty feSeni a jeho derivace pro z = 0: Y2
y(0) =(1,1),y’(0) = (-1,1) a vyznacime v grafu.
Vidime, zZe tec¢na vpravo od pocatku méa SZ smér,
trajektorie bude orientovana v kladném smyslu, tj.
proti sméru hodinovych rucicek a bude se vzda-
lovat od pocatku. Jinou moznosti je vycislit body
y(z) pro zvétsujici se .

Pomocf funkce F (&, 1) = arctg(n/€) —In(£2+n?) Obréazek 11. Piiklad 5.10 —
odvodime rovnici pro implicitni funkci trajektorie. trajektorie.

Z obecného feseni vyjaddiime funkce e* cos(2x) , e sin(2x)

c1(y2 —y1) + 2y
2+ c3

ca(y1 —y2) + 1y

T
£ =¢e"cosx =
i +a

, n=e"sine =

a pouzitim funkce arctg(n/¢) = In(&2 + n?) dostdvame implicitni rovnici

arctg <Cl(y2 —y1) + 02y2> —In {(02(3/1 —y2) +c1y2)® + (ery2 — 1) + czyz)z}
c2(y1 — y2) + c1y2 (e + c2)2 :

Rovnice v8ak dava trajektorie jen v thlu sitky 7 a MAPLE ptidava navic ,,radidln{
spojnice® konct trajektorii.
Pro polérni soufadnice z rovnosti yo/y1 = tg 0 staci vyjadiit funkece tgx, x:

(c1 4 c2)sinf — ¢ cos b

tgx = , = arct
&% cocosf + (c1 — cp)sinf . arcg(

(c1 4 c2)sinf — ¢y cos b
cocosf + (c1 — co)sinf

a dosadit do r? = y§ +y3. Opét polozme ¢y = 0. Potom tgz = (sin —cos #)/ sin .
Pomocif cos? § = 1/(1 +tg2 ) a x = arctg((sin @ — cos @)/ sin §) dostavame

1—tgx)2+1 2 nf — 9
pogloteeltl, 4 exp<2 amtg(w»
1+tg“x 14 sin“ 60 — 2sin 6 cos 6 sin 6

Opét vzorec dava trajektorii jen v thlu sitky 7. O
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Ostatni pripady singularnich bodua
Priklad 5.11. Urcete trajektorie feseni soustavy v = y1 — ya, ¥5 = 3y1 — 3ya.

Reseni: Matice soustavy A = (;) :;) je sin-

gularni, rovnice Av = 0 ma nekone¢né mnoho fesent,
jsou to ndsobky vi = (1,1). Singuldrni body proto
tvori piimku ys = y1.

Charakteristicky polynom P()\) = A2 4+ 2\ m4a
vedle nulového kotene \; zdporny koten Ay = —2.
Spocitejme obecné Feseni. Soustava (A — AE)v =0
pro Ay = 0 davd vektor vi = (1,1), pro Ay = —2
vektor vy = (1,3). Obecné Teseni proto je:

1 1 Obrazek 12. Priiklad 5.11 —
y(@)=c <1> + c2 (3> e 2, trajektorie.

Singularni trajektorie pro ¢; € R a ¢ = 0, tvoii pfimku yo = y;. Pro ¢; = 0,
c2 # 0 dostdvdme dvé polopiimky y = 3y; orientované do pocdtku. Ostatni
trajektorie jsou rovnobézné polopiimky jdouci se smérnici 3 do singuldrnich bodu
na pifmce y2 = y;. Je to pripad (4b). O

Priklad 5.12. Urcete trajektorie feSenf soustavy yf = y1 — y2, ¥4 = Y1 — Y2-
1 —1\. o (.
1 _1> je opét singularni,
rovnice Av = 0 mé nekoneéné mnoho feseni, jsou to ndsobky vektoru vi = (1,1).
Singularni body proto tvoii piimku y, = y;. P¥islusny charakteristicky polynom
P(A\) = A% m4 jeden dvojnésobny kofen A; o = 0. Pro fizovy portrét spocitejme
obecné Feeni. Soustava rovnic (A — AE)v = 0 pro A 2 = 0 dévé jen jeden vektor
v = (1,1) a tim i konstantn{ feSen{ ui(x) = (1,1). Druhé feSeni je ve tvaru
uz(z) = va + w, kde vektor w je fesenim (A — 0E)w = v, tj. w; —wy = 1.
Tato rovnice mé opét nekoneéné mnoho feseni, zvolme w = (1,0). Dostadvame tak
obecné feseni

v =a(y) +e (711, v

Ziskali jsme nekoneéné mnoho singuldrnich /
trajektorif pro ¢; € R a ¢ = 0, jsou to /

body piimky y2 = y1. Pro ¢ € R, ¢o # /

0 dostdvame pifmky y2 = y; — c2. Jsou / b
to pfimky rovnobézné s piimkou ys = y;
orientované v SV sméru pod ni pro co > 0

a v JZ sméru nad ni pro c; < 0. Je to
piipad (5a). 0 Obrazek 13. Piiklad 5.12 — trajektorie.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic A =

Uved'me jesté piiklady trajektorii rovnic, které nemaji singularni body — piipad
(6). V pripadé soustavy dvou linedrnich autonomnich rovnic jsou to rovnobézné
i

ptimky
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Piiklad 5.13. Urcete trajektorie feseni soustavy yj = 2, y = 1.

Reseni: Obecné feseni soustavy je yi(z) = 2z + ¢, y2(2) = = + co. Protoze
y1 = 2ya — 2c¢2 + 1, trajektorie jsou rovnobézné piimky se smérovym vektorem
(2,1) orientované SV smérem. Obrazek neni zapotiebi. O

Priklad 5.14. Urcete trajektorie rovnice 3" = 2.

Reseni: Dvoji integraci ziskdme obecné

. o Y2
feseni a jeho derivaci:

y(r) =2 +cx+ca, y(v)=2x+c.
Vypoctem lze snadno lze ovérit, ze plati ‘

2 2
dyr —y5 — (de2 —¢f) =0, ‘ 0
kde y1 =y ays = 3/, coz je implicitni popis
trajektorii. Jsou to ,rovnobézné“ paraboly
s vrcholy na ose y; oteviené vpravo, viz
obr. 14. [0 Obrazek 14. Piiklad 5.14 — trajektorie.

6. ZAVER

V ¢lanku jsme analyzovali vsechny moznosti trajektorii linedrnich autonomnich
soustav dvou rovnic a rovnic druhého fadu a predvedli je na konkrétnich prikladech.
Ukézali jsme, jak pfislusné trajektorie pfiblizné nac¢rtnout a uréit jejich orientaci.

Ukazali jsme, jak Ize trajektorie implicitné popsat v kartézskych i poldrnich
soufadnicich. V pfipadech, kdy charakteristicky polynom m4 rizné redlné koreny
A1, A2 v poméru malych celych éisel a v pfipadé A2 = £vi je splnéna inverzni
uloha, kterd dovede urcit trajektorii prochézejici danym bodem, v piipadé A 2 =
w =+ vi je trajektorie uréena jen lokélné.

V pifpadé soustavy ¢} = y1 — ya2, ¥5 = y1 + y2 lze trajektorie feseni ve tvaru
spirdly popsat v polarnich soufadnicich globalné r = ke’. Otazkou je, jak tento
globalni popis rozsifit na obecnou soustavu s kofeny A 2 = p £ vi.

V pokracovéani tohoto ¢lanku uvedeme par zajimavych autonomnich nelineér-
nich soustav a rovnic, které popisuji realné jevy. VySetiime trajektorie jejich feseni
a interpretujeme jejich vyznam.
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