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TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH ROVNIC V ROVINĚ I.

LINEÁRNÍ SOUSTAVY A ROVNICE

JAN FRANCŮ

Abstrakt. Článek se zabývá trajektoriemi řešeńı autonomńıch soustav dvou lineár-
ńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu a jedné lineárńı rovnice druhého

řádu. Za předpokladu existence a jednoznačnosti řešeńı jsou analyzovány všechny

př́ıpady izolovaných i neizolovaných singulárńıch bod̊u ilustrovaná konkrétńımi př́ı-
klady včetně fázových portrét̊u. Nav́ıc je probrán implicitńı popis trajektoríı v kar-

tézských i v polárńıch souřadnićıch.

Úvod

Obyčejné diferenciálńı rovnice se využ́ıvaj́ı při modelováńı řady jev̊u ve fyzice,
mechanice, biologii, ekonomii i daľśıch oblastech. Řešeńı ve tvaru předpisu funkce
však neř́ıká mnoho o chováńı veličiny, kterou jsme modelovali. Názorněǰśı infor-
maci dává graf řešeńı, který však lze znázornit v rovině jen v př́ıpadě jedné rov-
nice prvńıho řádu. Pokud rovnice splňuje podmı́nky pro existenci a jednoznačnost
řešeńı v nějaké oblasti, grafy řešeńı tvoř́ı

”
rovnoběžné“ neprot́ınaj́ıćı se křivky.

Tato vlastnost už neńı u rovnice druhého řádu. Protože řešeńı je určeno dvěmi
počátečńımi podmı́nkami, hodnotou a derivaćı, každým bodem procháźı nekonečně
mnoho graf̊u řešeńı s r̊uznými směrnicemi. Podobně grafem řešeńı soustavy dvou
rovnic prvńıho řádu je křivka v prostoru R3, kterou také nelze znázornit v rovině.

Problém řeš́ı trajektorie řešeńı. V př́ıpadě soustavy dvou rovnic prvńıho řádu
trajektorie je pr̊umět grafu řešeńı do prostoru hodnot, kterým je rovina. Jestliže
rovnice nebo soustava rovnic je autonomńı, tj. nezáviśı na proměnné x:

”
okolnosti“

jevu se v čase x neměńı, záviśı jenom na aktuálńıch hodnotách řešeńı. Řešeńı
vycházej́ıćı ze stejného bodu v r̊uzných časech maj́ı sice r̊uzné grafy (posunuté
v čase x) ale stejné trajektorie. Jsou to křivky nebo body v rovině. Trajektorie
nekonstantńıch řešeńı jsou lokálně

”
rovnoběžné“ křivky, v okoĺı konstantńıho řešeńı

– jeho trajektoríı je tzv. singulárńı bod – se trajektorie chovaj́ı r̊uzně.
Př́ıkladem reálné situace je pohyb hrotu pera po paṕıru (bez zvedáńı od paṕıru).

Trajektorie tohoto pohybu je křivka, kterou pero na paṕı̌re zanechalo. Ke křivce
přidáváme orientaci podle směru pohybu při rostoućım času.
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V př́ıpadě autonomńı rovnice druhého řádu k hodnotě řešeńı y(x) přidáme jako
druhou souřadnici hodnotu derivace řešeńı y′(x). Dostáváme tak body (y(x), y′(x))
v rovině, které tvoř́ı křivku, tj. trajektorii v tzv. fázovém prostoru.

Trajektorie řešeńı tak dává názornou informaci o chováńı řešeńı. Zaj́ımavé
je zejména chováńı trajektoríı v okoĺı trajektorie konstantńıho řešeńı, tzv. sin-
gulárńıho bodu. Z obrázku lze také zjistit typ a vlastnosti singulárńıho bodu.

Obecné řešeńı y(x) = c1u1(x)+ c2u2(x) dvoudimenzionálńı soustavy lineárńıch
diferenciálńıch rovnic je určeno dvěma konstantami c1, c2. Trajektorie je tak křivka
zapsaná v parametrickém tvaru. Většinou neńı snadné určit tyto konstanty pro
trajektorii procházej́ıćı daným bodem y = (y1, y2). Implicitńı popis trajektorie ve
tvaru F (y1, y2) = k umožňuje určit konstantu k dosazeńım souřadnic bodu a t́ım
určit hledanou trajektorii. Pro tento účel se v řadě př́ıpad̊u hod́ı implicitńı popis
v kartézských souřadnićıch, v řadě př́ıpad̊u je však vhodněǰśı popis v polárńıch
souřadnićıch.

Ćılem článku je probrat všechny př́ıpady a možnosti trajektoríı v okoĺı sin-
gulárńıch bod̊u lineárńı soustavy dvou rovnic a rovnice druhého řádu a jejich popis
v implicitńım tvaru v kartézských i polárńıch souřadnićıch. V prvńı sekci formu-
lujeme autonomńı soustavy a rovnice, trajektorie řešeńı a jejich vlastnosti. Druhá
sekce se zabývá trajektoriemi v okoĺı singulárńıho bodu v rovině, třet́ı analyzuje
singulárńı body lineárńıch rovnic. Čtvrtá sekce se zabývá implicitńım popisem
trajektoríı a pátá přináš́ı př́ıklady všech typ̊u singulárńıch bod̊u lineárńıch rovnic
v rovině, jejich fázových portrét̊u a implicitńıch popis̊u trajektorii. V posledńı sekci
jsou výsledky implicitńıho popisu trajektoríı zhodnoceny.

Implicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch jsem přidal z podnětu
doc. M. Kureše. Doplnil jsem implicitńı popis trajektoríı v polárńıch souřadnićıch.
Oba, hlavně ten druhý, jsou asi výsledky nové.

1. Autonomńı soustavy, rovnice a jejich trajektorie

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomńı, jestliže rovnice nebo soustava
nezáviśı na nezávislé proměnné. Rovnice prvńıho řádu y′(x) = f(x, y) je tedy
autonomńı, pokud funkce f(x, y) nezáviśı na proměnné x, rovnici prvńıho řádu
tak můžeme zapsat ve tvaru y′ = f(y). Autonomńı lineárńı rovnice y′+ay = b má
koeficienty a, b konstantńı.

Autonomńı soustava rovnic

Soustavu n autonomńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro nez-
námé funkce y1(x), . . . , yn(x) lze obecně zapsat ve tvaru y′i = fi(y1, . . . , yn), i =
1, . . . , n. Tato soustava je autonomńı, protože funkce fi nezávisej́ı na proměnné
x. Označme y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) vektorovou funkci řešeńı a f = (f1, . . . , fn)
vektorovou funkci pravých stran, kde funkce fi(y1, . . . , yn) ≡ fi(y). Soustavu n
autonomńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu lze tak zapsat ve tvaru

y′(x) = f(y(x)) . (1.1)
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Piccardova věta dává existenci a jednoznačnost řešeńı v př́ıpadě, kdy pravé strany
fi(y1, . . . , yn), jsou lokálně lipschitzovské v proměnných yi.

Věta 1.1. Necht’ G je oblast (otevřená souvislá množina) v Rn a vektorová
funkce f : G → Rn je lokálně lipschitzovká v oblasti G, tj. pro každou kompaktńı
(omezenou a uzavřenou) podmnožinu K ⊂ G existuje kladná konstanta L (m̊uže
záviset na množině K) taková, že

|f(y)− f(y)| ≤ L |y − y| , ∀y,y ∈ K , (1.2)

kde |y − y| je vzdálenost bod̊u v Rn. Potom pro každý bod γγ ∈ G a x0 ∈ R má
soustava (1.1) právě jedno řešeńı y(x) splňuj́ıćı podmı́nku y(x0) = γγ.

Pokud funkce f je jen spojitá, řešeńı existuje, ale nemuśı být jediné.

Autonomńı lineárńı soustavu n rovnic lze zapsat ve tvaru

y′ = A y + b (1.3)

s matićı konstantńıch koeficient̊u A ∈ Rn×n a konstantńım vektorem b na pravé
straně. Pravá strana f(y) = A y + b je lipschitzovská v celém Rn. Plat́ı proto

Věta 1.2. Necht’ A ∈ Rn×n, b ∈ Rn. Potom pro každý bod γγ ∈ Rn a x0 ∈ R
soustava (1.3) má právě jedno řešeńı y(x) splňuj́ıćı podmı́nku y(x0) = γγ.

Ve fyzikálńıch aplikaćıch obvykle nezávisle proměnnou x je čas. Pojem auto-
nomńı systém diferenciálńıch rovnic je proto přirozený – popisuje jevy, při kterých
se s časem x neměńı podmı́nky, které tvoř́ı data úlohy.

Trajektorie, jejich vlastnosti a druhy

Trajektorie řešeńı je pr̊umět grafu řešeńı v prostoru I × Rn do prostoru hodnot,
tzv. fázového prostoru, kterým je Rn:

Definice 1.3. Trajektorie 〈y〉 řešeńı y(x) na intervalu I je množina hodnot,
kterých řešeńı nabývá

〈y〉 := {y(x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ I} . (1.4)

Pokud trajektorie je křivka, orientujeme ji podle rostoućıho x. Trajektorie kon-
stantńıho řešeńı je bod, zvaný singulárńı trajektorie.

Poznamenejme, že zat́ımco graf řešeńı je křivka v Rn+1, trajektorie řešeńı y(x)
je množina hodnot řešeńı, tj. křivka, př́ıpadně bod v definičńım oboru G funkce
f(y), která je podmnožinou tzv. fázového prostoru Rn. Šipka ukazuje orientaci

”
pohybu“ hodnoty řešeńı po trajektorii při rostoućım x.

Budeme se zabývat jen trajektoriemi úplných (také maximálńıch) řešeńı, tj.
řešeńı na maximálńım intervalu, které už nelze prodloužit na větš́ı interval. Bu-
deme předpokládat, že podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı jsou splněny.

Věta 1.4. Necht’ f : G→ Rn je spojitá funkce a y(x) úplné řešeńı rovnice (1.1).
Potom pro jeho trajektorii plat́ı:

(a) Trajektorie 〈y〉 řešeńı y je souvislá množina v oblasti G ⊂ Rn.
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(b) Je-li y(x) úplné řešeńı definované na intervalu (a, b), potom pro každé
c ∈ R funkce yc(x) = y(x−c) je také úplné řešeńı na posunutém intervalu
(a+ c, b+ c) a má stejnou trajektorii.

(c) Jestlǐze f(y) je lokálně lipschitzovská, dvě úplná řešeńı maj́ı bud’ disjunktńı
trajektorie nebo jejich trajektorie jsou totožné.

(d) Pokud f(y) je lokálně lipschitzovská, existuj́ı jen tři druhy trajektoríı:
(α) singulárńı bod – trajektorie konstantńıho řešeńı,
(β) uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka – trajektorie periodického řešeńı,
(γ) neprot́ınaj́ıćı se křivka bez koncových bod̊u – ostatńı trajektorie.

Náčrt d̊ukaz̊u. (a) Tvrzeńı je d̊usledkem vlastnosti spojitého zobrazeńı: Spojité
zobrazeńı souvislou množinu – interval – zobraźı na souvislou množinu.

(b) Označme yc(x) = y(x − c). Tvrzeńı je d̊usledkem následuj́ıćı rovnosti
y′c(x) = y′(x− c) = f(y(x− c)) = f(yc(x)).

(c) Jestliže trajektorie dvou řešeńı y1(x) a y2(x) maj́ı společný bod, d́ıky jed-
noznačnosti obě řešeńı maj́ı stejné pokračováńı a t́ım i stejnou trajektorii.

(d) Konstantńı řešeńı dává singulárńı trajektorii – př́ıpad (α). Jestliže se tra-
jektorie úplného nekonstantńıho řešeńı prot́ıná, tj. řešeńı nabývá stejné hodnoty
pro r̊uzná x1 < x2, potom z jednoznačnosti plyne, že řešeńı je periodické a jeho
trajektorie je uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka – př́ıpad (β). Jestliže se trajektorie
neprot́ıná, řešeńı je prostá křivka, př́ıpad γ. �

V př́ıpadě n = 2 grafem řešeńı je křivka v R3. Trajektorie řešeńı je množina
(křivka nebo bod) v rovině, které už lze načrtnout. Budeme se proto zabývat
soustavou dvou rovnic, i když př́ıslušná tvrzeńı plat́ı i pro soustavu v́ıce rovnic.

Rovnice n-tého řádu

Rovnice n-tého řádu y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) je autonomńı, pokud funkce
f nezáviśı na x. Autonomńı rovnici lze proto zapsat ve tvaru

y(n) = f(y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) , (1.5)

rovnici doplńıme n počátečńımi podmı́nkami v určitém bodě x0:

y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1 , y′′(x0) = γ2 , . . . , y(n−1)(x0) = γn−1 . (1.6)

Pro řešeńı rovnice n-tého řádu plat́ı analogické tvrzeńı:

Věta 1.5. Necht’ G je oblast v Rn a f : G→ Rn funkce spojitá v G, x0, γi ∈ R.
Potom existuje funkce y(x) splňuj́ıćı rovnici (1.5) a počátečńı podmı́nky (1.6).
Pokud f je nav́ıc lokálně lipschitzovská v G, viz Větu 1.1, potom řešeńı je jediné.

Každou rovnici n-tého řádu (1.5) lze převést na soustavu n rovnic prvńıho řádu

y′1 = y2 , y′2 = y3 , y′3 = y4 , . . . , y′n = f(y1, y2, . . . , yn−1) ,

přičemž nové neznámé jsou

y1 = y , y2 = y′ , y3 = y′′ , . . . , yn = y(n−1) .

Počátečńı podmı́nky (1.6) přitom přejdou na

y1(x0) = γ0 , y2(x0) = γ1 , y3(x0) = γ2 , . . . , yn(x0) = γn−1 .
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Trajektorie řešeńı rovnice n-tého řádu

Trajektorie rovnice n-tého řádu definujeme jako trajektorii vektorového řešeńı
př́ıslušné soustavy n rovnic prvńıho řádu, přičemž prvńı složka y1 odpov́ıdá hod-
notě řešeńı a daľśı složky derivaćım řešeńı. Trajektorie tedy bude křivka nebo bod
ve fázovém prostoru Rn, se souřadnicemi y, y′, y′′, . . . , y(n−1):

Definice 1.6. Trajektorie řešeńı y(x) rovnice (1.5) na intervalu I je množina

〈y〉 := {(y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x)) ∈ Rn | x ∈ I}.
Pokud y(x) neńı konstantńı, trajektorie je křivka, jej́ı orientaci vyznač́ıme šipkou.

Trajektorie řešeńı rovnice n-tého řádu maj́ı stejné vlastnosti jako trajektorie
řešeńı soustavy n rovnic formulované ve Větě 1.4.

V tomto článku se budeme zabývat jen rovnicemi druhého řádu y′′ = f(y, y′).
Trajektorie řešeńı jsou křivky př́ıpadně body v rovině, na

”
vodorovnou“ osu y

vynáš́ıme hodnoty y(x), na
”
svislou“ osu hodnoty derivace y′(x). Kromě vlastnost́ı

z Věty 1.4 nav́ıc plat́ı vlastnosti, které nám usnadńı zjistit orientaci trajektoríı.

Věta 1.7. Trajektorie konstantńıch řešeńı lež́ı na ose y, tj. y′ = 0. Trajektorie
s kladnou souřadnićı y′ jsou orientovány v kladném směru, tj. vpravo, trajektorie
se zápornou souřadnićı y′ jsou orientovány v záporném směru, tj. vlevo.

2. Trajektorie v okoĺı singulárńıch bod̊u

Vrat’me se k soustavě dvou rovnic prvńıho řádu, kterou zapisujeme ve tvaru

y′ = f(y) , tj. y′1 = f1(y1, y2) , y′2 = f2(y1, y2) . (2.1)

Předpokládáme, že funkce f1(y1, y2), f2(y1, y2) jsou definované a lokálně lipschi-
tzovské v oblasti G ⊂ R2. Podle Věty 1.1 každým bodem y množiny G procháźı
právě jedna trajektorie. Vı́me, že trajektorie jsou bud’ body, tzv. singulárńı body
– trajektorie konstantńıch řešeńı, nebo regulárńı body trajektoríı, které jsou ne-
prot́ınaj́ıćı se uzavřené nebo otevřené křivky. Různé trajektorie jsou disjunktńı,
oblast G v rovině y1, y2 se tak rozpadne na body a neprot́ınaj́ıćı se křivky.

Souřadnice singulárńıho bodu y0 splňuj́ı soustavu f(y0) = 0. Uvažujme bod y∗,
kde f(y∗) 6= 0. Protože funkce f(y) je spojitá, regulárńı bod y∗, kde f(y∗) 6= 0,
má okoĺı, kde f(y) jsou také nenulové. Dı́ky tomu každým bodem okoĺı procháźı
také regulárńı trajektorie. Tyto trajektorie v okoĺı y∗ tvoř́ı množinu navzájem dis-
junktńıch

”
rovnoběžných“ a

”
souhlasně orientovaných“ neprot́ınaj́ıćıch se křivek,

které lze
”
spojitě převést“ jednu na druhou se zachováńım orientace.

V singulárńım bodě – trajektorii konstantńıho řešeńı – je situace odlǐsná, tra-
jektorie se mohou chovat r̊uzně, viz např. Př́ıklady 5.2, 5.3, 5.4.

Typy izolovaného singulárńıho bodu

Budeme se zabývat izolovanými singulárńımi body, to jsou body y0, v jejichž
ryźım okoĺı (tj. okoĺı bodu y0 bez bodu y0) je f(x) 6= 0. Situaci trajektoríı v okoĺı
neizolovaných singulárńıch bod̊u probereme později.
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Definice 2.1. Uvažujme trajektorie řešeńı soustavy rovnic (2.1). Necht’ y0 je
izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic (2.1), tj. izolované řešeńı soustavy rovnic
f(y) = 0. Bod y0 se nazývá:

střed – pokud existuje ryźı okoĺı U bodu y0, ve kterém každým bodem y ∈ U
procháźı uzavřená trajektorie obsahuj́ıćı ve svém vnitřku bod y0.

atraktivńı uzel – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie smě-
řuj́ıćı do tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má limitu:

lim
x→∞

y(x) = y0 , a existuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

neatraktivńı uzel – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
z bodu y0 vycházej́ıćı, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má limitu:

lim
x→−∞

y(x) = y0 , a existuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

atraktivńı ohnisko – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
bĺıž́ıćı se k bodu y0, ale směrový vektor tečny trajektorie nemá limitu:

lim
x→∞

y(x) = y0 , a neexistuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

neatraktivńı ohnisko – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
vycházej́ıćı z bodu y0 a směrový vektor tečny trajektorie nemá limitu:

lim
x→−∞

y(x) = y0 , a neexistuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

sedlo – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém existuj́ı jak trajektorie, které se k y0

bĺıž́ı, tak trajektorie, které se od něj vzdaluj́ı, tj. existuj́ı řešeńı y1(x) a y2(x)
taková, že

lim
x→∞

y1(x) = y0 , lim
x→−∞

y2(x) = y0 .

Poznámky 2.2.

(a) V literatuře lze naj́ıt také jiné názvy. Singulárńımu bodu střed se ř́ıká
také centrum, atraktivńı (uzel nebo ohnisko) se nazývá také přitahuj́ıćı a
neatraktivńı (uzel nebo ohnisko) se nazývá také odpuzuj́ıćı.

(b) Uzel a ohnisko se lǐśı limitou tečného vektoru. V př́ıpadě atraktivńıho
uzlu se trajektorie při x → ∞ bĺıž́ı k singulárńımu bodu

”
př́ımo“, tj.

limita orientovaného úhlu, který sv́ırá tečný vektor s osou y je konečná.
V př́ıpadě atraktivńıho ohniska se trajektorie bĺıž́ı k singulárńımu bodu

po spirále
”
ob́ıhaj́ıćı“ singulárńı bod nekonečně mnoho krát, tj. oriento-

vaný úhel tečny nemá konečnou limitu, ale jde do ±∞.
V př́ıpadě neatraktivńıho uzlu nebo ohniska jde o limity pro x→ −∞.

(c) Singulárńı body v rovině, tj. v př́ıpadě soustavy dvou rovnic, mohou být
pouze uvedených typ̊u: střed, uzel, ohnisko a sedlo.

(d) Zat́ım jsme se zabývali izolovanými singulárńımi body. V př́ıpadě, kdy
singulárńı body v rovině tvoř́ı křivku, mohou nastat tyto př́ıpady:
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(α) Body křivky jsou atraktivńı uzly, tj. ke každému bodu se bĺıž́ı po
jedné trajektorii z obou stran.

(β) Body křivky jsou neatraktivńı uzly, tj. z každého bodu vycházej́ı po
jedné trajektorii na obě strany.

(γ) Trajektorie v okoĺı křivky singulárńıch bod̊u vedou
”
rovnoběžně“

podél křivky jako v př́ıpadě střed.
(e) Singulárńı trajektorie mohou zaplnit plochu, např́ıklad soustava y′1 = 0,

y′2 = 0 má jen konstantńı řešeńı a singulárńı body tvoř́ı celou rovinu.
(f) Existuj́ı autonomńı soustavy rovnic, které nemaj́ı žádný singulárńı bod,

např́ıklad y′1 = 1, y′2 = 2.
(g) Jestliže y0 6= 0 splňuje f(y0) = 0, singulárńı bod y0 přesuneme do počátku

vztahem y(x) = y∗(x) + y0. Potom 0 bude singulárńım bodem rovnice
(y∗)′ = f∗(y∗), kde f∗(y∗) = f(y∗ + y0). Trajektorie se jen posunou o
vektor y0. Proto stač́ı studovat jen př́ıpad singulárńıho bodu v počátku.

3. Singulárńı body lineárńıch diferenciálńıch rovnic

Uvažujme autonomńı soustavu lineárńıch rovnic y′ = A y + b, kde matice A a
vektor b jsou konstantńı. Singulárńımi body jsou trajektorie konstantńıch řešeńı,
která jsou řešeńımi soustavy algebraických rovnic A y + b = 0. Podle Frobeniovy
věty v závislosti na hodnosti h(A) matice soustavy A a hodnosti h(A|b) rozš́ı̌rené
matice (A|b) mohou nastat tři př́ıpady:

(a) jestliže h(A) = h(A|b) = n, soustava má pravě jedno řešeńı,
(b) jestliže h(A) = h(A|b) < n, soustava má nekonečně mnoho řešeńı,
(c) jestliže h(A) < h(A|b), soustava nemá řešeńı.

V př́ıpadě (a), kdy h(A) = h(A|b) = n, soustava y′ = A y + b má právě jeden
singulárńı bod, který označ́ıme y0. Substitućı y = y∗ + y0 dostáváme soustavu
diferenciálńıch rovnic bez pravé strany (y∗)′ = A y∗, která má triviálńı řešeńı
y∗(x) = 0. Je to jediný singulárńı bod. V daľśım proto budeme zkoumat soustavu
dvou rovnic bez pravé strany. Přidáńım pravé strany b do soustavy se všechny
trajektorie jen posunou o vektor y0. Př́ıpady (b) a (c) probereme později.

Soustava dvou lineárńıch rovnic

Uvažujme soustavu rovnic y′ = A y, kde A je konstantńı matice typu 2× 2. Tato
soustava má obecné řešeńı

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) ,

kde u1(x), u2(x) jsou nezávislá řešeńı rovnice y′ = A y. Pro c1 = c2 = 0 dostáváme
nulové řešeńı, které dává jediný singulárńı bod 0 ≡ (0, 0) . Trajektorie v jeho
okoĺı jsou určeny pomoćı řešeńı u1(x) a u2(x), která závisej́ı na kořenech λ1, λ2
charakteristického polynomu

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) .
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Je-li matice A je regulárńı, kořeny λ1, λ2 jsou nenulové. Jediným singulárńım
bodem je počátek 0, který je t́ım pádem izolovaný. Podle hodnoty diskriminantu
D = Tr(A)2 − 4 det(A) kvadratické rovnice P (λ) = 0 rozlǐsujeme tři př́ıpady:

(1) D > 0 – rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny λ1, λ2 a existuj́ı dva nezávislé
vektory v1,v2, které splňuj́ı rovnici (A − λE)v = 0. Źıskali jsme tak dvě
řešeńı ui(x) = vie

λix. Je-li λi > 0, řešeńı ui(x) se od počátku vzdaluje do
nekonečna:

lim
x→−∞

‖ui(x)‖ = 0 , lim
x→∞

‖ui(x)‖ =∞ .

V př́ıpadě λi < 0 řešeńı ui(x) je atraktivńı, z nekonečna se bĺıž́ı k počátku:

lim
x→−∞

‖ui(x)‖ =∞ , lim
x→∞

‖ui(x)‖ = 0 .

Ve všech př́ıpadech limita směrnice tečny trajektorie existuje a je konečná.
Dostáváme tak tři př́ıpady kořen̊u λi a t́ım i singulárńıch bod̊u:
(1a) oba kořeny jsou kladné 0 < λ1 < λ2 – počátek je neatraktivńı uzel,
(1b) jeden je záporný a druhý kladný: λ1 < 0 < λ2 – vycháźı sedlo,
(1c) oba kořeny jsou záporné: λ1 < λ2 < 0 dostáváme – atraktivńı uzel.

(2) D = 0 – rovnice má dvojnásobný reálný kořen λ1,2 = λ. Rozlǐśıme dva př́ıpady
podle hodnosti matice A− λE:
(2a) Pokud h(A − λE) = 0, máme dva nezávislé vlastńı vektory v1,v2 spl-

ňuj́ıćı (A− λE)vi = 0 a t́ım i dvě řešeńı ui(x) = vi eλx, trajektorie jsou
polopř́ımky.

(2b) Pokud h(A − λE) = 1, existuje
”
dvojice“ nenulových vektor̊u v,w ta-

ková, že (A − λE)v = 0 , (A − λE)w = v. Vektory dávaj́ı řešeńı
u1(x) = v eλx, u2(x) = v xeλx + w eλx. Jak pro x → ∞, tak pro
x → −∞ v součinu xex

”
převládne“ ex nad x. Dostáváme tak stejný

typ singulárńıho bodu, jen trajektorie řešeńı u2(x) jsou zakřivené.
V obou př́ıpadech:
(2aa),(2ab) λ > 0 trajektorie se vzdaluj́ı od počátku – neatraktivńı uzel,
(2ba),(2bb) λ < 0 trajektorie se bĺıž́ı k počátku – atraktivńı uzel.

(3) D < 0 – rovnice má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1 = µ + i ν,
λ2 = µ− i ν. Obecné řešeńı je y(x) = (c1 v1 cos(νx) + c2 v2 sin(νx))eµx, kde
v1,v2 jsou vhodné vektory. Reálná část µ určuje, zda se řešeńı bĺıž́ı nebo
vzdaluje od počátku. Imaginárńı část ν 6= 0 dává

”
rychlost“ rotace okolo

počátku. Rozlǐśıme opět tři př́ıpady:
(3a) reálná část µ kořen̊u λ je kladná – počátek je neatraktivńı ohnisko,
(3b) reálná část µ kořen̊u je záporná – vycháźı atraktivńı ohnisko,
(3c) reálná část µ kořen̊u je nulová – dostáváme střed.

Zbývá př́ıpad soustav dvou lineárńıch rovnic se singulárńı matićı A. Pak:

(4) Necht’ jeden kořen λ1 je nulový a druhý λ2 nenulový. Matice A je singulárńı,
řešeńı rovnice Ay = 0 tvoř́ı př́ımku určenou vektorem v1, který splňuje rovnici
Av = 0. Body př́ımky jsou trajektorie konstantńıch řešeńı y(x) = c1v1.
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Pro jejich klasifikaci převezmeme názvy pro izolované singulárńı trajektorie.
Druhý kořen λ2 dává řešeńı u2(x) = v2 eλ2x. Podle znaménka λ2 plat́ı, že do
(nebo z) každého singulárńıho bodu př́ımky vedou dvě trajektorie:
(4a) λ1 = 0, λ2 > 0 – singulárńı body jsou neatraktivńı uzly, trajektorie

se rovnoběžně vzdaluj́ı od singulárńıch bod̊u,
(4b) λ1 = 0, λ2 < 0 – singulárńı body jsou atraktivńı uzly, trajektorie se

rovnoběžně přibližuj́ı k singulárńım bod̊um.
(5) Nula je dvojnásobný kořen. Podle hodnosti matice A máme dva př́ıpady:

(5a) h(A) = 1 – singulárńı body tvoř́ı př́ımku určenou vektorem v, který je
nenulovým řešeńım Av = 0. Trajektorie druhého řešeńı u2(x) = v x+w
jsou rovnoběžné s př́ımkou singulárńıch bod̊u – body nazveme středy,

(5b) h(A) = 0, tedy A = 0, singulárńı body tvoř́ı celou rovinu.
(6) Zbývá ještě analyzovat př́ıpad (c) soustavy dvou diferenciálńıch rovnic s pra-

vou stranou, kdy h(A) = 0 < 1 = h(A|b) a soustava A y + b = 0 nemá
řešeńı. Potom soustava diferenciálńıch rovnic nemá singulárńı body a všechny
trajektorie jsou

”
rovnoběžné“ stejně orientované otevřené křivky nebo př́ımky.

Rovnice druhého řádu

Autonomńı rovnici druhého řádu lze zapsat ve tvaru y′′ = f(y, y′). Transformaćı
(y(x), y′(x)) 7→ (y1(x), y2(x)) lze rovnici převést na soustavu dvou rovnic y′1 = y2,
y′2 = f(y1, y2). Autonomńı lineárńı rovnice druhého řádu zapsaná ve tvaru

L(y) ≡ y′′ + a1 y
′ + a0 y = b

má konstantńı koeficienty a1, a0 ∈ R i pravou stranu b ∈ R. Pokud a0 6= 0, potom
rovnice má konstantńı řešeńı y(x) = b/a0, které představuje jediný singulárńı bod.
Transformaćı y(x) = y∗(x) + b/a0 přesuneme singulárńı bod do nuly, źıskáme tak
lineárńı rovnici bez pravé strany L(y) ≡ y′′ + a1 y

′ + a0 y = 0 s obecným řešeńım

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) , c1, c2 ∈ R ,

kde u1(x), u2(x) jsou nezávislá řešeńı rovnice L(y) = 0, která lze snadno určit po-
moćı kořen̊u λ1, λ2 charakteristického polynomu P (λ) = λ2 +a1 λ+a0. Převodem
y1(x) = y(x) a y2(x) = y′(x) źıskáme soustavu rovnic y′1 = y2, y′2 = −a0 y1− a1 y2
která dává stejný charakteristický polynom P (λ) = λ2+a1 λ+a0 jako p̊uvodńı rov-
nice. Podle kořen̊u λ1, λ2 dostáváme stejné výsledky jako pro autonomńı soustavu
dvou rovnic studovanou v předchoźıch odstavćıch.

Souhrn

Odvodili jsme následuj́ıćı tvrzeńı o typech singulárńıch bod̊u.

Věta 3.1. Uvažujme soustavu dvou lineárńıch rovnic y′ = A y s regulárńı
matićı A a odpov́ıdaj́ıćı charakteristický polynom P (λ) s nenulovými kořeny λ1, λ2
nebo rovnici druhého řádu y′′ + a1 y

′ + a0 y = 0 a odpov́ıdaj́ıćı charakteristický
polynom P (λ) s nenulovými kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod 0 je:

neatraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,

atraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,



66 J. FRANCŮ

sedlo, pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,

neatraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ > 0, ν 6= 0),

atraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ < 0, ν 6= 0),

střed, pokud kořeny jsou komplexně sdružené a maj́ı nulovou reálnou část, tj.
λ1,2 = ±i ν, (ν 6= 0).

V př́ıpadě jednoho nulového kořene singulárńı body nejsou izolované, ale tvoř́ı
př́ımku a v př́ıpadě A = 0 celou rovinu. Pokud h(A) = 1, singulárńı body jsou:

neatraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen je kladný,

atraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen je záporný,

střed, pokud nula je dvojnásobný kořen, ale h(A) = 1.

4. Implicitńı popis trajektorii

Vzorce pro obecné řešeńı y(x) = c1 v1 φ(x) + c2 v2 ψ(x) určuj́ı trajektorie 〈y〉
jednotlivých řešeńı y pro dané c1, c2 jako křivky v parametrickém tvaru. Přitom
zobrazeńı, které řešeńı y(x) s parametry c1, c2 přǐrad́ı jeho trajektorii 〈y〉, kromě
singulárńıch řešeńı, neńı prosté: řešeńı y(x) a y(x− c) maj́ı stejnou trajektorii.

Obrácená úloha: Naj́ıt trajektorii, která procháźı daným bodem y vede na sou-
stavu dvou často nelineárńıch rovnic y(x) = c1 v1 φ(x) + c2 v2 ψ(x) pro neznámé
c1, c2, x, která většinou neńı snadno řešitelná. Implicitńı popis trajektorie ve tvaru
Ψ(y1, y2) = k umožňuje snadno určit trajektorii, která procháźı daným bodem y.
Stač́ı dosadit jeho souřadnice do rovnice a dostáváme konstantu k implicitńıho
popisu Ψ(x, y) = k. Nevýhodou implicitńıho popisu křivky je, že nedává orientaci
trajektorie, tu nutno určit jiným zp̊usobem.

V Př́ıkladech 5.2, 5.3, 5.4 lze trajektorie snadno popsat implicitně pomoćı po-
lynomů. Ve všech př́ıpadech lineárńıch rovnic i soustav lze sice trajektorie po-
psat implicitně, často však funkce Ψ(y1, y2) neńı polynom, popis trajektorie je jen
lokálńı a křivka obsahuje i body, které trajektorii nepatř́ı. Ukážeme, že v některých
př́ıpadech je vhodněǰśı implicitńı popis trajektorie v polárńıch souřadnićıch.

Implicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch

Obecné řešeńı y = (y1, y2)T zapsané ve tvaru y(x) = c1v1φ(x) + c2v2ψ(x) s nezá-
vislými vektory v1 = (v11 , v

1
2)T , v2 = (v21 , v

2
2)T a c1, c2 6= 0 lze pomoćı Cramerova

pravidla upravit na tvar

|y,v|
c1|u,v2|

= φ(x) ,
|v1,y|
c2|v1,v2|

= ψ(x) ,

kde |v1,v2| znač́ı determinant v11 v
2
2 − v12 v21 . Pokud funkce F (ξ, η) splňuje rovnici

F (φ(x), ψ(x)) = 0, potom pro ci 6= 0 trajektorie jsou určeny implicitńı rovnićı

F

( |y,v2|
c1|v1,v2|

,
|v1,y|

c2|v1,v2|

)
= 0 . (4.1)
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V př́ıpadě nenulových reálných kořen̊u λ1 6= λ2 jsou φ(x) = eλ1x, ψ(x) = eλ2x je

F (ξ, η) = |ξ|λ2 − |η|λ1 .

Pokud poměr λ1 : λ2 je racionálńı č́ıslo, umocněńım dostaneme polynom. V př́ıpadě
dvojnásobného kořene, kdy φ(x) = eλx, ψ(x) = x eλx, vyhovuj́ı např́ıklad funkce

F (ξ, η) = λ η
ξ − ln |ξ| nebo F (ξ, η) = exp

(
λ η
ξ

)
− ξ .

V př́ıpadě komplexně sdružených kořen̊u, kdy φ = eµx cos(νx), ψ = eµx sin(νx),
kde µ, ν 6= 0, podmı́nku splňuje např́ıklad funkce

F (ξ, η) = 2µ arctg(ηξ )− ν ln(ξ2 + η2) .

Pro µ = 0, ν 6= 0 vyhovuje funkce typu F (ξ, η) = a ξ2 + b ξη + c η2 = k, což dává
elipsu, př́ıpadně kružnici. Výsledek můžeme ověřit v systému MAPLE, př́ıkaz

implicitplot([F (x, y) = k1, F (x, y) = k2, F (x, y) = k3], x = −3..3, y = −3..3)

vykresĺı tři trajektorie ve čtverci (−3, 3)× (−3, 3).
Implicitńı rovnice však někdy dává jen část trajektorie nebo obsahuje i body,

které trajektorii nepatř́ı. Postup ukážeme v daľśı části na konkrétńıch př́ıkladech.

Implicitńı popis trajektoríı v polárńıch souřadnićıch

Polárńı souřadnice y1 = r cos(θ), y2 = r sin(θ) je zobrazeńı

(r, θ) ∈ R+
0 × R→ R2 ,

které je prosté na pruhu pro θ z intervalu š́ı̌rky 2π: θ ∈ 〈θ0−π, θ0+π). Rovnice r = k
pro k > 0 dává kružnice, viz trajektorie Př́ıkladu 5.2, rovnice θ = k polopř́ımky,
viz trajektorie Př́ıkladu 5.3.

V př́ıpadě elipsy to už tak snadné neńı. Elipsu v základńı poloze lze implicitně
a parametricky popsat

y21
a2

+
y22
b2

= 1 , y1 = a cosx , y2 = b sinx . (4.2)

Odvod́ıme jej́ı implicitńı popis v polárńıch souřadnićıch r, θ. Z (4.2) plyne

r2 = y21 + y22 = (a2 − b2) cos2 x+ b2 , tg θ =
y2
y1

=
b sinx

a cosx
=
b

a
tg x .

Využit́ım vzorce cos2 x = 1/(1 + tg2 x) a vztahu tg x = tg θ · a/b dostáváme

r2 = (a2 − b2)
1

1 + tg2 x
+ b2 = (a2 − b2)

1

1 + a2

b2 tg2 θ
+ b2 =

= (a2 − b2)
b2 cos2 θ

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ
+ b2 =

a2b2

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ
Rovnice elipsy v základńım tvaru a ve tvaru pootočeném o úhel θ0 je proto

r =
ab

(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)1/2
, r =

ab

(a2 sin2(θ − θ0) + b2 cos2(θ − θ0))1/2
.
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Při převodu popisu trajektorie do polárńıch souřadnic (r, θ) vycháźıme z rovnic

tg θ = y2(x)/y1(x) , r2 = y21(x) + y22(x) .

Dosazeńım obecného řešeńı do prvńı rovnice se snaž́ıme źıskat vyjádřeńı funkćı
ϕ(x) a ψ(x) pomoćı proměnné θ, které potom dosad́ıme do druhé rovnice.

Dostaneme tak závislost r = f(θ, k), kde k záviśı na konstantách c1, c2. Výpočet
můžeme ověřit v systému MAPLE, např́ıklad př́ıkaz

polarplot(min(f(theta), 5), theta = 0..2 · Pi)

vykresĺı jednu trajektorii v kruhu o poloměru 5.
Postup ukážeme v konkrétńıch př́ıkladech v daľśı části.

5. Př́ıklady

Přestože pojem trajektorie má význam předevš́ım pro autonomńı soustavu rov-
nic, nebo rovnice vyšš́ıho řádu, začneme jednorozměrným př́ıpadem, kdy hodnoty
řešeńı jsou reálná č́ısla a trajektorie jsou úsečky nebo body na př́ımce.

Rovnice prvńıho řádu

Autonomńı rovnice prvńıho řádu je rovnice tvaru y′ = f(y). Necht’ funkce f(y)
je definovaná, spojitá a lipschitzovská na množině G ⊂ R. Body y ∈ G, kde
f(y) = 0 jsou singulárńı body, trajektorie konstantńıch řešeńı. Otevřené úsečky,
kde f(y) > 0, jsou trajektorie rostoućıch řešeńı, jsou orientované vpravo. Otevřené
úsečky, kde f(y) < 0, jsou trajektorie klesaj́ıćıch řešeńı, jsou orientované vlevo. Pro
určeńı trajektoríı řešeńı rovnice y′ = f(y) tak neńı nutné pracně poč́ıtat řešeńı.

Př́ıklad 5.1. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Řešeńı: Pravá strana rovnice je polynom f(y) = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3),
který má kořeny −1, 0, 1, 3, přičemž kořen 0 je dvojnásobný. Rovnice proto má
čtyři konstantńı řešeńı, které dávaj́ı čtyři singulárńı trajektorie: body y = −1,
y = 0, y = 1, y = 3. Otevřené úsečky mezi singulárńımi body jsou trajektorie
nekonstantńıch řešeńı: pro f(y) > 0 orientované vpravo a pro f(y) < 0 orientované
vlevo. Polynom f(y) je pro y > 3 kladný, v jednoduchých kořenech měńı znaménko,
v dvojnásobném kořenu znaménko neměńı. Trajektorie jsou na obr. 1.
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Autonomńı rovnice prvńıho řádu je rovnice tvaru y′ = f(y). Necht’ funkce
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úsečky, kde f(y) < 0, jsou trajektorie klesaj́ıćıch řešeńı, jsou orientované vlevo. Pro
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−1 0 1 3 y

Obr. 1: Trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Z obrázku je nav́ıc vidět, že singulárńı řešeńı y(x) = 1 je stabilńı a atraktivńı,
ostatńı řešeńı y(x) = −1, y(x) = 0, y(x) = 3 jsou nestabilńı a neatraktivńı. �

Obrázek 1. Trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Z obrázku je nav́ıc vidět, že singulárńı řešeńı y(x) = 1 je stabilńı a atraktivńı,
ostatńı řešeńı y(x) = −1, y(x) = 0, y(x) = 3 jsou nestabilńı a neatraktivńı. �
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Soustavy dvou rovnic prvńıho řádu – izolované singulárńı body

V následuj́ıćıch př́ıkladech urč́ıme obecné řešeńı, fázový portrét řešeńı, typ sin-
gulárńıho bodu i př́ıslušné implicitńı rovnice pro trajektorie v kartézských nebo
polárńıch souřadnićıch. Ve všech př́ıkladech nebudeme zmiňovat singulárńı trajek-
torii - počátek (0, 0). Začneme př́ıpady, kdy náčrt trajektoríı je snadný.

Př́ıklad 5.2. Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′1 = −y2, y′2 = y1.

Řešeńı: Do zderivované prvńı rovnice y′′1 = −y′2 dosad́ıme za neznámou y′2
z druhé rovnice. Dostáváme tak rovnici y′′1 + y1 = 0, jej́ımž obecným řešeńım je
funkce y1(x) = c1 cosx + c2 sinx. Z rovnice y2 = −y′1 dopoč́ıtáme y2(x). Je to
př́ıpad (3c) střed. Źıskali jsme obecné řešeńı:

y1(x) = c1 cosx+ c2 sinx , y2(x) = c1 sinx− c2 cosx , x ∈ R .

Snadno lze ověřit, že pro každé c1, c2 ∈ R plat́ı

y21(x) + y22(x) = c21 + c22 . (5.1)

Trajektorie jsou kružnice se středem v počátku.
Tečný vektor kružnice s c1 > 0, c2 = 0, v x = π

2 dává
orientaci (− sin π

2 , cos π2 ) = (−1, 0) kružnic v bodech
(0, c1). Singulárńı trajektorie je střed, př́ıpad (3c).

Rovnice (5.1) dává také implicitńı popis trajek-
toríı v kartézských i polárńıch souřadnićıch

Φ(y1, y2) ≡ y21 + y22 = k > 0 , Ψ(r, θ) ≡ r = k > 0 .

Trajektorie jsou na obr. 2. �
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střed. Źıskali jsme obecné řešeńı:
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Obr. 2: Trajektorie řešeńı

soustavy y′
1 = −y2, y′

2 = y1.

Př́ıklad 5.3. Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′
1 = y1 , y′

2 = y2 .

Řešeńı: Rovnice y′
1 = y1 má řešeńı y1(x) = c1 ex,

rovnice y′
2 = y2 dává y2 = c2 ex, obecné řešeńı je

y1(x) = c1 ex , y2(x) = c2 ex .

Protože y2/y1 = c2/c1 je konstantńı a ex je rostoućı,
trajektorie jsou otevřené polopř́ımky z počátku ori-
entované

”
ven“, viz Obr. 3. Singulárńı trajektorie je

neatraktivńı uzel, př́ıpad (2aa).
Z rovnice plyne také implicitńı popis trajektorii

v kartézských i polárńıch souřadnićıch

Φ(y1, y2) ≡ y2
y1

= k , Ψ(r, θ) ≡ θ = k ,

k prvńımu nutno doplnit polopř́ımky y1 = 0 . �
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y2

Obr. 3: Trajektorie řešeńı

soustavy y′
1 = y1 , y′

2 = y2 .
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2 = −y2 .
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1 = y1 má řešeńı y1(x) = c1 ex, rovnice y′

2 = −y2 dává
y2 = c2 e−x. Obecné řešeńı je

y1(x) = c1 ex , y2(x) = c2 e−x . (5.2)
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y1(x) = c1 ex , y2(x) = c2 ex .

Protože y2/y1 = c2/c1 je konstantńı a ex je rostoućı,
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Řešeńı: Rovnice y′
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Trajektorie pro c1 = 0 je pro c2 > 0 kladná část a pro
c2 < 0 záporná část osy y2 orientované k počátku.
Pro c2 = 0 dostáváme kladnou a zápornou část osy
y2, trajektorie jsou orientovány

”
ven“.

Ostatńı trajektorie tvoř́ı čtyři systémy větv́ı hy-
perbol y2 = c1 c2/y1, orientované

”
shora doprava“,

”
shora doleva“,

”
zdola doprava“ a

”
zdola doleva“,

viz obr. 4. Singulárńı bod je sedlo, př́ıpad (1b). Im-
plicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch

y1y2 = c1c2 , Φ(y1, y2) ≡ y1 y2 = k .

Z rovnic (5.2) plyne tg θ = y2/y1 = c2
c1

e−2x, což dává

e−2x = c1
c2

tg θ. Proto plat́ı
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y1y2 = c1c2 , Φ(y1, y2) ≡ y1 y2 = k . (5.3)

Z rovnic (5.2) plyne tg θ = y2/y1 = c2

c1
e−2x, což dává

e−2x = c1

c2
tg θ. Proto plat́ı

y1

y2

Obr. 4: Trajektorie řešeńı

soustavy y′
1 = y1 , y′

2 = −y2 .

r2 = y2
1 + y2

2 = c21e
2x + c22e

−2x = c1c2 (cotg θ + tg θ) =

= c1c2

(
cos θ

sin θ
+

sin θ

cos θ

)
=

c1c2
sin θ · cos θ

=
2c1c2

sin(2θ)
,

odkud plyne implicitńı rovnice trajektoríı v polárńıch souřadnićıch:

r =

(
2 c1c2

sin(2 θ)

)1/2

, Ψ(r, θ) ≡ r2 sin(2θ) = k . (5.4)

Trajektorie doplňuj́ı polopř́ımky θ = 0, θ = π
2 , θ = π, θ = 3π

2 , viz Obr. 4.

Př́ıklad 5.5. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = 2 y1 + y2, y

′
2 = y1 + 2 y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

2 1
1 2

)
, př́ıslušný cha-

rakteristický polynom je λ2 − 4λ+ 3 má dva r̊uzné kladné kořeny λ1 = 1 , λ2 = 3.
Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı uzel — př́ıpad (1a).

Načrtněme trajektorie v okoĺı singulárńıho řešeńı, tzv.
”
fázový portrét“. Sou-

stava rovnic (A − λi E)vi = 0 dává vektory v1 = (1,−1)T , v2 = (1, 1)T . Obecné

řešeńı je y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) = c1

(
1

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e3x .

Př́ıpad c2 = 0 dává dvě polopř́ımky y2 = −y1, c1 = 0 daľśı polopř́ımky y2 = y1,
všechny orientované od počátku. Ostatńı trajektorie pro c1c2 ̸= 0 jsou

”
zakřivené“

křivky vycházej́ıćıch z počátku. Urč́ıme směrnice jejich tečen: při x → −∞:

y′
2(x)

y′
1(x)

=
−c1 ex + 3 c2 e3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=

−c1 + 3 c2 e2x

c1 + 3 c2 e2x

x→−∞
−−−−−→ −c1

c1
= −1 .

Podobně urč́ıme tečny při x → ∞, tj. trajektoríıch jdoućıch do nekonečna, tj.
vzdaluj́ıćıch se od počátku:

y′
2(x)

y′
1(x)

=
−c1 ex + 3 c2 e3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=

−c1 3 e−2x + c2
c1 3 e−2x + c2

x→∞
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c2
= 1 .

Načrtneme tečny v okoĺı počátku a na okraji obrázku a spoj́ıme je hladkými
”
ne-

prot́ınaj́ıćımi se“ křivkami bez inflexńıch bod̊u, tj. jsou
”
prohnuté“ stále na jednu

stranu. Trajektorie nevycházej́ı z nuly, jen se při x → −∞ k ńı
”
bĺıž́ı“.

Obrázek 4. Trajektorie

řešeńı soustavy y′1 = y1,

y′2 = −y2.

r2 = y21 + y22 = c21e2x + c22e−2x = c1c2 (cotg θ + tg θ)

= c1c2

(
cos θ

sin θ
+

sin θ

cos θ

)
=

c1c2
sin θ · cos θ

=
2c1c2

sin(2θ)
,
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(
2 c1c2
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)1/2
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2 1
1 2

)
, př́ıslušný cha-
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1
−1
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1
1

)
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y′2(x)

y′1(x)
=
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=
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x→∞−→ c2
c2

= 1 .

Načrtneme tečny v okoĺı počátku a na okraji obrázku a spoj́ıme je hladkými
”
ne-

prot́ınaj́ıćımi se“ křivkami bez inflexńıch bod̊u, tj. jsou
”
prohnuté“ stále na jednu

stranu. Trajektorie nevycházej́ı z nuly, jen se při x→ −∞ k ńı
”
bĺıž́ı“.
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Obr. 5: Tečné vektory trajektoríı v 0 a ∞.
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y2

Obr. 6: Skutečné trajektorie řešeńı.

Porovnáńım náčrtu směru tečen v nekonečnu s tečnami skutečných trajektoríı
je vidět, že tečny skutečných trajektoríı se lǐśı od

”
tečen v nekonečnu“, načrtnutou

tečnu dosáhnou až
”
v nekonečnu“, viz Obr. 7 a Obr. 8.

Jak vypadá implicitńı rovnice pro trajektorie? Vztahu F (ex, e3x) = 0 vyhovuje
funkce F (ξ, η) = ξ3 − η, která po úpravě dává c2(y1 − y2)

3 − 4c31(y2 + y1) = 0 .
V kartézských souřadnićıch lze trajektorie popsat implicitně

Φ(y1, y2) ≡ (y1 − y2)
3

y1 + y2
= k . (5.5)

Pro určeńı implicitńı rovnice trajektorie v polárńıch souřadnićıch z rovnosti

tg(θ) = −c1e
x+c2e

3x

c1ex+c2e3x vyjádř́ıme e2x a e6x

e2x =
c1
c2

· cos θ + sin θ

cos θ − sin θ
, e6x =

c31
c32

· (cos θ + sin θ)3

(cos θ − sin θ)3

a dosad́ıme do rovnosti r2 = y2
1 + y2

2 = 2(c21 e2x + c22 e6x). Daľśı úprava vede na

r2 = 4
c31
c2

(cos θ + sin θ)

(cos θ − sin θ)3
,

odkud plyne implicitńı vyjádřeńı Ψ(r, θ) = k a vztah r = f(θ) pro př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) = r2 · (cos θ − sin θ)3

(cos θ + sin θ)
= k , r =

(
k · cos θ + sin θ

(cos θ − sin θ)3

)1/2

, (5.6)

kde k = 4c31/c2. �

Př́ıklad 5.6. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = −y1 −3 y2, y

′
2 = y1 −5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

−1 −3
1 −5

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom je λ2 + 6x + 8 má dva r̊uzné záporné kořeny λ1 = −2 ,
λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel — př́ıpad (1c).

Pro fázový portrét singulárńıho bodu spoč́ıtejme nejprve fundamentálńı řešeńı
U . Soustava rovnic (A − λi E)vi = 0 dává pro λ1 = −2 vektor v1 = (3, 1) a pro
λ2 = −4 vektor v2 = (1, 1) . Obecné řešeńı proto je

Obrázek 5. Tečné vektory trajektoríı v 0 a ∞.
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Pro určeńı implicitńı rovnice trajektorie v polárńıch souřadnićıch z rovnosti

tg(θ) = −c1e
x+c2e

3x

c1ex+c2e3x vyjádř́ıme e2x a e6x
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Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
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vyjádř́ıme e2x a e6x

e2x =
c1
c2

cos θ + sin θ

cos θ − sin θ
, e6x =

c31
c32

(cos θ + sin θ)3

(cos θ − sin θ)3

a dosad́ıme do rovnosti r2 = y21 + y22 = 2(c21 e2x + c22 e6x). Daľśı úprava vede na
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U . Soustava rovnic (A − λi E)vi = 0 dává pro λ1 = −2 vektor v1 = (3, 1) a pro
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y(x) = c1

(
3
1

)
e−2x + c2

(
1
1

)
e−4x .

Nejprve načrtneme trajektorie řešeńı u1(x),
u2(x). Jsou to dva páry polopř́ımek orien-
tovaných do počátku se směrovými vektory
(3, 1), (1, 1). Určeme tečné směry ostatńıch
trajektorii v počátku, tj. pro x → ∞, a v ne-
konečnu, tj. pro x→ −∞:

lim
x→∞

y′2(x)

y′1(x)
= lim
x→∞

−2c1e−2x − 4c2e−4x

−6c1e−2x − 4c2e−4x
=

1

3
,

lim
x→−∞

y′2(x)

y′1(x)
= lim
x→−∞

−2c1e−2x − 4c2e−4x

−6c1e−2x − 4c2e−4x
=

1

1
.

Určeme implicitńı rovnice pro trajektorie.
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y(x) = c1
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)
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Nejprve načrtneme trajektorie řešeńı u1(x),
u2(x). Jsou to dva páry polopř́ımek orien-
tovaných do počátku se směrovými vektory
(3, 1), (1, 1). Určeme tečné směry ostatńıch
trajektorii v počátku, tj. pro x → ∞, a v ne-
konečnu, tj. pro x → −∞:

lim
x→∞
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= lim
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−2c1e
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lim
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y′
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y′
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1
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Obr. 7: Př́ıklad 5.6 - trajektorie.

Vztahu F (φ,ψ) = 0 vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2 − η a (4.2) po úpravě dává
c2(y1−y2)2−2 c21(3y2−y1) = 0 . Dostáváme tak rovnici v kartézských souřadnićıch

Φ(y1, y2) =
(y1 − y2)

2

3y2 − y1
= k , (5.7)

kde k = 2c21/c2. Určeme dále rovnici trajektorie v polárńıch souřadnićıch. Ze

vztahu tg(θ) = c1e
−2x+c2e

−4x

3c1e−2x+c2e−4x vyjádř́ıme e−2x:

e−2x =
c1
c2

· 3 sin θ − cos θ

cos θ − sin θ

a dosad́ıme do r2 = y2
1 + y2

2 . Po úpravách dostáváme

r =
2c21
c2

· (3 sin θ − cos θ)

(cos θ − sin θ)2
,

odkud plyne rovnice Ψ(r, θ) = k2 a funkce r = f(θ) k vykresleńı trajektorie
v systému Maple př́ıkazem polarplot(f(θ), θ = 0..2Pi)

Ψ(r, θ) =
r (cos θ − sin θ)2

(cos θ − 3 sin θ)
= k2 , r = f(θ) = k

(cos θ − 3 sin θ)

(cos θ − sin θ)2
, (5.8)

kde k = 2c21/c2. �

Př́ıklad 5.7. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = y1 − 3y2, y

′
2 = 3y1 − 5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 −3
3 −5

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom je λ2 + 4x + 4 má jeden dvojnásobný záporný kořen
λ = −2. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel — př́ıpad (3b).

Pro fázový portrét určeme řešeńı. Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ = −2
dává jediný vektor v = (1, 1) a t́ım jedno řešeńı u1(x) = v e−2x. Druhé nezávislé
řešeńı je u2(x) = v xe−2x+w e−2x, kde w splňuje soustavu rovnic (A−λE)w = v,

Obrázek 7. Př́ıklad 5.6 – trajektorie.
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řešeńı je u2(x) = v xe−2x+w e−2x, kde w splňuje soustavu rovnic (A−λE)w = v,
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což jsou dvě stejné rovnice 3w1 − 3w2 = 1. Zvoĺıme-li w2 = 0, dostáváme w1 = 1
3 .

Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
1
1

)
e−2x + c2

[(
1
1

)
x+

(
1
3
0

)]
e−2x =

(
c1 + c2(x+ 1

3 )
c1 + c2x

)
e−2x. (5.3)

Trajektorie řešeńı u1(x) je opět dvojice polopř́ımek y2 = y1 směřuj́ıćıch do počátku,
který je singulárńım bodem. Tečné směry obecného řešeńı y(x) v počátku, tj. pro
x → ∞, i v nekonečnu, tj. x → −∞, maj́ı také směrnici rovnu 1 nezávisle na ci,
nebot’

y′2(x)

y′1(x)
=

[c2 − 2(c1 + c2x)]e−2x

[c2 − 2(c1 + c2(x+ 1
3 ))]e−2x

→ −2c2x

−2c2x
= 1 , pro x→ ±∞ .

Jak vypadaj́ı trajektorie řešeńı pro c2 6= 0? Vı́me, že trajektorie jsou pod i nad
př́ımkou y2 = y1,tj. trajektoriemi u1(x), s kterými se nesmı́ protnout. Jdou zleva
doprava a pak se otáč́ı do protisměru nebo obráceně? Pro c2 > 0 ze vzorce plyne
y2(x) < y1(x), tj. trajektorie řešeńı lež́ı pod př́ımkou y2 = y1.

Spoč́ıtejme derivaci konkrétńıho řešeńı. Zvolme
c2 = 3c1 > 0. Potom

y′(x) =

(
y′1(x)
y′2(x)

)
= −4c1

(
x+ 1

3
x

)
e−2x .

Pro x→ −∞ obě složky maj́ı kladnou derivaci,
od x = − 1

3 se derivace y1(x) měńı na zápornou
a od x = 0 obě složky maj́ı derivaci zápornou.
Trajektorie lež́ı pod př́ımkou y1 = y2 proto z JZ

”
nekonečna“ směřuj́ı k SV, pak se otáčej́ı k SZ a

nakonec se otáčej́ı k počátku JZ směrem. Záporné
c2 dávaj́ı trajektorie středově symetrické podle
počátku s trajektoriemi s c2 > 0.
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tj. pro x → ∞, i v nekonečnu, tj. x → −∞, maj́ı také směrnici rovnu 1 nezávisle
na ci, nebot’

y′
2(x)

y′
1(x)

=
[c2 − 2(c1 + c2x)]e

−2x

[c2 − 2(c1 + c2(x+ 1
3 ))]e−2x

→ −2c2x

−2c2x
= 1 , pro x → ±∞ .

Jak vypadaj́ı trajektorie řešeńı pro c2 ̸= 0? Vı́me, že trajektorie jsou pod i nad
př́ımkou y2 = y1, tj. trajektoriemi u1(x), s kterými se nesmı́ protnout. Jdou zleva
doprava a pak se otáč́ı do protisměru nebo obráceně? Pro c2 > 0 ze vzorce plyne
y2(x) < y1(x), tj. trajektorie řešeńı lež́ı pod př́ımkou y2 = y1.

Spoč́ıtejme derivaci konkrétńıho řešeńı. Zvolme
c2 = 3c1 > 0. Potom

y′(x) =
(

y′
1(x)

y′
2(x)

)
= −4c1

(
x + 1

3
x

)
e−2x .

Pro x → −∞ obě složky maj́ı kladnou derivaci,
od x = − 1

3 se derivace y1(x) měńı na zápornou
a od x = 0 obě složky maj́ı derivaci zápornou.
Trajektorie lež́ı pod př́ımkou y1 = y2 proto z JZ

”
nekonečna“ směřuj́ı k SV, pak se otáčej́ı k SZ a

nakonec se otáčej́ı k počátku JZ směrem. Záporné
c2 dávaj́ı trajektorie středově symetrické podle
počátku s trajektoriemi s c2 > 0.

y1

y2

Obr. 8: Př́ıklad 5.7 - trajekto-

rie.

Tedy pro řešeńı s c2 ̸= 0 trajektorie se směrnićı 1 v −∞ se musej́ı otočit do

”
protisměru“, aby źıskali směrnici 1.

S implicitńı rovnićı pro trajektorie je to složitěǰśı. Vztahu F (e−2x, xe−2x) = 0
vyhovuje např́ıklad funkce F (ξ, η) = 2η/ξ + ln(|ξ|). Z (5.9) urč́ıme

ξ = e−2x =
3(y1 − y2)

c2
, η = x e−2x =

y2
c2

− 3c1(y1 − y2)

c22

a dosazeńım do F (ξ, η) = 2η/ξ+ln(|ξ|) dostáváme implicitńı rovnici pro trajektorie
s c2 ̸= 0. V př́ıpadě c2 = 0 je rovnice pro trajektorie jednoduchá y2 = y1.

Pro rovnici v polárńıch souřadnićıch z tg(θ) = y2/y1 vyjádř́ıme x

x =
sin θ

3(cos θ − sin θ)
− c1
c2

(5.10)

a dosad́ıme do r2 = y2
1 + y2

2 . Po úpravě dostáváme rovnici

r2 =
[
2c21 + 2c1c2(x+ 1

3 ) + c22(x
2 + (x+ 1

3 )2)
]
e−4x (5.11)

do které dosad́ıme x z (5.10). V obou př́ıpadech jsme dostali implicitńı rovnici,
která ale nemá tvar Φ(y1, y2) = k ani Ψ(r, θ) = k. �

Obrázek 8. Př́ıklad 5.7 –

trajektorie.

Tedy pro řešeńı s c2 6= 0 trajektorie se směrnićı 1 v −∞ se musej́ı otočit do

”
protisměru“, aby źıskaly směrnici 1.

S implicitńı rovnićı pro trajektorie je to složitěǰśı. Vztahu F (e−2x, xe−2x) = 0
vyhovuje např́ıklad funkce F (ξ, η) = 2η/ξ + ln(|ξ|). Z (5.3) urč́ıme

ξ = e−2x =
3(y1 − y2)

c2
, η = x e−2x =

y2
c2
− 3c1(y1 − y2)

c22

a dosazeńım do F (ξ, η) = 2η/ξ+ln(|ξ|) dostáváme implicitńı rovnici pro trajektorie
s c2 6= 0. V př́ıpadě c2 = 0 je rovnice pro trajektorie jednoduchá y2 = y1.

Pro rovnici v polárńıch souřadnićıch z tg(θ) = y2/y1 vyjádř́ıme x

x =
sin θ

3(cos θ − sin θ)
− c1
c2

(5.4)

a dosad́ıme do r2 = y21 + y22 . Po úpravě dostáváme rovnici

r2 =
[
2c21 + 2c1c2(x+ 1

3 ) + c22(x2 + (x+ 1
3 )2)

]
e−4x

do které dosad́ıme x z (5.4). V obou př́ıpadech jsme dostali implicitńı rovnici,
která ale nemá tvar Φ(y1, y2) = k ani Ψ(r, θ) = k. �



74 J. FRANCŮ

Př́ıklad 5.8. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 + 5y2, y′2 = y1 − 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =

(
1 5
1 −3

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 2x − 8 má jeden kladný λ1 = 2 a jeden záporný
kořen λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto sedlo – př́ıpad (1b).

Pro fázový portrét spoč́ıtejme obecné řešeńı:
Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1 = 2
dává vektor v1 = (5, 1) a pro λ2 = −4 vek-
tor v2 = (1,−1). Źıskáme t́ım dvě nezávislá
řešeńı: neatraktivńı u1(x) = v1 e2x a atrak-
tivńı u2(x) = v2 e−4x. Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
5
1

)
e2x + c2

(
1
−1

)
e−4x.

Trajektorie u1(x) je dvojice polopř́ımek y2 =
1
5y1 orientovaných od počátku, trajektorie
u2(x) je dvojice polopř́ımek y2 = −y1 ori-
entovaných do počátku. Ostatńı trajekto-
rie přicházej́ı z nekonečna se směrnićı −1 a
otáčej́ı se do nekonečna se směrnićı 1

5 .
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Př́ıklad 5.8. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = y1 + 5y2, y

′
2 = y1 − 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 5
1 −3

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 2x − 8 má jeden kladný λ1 = 2 a jeden záporný
kořen λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto sedlo — př́ıpad (1b).

Pro fázový portrét spoč́ıtejme obecné řešeńı:
Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1 = 2
dává vektor v1 = (5, 1) a pro λ2 = −4 vek-
tor v2 = (1,−1). Źıskáme t́ım dvě nezávislá
řešeńı: neatraktivńı u1(x) = v1 e2x a atrak-
tivńı u2(x) = v2 e−4x. Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
5
1

)
e2x + c2

(
1

−1

)
e−4x.

Trajektorie c1u1(x) je dvojice polopř́ımek
y2 = 1

5y1 orientovaných od počátku, trajek-
torie c2u2(x) je dvojice polopř́ımek y2 = −y1
orientovaných do počátku. Ostatńı trajekto-
rie přicházej́ı z nekonečna se směrnićı −1 a
otáčej́ı se do nekonečna se směrnićı 1

5 .

y1

y2

Obr. 9: Př́ıklad 5.8 - trajektorie.

Implicitńı rovnici pro trajektorie źıskáme snadno. Vztahu F (e2x, e−4x) = 0
vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2η − 1. Dostáváme tak rovnici s k = 63 c1c2 ve tvaru

Φ(y1, y2) ≡ (y1 + y2)
2(y1 − 5y2) = k . (5.12)

Pro polárńı souřadnice z rovnosti tgθ = y2/y1 vyjádř́ıme e6x:

e6x =
c2(sin θ + cos θ)

c1(sin θ − 5 cos θ)

a dosazeńım obecného řešeńı do r2 = y2
1 + y2

2 po úpravě dostáváme výraz

r2 = 2c
4
3
1 c

2
3
2

[
13

(
sin θ + cos θ)

sin θ − 5 cos θ

)2
3

+ 4

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)1
3

+

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)4
3

]
,

z které lze napsat implicitńı rovnici v polárńıch souřadnićıch Ψ(r, θ) = k. �
Př́ıklad 5.9. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′

1 = y1 − 5y2, y
′
2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 −5
1 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 4 má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±2i .
Singulárńı bod (0, 0) je proto střed — (2c), trajektorie budou soustředné elipsy se
středem v počátku. Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A − λE pro λ = 2i je

A − 2i E =

(
1 − 2i −5

1 −1 − 2i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1−2i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v sou-
stavě (A − 2i E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1 + 2i )v2,

Obrázek 9. Př́ıklad 5.8 – trajektorie.

Implicitńı rovnici pro trajektorie źıskáme snadno. Vztahu F (e2x, e−4x) = 0
vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2η − 1. Dostáváme tak rovnici s k = 63 c1c2 ve tvaru

Φ(y1, y2) ≡ (y1 + y2)2(y1 − 5y2) = k .

Pro polárńı souřadnice z rovnosti tg θ = y2/y1 vyjádř́ıme e6x = c2(sin θ+cos θ)
c1(sin θ−5 cos θ) a

dosazeńım obecného řešeńı do r2 = y21 + y22 po úpravě dostáváme výraz

r2 = 2c
4
3
1 c

2
3
2

[
13

(
sin θ + cos θ)

sin θ − 5 cos θ

)2
3

+ 4

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)1
3

+

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)4
3

]
,

z které lze napsat implicitńı rovnici v polárńıch souřadnićıch Ψ(r, θ) = k. �
Př́ıklad 5.9. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 − 5y2, y′2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =

(
1 −5
1 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 4 má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±2i .
Singulárńı bod (0, 0) je střed – př́ıpad (2c), trajektorie budou soustředné elipsy se
středem v počátku. Najděme obecné řešeńı. Matice A− λE pro λ = 2i je

A− 2i E =

(
1− 2i −5

1 −1− 2i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1−2i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v sou-
stavě (A − 2i E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1 + 2i )v2,
odkud plyne např́ıklad v = (1 + 2i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =

(
1 + 2i

1

)
(cos(2x) + i sin(2x)).
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Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı proto je y(x) = c1u1(x) + c2u2(x), a tedy

y(x) = c1

(
cos(2x)− 2 sin(2x)

cos(2x)

)
+ c2

(
sin(2x) + 2 cos(2x)

sin(2x)

)
. (5.5)

Protože funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, dostáváme uzavřené
křivky, které ob́ıhaj́ı počátek s periodou π. Jaká je orientace křivky? Pro c1 =
1, c2 = 0 máme řešeńı u1(x), tj. y1(x) = cos(2x) − 2 sin(2x), y2(x) = cos(2x).
Vyč́ısĺıme řešeńı u1(x) a jeho derivaci pro x = 0: y(0) = (1, 1) a y′(0) = (−4, 0) a
vyznač́ıme v grafu. Trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj. pro směru
hodinových ručiček. Jinou možnost́ı je vykreslit body y(x) pro vhodná x: 0, π2 ,
dostaneme tak postupně body (1, 1), (−2, 0), (−1,−1).

Z (5.5) vyjádř́ıme funkce cos(2x), sin(2x)

cos(2x) =
c2y1 + 2c1y2 − c2y2

2(c21 + c22)
, sin(2x) =

c1y2 + 2c2y2 − c1y1
2(c21 + c22)

a dosazeńım do rovnosti sin2(2x) + cos2(2x) = 1 po úpravě dostáváme rovnici

Φ(y1, y2) = y21 − 2y1 y2 + 5y22 = k , kde k = 4(c21 + c22) ,

což jsou soustředné elipsy, obr. 10.
Protože velikost elipsy záviśı jen

na c21 + c22, pro odvozeńı trajektoríı
v polárńıch souřadnićıch stač́ı uvažovat
př́ıpad c2 = 0. Z rovnosti y2/y1 = tg θ
vyjádř́ıme tg x = 1

2 (sin θ − cos θ)/ sin θ

a dosad́ıme do r2 = y21 + y22 . Využijeme
přitom rovnost cos2 x = 1/(1 + tg2 x).
Po úpravách dostaneme
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odkud plyne např́ıklad v = (1 + 2i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =
(

1 + 2i
1

)
(cos(2x) + i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı proto je:

y(x) = c1u1(x) + c2u2(x) = c1

(
cos(2x) − 2 sin(2x)

cos(2x)

)
+ c2

(
sin(2x) + 2 cos(2x)

sin(2x)

)
. (5.13)

Protože funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, dostáváme uzavřené
křivky, které ob́ıhaj́ı počátek s periodou π. Jaká je orientace křivky? Pro c1 = 1,
c2 = 0 máme řešeńı u1(x, ), tj. y1(x) = cos(2x) − 2 sin(2x), y2(x) = cos(2x).
Vyč́ısĺıme řešeńı u1(x) a jeho derivaci pro x = 0: y(0) = (1, 1) a y′(0) = (−4, 0) a
vyznač́ıme v grafu. Trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj. pro směru
hodinových ručiček. Jinou možnost́ı je vykreslit body y(x) pro vhodná x: 0, π

4 ,
π
2 ,

dostaneme tak postupně body (1, 1), (−2, 0), (−1,−1).
Z (5.13) vyjádř́ıme funkce cos(2x), sin(2x)

cos(2x) =
c2y1 + 2c1y2 − c2y2

2(c21 + c22)
sin(2x) =

c1y2 + 2c2y2 − c1y1
2(c21 + c22)

a dosazeńım do rovnosti sin2(2x) + cos2(2x) = 1 po úpravě dostáváme rovnici

Φ(y1, y2) = y2
1 − 2y1 y2 + 5y2

2 = k , kde k = 4(c21 + c22) , (5.14)

což jsou soustředné elipsy, Obr. 10.
Protože velikost elipsy záviśı jen

na c21 + c22, pro odvozeńı trajketoríı
v polárńıch souřadnićıch stač́ı uvažovat
př́ıpad c2 = 0. Z rovnosti y2/y1 = tgθ
vyjádř́ıme tg x = 1

2 (sin θ − cos θ)/ sin θ

a dosad́ıme do r2 = y2
1 + y2

2 . Využijeme
přitom rovnost cosx = 1/(1 + tg2x). Po
úpravách dostaneme

y1

y2

Obr. 10: Př́ıklad 5.9 - trajektorie.

r2 = c21 cos2 θ
[
(1 − 2tgθ)2 + 1

]
=

4c21
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

odkud plyne implicitńı rovnice i funkce r = f(θ) pro MAPLE př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) ≡ r2
(
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

)
= k , r =

√
k

4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2
,

kde k = 4(c21 + c22) . �
Př́ıklad 5.10. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′

1 = 3y1 −4y2, y
′
2 = 2y1 −y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

3 −4
2 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 − 2λ + 5 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u
λ1,2 = 1 ± 2i — př́ıpad (2a). Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı ohnisko,
trajektorie budou soustředné spirály vzdaluj́ıćı se od počátku.

Obrázek 10. Př́ıklad 5.9 – trajektorie.

r2 = c21 cos2 θ
[
(1− 2 tg θ)2 + 1

]
=

4c21
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

odkud plyne implicitńı rovnice i funkce r = f(θ) pro MAPLE př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) ≡ r2
(
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

)
= k , r =

√
k

4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2
,

kde k = 4(c21 + c22) . �
Př́ıklad 5.10. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = 3y1−4y2, y′2 = 2y1−y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =

(
3 −4
2 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 − 2λ + 5 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u
λ1,2 = 1 ± 2i – př́ıpad (2a). Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı ohnisko,
trajektorie budou soustředné spirály vzdaluj́ıćı se od počátku.

Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A− λE pro λ = 1− 2i má řádky

A− (1− 2i )E =

(
2 + 2i −4

2 −2 + 2i

)
∼
(

1 + i 1
1 −1 + i

)
.
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Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem 1 + i dostáváme prvńı řádek, rovnice v sou-
stavě (A− (1− 2i )E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1− i )v2,
odkud plyne v = (1− i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =

(
1− i

1

)
ex(cos(2x)− i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı je proto po změně znaménka u2:

y(x) = c1u1(x)+c2u2(x) = c1

(
cos(2x)− sin(2x)

cos(2x)

)
ex+c2

(
sin(2x) + cos(2x)

sin(2x)

)
ex.

Funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, obstarávaj́ı pohyb okolo
počátku, funkce ex zp̊usobuje vzdalováńı se od počátku, spirála se bude vzdalovat
od počátku. Jaká je orientace spirály? Opět zvolme c1 = 1, c2 = 0. Dostáváme
řešeńı u1(x) se složkami y1(x) = (cos(2x)− sin(2x))ex, y2(x) = cos(2x)ex.

Vyč́ısĺıme hodnoty řešeńı a jeho derivace pro x = 0:
y(0) = (1, 1) , y′(0) = (−1, 1) a vyznač́ıme v grafu.
Vid́ıme, že tečna vpravo od počátku má SZ směr,
trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj.
proti směru hodinových ručiček a bude se vzda-
lovat od počátku. Jinou možnost́ı je vyč́ıslit body
y(x) pro zvětšuj́ıćı se x.

Pomoćı funkce F (ξ, η) = arctg(η/ξ)−ln(ξ2+η2)
odvod́ıme rovnici pro implicitńı funkci trajektorie.
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Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A − λE pro λ = 1 − 2i má řádky

A − (1 − 2i )E =

(
2 + 2i −4

2 −2 + 2i

)
∼

(
1 + i −2

1 −1 + i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1 + i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v
soustavě (A−(1−2i )E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1−i )v2,
odkud plyne v = (1 − i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =
(

1 − i
1

)
ex(cos(2x) − i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı je proto po změně znaménka u2:

y(x) = c1u1(x) + c2u2(x) = c1

(
cos(2x) − sin(2x)

cos(2x)

)
ex + c2

(
sin(2x) + cos(2x)

sin(2x)

)
ex.

Funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, obstarávaj́ı pohyb okolo
počátku, funkce ex zp̊usobuje vzdalováńı se od počátku, spirála se bude vzdalovat
od počátku. Jaká je orientace spirály? Opět zvolme c1 = 1, c2 = 0. Dostáváme
řešeńı u1(x) se složkami y1(x) = (cos(2x) − sin(2x))ex , y2(x) = cos(2x)ex.

Vyč́ısĺıme hodnoty řešeńı a jeho derivace pro x = 0:
y(0) = (1, 1) , y′(0) = (−1, 1) a vyznač́ıme v grafu.
Vid́ıme, že tečna vpravo od počátku má SZ směr,
trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj.
proti směru hodinových ručiček a bude se vzda-
lovat od počátku. Jinou možnost́ı je vyč́ıslit body
y(x) pro zvětšuj́ıćı se x.

Pomoćı funkce F (ξ, η) = arctg(η/ξ)−ln(ξ2+η2)
odvod́ıme rovnici pro implicitńı funkci trajektorie.

y1

y2

Obr. 11: K Př́ıkladu 5.10.

Z obecného řešeńı vyjádř́ıme funkce ex cos(2x) , ex sin(2x)

ξ = ex cosx =
c2(y1 − y2) + c1y2

c21 + c22
, η = ex sinx =

c1(y2 − y1) + c2y2
c21 + c22

a použit́ım funkce arctg(η/ξ) = ln(ξ2 + η2) dostáváme implicitńı rovnici

arctg

(
c1(y2 − y1) + c2y2
c2(y1 − y2) + c1y2

)
= ln

[
(c2(y1 − y2) + c1y2)

2 + (c1(y2 − y1) + c2y2)
2

(c21 + c22)
2

]
.

Rovnice však dává trajektorie jen v úhlu š́ı̌rky π a MAPLE přidává nav́ıc
”
radiálńı

spojnice“ konc̊u trajektoríı.
Pro polárńı souřadnice z rovnosti y2/y1 = tgθ stač́ı vyjádřit funkce tg x, x :

tg x =
(c1 + c2) sin θ − c1 cos θ

c2 cos θ + (c1 − c2) sin θ
, x = arctg

(
(c1 + c2) sin θ − c1 cos θ

c2 cos θ + (c1 − c2) sin θ

)

a dosadit do r2 = y2
1 +y2

2 . Opět položme c2 = 0. Potom tg x = (sin θ−cos θ)/ sin θ.
Pomoćı cos2 θ = 1/(1 + tg2θ) a x = arctg((sin θ − cos θ)/ sin θ) dostáváme

r2 = c21
(1 − tgx)2 + 1

1 + tg2x
e2x =

c21
1 + sin2 θ − 2 sin θ cos θ

exp

(
2 arctg

(
sin θ − cos θ

sin θ

))
.

Opět vzorec dává trajektorii jen v úhlu š́ı̌rky π. �
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Ostatńı př́ıpady singulárńıch bod̊u

Př́ıklad 5.11. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1− y2, y′2 = 3y1− 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy A =

(
1 −1
3 −3

)
je sin-

gulárńı, rovnice Av = 0 má nekonečně mnoho řešeńı,
jsou to násobky v1 = (1, 1). Singulárńı body proto
tvoř́ı př́ımku y2 = y1.

Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 2λ má
vedle nulového kořene λ1 záporný kořen λ2 = −2.
Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Soustava (A − λE)v = 0
pro λ1 = 0 dává vektor v1 = (1, 1), pro λ2 = −2
vektor v2 = (1, 3). Obecné řešeńı proto je:

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
1
3

)
e−2x.
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Ostatńı př́ıpady singulárńıch bod̊u
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Řešeńı: Matice soustavy A =
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)
je sin-

gulárńı, rovnice Av = 0 má nekonečně mnoho řešeńı,
jsou to násobky v1 = (1, 1). Singulárńı body proto
tvoř́ı př́ımku y2 = y1.

Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 2λ má
vedle nulového kořene λ1 záporný kořen λ2 = −2.
Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Soustava (A − λE)v = 0
pro λ1 = 0 dává vektor v1 = (1, 1), pro λ2 = −2
vektor v2 = (1, 3). Obecné řešeńı proto je:

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
1
3

)
e−2x .
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Obr. 12: K Př́ıkladu 5.11.

Singulárńı trajektorie pro c1 ∈ R a c2 = 0, tvoř́ı př́ımku y2 = y1. Pro c1 = 0,
c2 ̸= 0 dostáváme dvě polopř́ımky y2 = 3y1 orientované do počátku. Ostatńı
trajektorie jsou rovnoběžné polopř́ımky jdoućı se směrnićı 3 do singulárńıch bod̊u
na př́ımce y2 = y1. Je to př́ıpad (4b). �

Př́ıklad 5.12. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = y1 − y2, y

′
2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic A =
(

1 −1
1 −1

)
je opět sin-

gulárńı, rovnice Av = 0 má nekonečně mnoho řešeńı, jsou to násobky vektoru
v1 = (1, 1). Singulárńı body proto tvoř́ı př́ımku y2 = y1. Př́ıslušný charakteris-
tický polynom P (λ) = λ2 má jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = 0. Pro fázový portrét
spoč́ıtejme obecné řešeńı. Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1,2 = 0 dává jen
jeden vektor v = (1, 1) a t́ım i konstantńı řešeńı u1(x) = (1, 1). Druhé řešeńı je ve
tvaru u2(x) = vx+ w, kde vektor w je řešeńım (A − 0E)w = v, tj. w1 −w2 = 1 .
Tato rovnice má opět nekonečně mnoho řešeńı, zvolme w = (1, 0). Dostáváme tak
obecné řešeńı

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
x + 1

x

)
.

Źıskali jsme nekonečně mnoho singulárńıch
trajektoríı pro c1 ∈ R a c2 = 0, jsou to
body př́ımky y2 = y1. Pro c1 ∈ R, c2 ̸=
0 dostáváme př́ımky y2 = y1 − c2. Jsou
to př́ımky rovnoběžné s př́ımkou y2 = y1
orientované v SV směru pod ńı pro c2 > 0
a v JZ směru nad ńı pro c2 < 0. Je to
př́ıpad (5a) �

y1

y2

Obr. 13: Př́ıklad 5.12 – trajektorie.

Uved’me ještě př́ıklady trajektoríı rovnic, které nemaj́ı singulárńı body – (6). V
př́ıpadě soustavy dvou lineárńıch autonomńıch rovnic jsou to rovnoběžné př́ımky

Př́ıklad 5.13. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = 2, y′

2 = 1.

Obrázek 12. Př́ıklad 5.11 –

trajektorie.

Singulárńı trajektorie pro c1 ∈ R a c2 = 0, tvoř́ı př́ımku y2 = y1. Pro c1 = 0,
c2 6= 0 dostáváme dvě polopř́ımky y2 = 3y1 orientované do počátku. Ostatńı
trajektorie jsou rovnoběžné polopř́ımky jdoućı se směrnićı 3 do singulárńıch bod̊u
na př́ımce y2 = y1. Je to př́ıpad (4b). �
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P (λ) = λ2 má jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = 0. Pro fázový portrét spoč́ıtejme
obecné řešeńı. Soustava rovnic (A− λE)v = 0 pro λ1,2 = 0 dává jen jeden vektor
v = (1, 1) a t́ım i konstantńı řešeńı u1(x) = (1, 1). Druhé řešeńı je ve tvaru
u2(x) = vx + w, kde vektor w je řešeńım (A − 0 E)w = v, tj. w1 − w2 = 1.
Tato rovnice má opět nekonečně mnoho řešeńı, zvolme w = (1, 0). Dostáváme tak
obecné řešeńı

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
x+ 1
x

)
.

Źıskali jsme nekonečně mnoho singulárńıch
trajektoríı pro c1 ∈ R a c2 = 0, jsou to
body př́ımky y2 = y1. Pro c1 ∈ R, c2 6=
0 dostáváme př́ımky y2 = y1 − c2. Jsou
to př́ımky rovnoběžné s př́ımkou y2 = y1
orientované v SV směru pod ńı pro c2 > 0
a v JZ směru nad ńı pro c2 < 0. Je to
př́ıpad (5a). �

TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH SYSTÉMŮ A ROVNIC 21
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pro λ1 = 0 dává vektor v1 = (1, 1), pro λ2 = −2
vektor v2 = (1, 3). Obecné řešeńı proto je:
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Obrázek 13. Př́ıklad 5.12 – trajektorie.

Uved’me ještě př́ıklady trajektoríı rovnic, které nemaj́ı singulárńı body – př́ıpad
(6). V př́ıpadě soustavy dvou lineárńıch autonomńıch rovnic jsou to rovnoběžné
př́ımky
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Př́ıklad 5.13. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = 2, y′2 = 1.

Řešeńı: Obecné řešeńı soustavy je y1(x) = 2x + c1, y2(x) = x + c2. Protože
y1 = 2y2 − 2c2 + c1, trajektorie jsou rovnoběžné př́ımky se směrovým vektorem
(2, 1) orientované SV směrem. Obrázek neńı zapotřeb́ı. �

Př́ıklad 5.14. Určete trajektorie rovnice y′′ = 2.

Řešeńı: Dvoj́ı integraćı źıskáme obecné
řešeńı a jeho derivaci:

y(x) = x2 + c1x+ c2 , y′(x) = 2x+ c1.

Výpočtem lze snadno lze ověřit, že plat́ı

4y1 − y22 − (4c2 − c21) = 0 ,

kde y1 = y a y2 = y′, což je implicitńı popis
trajektoríı. Jsou to

”
rovnoběžné“ paraboly

s vrcholy na ose y1 otevřené vpravo, viz
obr. 14. �
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Řešeńı: Obecné řešeńı soustavy je y1(x) = 2x + c1 , y2(x) = x + c2. Protože
y2 = y1 +c2 −c1, trajektorie jsou rovnoběžné př́ımky se směrnićı (2, 1) orientované
SV směrem. Obrázek neńı zapotřeb́ı. �

Př́ıklad 5.14. Určete trajektorie rovnice y′′ = 2.

Řešeńı: Dvoj́ı integraćı źıskáme obecné
řešeńı a jeho derivaci:

y(x) = x2 + c1 x+ c2 , y′(x) = 2x+ c1.

Výpočtem lze snadno lze ověřit, že plat́ı

4y − (y′)2 − (4 c2 − c1) = 0 ,

což je implicitńı popis trajektoríı. Jsou to

”
rovnoběžné“ paraboly s vrcholy na ose y

otevřené vpravo, viz Obr. 14. �
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Obr. 14: Př́ıklad 5.14 - trajektorie.

6. Závěr

V článku jsme analyzovali všechny možnosti trajektoríı lineárńıch autonomńıch
soustav dvou rovnic a rovnic druhého řádu a předvedli je na konkrétńıch př́ıkladech.
Ukázali jsme, jak př́ıslušné trajektorie přibližně načrtnout a určit jejich orientaci.

Ukázali jsme, jak lze trajektorie implicitně popsat v kartézských i polárńıch
souřadnićıch. V př́ıpadech, kdy charakteristický polynom má r̊uzné reálné kořeny
λ1, λ2 v poměru malých celých č́ısel a v př́ıpadě λ1,2 = ±νi je splněna inverzńı
úloha, která dovede určit trajektorii procházej́ıćı daným bodem, v př́ıpadě λ1,2 =
µ± νi je trajektorie určena jen lokálně.

V př́ıpadě soustavy y′
1 = y1 − y2 , y′

2 = y1 + y2 lze trajektorie řešeńı ve tvaru
spirály popsat v polárńıch souřadnićıch globálně r = keθ. Otázkou je, jak tento
globálńı popis rozš́ı̌rit na obecnou soustavu s kořeny λ1,2 = µ± νi .

V pokračováńı tohoto článku uvedeme pár zaj́ımavých autonomńıch nelineár-
ńıch soustav a rovnic, které popisuj́ı reálné jevy. Vyšetř́ıme trajektorie jejich řešeńı
a interpretujeme jejich význam.
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globálńı popis rozš́ı̌rit na obecnou soustavu s kořeny λ1,2 = µ± νi .

V pokračováńı tohoto článku uvedeme pár zaj́ımavých autonomńıch nelineár-
ńıch soustav a rovnic, které popisuj́ı reálné jevy. Vyšetř́ıme trajektorie jejich řešeńı
a interpretujeme jejich význam.
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e-mail : francu@fme.vutbr.cz


