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ABSTRAKT

Tato disertacni prace pojednava o feseni diferenénich rovnic a soustfeduje se na metodu
feSeni diferencnich rovnic pomoci vlastnich vektord.

V prvni asti jsou v prehledu nejdfive uvedeny zakladni pojmy diferencnich rovnic jako
dynamika diferencnich rovnic, linedrni diferencni rovnice prvniho a vyssiho radu. Déle jsou
v této kapitole pripomenuty i systémy diferenénich rovnic véetné fundamentalni matice
a popisu obecného reseni. Nakonec je pfipomenuta metoda fesSeni diferencnich rovnic
variaci konstant a taktéz transformace skalarnich rovnic na systém.

Ve druhé Casti prace rozebira nékteré znamé postupy a metody, jak vyresit linearni dife-
rencni rovnice. Pfipomenuta je transformace Z, jeji vyznam a pouziti pri hledani reseni
diferencnich rovnic. Déle je zminéna diskrétni analogie Putzerova algoritmu, nebot tento
algoritmus byl ¢asto pouzivan pfi kontrole vysledk(i ziskanych nové popsanym algorit-
mem v dalSich ¢astech prace. Rovnéz jsou popsdny nékteré zpiisoby vypoctu mocniny
matice soustavy. V dalsi sekci je pak popsan princip Weyrovy metody, ktera je vychozim
bodem pro dalsi rozvinuti teorie, a také je zminén vysledek vyzkumu Jifiho Cerméka
v této oblasti.

Treti ¢ast disertace popisuje vlastni feseni systému diferencnich rovnic vlastnimi vektory,
které je zaloZzeno na principu Weyrovy metody pro diferencidlni rovnice. Teoreticky je
zde popsdno reseni homogenniho systému diferencnich rovnic s konstantnimi koeficienty
véetné dlkazu a toto reSeni je pak rozsireno na nehomogenni systémy. V ndvaznosti na
tuto teorii je rozebran vliv ndsobnosti korene a nulity na tvar reseni. V posledni ¢3sti je
pak popsana implementace algoritmu v programu Matlab pro zdkladni jednodussi pripady
a jeho pouziti pro nékteré pripady diferencnich rovnic ¢i systémi s témito rovnicemi.
ZavéreCna Cast je svym zamérenim vice praktickd a ukazuje pouziti navrzeného algo-
ritmu a postupu. V prvni sekci je algoritmus porovnavan s transformaci Z a metodou
variace konstant a ndzorné je zde ukazano, jak lze dospét ke stejnému reseni pouzitim
téchto tfi postuptd. Ve druhé sekci je pak priklad feseni odezvy proudu v obvodu RLC.
Nejdfive je popsano reseni spojitého pripadu, nasledné je tloha prevedena do diskrétniho
pripadu a resena transformaci Z a metodou vlastnich vektori. Ziskané vysledky jsou pak
srovndvany s vysledkem spojitého pripadu.

KLICOVA SLOVA

diferencni rovnice, vlastni vektor, transformace Z, implementace v programu Matlab,
Putzer(v algoritmus, Weyrova maticovd metoda



ABSTRACT

This dissertation presents the solution of difference equations and focuses on a method
of difference equations solution with the aid of eigenvectors.

The first part reminds the basic terms from area of difference equations such as dynamic
of difference equations and linear difference equations of first order and higher order.
Then the second section recalls also the system of difference equations including the
fundamental matrix and general solution description. Afterthat, the method of solving
the difference equations with a variation of constants and transform of scalar equations
to the system are shown.

The second part of the dissertation analyses some known algorithms and methods for
the solution of linear difference equations. The Z-transform, its importance and usage
for finding the solution of difference equation is recalled. Then the discrete analogue
of Putzer's algorithm is mentioned because this algorithm was often used to check the
results obtained by the newly described algorithm in further parts of this thesis. Also
some ways of the system matrix power are stated. The next section then describes the
principle of Weyr's method which is the basic point for further development of the theory
including the presentation of the research results gained by Jiti Cermak in this area.
The third part describes own solution of the difference equations system via eigenvec-
tors based on the principle of Weyr's method for differential equations. The solution of
system of linear homogeneous difference equtions with constant coefficients including
the proof is presented and this solution is then extended to nonhomogeneous systems.
Consequently to the theory, the influence of a nulity and the multiplicity of roots on the
form of the solution is discussed. The last section of this part shows the implementation
of the algorithm in Matlab program (for basic simpler cases) and its application to some
cases of difference equations and systems with these equations.

The final part of the thesis is more practical and it presents the usage of the designed
algorithm and theory. Firstly, the algorithm is compared with Z-transform and the me-
thod of variation of constants and it is illustrated how to obtain the same results by
using these three approaches. Then an example of current response solution in RLC cir-
cuit is demonstrated. The continuous case is solved and then the problem is transferred
to discrete case and solved with the Z-transform and the method of eigenvectors. The
obtained results are compared with the result of the continuous case.

KEYWORDS

difference equation, eigenvector, Z-transform, implementation in Matlab program, Put-
zer algorithm, Weyr's matrix method
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UVOD

Kazdy fyzikalni déj ¢i proces musi byt v technice néjakym zptsobem matematicky
popsan. Diferen¢ni rovnice obvykle popisuji vyvoj urcitého jevu v pribéhu casu.
Tento jev nazveme signalem. Zpracovani signall je soucasti riznych tloh nejen
z obort technickych a piirodnich véd, ale pouziva se i v 1ékaistvi, ekonomice a statis-
tice. V dnesni dobé nabyva na vyznamu zpracovani signalt v diskrétni podobé, tedy
posloupnosti, nebotf vétsina aplikaci uziva technologii zpracovani signalt s diskrét-
nim ¢asem i pro zpracovani signalti s casem spojitym. V nékterych aplikacich plyne
diskrétni charakter signalu z piislusné fyzikalni ¢i matematické formulace tlohy, v ji-
nych je diisledkem diskretizace spojitého signalu. Cinnost a vlastnosti diskrétnich
soustav, které zpracovavaji diskrétni signaly, jsou casto vyjadieny a popsany difere-
nénimi rovnicemi. Tyto rovnice feSime metodami diferenéniho poc¢tu nebo pomoci
funkcionalnich transformaci posloupnosti. Piikladem velkého vyznamu diferen¢nich
rovnic muze byt naptiklad jejich pouziti pri implementaci linearnich ¢asové invariant-
nich diskrétnich systémil v mikroprocesorech a signalovych procesorech, konkrétni
situace lze nalézt napiiklad v [36].

Velmi pouzivanou funkcionalni transformaci pifi feSeni diferenc¢nich rovnic je
transformace Z, kterda je velmi vhodna pro feSeni linearnich diferen¢nich rovnic
a diskrétnich systému a je Siroce pouzivana v analyze a navrhu ¢islicového fizeni,
v digitalni komunikaci a v ¢islicovém zpracovani signalti. Tato transformace je G¢inné
a pomérné efektivni pii feseni dil¢ich charakteristik systému. Pfi neustalém zvysSo-
vani rychlosti zpracovani signalti nam vsSak nestaci pouze znalost dil¢ich charak-
teristik diskrétniho systému a potiebujeme znat uplné teseni diferenc¢nich rovnic,
abychom byli schopni napiiklad osSetfit prechodné déje, které vznikaji pri nahlych
casovych zménach signalii na vstupu systémi.

Proto se objevuje snaha fesit systémy jinak nez transformaci Z. Jednou z cest je
tvorba od zakladu novych algoritmii. Dalsi moznosti je uziti vazby s jiz znamjmi ma-
tematickymi postupy. Diferenc¢ni rovnice Casto predstavuji analogii diferencialnich
rovnic, které se pouzivaji k popisu ¢innosti spojitych systémi (o moznosti prechodu
diferen¢nich rovnic v rovnice diferencidlni je napsano napiiklad v [9]). Teorie dife-
rencialnich rovnic je velmi dobfe propracovana, a proto je zifejmé, zZe nové pristupy
v oblasti feseni diferencnich rovnic hledaji inspiraci také v jiz vytvorenych postupech
a algoritmech u diferencidlnich rovnic. VySe zminéné analogie obou oblasti (diferen-
cidlnich a diferen¢nich rovnic) se miZze objevit jen do ur¢ité miry nebo muze byt
uplna, coz bylo také jednou z hlavnich motivaci této prace.

V soucasnosti se objevuje malo rychlych algoritmui pro feseni diferenc¢nich rovnic
rekurzivnim vypoctem. Profesionalni programy jako Matlab se vénuji spise feseni
rovnic diferencialnich. Navrhy a tvorba novych algoritmt pro vypocet diferenc¢nich
rovnic jsou proto potiebné.

Diferenc¢ni rovnice mohou byt rizného fadu, ktery se stanovi jako maximalni
rozdil v posunuti argumentu. Kazda rovnice vyssiho fadu (jde o fad dva a vice) se da
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prevést na systém rovnic prvniho fadu. Toto je velmi dilezita vlastnost diferen¢nich
rovnic, s jejiz pomoci lze kteroukoliv diferen¢ni rovnici druhého a vyssiho radu resit
pomoci algoritmu pro feSeni soustavy diferencnich rovnic.

Disertacni prace se vénuje pfedevsim feSeni linearnich diferen¢nich rovnic, se
kterymi lze matematicky pracovat, protoze jejich teorie je nejlépe propracovana.
U nelinedrnich diferen¢nich rovnic tomu zdaleka tak neni, nebof vétSinou nejsou
k dispozici analytické tvary jejich feSeni a postupovat lze jen iterativné.

Tato prace zminuje a opira se o vysledky a teorii nékterych znamych matema-
tickych osobnosti. Eduard Weyr pisobil v oboru matematiky ve druhé poloviné
devatenactého stoleti a zabyval se teorii prvoradych utvari, kfivek druhého stupné,
ploch a také diferencialnim poc¢tem. V teorii diferencialnich rovnic byla Eduardem
Weyrem vyvinuta metoda feseni soustavy diferencidlnich rovnic pomoci vlastnich
vektorti. Otakar Boriivka se stal znamou osobnosti matematického svéta béhem
dvacatého stoleti. Do historie matematiky se zapsal popisem algoritmu nalezeni mi-
nimalni kostry grafu. Dale se zabyval studiem algebry a po druhé svétové valce
i diferencidlnimi rovnicemi. Podle [4], kde je Weyrova metoda detailné vysvétlena,
lze uvedeny postup pouzit obdobné i pro Teseni soustavy diferen¢nich rovnic, coz
bylo jednou z motivaci této prace.
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1 ZAKLADNI POJMY DIFERENCNICH
ROVNIC

Zakladni pojmy jsou velmi nézorné popsany v [17] a [21], proto pfevazné ¢ast této
problematiky je prevzata z téchto zdrojt.

1.1 Dynamika diferenc¢nich rovnic prvniho radu

Diferencni rovnice obvykle popisuji vyvoj urc¢itého jevu v pritbéhu ¢asu. Napiiklad,
jestlize ur¢itd populace ma jednotlivé generace, velikost (n + 1)-té generace z(n+1)
je funkei n-té generace z(n). Tento vztah vyjadiuje sam sebe v diferenéni rovnici

z(n+1) = f(z(n)). (1.1)

Na tento problém lze nahlizet i z jiného thlu pohledu. Na zakladé startovaciho bodu
xo 1ze vygenerovat posloupnost

Zo, f(l’o), f(f($0))a f(f(f(fﬁo))), ce

Pro vétsi prehlednost lze prijmout zapis

f2(zo) = f(f (o)), f*(x0) = f(f(f(20))), etc.

f(xo) se nazyva prvni iterace funkce f v bodé zg, f?(xg) se nazyva druhé iterace
funkce f v bodé zy a obecnéji f"(xy) je nté iterace funkce f v bodé xy. Mnozina
vSech (kladnych) iteraci { f"(zo);n > 0} je nazyvana (kladnou) orbitou z, a bude
oznacena jako O7(xg). Tento iterativni postup je prikladem diskrétniho dyna-
mického systému. Pokud z(n) = f"(x), pak lze dostat

w(n+1) = [ (zo) = f(f"(20)) = f (x(n))

a odtud lze opétovné ziskat (1.1). Je zfejmé, ze z(0) = fO(zy) = xo. Pokud funkce
f v rovnici (1.1) je nahrazena funkci g dvou proménnych, tj. g : ZT x R — R, kde
Z" je mnozina kladnych celych ¢isel a R je mnoZina redlnych ¢isel, potom je

z(n+1) = g(n,z(n)). (1.2)

Rovnice (1.2) se nazyva neautonomni nebo ¢asové proménna, zatimco rovnice (1.1)
se nazyva autonomni nebo ¢asové neménna. Studium rovnice (1.2) je mnohem vice
komplikované a nehodi se pro teorii rovnic prvniho fadu diskrétnich dynamickych
systému. Jestlize je dana pocateéni podminka z(ng) = zo, potom pro n > ng existuje
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takové jednoznacné feSeni z(n) = x(n,ng, zo) rovnice (1.2), ze x(ng,ng, o) = To.
Tohle lze ukazat snadno pomoci iterace. Tedy,

z(no + 1,n0,20) = g (no,x(no))
9(no, o),
x(ng + 2,n0,20) = ¢g(no+1,2(ng+1))
= g(no+1,9(ne, z0)),
z(ng + 3,n0,x0) = ¢ (no+2,2(ng+2))
= g(no+2,9(no +1,9(no, z9))) -

A indukci lze dostat

x(n,ng, o) =g (n—1,2(n — 1,n0,20)) .

1.2 Linearni diferen¢ni rovnice prvniho radu

V této sekci budou uvedeny nejjednodussi specialni piipady rovnice (1.1) a (1.2),
jmenovité linedrni rovnice. Typickd linearni homogenni rovnice prvniho radu
je dana vztahem

z(n+1)=a(n)z(n), z(ng) =z9, n>ng>0 (1.3)
a pridruzend nehomogenni rovnice je dana rovnici
y(n+1) =a(n)y(n) +g(n), y(no) =yo, n>ng=>0 (1.4)

kde v obou rovnicich se ptedpokladé, ze a(n) # 0, a(n) a g(n) jsou funkce realnych
hodnot definované pro n > ny > 0. ReSeni rovnice (1.3) lze obdrzet jednoduchou
iteraci.

x(no+1) = a(ng) z(ng) = a(ng) o,

z(ng+2) = alng+1)z(ng+1) = a(ng + 1) a(ng) xo,

x(ng+3) = a(ng+2)z(ng+2) = a(ng+2)a(ne + 1) a(ng) o.
A pomoci indukce je ziejmé, Ze

z(n) = x(ng+n—mnyp)

= a(n—1)a(n —2)---a(ng) xo

Jednozna¢né feSeni nehomogenni rovnice (1.4) lze najit nésledujicim zpisobem:
y(no+1) = a(no)yo + g(no),

y(no+2) = a(ng+1)y(no+1)+g(no+1)
= a(ng+1)a(no) yo + a(no + 1) g(ng) + g(ng + 1).
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Nyni lze uzit matematické indukce k prokazani toho, Ze pro vSechna n € Z* je

y(n) = (H a(z‘)) Wty ( II a(z')) g(r). (1.5)

1=ng r=ng \i=r+1
k k
Nejprve lze spatfit, ze byl pfijat zapis H a(i)=1a Z a(i) = 0.

i=k+1 i=k+1
Aby byl vzorec (1.5) dokézan, je t¥eba predpokladdat, Ze plati pro n = k. Potom

z rovnice (1.4) lze dostat vztah, y(k+1) = a(k) y(k) + g(k), ktery podle vzorce (1.5)
poskytuje

y(kt1) = a(k) (H a@) S <a<k> 11 a@)) g(r) + g(k)

= (H a@)) yo + X_: (H a(i)) g(r) + (H a('t’)) 9(k)
= (H a(l’)) ot Y (H a(l’)) 9(r)-

Z toho divodu vzorec (1.5) plati pro vSechna n € Z*.

1.2.1 Dulezité specialni pripady

Existuji dva specialni pfipady rovnice (1.4), které jsou dulezité pro mnoho aplikaci.
Prvni rovnice je dana vztahem

y(n+1) =ay(n) +gn), y(0) = yo.

Uzitim vzorce (1.5) lze konstatovat, ze

n—1
y(n) =a"yo+ > _a" " g(k). (1.6)
k=0
Druhé rovnice je dana vztahem
y(n+1) =ay(n) +b, y(0) = yo.
Uzitim vzorce (1.6) lze obdrzet

y(n) = a”yo—{—b(%) pro a # 1
Yo + bn proa=1
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1.3 Linearni diferenc¢ni rovnice vyssiho radu

Normalni tvar nehomogenni linearni diferenc¢ni rovnice k-tého fadu je dan
vztahem

y(n+k) +pi(n)y(n+k = 1) +--- +pr(n)y(n) = g(n), (1.7)

kde p;(n) a g(n) jsou redlné funkce definované pro n > ng a px(n) # 0 pro vSechna
n > ng. Pokud je g(n) identicky rovna nule, pak rovnice (1.7) se nazyvid homogenni
rovnice. Rovnici (1.7) lze prepsat do tvaru

yn+k) = —pin)yn+k—1)—=pa(n)y(n+k—2)—-- (1.8)
= pr(n)y(n) + g(n).

Dosazenim n = 0 do rovnice (1.8) 1ze obdrzet y(k) pomoci ¢lentt y(k — 1),
y(k —2),...,y(0). Explicitné lze dostat

y(k) = —p1(0)y(k = 1) = p2(0)y(k = 2) — --- — pe(0)y(0) + ¢(0).

Jakmile je spocitano y(k), lze prikrocit k dalsimu kroku a vyhodnotit y(k + 1)
dosazenim n = 1 do rovnice (1.8), coz dava vysledek

y(k+1) = =pr(Dy(k) = p2(Dy(k = 1) — -+ = pre(D)y(1) + g(1).

Opakovanim vyse uvedeného procesu je mozné vyhodnotit vSechny hodnoty y(n)
pron > k.

1.3.1 Definice feSeni

Vzhledem k rovnici (1.7) Ize nyni formalné definovat jeji feseni. Posloupnost {y(n)}e
¢ jednoduse y(n) se nazyva reSenim rovnice (1.7) pokud spliiuje danou rovnici.
Pokud jsou specifikovany pocatecni podminky rovnice, lze dojit k odpovidajicimu
problému pocatecnich hodnot

y(n+k) +pi(n)y(n+k —1) + -+ pe(n)y(n) = g(n), (1.9)
y(no) = ap,y(no +1) =a1,...,y(no + k — 1) = aj, (1.10)

kde cleny a; jsou realna ¢isla. VySe zminéna fakta shrnuje nasledujici véta.
Véta 1 Problémy pocdatecnich hodnot (1.9) a (1.10) maji jedinecné reseni y(n).

Dukaz. Vétu lze dokazat pouzitim rovnice (1.8) pro n = ng, ng + 1, ng +2,....
Jakékoliv n > ng + k lze prepsat do tvaru n = ng + k + (n — ng — k). Jedineénosti
feSeni y(n) je oznacena situace takova, ze pokud existuje jiné feseni §(n) problému
pocéatecnich hodnot (1.9) a (1.10), potom g(n) musi byt identické s y(n), coz lze
snadno vidét z rovnice (1.8).
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1.3.2 Obecna teorie linearnich homogennich diferenc¢nich
rovnic k-tého radu

V této casti prace bude rozvedena obecné teorie linedrnich homogennich diferen¢nich
rovnic k-tého fadu ve tvaru

z(n+k)+p(n)x(n+k—1)+ -+ pr(n)z(n) = 0. (1.11)

Nejdfive je potieba predstavit tfi dilezité definice.

Definice 1 Funkce fi(n), fa(n), ..., fr(n) se nazyvaji linearné zdavislé pro n >
ng, jestlize existuji konstanty a,,as, ..., a,., z nich aspon jedna je nenulova, takove,
ze

a1 fi(n) +asfo(n) +---+a,.fr(n) =0, n > no. (1.12)

Pokud a; # 0, pak lze délit rovnici (1.12) ¢lenem a; a lze ziskat

fi(n) = —Z—;fl(n)—Z—jfz(n)—-"—z—;fr(n)
= —Z%ﬁ;(”)- (1.13)
i#j

Rovnice (1.13) jednoduse fika, ze kazda funkce f; s nenulovym koeficientem je li-
nearni kombinaci ostatnich funkei f;. Tedy, dvé funkce fi(n) a fa(n) jsou linedrné
zavislé, pokud jedna je ndsobkem druhé, napi. fi(n) = afs(n), pro nékterou kon-
stantu a. Negaci linearni zavislosti je linearni nezavislost. Explicitné vyjadieno,
funkce fi(n), fa(n),..., fr(n) se nazyvaji linearné nezavislé pro n > ny, jestlize
kdykoliv je

a1 fi(n) + asfo(n) + -+ a.f.(n) =0,
pro vSechna n > ng, potom musi platit a; =as =--- =a, = 0.

Definice 2 MnoZina k linedrné nezavislyjch reseni rovnice (1.11) se nazgvd funda-
mentalnt mnozZina resent.

Protoze neni praktické kontrolovat linearni nezévislost mnoziny feseni uzitim de-
finice, existuje jednoducha metoda pro kontrolu linearni nezavislosti feseni uzitim
tzv. Casoratianu C'(n).

Definice 3 Casoratian C(n) feseni x1(n),z2(n), ..., z.(n) je din vztahem
z1(n) zo(n) . x.(n)
O(n) = det :vl(n'—l— 1) xo(n+1) ... a;r(n'—% 1)
:Ul(n%—'r—l) ron+r—1) ... xr(njt'r—l)

K vypoctu Casoratianu C'(n) slouzi Abelav vzorec.
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Lemma 1 (Abelova véta) Necht xi(n),x2(n),...,zx(n) jsou teSenimi rovnice
(1.11) a C(n) je jejich Casoratian. Potom pro n > ny,

C(n) = (—1)kr=m0) (i pk(i)> C'(ny). (1.14)

i=ng

Takto definovany Casoratian hraje dilezitou roli v nasledujici vété.

Véta 2 Mnozina teseni x1(n), xo(n), ..., xx(n) rovnice (1.11) je fundamentalni
mnozinou tesend tehdy, kdyZ pro néktera ng € Z* je Casoratian C(ng) # 0.

Nyni 1ze definovat fundamentalni vétu homogennich linearnich diferenc¢nich rovnic.

Véta 3 (Fundamentdlni véta). Jestlize pp(n) # 0 pro vSechna n > ny, potom
rovnice (1.11) md fundamentdlni mnoZinu Teseni pro n > ng.

Dukaz. Podle véty 1, existuji z1(n),x2(n),...,xx(n) takova, ze x;(ng +i — 1) =
Lixi(ng) =xi(no+1)=---=zi(ng+i—2) =x;(ng+i) =--- =x;(ng+k—1) =0,
1 <i <k Tudiz x1(ng) = 1, z2(ng + 1) = 1, z3(ng + 2) = 1, atd. Z toho plyne,
ze C(ng) = detI = 1. To vyplyva z véty 2, kde mnozina {z;(n), xe(n),...,zx(n)}
je fundamentalni mnozinou feSeni rovnice (1.11). Je tfeba poznamenat, Ze exis-
tuje nekoneéné mnoho fundamentalnich mnozin feSeni rovnice (1.11). Nasledujici
véta prinasi metodu generovani fundamentalnich mnozin vychézejici z jedné znamé
mnoziny.

Lemma 2 Necht x1(n), a x2(n) jsou dvé teseni rovnice (1.11). Potom plati ndsle-
dugici tvrzend.

(1) x(n) = x1(n) + xa(n) je resenim rovnice (1.11).
(i1) Z(n) = axy1(n) je reSenim rovnice (1.11) pro libovolnou konstantu a.
7 ptedchozi véty vychéazi nasledujici princip.
Princip superpozice. Pokud z;(n),z2(n),...,z,(n) jsou feSenimi rovnice (1.11),
pak
z(n) = a1z1(n) + agza(n) + - - - + a,x,.(n)

je taktéz fesenim rovnice (1.11). Znalost principu superpozice dovoluje definovat
obecné Teseni rovnice (1.11).

Definice 4 Necht {z1(n),z5(n),...,xx(n)} je fundamentdlni mnoZina teseni rov-
nice (1.11).

k

Potom obecné resent rovnice (1.11) je ddno vztahem x(n) = Zaixi(n), pro libo-
i=1

volné konstanty a;.

Jakékoliv feSeni rovnice (1.11) lze tedy obdrzet z obecného feSeni vhodnou volbou
konstant a;.
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1.3.3 Linearni homogenni rovnice s konstantnimi
koeficienty

Necht je ddna diferencni rovnice k-tého Fadu
2(n+ k) + pro(n+k— 1) + par(n+k—2) + - + pra(n) = 0, (1.15)

kde p; jsou konstanty a pp # 0. Cilem je nyni nalézt fundamentalni mnozinu feseni
a nasledné obecné feseni rovnice (1.15). Predpoklada se, Ze feSeni rovnice (1.15) jsou
ve tvaru A", kde A je komplexni ¢islo. Dosazenim této hodnoty do rovnice (1.15) lze
obdrzet

Nt p Nt =0, (1.16)

Toto se nazyva charakteristicka rovnice rovnice (1.15) a jeji kofeny A se nazyvaji
charakteristické kofreny. Protoze p, # 0, zadny z charakteristickych korenti neni
roven nule.

1.4 Systémy diferenc¢nich rovnic

V predchozi podkapitole byly popsany linearni diferen¢ni rovnice pouze s jednou ne-
zavislou a jednou zavislou proménnou. V této podkapitole budou predstaveny rovnice
se dvéma a vice zavislymi proménnymi, znamé jako diferenc¢ni rovnice prvniho Fadu.

1.4.1 Autonomni (Casové-neproménné) systémy

V této podkapitole je cilem najit feseni nasledujiciho systému £ linearnich rovnic:

I (n + 1) = (111.%1(77/) + a12$2<n) + -+ alkxk(n)
.I’Q(TL —+ 1) = aglxl(n) + CLQQLCQ(TL) + -+ GopTk (n)
rrn+1) = apzi(n) + apexe(n) + -+ + appxr(n)

Tento systém miize byt napsan ve vektorovém tvaru
x(n+1) = Ax(n), (1.17)

kde x(n) = (x1(n),z2(n),...,zx(n))T € R* (T znadi transpozici vektoru) a A =
(a;j) je regularni matice realnych c¢isel rozméru k x k. Systém (1.17) je povazovan
za autonomni nebo casové-neproménny, protoze vSechny hodnoty A jsou konstanty.
Pokud z(ng) = x¢ pro nékterd ng > 0, potom systém (1.17) se nazyva problém poca-
tecni hodnoty. Navic lze pomoci jednoduché iterace (nebo pomoci pfimé substituce
do rovnice) ukézat, Ze feSeni je ddno vztahem

x(n,ng, xg) = A" "y, (1.18)
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kde A° = T je jednotkova matice rozméru k x k. Za zminku stoji, ze z(ng, ng, o) = Zo.
Pokud ny = 0, potom feSeni vzorce (1.18) lze zapsat jako x(n,xy) nebo jednoduse
x(n). Nyni lze ukazat predpoklad, Ze ny = 0 bez ztraty obecnosti. Necht y(n—ng) =
x(n). Potom rovnice (1.17) ptejde v rovnici

y(n+1) = Ay(n)
sy(0) =x(ng) a

y(n) = A"y(0).

1.4.2 Zakladni teorie
Nyni uvazujme systém
x(n+1) = A(n)x(n), (1.19)

kde A(n) = (a;;(n)) je k x k regularni maticova funkce. Je to homogenni linearni
diferenc¢ni systém, ktery je neautonomni nebo ¢asové-proménny.
Odpovidajici nehomogenni systém je dan rovnici

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n), (1.20)

kde g(n) € R

Vé&ta 4 Pro kazdé ©o € R* a ng € ZT, existuje jediné teseni x(n,ng,xq) rov-
nice (1.19) s x(ng, no, o) = Xo.

Dukaz. Z rovnice (1.19),

x(ng + 1,n0,20) = A(ng)x(ng) = A(ng)xo,

x(ng +2,n0,29) = A(ng+ 1)x(ng+ 1) = A(no + 1)A(ng)x(no).
Pomoci indukce lze obdrzet

x(n, ng, xg) = [1:[ A(z)] X0, (1.21)

kde
n—1 . A(n—1)A(n—2)-- A(ng if n > ng
HA(Z)_{I( Al ) ) ifnino}

i=ng

Vzorec (1.21) dava jediné feSeni s vytouzenymi vlastnostmi.
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1.4.3 Fundamentalni matice

Definice 5 Reseni x;(n),xz(n),...,x.(n) rovnice (1.19) se nazgvaji linedrné nezd-
vislé pro n > ng > 0 tehdy, kdyz c1x1(n) + coxa(n) + -+ - + cxxp(n) = 0 pro vsechna
>ng, pakc;=0,1<i<k.

Necht ®(n) je k x k matice, jejiz sloupce jsou FeSenimi rovnice (1.19). Lze psat

®(n) = [x1(n),x2(n),...,xk(n)].

Nyni
®(n+1) = [A(n)xi(n),A(n)xz(n),..., A(n)xg(n)]
= A(n)[xi(n),xz2(n),...,xx(n)]
= A(n)®(n).

Od této chvile, ®(n) vyhovuje maticové diferenéni rovnici
®(n+1)=An)®(n). (1.22)

Navic, feSeni x;(n),Xo(n), ..., Xg(n) jsou linedrné nezavisla pro n > ng, tehdy a jen
tehdy, kdyz ®(n) neni singularni (det ®(n) # 0) pro vSechna n > ny.

Definice 6 Pokud ®(n) je matice, kterd meni singuldrni pro vSechna n > ng
a spliiuje rovnici (1.22), pak se nazyva fundamentalni matict systému (1.19).

Pokud ®(n) je fundamentalni matice, a C je libovolnéd reguldrni matice, pak
®(n)C je také fundamentalni matice. Pro dany systém existuje nekoneéné mnoho

fundamentalnich matic. V autonomnim ptipadé, kdy A je konstantni matice, ®(n) =
A"~ g pokud ng =0, ®(n) = A™.

Véta 5 Ezistuje jednoznacné reseni W(n) matice (1.22) s ¥(ngy) = L.

Dukaz. O maticové diferen¢ni rovnici (1.22) lze uvazovat jako o k? systému dife-
renc¢nich rovnic prvniho fadu. S pouzitim teorému o “existenci a jednoznacnosti” 4
Ize obdrzet k*-vektorové feseni v jako v(ng) = (1,0,...,1,0,...)T, kde ¢isla 1 se
objevi na prvnich k£ + 1, 2k 4+ 2,... pozicich a cisla 0 vSude jinde. Vektor v je po-
tom zménén na k x k matici ¥(n) seskupenim soucésti do mnozin o k prvcich, kdy
kazda mnozina bude jednim sloupcem. Ziejmé ¥(ny) = 1. Pokud se vyjde z jaké-
koliv fundamentalni matice ®(n), pak fundamentéalni matice ®(n)®'(ng) je prave
takovou matici. Tato specidlni fundamentalni matice je oznacena jako ®(n,ng) a na-
ziva se matice pFfechodu stavii. Obecné Ize psat ®(n,m) = ®(n)® ! (m) pro ja-
kékoliv dvé kladna celd cisla n,m, kde n > m. Fundamentélni matice ®(n,m)
ma nékteré zajimavé vlastnosti. ®(n,m) je feSenim maticové diferencni rovnice
®(n+1,m) = A(n)®(n,m). Plati nasledujici tvrzeni.

(i) @ 1(n,m) = ®(m,n)
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(ii) ®(n,m) = ®(n,r)®(r,m)

Dusledek 1 Jednoznacné reseni x(n,no, zo) rovnice (1.19) pro x(n,ng, o) = Xo je
ddno vztahem

x(n, ng, xo) = ®(n, ng)Xo. (1.23)
Linearni nezévislost fundamentéalni matice ®(n) pro n > ng staci ukazat pro ny.

Lemma 3 (Abelova formule). Pro libovolné n > ng > 0,

det ®(n) = [H det A(7) | det ®(ny). (1.24)

Dukaz. Pomoci determinant obou stran rovnice (1.22) lze obdrzet skalarni difere-
ncni rovnici

det ®(n + 1) = det A(n) det ®(n)

jejiz TeSeni je dano rovnici (1.24).

Dusledek 2 Pokud v rovnici (1.19) je A matice konstant, pak
det ®(n) = [det A]" det ®(ng)

Dukaz. Dikaz lze provést pomoci formule (1.23).

Dusledek 3 Fundamentdlni matice ®(n) je reguldrni pro vsechna n > ng tehdy
a jen tehdy, kdyz ®(ng) je requldarni.

Duikaz. Dikaz plyne z formule (1.24), det A(i) # 0, pro i > ny.

Dusledek 4 Reseni x1(n),xa(n), ..., xx(n) rovnice (1.19) jsou linedrné nezdvisld
pro n > ng tehdy, kdyz ®(ng) je requldrni.

Diikaz. Diikaz plyne okamzité z 3. Nasledujici teorém zaklada existenci k£ linedrné
nezavislych feseni rovnice (1.19)

Véta 6 Ezxistuje k linedrné nezdvislych resent systému (1.19) pro n > ny.

Dukaz. Pro kazdé i = 1,2,... k, necht e; = (0,0,...,1,...,0)T je standartni
jednotkovy vektor v R¥, kde vSechny komponenty jsou nulové kromé i-tych kom-
ponent, které jsou rovny 1. Podle teorému 4, pro kazdé e;, 1 < i < k, existuje
feSeni x(n,no,e;) rovaice (1.19) pro x(ng,no,e;) = e;. Jako dikaz, ze mnozina
{x(n,ng,€;)|]1 < i < k} je linedrné nezavisla, podle 3, postaci ukazat, ze ®(ng)
je regularni, coz je zfejmé podle ®(ng) = L.

Dusledek 5 Mnozina S vsech Tesent rovnice (1.19) je linedrni prostor dimenze k.
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1.4.4 Obecné feSeni

Definice 7 Za predpokladu, Ze {x;(n)|1 < i < k} je linedrné nezavisla mnoZina
resent rovnice (1.19), obecné rTesent rovnice (1.19) je definovdno

k
x(n) = Zcixi(n), (1.25)
i=1
kde ¢; € R a alespon jedno ¢; # 0.

Formuli (1.25) lze pséat jako

x(n) = ®(n)c,
kde ®(n) = (x1(n),x2(n),...,xx(n)) je fundamentalni matice,
ac=(c,c,...,c)T € RF. Pro ptipad nehomogenniho systému (1.20) plati nasle-

dujici véta.

Véta 7 Libovolné feseni y(n) rovnice (1.20) lze psdt jako
y(n) = ®(n)c + y,(n)

pro vhodné zvoleny vektor konstant c.

Lemma 4 Partikuldrni reseni rovnice (1.20) miZe byt dano vztahem

yoln) = 3 (. + g(r)

pro yy(ng) = 0.

Dukaz.

yp(n+1) = Y ®n+1,r+1)g(r)

r=ng

= Y A@®(nr+ Dglr) + B+ Lo+ g(n)

r=ng

= A(n)y(n) +g(n)

yp(n) je feSsenim rovnice (1.20). Dale y,(ng) = O.
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1.4.5 Variace konstant

Véta 8 (Variace konstant). Jednoznacné reseni pocatecniho problému

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n), y(no) = yo (1.26)
je dano jako

n—1

y(n,no,y0) = ®(n,no)yo + Z ®(n,r+1)g(r)

r=ng

nebo

y(n,no, yo) = [1:[ A(i)

1=ng

Yo + z_: [ 1:[ A(z)] g(r)

r=ng Li=r+1
Dutikaz. Tento teorém vyplyva piimo z definice 7 a lemmy 4.

Dtsledek 6 Pro autonomni systéemy kdy A je konstantni matice, reseni rov-
nice (1.26) je ddno jako

n—1

y(n,no,yo) = A" "0y + > A" g(r).

r=ng

1.4.6 Transformace skalarnich rovnic na systém
Je ddna rovnice
y(n+ k) +pi(n)y(n+k—1) + -+ p(n)y(n) = g(n). (1.27)

Tento vztah lze zapsat jako k-rozmérny systém rovnic prvniho fadu. Necht

am) = yln),
nn) = yn+1)=2z(n+1),
) = yn+2) = 2n+1),

z(n) = yn+k—1)=z1(n+1).

Pak z(n) = (z1(n), za(n), ..., zx(n)).
Odtud,

z1(n+1) = 2z(n)

zn+1) = z(n)

zr_1(n+1) = z(n)
ze(n+1) = —pe(n)z1(n) — pe—1(n)za(n) — - — pr(n)z(n) + g(n).
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Vektorovy zapis systému ma tvar

z(n +1) = A(n)z(n) + h(n),

kde
0 1
0 0 1
0 0
A(n) = :
0 0 0
—pr(n) —pr-1(n) —pr_a(n)
0
0
h(n) = 0
g(ﬁ)

Pokud g(n) = 0, lze dostat homogenni systém

zin+1) = A(n)z(n).

25

(1.28)

Matice A (n) se nazyva pridruzena matice rovnice (1.27). Je-li uvazovana homogenni

rovnice k-tého fadu s konstantnimi koeficienty

z(n+k)+px(n+k—1)+paxn+k—2)+- -+ pz(n) =0

ktera je ekvivalentni systému, kde A je pridruzend matice definovana ve formuli

(1.28) se vSemi konstantami p;

z(n + 1) = Az(n).

(1.29)

Casoratian rovnice (1.15) je oznacen jako C'(n) = det ®(n), kde ®(n) je fundamen-

talni matice rovnice (1.29). Charakteristickd rovnice matice A je dana jako

AN o N oo N TR g A =0,

ktera je v souladu s rovnici (1.16). Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny charakteristické

rovnice (1.15).
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2 DOSAVADNI VYVOJ A STAV
PROBLEMATIKY

Poc¢atky teorie diferenc¢nich rovnic (nebo presnéji rekurentnich vztahi a rovnic)
sahaji do starovékého Babylénu a Recka. Napiiklad Archimédes nasel rekurentni
vzorce pro vypocet obvodi opsanych a vepsanych mnohothelniki kruhu se zdvojna-
sobujicimi se pocty stran. Tento algoritmus byl pouzit pro priblizné nalezeni hodnoty
¢isla 7. V raném stredoveku se taktéz indicti, arabsti a ¢insti matematikové zabyvali
studiem riiznych rekurentnich vztaht.

Kolem roku 1200 Fibonacci formuloval jeho znamou tlohu o kralicich, ktera
vedla k vytvoreni tzv. Fibonacciho posloupnosti. Pozd€ji se mnoho nejznameéjsich
matematikt takovych jako Pascal, Leibniz , Newton, Euler, Gauss a fada dalsich
vénovali diferenénim rovnicich. Euler zavedl oznaceni A pro diference. Zaklady teo-
rie linearnich diferenc¢nich rovnic byly vybudovany v osmnactém stoleti de Moivrem,
Eulerem, Lagrangem, Laplacem a dalsimi. De Moivre byl prvnim, kdo vyfesil Fibo-
nacciho rovnici.

Asymptotické vlastnosti feSeni linearnich diferen¢nich rovnic byly od roku 1880
studovany Poincarém a v roce 1909 byly Poincarého vysledky vyznamné rozsiteny
Perronem.
problematika priblizného nalezeni feseni diferencialnich rovnic. Jeji rozvoj zapocal
metodou Eulerovych polygonti. Na konci devatenactého stoleti Lipschitz, Runge
a Kutta nalezli dokonalejsi postupy. Nastup pocitaci podnitil bouflivy rozvoj
nejenom této problematiky, ale také dalsi oblasti, ve které hraji diferen¢ni rovnice
zasadni roli, nazvané teorii fraktali.

V soucasné dobé je studium a aplikace diferencnich rovnic atraktivni oblasti ma-
tematiky. Vysledky jsou aplikovany v mnoha védnich oblastech od ekonomiky az
po medicinu. Literatura pokryvajici diferen¢ni rovnice je tak rozsahla, ze je prak-
ticky nemozné dat vycerpavajici seznam vsSech knih z této problematiky a autori,
kteri se této oblasti vénuji. Mezi knihy zabyvajicimi se zéklady teorie diferen¢nich
rovnic (pfestoze vSechny se vénuji také dalsim partiim diferen¢nich rovnic a jejich
aplikacim), patii napfiklad knihy Agarwala [2], Elaydiho [17], nebo Lakshmikan-
thama a Trigianteho [29].

Mezi aktualni problematiku patii studium kvalitativnich a kvantitativnich vlast-
nosti feseni diskrétnich rovnic. Dostupné jsou stovky citaci knih a védeckych pojed-
nani z této oblasti. Citujme alespon knihy [1], [2] a ¢lanky [3], [6]-[8], [11]-[13], [16],
(18], [19], [29], [31]-[35].

V této kapitole bude popsan princip feseni diferenc¢nich rovnic pomoci transfor-
mace Z a diskrétni obdoby Putzerova algoritmu. Ve treti ¢asti bude pak naznacen
postup Weyrovy metody pomoci vlastnich vektorti, ktera se sice pouziva v oblasti
diferencialnich rovnic, ale jeji popis je pro dalsi postup dilezity.
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2.1 Transformace Z

Transformace Z je ¢asto pouzivana metoda pii feSeni diferencnich rovnic vyssich
fadi v inzenyrské praxi. Tato metoda spociva v nalezeni obrazu diferenc¢ni rovnice
v transformované oblasti, ¢imz pfevedeme ¢leny se zpozdénymi argumenty na ¢leny
se stejnym argumentem a ziskdme algebraickou rovnici. Vyjadienim neznamé ob-
drzime obraz feSeni a originalni tvar feSeni ziskdme pomoci zpétné transformace Z.
Vyhodou této metody je ten fakt, Zze ptivodni diferen¢ni rovnici prevedeme do snadno
fesitelné podoby. Nevyhodou mohou byt prilis slozité vyrazy obrazu ziskaného feseni,
jejichz zpétna transformace je pripadné velmi komplikovana. Srozumitelny matema-
ticky popis této metody lze najit naptiklad v [17] nebo [21].

Transformace Z posloupnosti x(n), kterd je identicky nulova pro zaporné celé
¢isla (tedy x(n) =0 pron = —1,-2,...), je definovana

X(2) = Z{z(n)} = Zx(@')ﬂ‘, (2.1)

kde z je komplexni ¢islo. Zadana posloupnost x(n) se nazyva predmétem transfor-

mace Z a komplexni funkce X (z) obrazem transformace Z. V definici se pfedpoklada

konvergence uvedené fady pro |z| > R > 0, kde R je dostatecné velké ¢islo.
Inverzni transformaci Z znacime

2 H{X(2)} = 2(n)

a lze ji provést vice zpisoby. Prvni moznosti je jednoduSe rozvinout obraz X|(z)

1

do nekone¢né mocninné rady s kvocientem 27" v jejim oboru konvergence:

X(z) = i a;z""
=0

pro |z| > R. Potom ze srovnani s rovnici (2.1) vyplyva, Ze

z(n) = ay,,
kde n =0,1,2,.... Pokud je obraz X(z) dan ve tvaru racionalni lomené funkce
9(2)
X =

kde g(z) a h(z) jsou polynomy s proménnou z, potom jednoduchym délenim poly-
nomt obdrzime rozvoj X (z) v mocninnou fadu s kvocientem z~1.

Dalsi variantou je metoda parcidlnich zlomk, kterd se pouziva v pripadé, ze
transformaci Z obdrzime obraz X(z) ve tvaru raciondlni lomené funkce proménné

z, analytické v nekone¢nu [17], ve tvaru

B A e e e ey
2t 4 a2 tay

X(n) m < n. (2.2)

9 —
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Koreny polynomu v c¢itateli nazyvame nulovymi body, kofeny polynomu ve jmeno-
vateli pdly. Pokud X (z) ve tvaru (2.2) rozlozime do parcidlnich zlomkd,

X(2) = X1(2) + Xa(2) + X3(2) + ...,
pak podle [17] diky linearité inverzni transformace Z dostaneme
z(n) = Z7H{X1(2)} + Z7H{X(2)} + Z7H{Xs(2)} + .. ..

Predméty dil¢ich funkei hledame podle slovniku transformace Z.
Ttetim zptisobem je pouziti inverzni integralni metody. Vynasobime-li obé strany
rovnice (2.1) vyrazem 2", obdrzime

X(2)2" = Zx(i)z””;l,
=0

coz je rozvoj vyrazu X (z)z""! do Laurentovy fady kolem bodu z = 0. Potom lze
obraz X (z) transformovat zpét podle formule

x(n) = 2—71“ %CX(z)znldz, (2.3)

kde C' je jednoduché, uzaviena, kladné orientovana a po ¢astech hladka kiivka, ktera
obsahuje uvniti oblasti, kterou ohranicuje, vSechny singuldrni body integrandu.
K vypoctu integralt typu (2.3) lze pouzit residuovou vétu

1
a5 P X(2)2" Mz = Z resX (z)z" L.
Za predpokladu, ze

9(2)

X(2)" = )

uvazujeme pii vypoctu residui dva pripady:

e pokud mé polynom h(z) jednoduché koreny, je residuum v pé6lu prvniho fadu
24
9(2)

res ———

h(z)

- |- 055

zZ=2z;
e v piipadé vicendsobného kofene polynomu h(z) o ndsobnosti r, je residuum
v polu z; fadu r

9(2)
h(z)

res

it [ - 23]

G E=

z=2z;
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2.2 Diskrétni analogie Putzerova algoritmu

Je na misté pfipomenout, matice realnych ¢isel A = (a;;) o rozmeéru k X k ma realné
nebo komplexni vlastni ¢islo A takové, ze AE = A¢ pro nékteré nenulové & € CF, C
znac¢i mnozinu komplexnich ¢isel. Ekvivalentné lze tento vztah zapsat jako

(A — MI)¢ =0. (2.4)
Rovnice (2.4) mé nenulové feseni = pravé tehdy, kdyz

det(A — AI) = 0
nebo

N a NP e N2 g M+ a = 0. (2.5)

Rovnice (2.5) se nazyva charakteristickou rovnici matice A, jejiz kofeny \ se
nazyvaji vlastnimi ¢isly matice A. Pokud A, Ao, ..., Ax jsou vlastni ¢isla matice
A pak lze napsat rovnici (2.5) jako

k
) =] =) =0.
j=1
Véta 9 KazZda matice vyhovuje své charakteristické rovnici, tedy

k
p(A) =T[(A-ND) =0,

j=1

nebo
AF g AP A2 T = 0.

Necht A je matice redlnych ¢isel o rozméru k x k. Matice A™ lze reprezentovat
ve tvaru

AT =" (MG - 1), (2.6)

kde u;(n) jsou skalarni funkce a

M(j) = (A — SI)M(j — 1), M(0) =1 .7)
nebo

M(j+1) = (A = A DM(j), M(0) = 1.
Iteracemi lze ukazat, ze

M(n) = (A — \I)(A — AD) - (A — A T)
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anebo v kratsi formé

n

M(n) = [J(A - AT). (2.8)

J=1

Podle Cayley-Hamiltonova teorému je

k
HA A1)

A nésledné, M(n) = 0 pro vSechna n > k. Formuli (2.6) lze pfepsat jako

A" = Zuj(n)M(j —1). (2.9)

Pokud je dosazeno n = 0 do formule (2.9), lze obdrzet

A’ =T =u(0)T + ug(0)M(1) + - - - + up (0)M(k — 1). (2.10)
Rovnice (2.10) je splnéna, pokud

u1(0) =1 and us(0) = uz(0) = - -+ = ux(0) = 0. (2.11)
Z formule (2.9) je

k
A™ = Y ui(n+ 1)M(j — 1) = AA”

= A (Z uj(n)M(j — 1))

k
- Zuj(n)AM(j —1).

Substituci AM(j — 1) z rovnice (2.7) lze dostat
k

k
> i+ HM(j - 1) = Zu] 7))+ AM(G—1)). (2.12)
j=1
Srovnanim koeficienta M(j), 1 < j < k, v rovnici (2.12), a uplatnénim podminky
(2.11), 1ze dostat

UJ(TL + 1) = Alul(n), Ul(O) —1,
uj(n + 1) = )\jUj(n) + uj—l(”), UJ(O) =0,7=2,3,..., k. } (2.13)

Reseni rovnic (2.13) jsou déna

ur(n) =AY, wp(n) =D NTUw(), =23,k (2.14)

Rovnice (2.8) a (2.14) dohromady tvoii algoritmus pro vypocet matice A", ktery se
nazyva Putzertv algoritmus.
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2.3 Dalsi metody vypoc¢tu matice A"

Mocnina A™ ¢tvercové matice A hraje dulezitou roli pfi feseni systému linearnich

diferenc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty a;;, kde 7,5 = 1,2,...,m, ve tvaru
xl(n -+ 1) = anxl(n) + alz.fllg(n) + -+ almazm(n),
ra(n+1) = anzi(n) + axpre(n) + - - + agmxm(n),
Tmn+1) = amri(n) + amaza(n) + -+ + Grm@m(n). (2.15)

Tento systém lze psat ve vektorovém tvaru
x(n+1) = Ax(n), (2.16)

kde A je ¢tvercova matice fadu m a x(n) = [z1(n), z2(n), ..., z,(n)]* € R™. Symbol
T znadi transpozici vektoru. Viechna feSeni linedrni rovnice (2.16) tvoii vektorovy
prostor dimenze m. Baze tohoto vektorového prostoru se nazyva fundamentalnim
systémem FeSeni rovnice (2.16) a obecné feSeni je pak linedrni kombinaci vektorovych
funkei tvoficich bazi. ReSeni rovnice (2.16) je tedy plné popsano matici ®(n), jejiz
sloupce jsou vektorové funkce tvorfici fundamentalni systém FeSeni. Matice ®(n)
se nazyvéa fundamentalni matice rovnice (2.16). Plati-li pro fundamentdlni matici
®(n) rovnost ®(0) = I, kde I znaci jednotkovou ¢tvercovou matici fadu m, nazyva
se fundamentalni matice ®(n) hlavni fundamentalni matice rovnice (2.16). Neni
obtizné nahlédnout, ze pro hlavni fundamentalni matici rovnice (2.16) plati ®(n) =
A"

P1i urcovani matice A" je zadouci tuto matici vyjadrit nikoli jako mocninu néjaké
matice, ale jako ¢tvercovou matici, jejiz prvky jsou vyrazy zavislé na n. Napriklad
pro matici

0 1
A p—
(50)
1ze dostat

nm 3 nm
A":( cos gt sin 5 )

i, N s
S1n 3 COS B

P¥imy vypodet A" postupnym pocitanim mocnin A, A2, ..., A" povede k cili pouze
v nékterych jednodussich piipadech. Pfi ur¢ovani maticové funkce A" lze postupo-
vat tak, ze se nalezne libovolna fundamentalni matice ®(n) diferen¢ni rovnice (2.16)
a pak se ur¢i A" = ®(n)® '(0). Pritom lze pouzit metodu transformace matice
A na Jordaniv normalni tvar. Pouziva se podobnym zptisobem jako pfi urcovani
fundamentalni matice systému linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koe-
ficienty. Podle [20] je tato metoda cenné zejména z teoretického hlediska, protoze
pii jejim uziti je zfetelné patrné struktura fundamentalni matice diferenc¢ni rovnice
(2.16). Znalost struktury fundamentalni matice dava moznost pouzit také metodu
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neurcitych koeficientl, ktera je pomérné jednoducha. Méa-li vsak charakteristickd
rovnice matice A vicenasobné kofeny, muze byt pouziti této metody dost pracné,
protoze vede na feSeni systému linearnich rovnic o vétsim poctu rovnic a nezna-
mych [20]. Z tohoto divodu byla odvozena celd fada metod, jak maticovou funkci
A" ziskat. Dukazy nékterych z nich jsou zalozeny na Cayley-Hamiltonové vété (viz
diskrétni Putzertv algoritmus). Nékteré vzorce pro vypocet A" lze ziskat ze vzorcti
pro eA! tak, ze piislusny vzorec se n krat zderivuje (podle t) a potom se dosadi
t=0.

V dalsich podkapitolach jsou uvedeny jen nékteré zakladni uzitecné metody,
které ukazuji na vzajemnou provazanost rtiznych oblasti matematiky, které se v této
problematice uplatiuji [20].

2.3.1 Metoda transformace na Jordanuv normalni tvar

Pro praktické vyuziti metody transformace na Jordantiv normalni tvar je tfeba umét
hledat nejen Jordaniv normalni tvar J matice A, ale i pfevodni matici P takovou,
7e A = PJP'. Podle [20] Ize k tomu vyuzit Weierstrassovy teorie elementérnich
délitelt nebo Weyrovy teorie.

2.3.2 Eliminac¢éni metoda

Uzitecnou, avSsak mnohdy podcenovanou a opomijenou metodou, je metoda elimi-
na¢ni [20]. P¥i této metodé je snaha pomoci operace posunu n — n + 1, nasobeni
rovnice nenulovou konstantou (nebo funkci proménné n) a pric¢itani jedné rovnice
k druhé, eliminovat vsechny proménné kromé jedné a ziskat tak linearni rovnici
fadu mensiho nebo rovného m s konstantnimi koeficienty. V pripadé systému line-
arnich diferen¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty je tato metoda podle [20] vzdy
pouzitelna.

Lze-li chapat A\ jako operdtor posunu n +— n + 1, A jako linearni operator
odpovidajici matici A, Z jako identicky operator a znaci-li I jednotkovou matici,
1ze rovnici (2.16) psat ve tvaru A\x = Ax, ¢ili (A —Z\)x = 0, tj. v maticovém tvaru
(A —AI)x = 0. Provedeni posunu n — n+ 1 v nékteré rovnici uvazovaného systému
je mozno chapat jako vynasobeni prislusného fadku matice A — AI proménnou A,
vynasobeni nékteré rovnice systému (2.15) nenulovou konstantou jako vynasobeni
prislusného fadku matice A — AI touto konstantou a pricteni jedné rovnice systému
k druhé jako pricteni odpovidajiciho radku matice A — AI k jinému. Eliminaci lze
tedy provadét upravami matice A — Al az na trojuhelnikovy tvar. Pritom kromé
zminénych uprav lze k libovolnému fadku pri¢ist P(\) nasobek jiného fadku, kde
P(\) zna¢i nenulovy polynom v proménné A a provést vyménu dvou fadkt. Tento
postup pripominajici Gaussovu elimina¢ni metodu, je u systémt s vétsim poctem
rovnic prehlednéjsi nez primé uziti eliminacni metody.
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2.3.3 Interpola¢ni metoda

Tato metoda umoznuje relativné jednoduchym zptisobem odvodit i obecné vzorce
pro feSeni. Nechf f()) je skaldrni funkce skaldrnitho argumentu A a necht A je
¢tvercova matice fadu m. Bud

YA = (A=A A= AP (A= AP
miniméalni polynom matice A, tj. polynom nejmensiho stupné takovy, ze
(A — )xll)pl(A — )\QI)Pz o (A _ )\SI)ps —0.

Zde A, Ao, ..., A jsou navzajem ruznd vlastni ¢isla matice A. Necht p = Z§:1pj
znadl stupeil polynomu ¢ (\). Lagrangeovym-Silvesterovym interpola¢nim polyno-
mem funkce f na spektru matice A rozumime polynom r(\) stupné mensiho nez
p takovy, ze

r(A) = FA), 'G) = (), -, r®TH0g) = D 0y) (2.17)
=1

Podle [20] za predpokladu existence potfebnych derivaci funkce f Lagrangetv-
Silvestertiv interpola¢ni polynom existuje a je podminkami (2.17) uréen jednozna-
¢né. Pritom plati f(A) = r(A). Posledni rovnost vSak plati pro libovolny polynom
r(A) spliujici (2.17). Lze dokonce ovétit, ze pro dvé (dostatecné hladké) skalarni
funkce f(A) a r(A) plati f(A) = r(A), jsou-li splnény podminky (2.17). UZitim
téchto poznatkil a teorie interpolace skalarnich funkci lze hledat matici A™. Piitom
lze predpokladat, Ze v podminkach (2.17) zna¢i p; nasobnost vlastniho cisla A,
jakozto kotrene charakteristické rovnice.

2.3.4 Metoda zaloZena na uziti zakladni formule
pro maticovou funkci

Pti urcovani maticové mocniny A", ktera je zakladni fundamentalni matici difere-
néni rovnice (2.16), lze vyuzit nasledujici tvrzeni o maticové funkei:

Ma-li charakteristickd rovnice ctvercové matice A rddu n navzdjem riuzné koreny
A, Aoy ooy As 8 ndsobnostmi puy, fo, - . ., s, kde (g + po + - -+ ps = m), pak libo-
volnd skaldrni maticova funkce f(A) je tvaru

S

FA) =D [FODNZj+ ') Zjz + -+ FH (V) Zj, ] (2.18)

J=1

kde Z; jsou ctvercové matice Tadu m. Pritom wvztah (2.18) plati pro libovolnou
dostatecné hladkou skaldrni funkci f(\) a matice Z; zdviseji pouze na matici A,
nikoli na skaldrni funkci f.
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Lze proto za f dosazovat rizné skalarni funkce a ziskat tak soustavu rovnic pro ne-
znamé matice Z;. Po urceni matic Z; pak snadno urc¢ime maticovou funkci A"
ze vztahu (2.18) volbou f(A) = A", pfi¢emz je potifeba mit na paméti, ze derivace
funkce f ve vzorci (2.18) jsou derivace vzhledem k proménné \ a nikoli vzhledem
k n, které hraje pouze roli parametru. Vztah (2.18) byva nazyvéan zakladni formule
pro maticovou funkei f(A).

2.3.5 Metoda zbytkového polynomu

Necht matice A fadu m ma p vlastnich ¢isel A\; s ndsobnostmi ; (7 = 1,2,...,p),
takze py + po + -+ + pp, = m. Pak A" = r(A), kde r(A) je polynom tvaru
r(\) = ag+a A+ -+ a, 1AL Pfitom koeficienty a; lze ur¢it vyuzitim podminek
rOhoy, = (A0 hon; 1=0,1, .0 — 15 =1,2,...,p.

2.4 Princip Weyrovy maticové metody

Algoritmus vedouci k nalezeni fundamentalniho systému feseni soustavy linearnich
diferenciélnich rovnic je uveden napiiklad v [28]. Nyni bude stru¢né uveden princip
Weyrovy teorie, jejiz popis je zminén v [4] nebo [5], pfipadné v [14].

Nechf A je ¢tvercova matice komplexnich ¢isel rozméru m, A jedno z jejich vlast-
nich cisel a h hodnost matice A. Potom ¢islo

v=m-—~h

nazyvame nulitou matice A. Predpokladejme vlastni ¢islo A s nasobnosti k. Potom
vytvorené posloupnosti matic

(A=)’ =1, (A-AD'=A -\, (A-)XD)? ..., (A— )\,
odpovida posloupnost hodnosti
ho > hy > hy > --->h,
a posloupnost nulit
O=m<n<wm<---<uy==Fk,
kde p vyhovuje podmince
h, =m — k.
Necht

01 =V —lW, O =Vy —Vi, ..., Op=Vp —Vp_1
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jsou charakteristiky matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A, spliiujici nerovnosti
o1 > 09 > ... > 0,. Lze ukazat, Ze existuje systém nenulovych vektort

Vsiy -+ Vsay, s=1,2,...,p,
Vsop+1y -+ Vsop_1s 3:1,2,---,]7_17
Vsop,1+17"'avsap727 521727"‘7]9_27
Vsoo+1y+ -+ Vsops s=1

piislusejici vlastnimu ¢islu A, ktery se sklada z oy + 09 + ... + 0, = k linedrné
nezavislych vektori. Tyto vektory jsou urceny charakteristikami matice A a jsou
rozmistény v tabulce o p fadcich a oy sloupcich (viz tabulka 2.1).

Tabulka 2.1: Systém vektorti odpovidajicich pfislusnému vlastnimu ¢islu A.

Vi1 Vio Ce Vlgp V1’Up+1 Ce V1’0p71 e | Vigg | .- ‘ Vi ‘
Vo1 Voo Ce Vggp V27Up_|.1 Ce V270-p71 cov | Voo,

Vp—1,1 | Vp—12 | --- | Vp—1,0, | Vp—lop+1 | -+ | Vp—l,0p_1
Vp1 Vp2 . Vpgp

Pocet vektorti v kazdém fadku je urcen pfislusnou charakteristikou (o5,s =
1,2,...,p), tedy v j-tém radku tabulky 2.1 je celkem o; vektori. Kazdy sloupec
tabulky 2.1 je fetézcem zobecnénych vlastnich vektort, odpovidajicim zobecnénému
vlastnimu vektoru, kterym sloupec kon¢i.

Nejprve se tedy uréi posledni (nenulovy) vektor v kazdém sloupci podle vztahu

(A — M)v;, =0, (2.19)

kde j =1,2,...,pase€{oj1+1,0/41+2,...,0;}. V piipadé, Ze je voleno j = p,
polozime 0,1 = 0. Pokud 0,1 > ¢}, vztah (2.19) neni definovan.

Néasledné se ur¢i vsechny predchézejici vektory v kazdém sloupci. Pro kazdou
hodnotu dvojice indexi (j,s), j € {2,3,...,p}as € {ojs1+1,0j11+2,...,0;} se
najdou fetézce netrividlnich vektortt pomoci vztaht

Viei1,s = (A — )\I)Vls, (220)

kdel=j,7—1,...,2. Pokud j = p, pak 0,41 = 0.
Nyni nechf existuje soustava linearnich homogennich diferencialnich rovnic v ma-
ticové podobé

y'(t) = Ay(1), (2.21)

kde A je matice koeficient rozméru m x m a y(t) je vektor feSeni, ktery tvori m-
rozmérny vektorovy prostor. Bazi tohoto prostoru je fundamentalni systém feseni,
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ktery je tvofen mnozinou m feseni yi(t), y2(t), ..., y,(£). Obecné feseni je potom
déano linearni kombinaci fundamentalniho systému feseni. Pokud je A libovolné k-
nasobné vlastni ¢islo matice A a tabulka 2.1 obsahuje odpovidajici systém vektori,
pak vlastnimu ¢islu A odpovidé k feSeni systému (2.21) ve tvaru

Yis (t> - VlseAtu

st(t> - (Vlst + V2$)e>\t7
/! /2 A
Yjs(t> = <V13 (] — 1)' + Vog (j — 2)' + -+ Vj_l’st + Vjs> e,

pro kazdou dvojici indext (j,s), j € {1,2,...,p}, s € {00,}. Fundamentalni systém
feSeni je sjednoceni vSech mnozin linearné nezavislych feseni odpovidajicich vsem
korentim charakteristické rovnice.

2.5 Znamy postup reseni pomoci Weyrovy teorie

Reseni diskrétniho systému s konstantnimi koeficienty pomoci Weyrovy teorie se jiz
zabyval Jifi Cermék v poloviné 20.stoleti v [10], kde fundamentalni systém soustavy
(4.1) byl nalezen ve tvaru

n n(n —1)
Yjs - Vjs + Vj—‘rl,s_ + Vj+2’ST + e+

1
nn—1)...(n—(p—j—1))
(p—17)!

TVps

) A" (2.22)

proje{l,2,....p—1},s€{1,2,...,0p—j+1} a

Yis = Vjs)\n (223)
pro j =p, s € {1,2,...,01}. Formule pouzité k vypoctu systému vektorta v (2.22),
(2.23) jsou podle [10] nasledujici:

1

X(A — )\I)Vjs =0

proj =pa
1
A = ADVjs = Vs

proj=1,2,...,p— 1.V obou ptipadech s =1,2,...,0,_j11.
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3 CILE DISERTACNI PRACE

Potfeba nového algoritmu pro feseni soustavy diferen¢nich rovnic je hlavni hnaci
silou této disertacni prace. Dosud nepopsana analogie Weyrovy metody pro feSeni
soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty miize skryvat
vyhody v podobé schopného algoritmu. Jednoznac¢nym cilem disertacni préace je
vytvoreni a popsani analogie Weyrovy metody s pouzitim teorie feseni systému line-
arnich homogennich diferencnich rovnic s konstantnimi koeficienty pomoci vlastnich
vektorti.

Dalsim krokem je rozsiteni pouziti algoritmu i k feSeni systému linearnich neho-
mogennich diferenc¢nich rovnic.

Poslednim krokem je pak aplikace algoritmu v programovém prostiedi Matlab
s vyuzitim néstroje pro praci se symbolickou matematikou. Program Matlab se vé-
nuje predevsim feseni diferencialnich rovnic, a proto posileni programového vybaveni
ucinnym algoritmem pro feseni systému diferen¢nich rovnic bude pfinosem. Budou
navrzeny nékteré funkce pro vypocet feseni diferencnich rovnic, které implemen-
tuji uvedeny algoritmus. Protoze s rostoucim radem diferenc¢ni rovnice také vzrista
obtiznost implementace funkce pro feSeni této diferencni rovnice, budou navrzeny
funkce pro feseni linearnich homogennich diferen¢nich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty druhého a tfetiho radu. Na ptikladech zde bude také ukazano pouziti matla-
bovskych funkci véetné obdrzeného vystupu v Matlabu a jeho spravné interpretace.

Protoze je vhodné teoreticky zaklad aplikovat na prakticky ptiklad, bude v prak-
ticky zamérené casti prace ukazan piiklad feseni obvodu RLC navrzenym algoritmem
(k feseni budou uzity i implementované funkce v Matlabu), nasledné pak bude toto
feSeni srovnano s feSenim pomoci transformace Z a bude ukazano srovnani téchto
dvou metod s teoreticky pfesnym fesenim. V této c¢asti prace bude taky metoda
vlastnich vektor vystavena konfrontaci s dalsimi dvéma postupy a bude nazorné
ukazano, ze uzitim vsech tii metod vede ke stejnému vysledku.
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4 DISKRETNI SYSTEM A VLASTNI
VEKTORY

Nyni bude ukazan analogicky pripad Weyrovy metody pro linedrni diskrétni sys-
tém. Zakladem pro vypocet feseni bude opét tabulka vlastnich vektort 2.1 uvedena
v kapitole 2.4.

4.1 Homogenni systém rovnic s konstantnimi

koeficienty
Necht je dana soustava linedrnich homogennich diferen¢nich rovnic s konstantnimi
koeficienty
y(n+1) = Ay(n), (4.1)

kde A je matice konstant rozméru m x m a y(n) je vektor feseni.

V tomto pripadé jsou vektory z tabulky 2.1 pocitany podle odlisnych vztaht
nez (2.19), (2.20). Nejdiive musi byt uréen prvni nenulovy vektor v kazdém sloupci
podle vztahu

(A — A)v;, = 0, (4.2)

kde j =1 as e {1,2,...,0,}. Nasledné jsou vypocitany dalsi vektory v kazdém
sloupci podle formule

. Vis Vag o V-2 4
(A= AD)vjs = A ((J — D) + =2 +---+ 5 + v]LS) , (4.3)

kde j €{2,3,...,ptase{1,2,...,0,}.

Véta 10 Systém vsech linedrné nezdvislych resent, kterd odpovidaji libovolnému k-
ndsobnému vlastnimu ¢islu A matice A, je tvoren k Tesenimi (4.1) ve tvaru

ni—1 ni—2
Yjs(n) - (Vls m + Vo, m + -+ Vi_1,sN + Vj,s) )\n, (44)

pro kaZdou dvogici indezi (j,s), kde j € {1,2,...,p} as e {1,2,...,0;}.

Dukaz. V dikazu bude proveden pomoci vztaht (4.2), (4.3) pouze pro vektory
v prvnim sloupci v tabulce 2.1, proto se predpoklada index s = 1. Vypocet vektori
v dalsich sloupcich tabulky 2.1 lze dokazat analogicky. Pokud j = {1,2,...,p—1,p}
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a A je jedno z vlastnich ¢isel matice A, pak podle vztahu (4.3) vlastnimu ¢&islu A
odpovida systém vektorii

(A—)\I)Vll = O,
(A—/\I)Vgl = /\VH,

(A= A)v,_,; = )\<( M = AEL '+...+Vp—371+vp_2,1), (4.7)

p=2)! (p—3) 2!
A=y = 3 (g g+t ). 48)
Systémy (4.5)—(4.8) lze vyjadrit v ekvivalentnim tvaru
Avyy = vy, (4.9)

Avy = A(vi+val), (4.10)

A% A% V,_
Avpsa = A ((p SRy R V’“’l) > (430)

A" Vv Vo,
Av, = A <(p _”1)! o _212)! ot ”2!2’1 F v, 11+ v,,l) S (412)

Necht j = 1. Podle vztahu (4.4) plati

y11(n) = vir A" (4.13)
Dosazenim do (4.1) a Gpravou pomoci vztahu (4.9) lze dokazat, ze
yll(n + 1) = Vll)\n-‘r1 = )\Vll)\n = AVll)\n = Ay11<n)

Vektor (4.13) je tedy jednim z feSeni systému (4.1).
Necht j = 2. Podle vztahu (4.4),

Y21(n) = (V11n + V21) A" (4.14)

Analogickym dosazenim vektoru (4.14) do (4.1) a tpravou podle (4.9), (4.10) lze
ziskat:

yor(n+1) = (Vn(n +1) + V21>)\"+1 = (AViin + Avip + Avy ) A" =
= (Avyn+ Avy) N" = A (viin + vop) A" = Ay (n).
Vektor (4.14) je tedy také jednim z feSeni systému (4.1).
Nyni bude uvazovan pripad, kdy j = p. Potom by mél byt vektor
nP~1

(p—1)!

+ Vo1

ypi(n) = (Vn

+Fvean+ vy | A"



KAPITOLA 4. DISKRETNI SYSTEM A VLASTNI VEKTORY 40

jednim z feSeni systému (4.1):

ypi(n+1)

(vn% + le% +-+vpa(n+1)
+Vp1) AL =

(AVH% + /\vgl% + AV (n+ 1)
+)\Vp1> A=

AV p—1 p—1\ , 11 p—=1\ 19
a7 (e
p—1 p—1 Avyy p—2 P—2\ 0
+(p—2)n+(p—1>}+(p—2)!{n L)

P=2\ p oo, p—2 p—2
+( 2 )n i +<p—3)n+(p—2 "

FAV,1 1 (n+ 1) + Avy [N =
)\VH p—1 -2 (p - 1)(]7 B 2) -3
—1)nP W\ A
(p_1>!(n +(p—1)nP= 4 5 nP° 4
AV 2 -3
+p—1n+1)+ (np + (p —2)n”
(v-1) S (-2

(0-2p-3) ,

- 2

+--~+(p—2)n+1)+-~

FAVp_11(n+ 1) + Avy, [N =

p—1 )\VH np72 )\Vn(p — 1) )\Vgl
RS <<p—w! <p—mJ
/\Vll(p — ].) )\V21 (p — 2)
—i—n( -1 -2 +-'-—|—)\Vp_1,1>

AV AVaq L
+((p_ i + —2)! +- AV +/\Vp1)])\ =

nP~! nP=2
A A
-1 G

)\Vll )\Vgl
AV,
+((p—2)!+(p—3)!+ + AV, 1,1)n

AV AVay
+ +
((p -t (p—2)

)\VH

e F AV )\Vpl)] A"
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Uprava pomoci vztahii (4.9)(4.12) ukaze, Ze

np~1 npP—2
yp(n+1) = (Avnm + Avy T ++Av, g n+ Avp1> N =
nP~! nP~2
= A (vnm + Vglm +FVpan+ Vpl) A=
= Ayu(n).

Véta 10 je dokazana. Ke kazdému vlastnimu ¢islu matice A existuje odpovidajici
mnozina feSeni. Pocet téchto feseni se vzdy rovna nasobnosti ptislusného vlastniho
¢isla. Obecnému feseni systému (4.1) odpovida maticovy zapis

y(n) = ®(n)C, (4.15)

kde ®(n) je fundamentalni matice feseni a C je vektor libovolnych konstant, které
lze urcit podle pocatecni podminky

y(no) = yo. (4.16)

Postup feseni véetné dikazu lze najit v [22] anebo struény popis taktéz v [24].

4.2 Nehomogenni systém rovnic s konstantnimi

koeficienty

V pripadé nehomogenniho systému lze urcit partikularni feseni podle nasledujici
vety.

Véta 11 Necht je ddn nehomogenni systém vychdzejici z predchoziho homogenniho
systému (4.1) ve tvaru

y(n+1) = Ay(n) +g(n) (4.17)

s pocatecni podminkou (4.16). Potom partikularni teseni systému (4.17) md tvar

n—1

y(n,no,¥0) = ®(n) @~ (no)yo + Z P(n+no—r— 1)@ ' (no)g(r). (4.18)

r=ng

Dukaz. Podle [17] lze uréit feSeni nehomogenniho systému (4.17) podle vztahu

n—1

y(n,n0,y0) = A" "0yo+ Y A" g(r). (4.19)

r=ng

Obecné Feseni (4.15) homogenniho systému (4.1) v po¢atecnim bodé ny je

y(ng) = ®(no)C.
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Nésobenim zleva matici ®*(ng) lze zjistit, ¢emu se rovna vektor konstant C:
& (ng)yo = @ (no)®(no)C
a po uprave
& '(ng)yo = C. (4.20)

Dosazenim vektoru konstant (4.20) do obecného feSeni homogenniho systému (4.15)
lze dostat rovnici

y(n) = ®(n)® *(ng)yo. (4.21)
Protoze podle [17] plati pro partikuldrni feseni homogenni soustavy (4.1) vztah

y(n) = A" "yq, (4.22)
porovnanim rovnic (4.21) a (4.22) lze zjistit, ze

®(n)® *(ng) = A", (4.23)
ProtoZe je potfeba najit také vyjadieni A"~"~!, lze podle rovnosti

n—ng=n—r—1 — n=n4+ng—r—1

nahradit n v mocniné matice A"~ vyrazem n+ng—r — 1. Vysledkem této operace
je pak vyraz

A" =®(n+ng—1r — 1)® (nyg). (4.24)
S pouzitim nalezenych mocnin (4.23), (4.24) matice A lze nyni vztah (4.19) zapsat
ve tvaru
n—1
y(n,no,¥0) = ®(n) @ (no)yo + Z ®(n+no — 1 — 1)@ (no)g(r).
r=ng

Véta 11 je dokazana.

Za povSimnuti stoji vztah (4.23), ktery umoziuje urceni mocniny matice A",
jejiz nalezeni pomoci vztahu (2.9) je podstatou napiiklad jiz d¥ive uvedené diskrétni
obdoby Putzerova algoritmu. Pokud ng = 0, ma rovnice (4.23) tvar
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4.3 Nasobnost korene a vliv nulit na tvar reseni

V pripadé, ze charakteristickd rovnice systému ma m navzajem rtiznych realnych
kofenti

A as A (4.25)
a m odpovidajicich (nenulovych) vlastnich vektori
Vi, Vo, ..oy Vi, (4.26)

je konstrukce obecného feseni soustavy rovnic (4.1) jednoduché a plati: M&-1i matice
A celkem m navzajem riznych vlastnich cisel (4.25), kterym odpovidaji vlastni
vektory (4.26), potom vektorové funkce

n n n
VIAT, Vo Ay, .. Vi AT

tvori fundamentélni systém feSeni soustavy rovnic (4.1). Obecné Feeni této soustavy
lze vyjadrit ve tvaru

y(n) = KyviA] + KovoAl + ...+ K, v Al

kde Ky, K, ..., K,, jsou libovolné konstanty.

Konstrukce fundamentalniho systému feseni je komplikovanéjsi v piipadé, kdy
jsou koteny charakteristické rovnice nasobné. Vlastnimu ¢islu A nasobnosti s odpo-
vida s linedrné nezavislych feseni. V pripadé, zZe je nasobné vlastni ¢islo komplexni,
tj. A = a4+ jB, kde j je komplexni jednotka a «, 3 € R, bude komplexné sdruzené
¢islo A = o — jf také vlastnim ¢islem stejné nasobnosti. Existuje-li komplexni feSeni
y = y(n) soustavy (4.1), 1ze obdrzet dvé redlna feseni y(n), y2(n) pomoci vzorci

yi(n) = Rey(n)
y2(n) = Im y(n),

kde Re znadi redlnou ¢ast a Im imaginarni ¢ast komplexniho feSeni y(n).

Jiny pohled na konstrukci systému feseni nabizi tzv. nulity v, které byly pred-
staveny jiz dfive v této praci. V pripadé s-nasobného kotene charakteristické rovnice
mohou vlastni vektory vq, vo, ..., vy tvorit tzv. fetézec vlastnich vektori, kdy z vy-
choziho vlastniho vektoru v, ktery odpovida vlastnimu ¢islu A\, dostavame vektor vy
az posléze v,. Délka tohoto fetézce vlastnich vektori odpovidajici danému vlastnimu
¢islu je rovna jeho nasobnosti. Hodnota nulity v tak udava pocet linedrné nezavis-
Iych vlastnich vektort vy, které mohou byt pripadné dale retézeny. Detailnéjsi rozbor
fetézeni vektori a jeho mozné varianty jsou popsany napiiklad v [25].
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4.4 Implementace algoritmu v programu Matlab

Jednou z motivaci disertacni prace byla i snaha uplatnit teoretické poznatky a im-
plementovat zjistény postup v néjakém technickém feSeni. Teorie, ktera byla uve-
dena v predchozi kapitole 4.1, je soucasti algoritmu pro vypocet feSeni, ktery byl
implementovan v programovacim prostiedi Matlab. Samotny program Matlab v za-
kladni instalaci neobsahuje vhodné nastroje a k vypoctu je potieba pouzit modul
pro pocitani se symbolickou matematikou — Symbolic Math Toolbox, po vlozeni pii-
kazu a spusténim vypoctu probéhne feseni podle navrzeného algoritmu a program
Matlab vrati obecné feseni zadané soustavy diferenc¢nich rovnic. Pro zjednoduseni
byl postup aplikovan na linedrni homogenni diferen¢ni rovnice druhého a tietiho
radu.

Popis implementace algoritmu

Pro feseni linearnich homogennich diferenc¢nich rovnic druhého a tretiho fadu byly
navrzeny C¢tyri funkce v programu Matlab. Prvnim tkolem byla implementace po-
stupu odvozeného od Weyrovy metody pro systém linearnich homogennich difere-
n¢nich rovnic. Vznikly tak funkce vypocet2.m a wvypocet3.m, jejichz téla lze nalézt
v prilohach A.2 a A.4. Obecné lze obé funkce rozdélit do tiech ¢asti.

V prvni ¢asti funkce zpracovava zadané vstupni argumenty, které jsou tvoreny
koeficienty matice A systému (4.1) a provadi nasledujici operace:

e sestaveni matice koeficientti A systému rovnic ze vstupnich argumentii,

e uloZeni rozmért matice do proménnych, resp. do proménné, nebot uvazujeme
pouze ¢tvercové matice A,

e vytvoreni jednotkové matice I,
e vytvoreni vektoru kotfent charakteristické rovnice,
e stanoveni nasobnosti k£ jednotlivych kofenti A.

Ve druhé casti jsou déle zpracovavany vektory nasobnosti a korenti charakte-
ristické rovnice ziskané v prvnim kroku. Zde zacina vlastni implementace postupu
odvozeného od Weyrovy metody a pro kazdy kofen charakteristické rovnice jsou
provedeny tyto postupy:

e 7zjisténi exponentu matice (A — AI) takového, kdy hodnost takto umocnéné
matice je rovna nule,

e vytvoreni posloupnosti hodnosti,
e vytvoreni posloupnosti nulit,

e vytvoreni posloupnosti charakteristik,
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e sestaveni tabulky vektort podle 2.1,
e vypocet vektori podle sestavené tabulky;,
e sestaveni FeSeni (kombinace vektori) pro dany kofen charakteristické rovnice.

Ve treti ¢asti funkce je vypsano symbolické feseni zadaného systému rovnic a vy-
sledky jsou formatovany nazornym zptisobem.

Druhym tkolem bylo vytvorit funkce difrov2.m a difrov3.m, jejichz téla lze nalézt
opét v prilohach A.1 a A.3. Navrzené funkce pracuji v podstaté pouze s koeficienty
diferen¢ni rovnice druhého nebo tretiho radu a jejich tucelem je pievod diferenc¢ni
rovnice druhého nebo tietiho fadu na systém dvou nebo tii rovnic prvniho Fadu.
Vstupni argumenty funkce prevede na koeficienty systému dvou rovnic prvniho fadu
(all, al2, a21, a22) nebo tii rovnic prvniho fadu (all, al2, al3, a21, a22, a23, a3l,
a32, a33). Takto ziskané koeficienty jsou vstupnimi argumenty predchozich funkei
vypocet2.m a vypocet3.m, které jiz byly popsany diive.

Implementaci provazely nepiijemné situace, problémy vznikaly zejména vlivem
kvantovani a zaokrouhlovani ¢iselnych hodnot, napiiklad pti vypoc¢tu determinantii.
Déle vznikala s rostoucim fadem soustavy rada krajnich situaci, které zptisobovaly
pad programu, a proto bylo tfeba vSechny krajni situace nalézt a osSettit prislusnymi
pravidly.

Nyni budou uvedeny piiklady systémut linearnich homogennich diferenc¢nich
rovnic s konstantnimi koeficienty a vystupy z programu Matlab, které byly ziskany
pomoci naprogramovaného algoritmu. Vystupy jsou uvedeny presné ve tvaru, ktery
je pro Matlab prirozeny. Ptiklady 1 az 5 prezentuji systémy dvou rovnic, priklady
7 az 9 systémy tii rovnic. Piiklad 6 demonstruje feSeni linearni homogenni difere-
néni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty, obdobné ptiklad 10 lineadrni
homogenni diferen¢ni rovnici trettho fadu. V pripadé komplexnich korent charak-
teristické rovnice je vysledek uveden v obecné symbolické formé a hodnoty modulu
a argumentu jsou ¢iselné uvedeny pred samotnym vypisem FeSeni (viz ptiklady 4, 5,

6a9).

Priklad 1 Urcete obecné feSeni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = ri(n) +  x2(n),
za(n+1) = —2x1(n) + 4aa(n).

Reseni 1 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé
> vypocet2(1,1,-2,4);
a vystupem je Teseni

n n ]
2 K1 +3 K21
]

M/ /o
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[n n ]
[2 K1 + 2 3 K2].

Obecnym fesenim je tedy vektor
Ki2™ + K3
X(TL): ; K, Ky € R.
K2™ 4+ 2K,3"
Priklad 2 Urcete obecné feSeni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = —z(n) + 2x3(n),
zo(n+1) = 3z1(n).

Reseni 2 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé
> vypocet2(-1,2,3,0);

a vystupem je Teseni

[ n n ]
[ -(-3) K1+ 2 K2 ]
[ ]
[ n n ]

[(-3) Ki + 3/2 2 K2].
Obecnym fesenim je tedy vektor

— K1 (=3)" + K2
x(n) = ; K, Ky e R

3
K (=3)" 4 S Ka2"

Priklad 3 Urcete obecné feseni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = 3z1(n) + x2(n),
zo(n+1) = 3xo(n).

Reseni 3 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé
> vypocet2(3,1,0,3);

a vystupem je feseni ve tvaru

[ n n ]
[43 KI+3 K2 (4n+ 1)]
[ ]
[ n ]

[ 12 3 K2 1.

46
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Obecnym feSenim je tedy vektor

x(n) = ; K, Ky e R
12K,3"

Priklad 4 Urcete obecné feseni systému diferenc¢nich rovnic

xl(n—i-l) = xl(n) — 5372(71),
ra(n+1) = x(n) — xa(n).

Reseni 4 Zadani tikolu pro Matlab je ve formé
> vypocet2(1,-5,1,-1);
a vystupem je feSeni ve tvaru

modul =

argument =
1.5708

[ n ]

[modul (cos(n argument) K1 + sin(n argument) K2)]

[ n
[modul (cos(n argument) (1/5 K1 - 2/5 K2)

]
+ sin(n argument) (1/5 K2 + 2/5 K1))].

Obecnym feSenim je tedy vektor
2" [ Ky cos(1,5708n) + K sin(1,5708n)]

x(n) = 1 1 .
2" S(Kl — 2K3) cos(1,5708n) + 5(2K1 + Kj)sin(1,5708n)

Ky, K, € R.

Priklad 5 Urcete obecné feseni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = 2x1(n) — x2(n),
ro(n+1) = x1(n) + 3xa(n).

Reseni 5 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé

47
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> vypocet2(2,-1,1,3);

a vystupem je Teseni ve tvaru

modul =
2.6458
argument =
0.3335
[ n ]
[modul (cos(n argument) K1 + sin(n argument) K2)]
[ n/ / 86603 \
[modul |cos(n argument) |- 1/2 K1 - —----—- K2|
[ \ \ 100000 /
/ 86603  \\]
+ sin(n argument) |- 1/2 K2 + —-——--—- K1l1]
\ 100000  //1.

Obecnym fesenim je tedy vektor
1(n)
X(n) =

za(n)
z1(n) = 2,6458" [ K cos(0, 3335n) + K»sin(0, 3335n)],
zo(n) = 2,6458"[(—0,5K; — 0,8660K>) cos(0, 3335n)
+(0,8660K7 — 0, 5K5) sin(0, 3335n)],

Ky, Ky € R.

Priklad 6 Urcete obecné feseni diferen¢ni rovnice
z(n+2) —1,25z(n+ 1) + 0,78125z(n) = 0.
Reseni 6 Zadani tikolu pro Matlab je ve formé
> difrov2(1,-1.25,0.78125);

a vystupem je Teseni
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modul =
0.8839

argument =
0.7854

[ n ]

[modul (cos(n argument) K1 + sin(n argument) K2)]

[ n
[modul (cos(n argument) (5/8 K1 + 5/8 K2)

]
+ sin(n argument) (5/8 K2 - 5/8 K1))].

Obecnym feSenim je tedy vektor

0,8839" [ K cos(0, 7854n) + K, sin(0, 7854n)]

x(n) = 5 5

O, 8839" g(Kl + KQ) COS(O, 7854n) + g(KQ — K1> SiIl(O, 7854n)

Ky, K, € R.

Priklad 7 Urcete obecné feseni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = 4z1(n) +  w2(n) + 2a3(n),
ro(n+1) = + 2x9(n) — 4dxs(n),
r3(n+1) = +  x2(n) + 6zx3(n).

Reseni 7 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé
> vypocet3(4,1,2,0,2,-4,0,1,6);
a vystupem je feSeni ve tvaru

[ n n n ]
[7/2 4 K1 +4 K2 (7/2n+9) + 44 K3]

[ ]
[ n n ]
[ -74 KL +4 K2 (-7n+ 2) ]
[ ]
[ ]
[ ]

n n
7/2 4 K1 +4 K2 (7/2n + 6)



KAPITOLA 4. DISKRETNI SYSTEM A VLASTNI VEKTORY

Obecnym feSenim je tedy vektor

50

x(n) = —TK 4" + Ky(—Tn + 2)4" 0 Ky, Ky, K3 € R

7 7

Priklad 8 Urcete obecné feseni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = 2x1(n) + x2(n),
ro(n+1) = 2rx9(n) +  x3(n),
r3(n+1) = 2x3(n).

Reseni 8 Zadani tikolu pro Matlab je ve formé
> vypocet3(2,1,0,0,2,1,0,0,2);
a vystupem je feSeni ve tvaru

[ n n n 2

]

[2 K1 +2 K2 (@n+3) +2 K3 (1/2n + 3 n + 8)]

n n
22 K2+2 K3 (2n+T7)

n
4 2 K3

| e B e I s I e Y oy B e |

Obecnym fesenim je tedy vektor

1
K12" 4 Ky(n + 3)2" + K3 <§n2 +3n + 8) 2"

x(n) = 2K,2" + Ky(2n + 7)2"

4K 52"

Priklad 9 Urcete obecné feSeni systému diferenc¢nich rovnic

ri(n+1) = x1(n) + zo(n),
ro(n+1) = —z1(n) + x2(n),
r3(n+1) = x1(n) + x3(n).

Reseni 9 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé

> vypocet3(1,1,0,-1,1,0,1,0,1);

]

| S Ry S [ R T SN B S

Y

Ky, Ky, K3 € R.
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a vystupem je feSeni ve tvaru

modul =
1.4142
argument =
-0.7854
L n ]
[ modul (-cos(argument n) K2 + sin(argument n) K1) ]
A ]
[ n ]
[ modul (-cos(argument n) K1 - sin(argument n) K2) ]
[ ]
[ n ]

[modul (cos(argument n) K1 + sin(argument n) K2) + 9 K3]
Obecnym fesenim je tedy vektor
1,4142" [~ K5 cos(—0, 7854n) + K sin(—0, 7854n)]
x(n) = 1,4142" [~ K; cos(—0, 7854n) — K, sin(—0, 7854n)] ;
1,4142" [ K cos(—0, 7854n) + K, sin(—0, 7854n)] + 9K

Ky, Ky, K3 € R.

Priklad 10 Urcete obecné feseni diferenc¢ni rovnice
x(n+3) —Tz(n+2) + 16z(n+ 1) — 12x(n) = 0.
Reseni 10 Zadani tkolu pro Matlab je ve formé
> difrov3(1,-7,16,-12);

a vystupem je Teseni ve tvaru

[ n n n ]
[1/2 2 K1 +2 K2 (1/2n + 1) + 1/3 3 K3]
[ ]
[ n n n ]
[ 2 KI +2 K2 (n+ 3) +3 K3 ]
[ ]
[ n n n ]
[ 22 KI1+2 K2((2n+38)+33 K3 ]
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Obecnym feSenim je tedy vektor

1 1 1
- K2"+ Ky | = 1)2" + =K33"
511 + K9 (2n+ ) + 3 3

x(n) = ; K1, Ko, K3 € R

K12n —I— KQ(TL —f- 3)2” + K33n

2K12" 4+ Ky(2n + 8)2" 4+ 3K33"

02
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5 APLIKACE TEORIE

Jak 1ze dospét ke stejnému feseni diferencni rovnice pomoci transformace Z a nék-
terym zndmym diskrétnim postupem je uvedeno naptiklad v [26]. V této kapitole
budou predstaveny nékteré aplikace a vysledky navrzeného algoritmu, ktery byl po-
psan v predchozi kapitole 4. Jednodussi pripad pouziti postupu s vlastnimi vektory
a jeho srovnani s jinou diskrétni metodou na nazorném prikladé lze nalézt napiriklad

v [27].

5.1 Konfrontace tfi metod

Uvedeny postup feseni nehomogenniho systému bude nyni vysvétlen na prikladé
a srovnan s vysledky, které byly ziskany jinymi postupy (viz [15]).
Je dana linearni nehomogenni diferenc¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty

y(n+2) —1,25(y + 1) + 0,78125y(n) = z(n + 2) — x(n). (5.1)

Predpoklada se, Ze posloupnost {x(n)} je posloupnost charakterizujici jednotkovy
impuls, tj. x(n) = d(n), kde 6(0) = 1 a 6(n) = 0 pro n # 0. Za podminky, Ze systém
byl pro n < 0 v klidu (kauzalni systém), tj. pfi nulové ptirozené odezvé, je zfejmé,

ze plati y(n) = 0 pron = —1,—2,—3,.... V pfipadé dosazeni za n = —2 do rovnice
(5.1) lze dostat
y(0) — 1,25y(—1) + 0, 78125y(—2) = 2(0) — z(—2). (5.2)

Protoze jsou zndmy hodnoty y(—1) = 0, y(—2) = 0, (—2) = 0 a 2(0) = 1, ze vztahu
(5.2) vyplyva hodnota y(0) = 1. V piipadé dosazeni n = —1 do rovnice (5.1) lze
dostat

y(1) —1,25y(0) 4+ 0, 78125y(—1) = (1) — z(—1). (5.3)
Protoze podle podminky kauzality je y(—1) = 0, déle plati (1) = 0, z(—1) = 0
a pravé zjisténa hodnota je y(0) = 1, lze nalézt ze vztahu (5.3) hodnotu y(1) =
1,25y(0) = 1,25. Dvé pocatecni podminky tedy jsou

y(0) =1, y(1) = 1,25. (5.4)

Zavedenim proménnych Y;(n), Ya(n), kde
y(n) = Yi(n),
yin+1) = Yi(n+1)=Ys(n),
yn+2) = Yy(n+1),

lze zadanou rovnici prevést na systém dvou linedrnich homogennich diferenc¢nich
rovnic s konstantnimi koeficienty ve tvaru

Yifn+1) = Ya(n),
Yo(n+1) = —0,78125Y;(n) + 1,25Y3(n) + z(n + 2) — z(n),
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jehoz pocatecéni podminky jsou
Y1(0) =1, Y3(0) =1, 25.
Tomuto systému odpovida systém homogennich rovnic, ktery ma podobu
Yiln+1) = Ya(n),
Yo(n+1) = —0,78125Y1(n) + 1,25Y3(n),

jehoz TeSenim je vektor

_ (i) _
0,8839"[Cy cos(0, 7854n) + Casin(0, 7854n)]

~ | 0,8839" {(g(ﬁ& + 26’2) cos(0, 7854n) + (—gCl + gCg> sin(0, 785471)] ’

tedy
yu(n) = ®(n)C, (5.5)
kde

_ ( (I>11(n) @12(71) )
cI)Ql (TL) (I)QQ(TL) ’
= 0,8839" cos(0, 7854n),

(n)
(n)
®15(n) = 0,8839"sin(0, 7854n),
5 5
(n) = 0,8839" [gcos(0,7854n)—§sin(o, 7854n)],

5 )
CDQQ(TL) = O, 8839™ |:§ COS(O, 7854n) + g Sin(O, 7854”):| s

e (a)

Dosazenim pocéte¢nich podminek (5.4) do (5.5) lze ziskat

( Y1(0) ) (i ( Cy )
Y5 (0 - = Cy )
2(0) T s 5
Odtud lze zjistit, ¢emu je roven vektor konstant C:
—1
LY ,(Y1<0>):(01>: b ,(mm):(Q)
33 Y>(0) Cy -1 ¢ Y>(0) Cs

Dosazenim pocatecnich podminek lze dostat konstanty C'y, C:

¢ = Yi(0)=1,
8

8
Cy = —Y1(0)+5Y2(0):—1+5- =-1+2=1.

| Ut
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Homogenni feSeni rovnice (5.1) yy(n) ma tvar
yr(n) = Yi(n) = 0,8839" [cos(0, 7854n) + sin(0, 7854n)]. (5.6)

Podle vztahu (4.18) lze v tomto pfipadé uréit partikularni feseni vztahem

n—1

yp(n) =) @n—r—1)@ ' (0)g(r),

r=0
kde

(I)<TL—T — ]_) = 0 8839n—r—1 < (I)ll(n_r_ 1) (I)12(n—7'— 1) >

<I>21(n -7 — 1) (I)QQ(H - T — 1)
Py(n—r—1) = cos(0,7854(n —r — 1)),
Pip(n—r—1) = sin(0,7854(n —r — 1)),

Doy(n—r—1) = 2[008(0, 7854(n —r — 1)) — sin(0, 7854(n — r — 1))] :

Bos(n — 7 —1) = g[cos((), 7854(n — 1 — 1)) + sin(0, 7854(n — r — 1))} ,

—1
cos( sin 0

& 1(0) = 0,8839°
(0) ’ g(cos() —sin0) g(cos() + sin0) ,

g(r) = (x(r+2())—x(r))'

Upravami lze dostat

n—1
yp(n) = 0,8839" "
r=0

g[x(r +2) — z(r)] sin[0, 7854(n — r — 1)]
g [2(r +2) — 2(r)] g (cos [0,7854(n — r — 1)] + sin[0, 7854(n — r — 1)})
—gsin [0, 7854(n — 1)]

=0,8839"""
— cos[0,7854(n — 1)] — sin[0, 7854(n — 1)]

Partikularni feseni yp(n) je tedy rovno prvnimu prvku vektoru yp(n) a ma tvar

8
yp(n) = -0, 8839" " sin[0, 7854(n — 1)]. (5.7)

Celkové feseni rovnice (5.1) je dano souctem feSeni (5.6) a (5.7):

y(n) =yn(n) +yp(n) =
8
= 0,8839"[cos(0, 7854n) + sin(0, 7854n)| — 5 0,8839" ! sin(0, 7854n — 0, 7854)
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a po uprave
y(n) = 0,8839"[2, 28 cos(0, 7854n) — 0,28 sin(0, 7854n)].

V ptipadé pravé strany uvedené v rovnici (5.1) je odezva systému popsaného touto

rovnicl

0 pron < —1
y(n) =1 yu(0)=1 pron =0
0,8839"[2, 28 cos(0, 7854n) — 0,28sin(0, 7854n)] pron > 1

V ¢lanku [15] je stejnd rovnice FeSena transformaci Z a metodou konstrukce
feSeni pomoci souctu vhodného feseni odpovidajici homogenni rovnice a nékterého
partikularniho FeSeni nehomogenni rovnice (metodou variace konstant). Po trans-
formaci Z rovnice (5.1), kdy Z{y(n)} = Y'(2), lze dostat

22Y (2)—22y(0)—2y(1)—1,252Y (2)+1,2529(0)+0, 78125Y (2) = 2° X (2)—2*— X (2),
odkud po upravé

22 -1

X
22— 1,252 +0,78125 (2)+
1

2 _1,252)y(0 1) — 22 =
T 1,255+ 0,78125 [(2* = 1,252)y(0) + zy(1) — 2]

Y(z)=

=Yp(2)+ Yy(2),

kde Yy (z) odpovida obrazu homogenniho feseni yy(n) a Yp(z) odpovida obrazu
partikularniho feseni yp(n) rovnice (5.1). Zpétnou transformaci je pak ziskano reseni
y(n), pro které plati:

0 pron < —1
y(n) = 1 . pron =0
2,2971 - 0,8839™ cos (I +0, 1222) pron > 1

Druhym postupem v [15] je metoda variace konstant, ktera urcuje FeSeni rov-
nice (5.1) jako soucet feSeni homogenni rovnice a nékterého partikuldrniho Feseni
nehomogenni rovnice ve tvaru

y(n) =yu(n) +yp(n).

Homogenni feseni bylo urceno ve tvaru

n+1 n+1
p p
yn(n) = — i
b1 —P2 P1— P2

a partikularni feseni ve tvaru

n—1 __  n—1
yp(n) =2
P1— D2
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kde p12 = 0,625 & j0,625 jsou komplexné sdruzena cisla. Hledané fesSeni rovnice
(5.1) je

0 pron < —1
) yy(0) =1 pron =20
y(”) - I;SLJ,-)I pn+1 pn—l _ pn—l
! - 2 + =2 ! pron >1

P1 — D2 P1 — D2 pP1— P2

Lze snadno dokazat, ze ziskana feSeni uvedenymi tfemi metodami jsou shodna.
Pro cisla p; o plati:

B B
P2 = AxjB=VA2+ B? [cos (arctan Z) + jsin (arctan Z)} =

= p(cose £ jsingp),
p = |pi| = |p2] = V0,625% + 0, 6252 = 0, 8839,

5
¢ = arctan — = arctan 1 = % =0, 7854.

Potom podle metody variace konstant plati

—+1 n+1
J2 p
yu(n) = ! e =
pP1— P2 p1— P2

p [cos(gp(n +1)) + jsin(p(n + 1))] — ptt [cos(gp(n +1)) — jsin(p(n + 1))]

A+jB— (A—jB)

ot [sin(g&n + go))] P ' |
= 5 = Epn [sin(¢n) cos ¢ + cos(pn) sinp| =
0,8839 V2
- 0’ 2F g 0,8839" [cos(O, 7854n) + sin(0, 785471)] =

= 0,8839"[cos(0, 7854n) + sin(0, 7854n)],

¢imz bylo dosazeno stejného vysledku jako metodou vlastnich vektort v (5.6). Stejné
tak pro partikularni feseni plati:
Pyt =it

n)—-——=—
up(n) P1 — D2

prt [Cos(go(n — 1)) — jsin(p(n — 1))} —p! [cos(gp(n — 1)) + jsin(p(n — 1))}

A+jB— (A—jB)

11 .-
P [sm(gp(n— 1))} 1 L
B =062 0,8839" 'sin[0, 7854(n — 1)] =
8

= 0,8839" 'sin[0, 7854(n — 1)]. (5.8)

V tomto ptipadé jsou opét partikularni feseni (5.7) a (5.8) shodnd. Je ziejmé, ze
celkova FeSeni y(n) dosaZend pomoci metody vlastnich vektort a metody variace
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konstant jsou shodna. Nyni zbyva jen ukazat, ze se také shoduji s celkovym fesenim
ziskané transformaci Z v pripadé n > 1. Nezbyva, nez upravit vysledek ziskany
transformaci Z:

y(n) = 2,2971 - 0,8839" cos (% 40, 1222) _

= 2,2971 - 0,8839" [cos(0, 7854n) cos 0, 1222 — sin 0, 1222 sin(0, 7854n)] =
= 0,8839"[2,2971 cos(0, 7854n) cos 0, 1222 — 2,2971 sin 0, 1222 sin(0, 7854n)] =
= 0,8839" 2,28 cos(0, 7854n) — 0, 28 sin(0, 7854n)].

Nyni se celkova Feseni y(n) ziskana vSemi tfemi metodami shoduji.

5.2 Reseni sériového obvodu RLC

V této casti se prace zabyva resenim prechodnych jevi v obvodech, konkrétné vyse-
tfenim odezvy proudu sériového impulsového obvodu RLC (viz obrazek 5.1). Cést
problematiky je popsana a vzata z [30], cely postup lze najit v [23]. Nejdfive je
zjisténa spojitd odezva proudu pomoci teorie diferencialnich rovnic. Déle pfecho-
dem k diskrétnim veli¢inam je obvod fesen metodou vlastnich vektorti a transfor-
maci Z. Vysledky diskrétnich postupi (diskrétni odezvy proudu) jsou srovnany se
spojitym (teoreticky pfesnym) prubéhem. Parametry zadaného obvodu jsou néasle-
dujic: R=1Q; L =1H; C = 1F; uc(0) = 0V; ig = 1 A; up, = 0V pro vSechna
n. Cilem této sekce je predstaveni feSeni obvodu pomoci metody vlastnich vektori

3 L C

f 1
Won s

Obrazek 5.1: Sériovy obvod RLC.

a jejl srovnani s tradi¢ni metodou feseni obvodti pomoci transformace Z.

5.2.1 Spojity pripad

Pro spojité napéti zdroje ug(t) je odezva proudu také spojita a plati pro ni integro-
diferencialni rovnice

de

LS+ Rit % /0 H(E)AE + ue(0) = uo(h), (5.9)
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kde vyznam jednotlivych ¢lenti rovnice (5.9) je ziejmy z obrazku 5.1. Rovnici (5.9)
1ze derivovat, aniz by se zménilo jeji FeSeni. Derivaci integrodiferencialni rovnice (5.9)
a jeji upravou vznikne nehomogenni diferencialni rovnice druhého radu ve tvaru

R, ’ 1

— = —uy(t). 5.10
T T = ) (5.10)
Reseni homogenm rovnice
R, :
A — =0 5.11
1+ z + 7 C’ ( )
lze urcit podle charakteristické rovnice
R 1
N A1 =0 5.12
+ —A+ ic ; ( )

pro jejiz koreny plati

2
R Ry A
L L) IC

AL = 5 : (5.13)

Po numerickém dosazeni (R = 1Q; L = 1H; C = 1F) nabyvaji kofeny (5.13)
charakteristické rovnice (5.12) hodnot

1 V3
Ao = —= +i¥2.
L2 = 75+

Obecné Feseni rovnice (5.11) mé tvar

i(t)=e2 (01 cos ?t + Cysin ?t) (5.14)

kde C7,C5 jsou libovolné konstanty. Pro vypocet konstant C7,Cy je nutné zjistit
druhou pocatec¢ni podminku, tedy

Li(0) + Ri(0) =0 — #(0) = —%(0).
Dveé pocatecni podminky po dosazeni jsou
i(0) = 1, (5.15)
i'(0) = —1. (5.16)
Pomoci pocéateénich podminek (5.15), (5.16) lze nyni urcit konstanty C, Cy:
C; = 1, (5.17)
Cy = —?. (5.18)

Dosazenim vypoctenych konstant (5.17), (5.18) do rovnice (5.14) lze ziskat FeSeni
proudové odezvy ve spojitém pripadé

i(t) =e 2 ( gt— \/7— it)
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5.2.2 Diskrétni pripad

Podle [30], prechodem k diskrétni tloze je impulsovy pritbéh napéti zdroje vyjadien
posloupnosti {ug,} = {ug(nh)}. Se stejnym krokem h lze vzorkovat proud i(t), jeho
: t

d
derivaci < a integral / i(&)d¢:
at ;

. [t]
) . Adin} .
O R L e L TR}
n=0
Rovnice (5.9) pfechazi na diferencni rovnici

Afin) AR U
S R{in} 5 b > i+ uc(0) = {uon}- (5.19)

n=0

L

5.2.3 Transformace Z

Rovnici (5.19) lze fesit naptiklad pomoci transformace Z. Pokud je oznacen obraz
proudu (z) jako I(z) = Z[{i,}], pFejde rovnice (5.19) v algebraickou rovnici

L L . h z ¥ = Uon
QU | =z o _ Z0n
h(z VI(2) hzoz—l-RI(z)—i-C2_1[(2)+uc(0)z_1 g et

n=0

ze které lze vypocitat obraz proudu

- Uon, Z()L z
— 4+ —z—u

— 2" h “ 21

1 L onsrel =
h Cz-1

po upravée

oL oL = Au,
ZOTZZ—F(UOO—ZOT—Uc)Z—FZ Z:

I(z) = =0 (5.20)

L h 2L L ’
—22+<R+———>z+——R

kde Au, = uopi1 — uon. Ze vztahu (5.20) je patrné, ze funkce I(z) je regularni
v bodé oo, a je tedy Z obrazem. Prava strana rovnice (5.20) méa tvar Laurentovy
fady délené polynomem.

Vzhledem k tomu, Ze {ug,} = 0, nejde o impulsovy obvod. Pribéhy napéti
a proudt v obvodu jsou spojité a budou aproximovany impulsovymi posloupnostmi.
Pfesnost této aproximace ziejmé zavisi na velikosti kroku h. Dosazenim danych

¢iselnych hodnot do rovnice (5.20) lze dostat obraz proudu
22—z

I(z) = .
(2) 224+ (h24+h—-2)z+1—-h

(5.21)
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Obraz proudu bude zpétné transformovan pro nékolik voleb kroku h.
Prvni volbou bude velikost kroku 4 = 0, 5. Dosazenim do rovnice (5.21) lze dostat
tvar obrazu
2°—z
22 — g zZ+ L
4 2

Délenim polynomu ¢itatele polynomem ve jmenovateli lze ziskat podle [30] odezvu

I(z) =

proudu ve tvaru

1 3 23 91 271 627
J() =14t 15 2 %0 3 b 4 200 5 Bl ¢
=141~ ~5% "% 1024 1096~

=1+0,25002"1 —0,1875272 — 0,35942 "% — 0, 3555274 — 0,264627° .. .,

¢emuz odpovida posloupnost
{i,} ={1; 0,2500; —0,1875; —0,3594; —0,3555; —0,2646; —0,1531; ...}.

Dalsi volba kroku bude h = 0, 1. Postupovat 1ze analogicky, dosazenim do rovnice
(5.21) lze dostat tvar obrazu

22—z
I(2) = 189 9
2 _
00710

Délenim polynomu citatele polynomem ve jmenovateli lze ziskat odezvu proudu
ve tvaru

I(z) = 140,8900z 140, 78212240, 67722 %40, 57602 *+0, 47912 °+0,387227% . . ..

Tteti krok bude A = 0,05. Obdobné jako v predchozich odstavcich 1ze dosadit krok
h do rovnice (5.21),

AV A
1z) =~ LD
22— — 2+ —
200 © 20

Délenim polynomu citatele polynomem ve jmenovateli lze ziskat odezvu proudu
ve tvaru

I(z) = 140,9500z 1 +0, 90002240, 85012 %40, 80052 *+0, 75122740, 70242 % . . ..

Posledni volbou bude krok A = 0, 01. Dosazenim kroku A do rovnice (5.21) lze ziskat

22—2

19899 99 -

— z + -
10000 100
Odezva proudu je pak

I(2) = 1+0,89922 7140, 79952240, 70162340, 60642440, 51452 °+0, 426527 . . ..

I(z) =

2

Zjisténé posloupnosti spolu se spojitou odezvou z predchozi kapitoly jsou vykresleny
na obrazku 5.2. Priibéh A je odezva spojitého pripadu urceného v predchozi kapitole.
Pribéhy B az E jsou odezvy proudu vypocitané podle transformace Z s riznym
krokem h.
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Proudova odezva v obvodu RLC

MY
WA\
A\

-0.2 &h—_ _-‘,/

04

i{t). i(n} [A]

0 1 g 3 4 5 6 7 8
1.n[s]

[—A —B —c —D —E|

Obrazek 5.2: Srovnani zjisténych odezev proudu.

Tabulka 5.1: Oznaceni jednotlivych krokt h.

Oznaceni prubéhu | B | C D E
Krok h 0,5]0,1]0,05]|0,01

5.2.4 Metoda pomoci vlastnich vektort

V této kapitole bude popsana diskrétni metoda feSeni pomoci vlastnich vektori
prevodem rovnice popisujici RLC obvod na systém diferen¢nich rovnic.

Nyni lze vyjit z diferencialni rovnice druhého fadu (5.10), ktera popisuje zadany
RLC obvod. Rovnice (5.10) mize byt pfevedena na systém dvou diferencidlnich
rovnic prvniho fadu pomoci substituce

Z(t) = yl(t),
i'(t) = walt).

Soustava rovnic ma pak tvar

() = wa(t), (5.22)
WD) = = T 1t~ () + 1 () (523)

Protoze derivace funkce je definovana jako

)=t D) )

A—0 A

7
priblizné tedy plati

py~ L0+ =10
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Ptfechodem od spojitého signalu y;(t) ke vzorkovanému signalu y;(nh) a vyse uve-
denym zapisem derivace (ve které je polozeno A = h) lze diky vztahtim

N yl((n + 1)h) — y1(nh) N yg((n + l)h) — yo(nh)

vy (nh) - , Ya(nh) .
dospét k soustavé diferenc¢nich rovnic
yi((n+1)h) = wyi(nh) + hys(nh), (5.24)
h hR h
ya((n+1)h) = — e y1(nh) + (1 - T) yo(nh) + T ug(nh), (5.25)

ktera je analogii soustavy diferencialnich rovnic (5.22), (5.23). Necht jsou zavedeny
nové zavislé proménné Yi, Y5 vztahy

yi(nh) = Yi(n),

y2(nh) = Ya(n).

S uvazenim pocateéni podminky wuy(n) = 0 V lze nyni soustavu rovnic (5.24), (5.25)
zapsat ve tvaru

Yiln+1) = Yi(n)+ hYa(n), (5.26)
Yan41) = — = vim)+ (1= "B vy (5.27)

2\ = ot n i 2\1), .

jejiz pocateéni podminky jsou obdobné jako pocatecni podminky (5.15), (5.16)
Yi(0) = 1, (5.28)
Y,(0) = —1. (5.29)

Ziskana soustava rovnic (5.26), (5.27) je feSena algoritmem pro FeSeni systému dife-
renc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Zvolenim kroku h = 0,5 a dosazenim zadanych parametrt obvodu do (5.26),
(5.27) lze dostat soustavu rovnic ve tvaru

Yiln+1) = Yi(n)+0,5Y5(n),
Yo(n+1) = —0,5Y1(n) + 0,5Y5(n),

jejiz feseni Yi(n) s pouzitim pocateénich podminek (5.28), (5.29) je
Yi(n) = 0,866024" [COS(O, 523596n) — 0, 577350 sin(0, 52359671)}
a udava vztah pro vypocet posloupnosti {i,} pro jednotliva n:
{i,} = {1; 0,5000; 0,0000; —0,3750; —0,5625; —0,5625; —0,4219; ...}.

Dalsi volbou je krok h = 0,1. Obdobnym zptisobem jako u predeslého kroku dosta-
neme systém rovnic v podobé

YVifn+1) = Yi(n)+0,1%(n),

Yo(n+1) = —=0,1Y1(n) + 0,9Y5(n),
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odkud lze vypocitat feSeni
Yi(n) = 0,953939" [cos(0,090907n) — 0, 577350 sin(0,090907n)].

Treti krok bude h = 0,05. Podobné jako v predchozim textu lze dosadit krok h
do (5.26), (5.27) a obdrZet soustavu

Yiln+1) = Yi(n)+0,05Y2(n),
Yatn+1) = —0,05%:(n)+0,95Y3(n).

Odtud pak lze dostat feseni
Yi(n) =0,975961" [COS(O, 044381n) — 0, 577367 sin(0, 04438171)}.

Posledni volbou je krok h = 0,01, jehoZz dosazenim do (5.26), (5.27) a néslednou
upravou lze dostat soustavu

Yiln+1) = Yi(n)+0,01Y3(n),
Yo(n+1) = —0,01Y1(n) + 0,99Y5(n).

Reseni Y1 (n), které odpovid4 proudové odezvé v obvodu, mé tvar
Yi(n) = 0,995038" [COS(O, 008703n) — 0, 577367 sin(0, 00870371)}.

Zjisténé posloupnosti jsou vykresleny na obrazku 5.3 spolu se spojitou odezvou z ka-
pitoly 5.2.1. Prubéh A je odezva spojitého pripadu urceného ve druhé kapitole.

Proudova odezva v obvodu RLC

sl
04 \
0.2 \

L=
e p’/’

N

-0.6

it). in} [A]

Obrazek 5.3: Srovnani zjisténych odezev proudu.

Pribéhy B az E jsou odezvy proudu vypocitané metodou vlastnich vektort s riiz-
nym krokem h (viz tabulka 5.2).
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Tabulka 5.2: Oznaceni jednotlivych krokt A.

Oznaceni pritbéhu

B

C D

E

Krok h

0,5

0,110,05|0,01

5.2.5 Srovnani diskrétnich metod a spojitého pripadu

V této sekci budou porovnany vysledky feseni odezvy proudu v zadaném obvodé
na zakladé vypocti odezev v predchozich kapitolach. Na nasledujicich obrazcich
jsou srovnany spojnicové prubéhy proudové odezvy spojitého pripadu a odezev vy-
pocitanych pomoci transformace Z a metody vlastnich vektorid vzdy pro stejny
krok h. Z obrazki je zfejmé, ze pokud se krok A zmensuje, presnost vypoctu feseni

se zvétsuje, coz je ocekavana skutecnost.

Tabulka 5.3: Oznaceni jednotlivych pribéehii v obrazcich 5.4 az 5.6.

Pribéh

B

C

Metoda vypoctu | S

MVV

TZ

Priibéh proudu v obvodu RLC pro krok /=0.1

08 \
0.6

it). i) [A]

]\

o
\\ //

-0.2

. ]

N——rF
-04
0 1 2 3 4 5 6 i 8
t.n [s]

Obrazek 5.4: Srovnani zjisténych odezev proudu pro krok h = 0, 1.
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Pribéh proudu v obvodu RLC pro krok /=0.05

08 \
0.6 \
04

< o,
Z 0.2 \
= \
° \ / oo
o9 \ |
\E#‘/
04
0 1 2 3 4 5 6 1 8
t.n [s]

Obrazek 5.5: Srovnani zjisténych odezev proudu pro krok h = 0, 05.

Priibéh proudu v obvodu RLC pro krok /1=0.01

AN
04 \
"I\

it). in) [A]

0.2 \\ //
-.-__/
-04
0 1 ;| 3 4 5 6 7 8
t.n [s]

Obrazek 5.6: Srovnani zjisténych odezev proudu pro krok A = 0, 01.
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Na obrazku 5.7 je pak znazornéno porovnani chyb obou diskrétnich metod.
Pribéhy byly vypocteny na zakladé vztahu

o(n) = [0rz(n)| — |oarvv(n)| = lirz(n) —is(n)| — linvyv(n) —is(n)l,

kde i7z(n),iymyvy(n) jsou vypoctené prubéhy proudu jednotlivimi metodami (TZ
znadl transformaci Z, MVV metodu vlastnich vektorii), od kterych je odecéten vy-
poc¢itany presny pribéh spojitého piipadu ig(n) ve stejnych ¢asech n. Podle pribéhu
d(n) je ziejmé, ze obé metody lze povazovat za rovnocenné, nebot pii dostateéné
malém kroku udévaji dostatecné presné vysledky. Jiz velikost kroku A = 0,05 je
dostacujici k ziskani pomérné presného priibéhu odezvy proudu v zadaném obvodé
RLC. Priubéh 6(n) nabyva v uréitych intervalech kladnych hodnot, ve zbyvajicich
zase zapornych hodnot. Kladné hodnoty v daném intervalu indikuji vétsi presnost
u metody vlastnich vektort nez u transformace Z. Zaporné hodnoty ukazuji, ze
v daném intervalu je pfesnéjsi metoda vypoctu pomoci transformace Z.

Rozdil chyby transformace Z a metody vlastnich vektori

0.04
0.03 / \
0,02

wor LN L\

"V IN N ~
J 0.01 7 \ \“—’/
-0,02 \ i
0,03 \\/
0,04
0 1 2 3 4 5 6 7 8
n [s]

Obrazek 5.7: Porovnani chyb obou metod pro rizné kroky h.

Tabulka 5.4: Oznaceni jednotlivych pribéht §(n) pro razny krok h.

Pribéh | A B C
Krok ~ | 0,01 | 0,05 | 0,1
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6 ZAVER

Cilem této disertac¢ni prace bylo osvétleni nékterych principi v oboru diferenc¢nich
rovnic a predstaveni metody feSeni diferenc¢nich rovnic pomoci vlastnich vektort.
Prace byla tématicky a logicky rozdélena do nékolika casti.

Jednou z motivaci bylo pouzit jiz znamy postup pro feseni rovnic diferencialnich
a pokusit se pro néj odvodit variantu pro diferen¢ni rovnice. Obor diferencialnich
rovnic je dnes jiz pomérné dobfe zmapovan a popsan, a tak se nabizi vice moz-
nosti pro tvorbu novych zpusobu feseni diferencnich rovnic, které jsou ¢im dal vice
v kurzu diky rozvoji ¢islicové techniky. Existuji postupy, které byly pro diferenc¢ni
rovnice prevzaty v plné mife z rovnic diferencialnich, nicméné ne vzdy to jde tak
snadno a tato prace toho byla dikazem. Zamérem bylo tudiz upozornit na rozdil
mezi diferenciadlnimi a diferenénimi linedrnimi soustavami a mozné vychodisko pro
feseni problematiky soustav diferenc¢nich rovnic vétsich dimenzi.

Ustiedni myslenka této prace byla vnuknuta praci Otakara Bortivky, ktery po-
ukazal na metodu Feseni systému diferencialnich rovnic pomoci vlastnich vektori,
jejiz propagatorem byl ptivodné Eduard Weyr. Tato metoda byla v této praci po-
psana a jeji modifikaci byl vytvoren postup pro feseni diferenc¢nich rovnic. Nejdiive
bylo odvozeno a dokazano feseni homogennich linearnich diferenc¢nich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty (publikovano v [22]). Nésledné byla pak tato teorie rozsitena
o Teseni nehomogennich linearnich diferenc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty.
Bylo zjisténo, ze systémy (4.2)-(4.3) pro vypocet fetézct vlastnich vektoru u dife-
ren¢nich rovnic jsou odligné od systémii (2.19)-(2.20) u rovnic diferencialnich, coz
bylo také ukazano v kapitole 4. Postup Teseni u diferencnich rovnic je také ovliv-
nén nulitami, které vyznamné ovliviiuji a komplikuji sestavovani fetézcti vlastnich
vektort.

Teoretickd vyhoda tohoto algoritmu plyne z toho, ze fesi soustavu diferen¢nich
rovnic a timto postupem lze fesit diferen¢ni rovnice libovolného fadu diky faktu, ze
diferencni rovnici lze prevést na systém rovnic prvniho fadu.

Aby byla otestovana robustnost navrzeného algoritmu, byl tento postup vysta-
ven konfrontaci s jinymi znamymi postupy a metodami. Pfedevsim byl algoritmus
porovnan s vSeobecné znamou transformaci Z a také jinym diskrétnim algoritmem
pro Teseni diferenc¢nich rovnic, a sice diskrétni obdobou Putzerova algoritmu, ktery
byl casto pouzivan k porovnani, zda nové navrzeny postup dava skutecné spravné
vysledky.

Aplikace algoritmu v programu Matlab je v soucasnosti dokoncena pro feseni
systému linearnich diferencnich rovnic s konstantnimi koeficienty nejvyse fadu tii.
Vytvoreny program vyuziva standardni funkce Matlabu a také nékteré funkce na-
stroje pro praci se symbolickou matematikou. Navrzené funkce umoznuji vypocet
feseni a jeho vypis v nazorné podobé po zadani koeficienti do argumentu prislusné
funkce.

V praktické ¢asti se disertace také zabyvala ukdzanim postupu na prikladé difere-
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néni rovnice. Bylo také nazorné ukazano, ze vysledek ziskany difive popsanym algorit-
mem je shodny s vysledky ziskanymi dalsimi dvéma metodami a ze navrzeny algorit-
mus lze zaradit jako rovnocenného konkurenta mezi dalsi znamé metody. Na prikladé
feseni obvodu RLC (publikovano v [23]) bylo graficky demonstrovano srovnani pres-
nosti metod transformace Z a metody vlastnich vektorti. Obé tyto diskrétni metody
pak byly vystaveny konfrontaci se spojitym piripadem, ktery reprezentuje teoreticky
presné vysledky v daném obvodu. Z obrazku 5.7 je patrné, ze pti pouziti dostatecné
jemného kroku davaji metoda pouziti transformace Z a metoda vlastnich vektort
vysledky s priblizné stejnou chybovosti.

Diserta¢ni prace nabizi nékteré moznosti, jak by se dala zde zapocata teorie
dale rozvinout. Pfedev§$im néavrh funkci v programu Matlab nabizi moznosti tvorby
funkci pro feseni diferenc¢nich rovnic vyssich rada a predevsim pak také zahrnuti
nehomogennich linearnich diferenc¢nich rovnic do implementace.

Dalsim krokem by také mohlo byt zvoleni takového prikladu diferenc¢ni rovnice,
jejiz teseni by ukazalo plnou silu metody vlastnich vektort. Existuji pripady, se
kterymi si transformace Z dokaze poradit jen velmi tézce, a predevsim transformace
obrazu vysledku feseni zpét do originalni oblasti mtize byt hodné obtizné.

Algoritmus s pouzitim vlastnich vektort, prezentovany v této dizerta¢ni praci,
byl také soucasti feseni grantového projektu FRVS 2961/2006/G1 s nazvem , Algo-
ritmus pro FeSeni diferencnich rovnic (inovace vyuky predméti doktorského studia)®,
ve kterém byl postup zaclenén do osnovy nékterych matematickych predmeéti dok-
torského studia na Fakulté elektrotechniky a komunikacnich technologii v Brné.
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A koten charakteristické rovnice - vlastni ¢islo

Matlab prostfedi pro numerické vypocty a programovaci jazyk 4. generace
MVV metoda vlastnich vektorii

v nulita matice

R mnozina realnych cisel

RLC obvod obsahujici prvky - rezistor, induktor a kapacitor

o charakteristika matice

TZ transformace Z

Y/ mnozina celych cisel
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A TELA FUNKCI PRO VYPOCTY V
PROGRAMU MATLAB

A.1 Télo funkce difrov2.m

function y = difrov2(a, b, c)

% Funkce

b

% Y = DIFROV2(A, B, C)

b

% vyresi linearni homogenni diferencni rovnici 2.radu ve tvaru
b

% Axy(n+2) + Bxy(n+1l) + Cxy(n) = 0.
b

% Podobne funkce: DIFROV3, VYPOCET2, VYPOCET3
b

b

% prevedeni na soustavu diferencnich rovnic s matici A
all = 0;

al2 = 1;
a2l = -c/a;
a22 = -b/a;

% pouziti funkce pro vyreseni soustavy 2 diferencnich rovnic
y = vypocet2(all, al2, a21, a22);
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A.2 Télo funkce vypocet2.m

function y = vypocet2(all, al2, a21, a22)

% Funkce

b

% Y = VYPOCET2(A11, A12, A21, A22)

b

% vyresi soustavu linearnich homogennich diferencnich rovnic 1.radu
b

A x1(n + 1)
/A x2(n + 1)
b

% metodou vlastnich vektoru.
b

% Podobne funkce: DIFROV2, DIFROV3, VYPOCET3
b

b

A1l * x1(n) + A12 *x x2(n)
A21 * x1(n) + A22 *x x2(n)

% Matice soustavy

A=[all al2; a21 a22];

% Ulozeni rozmeru matice do promenne "n" (predpoklada se ctvercova
% matice, v jinem pripade dodelat test na ctvercovou matici)
[m,mm]=size(A);

% Vytvoreni jednotkove matice "I"
II=eye(m);

% vektor korenu charakteristicke rovnice
pom=round(1000OO*eig(A))/100000;

% stanoveni nasobnosti "k" jednotlivych korenu lambda
k=[1;
lambda=[];
ii=1;
pocitadlo=1;
konst=pom(1) ;
while ii"=m
ii=ii+1;
if pom(ii)==konst
pocitadlo=pocitadlo+1;
else
k=[k pocitadlo];
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lambda=[lambda konst];
pocitadlo=1;
konst=pom(ii);

end
if ii==
k=[k pocitadlo];
lambda=[lambda konst];
end

end

b
b
b

b
b
)

V=

VYSTUPY: "k"=vektor nasobnosti, "lambda"=vektor korenu
charakteristicke rovnice odpovidajici podle poradi nasobnostem

vektoru "k"

zjisteni cisla p=mocnina matice (A-lambda*I), kdy je hodnost
rovna nule;

urceni cisla "m"

{3};

for index=1:size(lambda,2),

% nalezeni exponentu P, kdy je matice A-lambda*I=0
% vytvoreni vektoru hodnosti, hodnost_O=rank(I)=m ve vektoru
% neni hodnost=rank((A-lambda(index)*II)~0);
hodnosti=[];
p=0;
while hodnost™=m-k(index)
p=p+1;
pom=(A-lambda(index)*II) "p;
determ=det (pom) ;
if (determ<0.00001) & (pom(1)~=0)
hodnost=m-1;
hodnosti=[hodnosti hodnost];
else
hodnost=rank ((A-lambda(index)*II) "p);
hodnosti=[hodnosti hodnost];
end
end

% vytvoreni posloupnosti nulit, nulita_0=0 ve vektoru neni
nulita=[];
for ii=1:size(hodnosti,?2),

nulita=[nulita m-hodnosti(ii)];

7
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end

% vytvoreni posloupnosti charakteristik
sigma=nulita(l);
for ii=2:p,

sigma=[sigma nulita(ii)-nulita(ii-1)];
end

% vytvoreni pomocneho vektoru, ktery udava pocet vektoru
% ve sloupcich Weyrovy tabulky vektoru
sloupec=ones(1,sigma(1));
for ii=2:p,
sloupec(1l,1:sigma(ii))=sloupec(l,1:sigma(ii))+1;
end
% byla vytvorena wyrova tabulka vektoru, tedy vektor "sloupec"
% nese informaci, kolik je vektoru v kterem sloupci

% ted budu brat jednotlive sloupce a vypocitavat vektory
max=size(sloupec,?2);

for ii=1:max,
% pro kazdy sloupec se provede nize uvedena posloupnost
% prikazu
% pocitadlo=0;
syms X y;
X = [x;y];
pom2 = A - lambda(index) * II;
pom = pom2 * X;
% vetveni kvuli vychytani vsech situaci
if pom2(:,:)==zeros(2,2)
pom3=floor (10*rand (1)) ;
if pom3<1
pom3=1;
end
pomé4=floor(10*rand(1));
if pom4<1
pomé4=1;
end
V = [V {[pom3; pom4]}];
elseif pom2(:,1)==zeros(2,1)
pom3=floor (10*rand (1)) ;
if pom3<1
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else

else

else

else

end
% po
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pom3=1;
end
V = [V {[pom3; 0]}];
if pom2(:,2)==zeros(2,1)
pom3=floor (10*rand(1));
if pom3<1
pom3=1;
end
V = [V {[0; pom3]}];
if pom2(1,:)==zeros(1,2)
[x] = solve(pom(2));
V = [V {[subs(x,1); subs(y,1)]1}];
if pom2(2,:)==zeros(1,2)
[x] = solve(pom(1));
V = [V {[subs(x,1); subs(y,1)]1}];

[x,y] = solve(pom(1l),pom(2));
if x==0
x=1;
[yl=solve (subs(pom(1),x));
Vv = [V {[1; subs(y,1)]1}];

else

V = [V {[subs(x,1); subs(y,1)]1}];
end
citadlo=pocitadlo+i;

jj = 2 : sloupec(ii),
syms X V;
X = [x; yl;

pom = (A-lambda(index) * II) * X;
% vetveni kvuli vychytani vsech situaci
if pom2(:,1)==zeros(2,1)
[y] = solve(pom(1)-lambda(index)*V{1}(1));
pom3=floor (10*rand (1)) ;
if pom3<1
pom3=1;
end
V = [V {[pom3; subs(y,1)]1}];
elseif pom2(:,2)==zeros(2,1)
[x] = solve(pom(2)-lambda(index)*V{1}(2));
pom3=floor (10*rand (1)) ;
if pom3<1
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pom3=1;
end
V = [V {[subs(x,1); pom3]}];
else
[x,y] = solve(pom(1)-lambda(index)*V{1}(1),
pom(2)-lambda (index)*V{1}(2));
V = [V {[subs(x,1); subs(y,1)]1}];
end
% pocitadlo=pocitadlo+1;
end
end
end
b KONEC VETVENI
% vypis vysledku

% testovani, zda jde o ulohu s komplexnimi cisly ci realnymi
if imag(lambda(1))~=0
modul = abs(lambda(1))
argument = angle(lambda(1))
syms n modul argument K1 K2;
yy = modul”n * ((Klxreal(V{1})+K2*imag(V{1}))*cos(n*argument)
+ (K2*xreal (V{1})-K1*imag(V{1}))*sin(n*argument)) ;
pretty(yy)
else
syms K1 K2 n y;
if k(1)==
y=K1*V{1}*lambda (1) "n+K2*V{2}*lambda(2) "n;
pretty(y)
elseif k(1)==
if nulita(1l)==
y=K1*V{1}*lambda (1) "n+K2* (V{1}*n+V{2}) *1lambda (1) "n;
pretty(y)
elseif nulita(1)==2
y=K1xV{1}*lambda (1) "n+K2*V{2}*lambda (1) "n;
pretty(y)
end
end
end
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A.3 Télo funkce difrov3.m

function y = difrov3(a, b, c, d)
% Funkce

)

% Y = DIFROV3(A, B, C, D)

b

% vyresi linearni homogenni diferencni rovnici 3.radu ve tvaru

b
b
b

Axy(n+3) + Bxy(nt+2) + Cxy(n+l) + D*xy(n) = 0.

% Podobne funkce: DIFROV2, VYPOCET2, VYPOCET3

b
b

% prevedeni na soustavu diferencnich rovnic 1.radu s matici A

all
al2
al3
a2l
a22
a23
a3l
a32
a33

0;

3

1
0;
0;
O.
1

I

-d/a;
-c/a;
-b/a;

% pouziti funkce pro vyreseni soustavy 2 diferencnich rovnic
y = vypocet3(all, al2, al3, a21, a22, a23, a31l, a32, a33);

81
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A.4 Télo funkce vypocet3.m

function y=vypocet3b(all,al2,al3,a21,a22,a23,a31,a32,a33)

% Funkce

b

% Y = VYPOCET3(A11, A12, A13, A21, A21, A23, A31, A32, A33)

b

% vyresi soustavu linearnich homogennich diferencnich rovnic 1.radu

h

% x1(n + 1) = A11 % x1(n) + A12 *x x2(n) A13 * x3(n)
% x2(n + 1) = A21 *x x1(n) + A22 *x x2(n) A23 * x3(n)
% x3(n + 1) = A31 * x1(n) + A32 * x2(n) A33 * x3(n)

b

% metodou vlastnich vektoru. Prvky matice A jsou konstanty z oboru
% realnych cisel.

b

% Podobne funkce: DIFROV2, DIFROV3, VYPOCET2

b

b

% Matice soustavy

A=[al1,al2,a13;a21,a22,a23;a31,a32,a33];

% Ulozeni rozmeru matice do promenne "n" (predpoklada se ctvercova
% matice, v jinem pripade dodelat test na ctvercovou matici)
[m,mm]=size(A);

% Vytvoreni jednotkove matice "I"
II=eye(m);

% vektor korenu charakteristicke rovnice
pom=round (10000*eig(A))/10000;
% preskladani korenu
pom2=[];
if (pom(2)~“=pom(1)) & (pom(3)==pom(1))
pom2=[pom(1) ,pom(3) ,pom(2)];
elseif (pom(2)~=pom(1)) & (pom(2)==pom(3))
pom2=[pom(2) ,pom(3) ,pom(1)];
else
pom2=pom’ ;
end

% stanoveni nasobnosti "k" jednotlivych korenu lambda
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k=[];
lambda=[];
ii=1;
pocitadlo=1;
konst=pom2(1) ;
while ii"=m
ii=ii+1;
if pom2(ii)==konst
pocitadlo=pocitadlo+1;
else
k=[k pocitadlo];
lambda=[lambda konst];
pocitadlo=1;
konst=pom2(ii);

end
if ii==m
k=[k pocitadlo];
lambda=[lambda konst];
end

end

% VYSTUPY: "k"=vektor nasobnosti, "lambda"=vektor korenu
% charakteristicke rovnice odpovidajici podle poradi nasobnostem
% vektoru "k"

% zjisteni cisla p=mocnina matice (A-lambda*I), kdy je hodnost

% rovna nule;

% urceni cisla "m"

v=1{};

pocitadlo2=0;

komplexni=[];

for ii=1:size(lambda,?2)
if imag(lambda(ii))~=0

komplexni=[komplexni ii];

end

end

for index=1:size(lambda,2),
% nalezeni exponentu P, kdy je matice A-lambda*I=0
% vytvoreni vektoru hodnosti, hodnost_O=rank(I)=m ve vektoru neni
hodnost=rank((A-lambda(index)*II)"~0);
hodnosti=[];
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p=0;

while hodnost™=m-k(index)
p=p+1;
hodnost=rank ( (A-lambda(index)*II) “p);
hodnosti=[hodnosti hodnost];

end

% vytvoreni posloupnosti nulit, nulita_0=0 ve vektoru neni
nulita=[];
for ii=1:size(hodnosti,2),
nulita=[nulita m-hodnosti(ii)];
end

% vytvoreni posloupnosti charakteristik
sigma=nulita(1l);
for ii=2:p,

sigma=[sigma nulita(ii)-nulita(ii-1)];
end

% vytvoreni pomocneho vektoru, ktery udava pocet vektoru
% ve sloupcich Weyrovy tabulky vektoru
sloupec=ones(1,sigma(1));
for ii=2:p,
sloupec(l,1:sigma(ii))=sloupec(l,1:sigma(ii))+1;
end
% byla vytvorena wyrova tabulka vektoru, tedy vektor "sloupec"
% nese informaci, kolik je vektoru v kterem sloupci

% ted budu brat jednotlive sloupce a vypocitavat vektory
max=size(sloupec,?2);

for ii=1:max,
% pro kazdy sloupec v tabulce se provede nize uvedena
% posloupnost prikazu
syms X y z;
X = [x;y;z];
pom2 = A - lambda(index) * II;
pom = pom2 * X;
if sloupec(ii)==
% vetveni kvuli vychytani vsech situaci
if pom2(:,:)==zeros(3,3)
pom3=floor (10*rand (1)) ;
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if pom3<1
pom3=1;
end
pomé=floor (10*rand (1)) ;
if pom4<1
pomé4=1;
end
pomb=floor (10*rand (1)) ;
if pomb<1
pomb=1;
end
V = [V {[pom3; pom4; pom5]} ];

else
vysledek=null (pom2,’r’);
if size(vysledek,2)==1
V = [V {(-1)"(ii)*ii*vysledek}];
elseif size(vysledek,2)==2

if ii==
V = [V {vysledek(:,1)+2*vysledek(:,2)}];
else
V = [V {vysledek(:,ii)}];
end
end

end
elseif sloupec(ii)==2
vi=zeros(3,1);
while vi==zeros(3,1),
pom3=floor (10*rand(1));
if pom3<1
pom3=1;
end
pom4=floor (10*rand(1));
if pomé4<1
pom4=1;
end
pomb=floor (10*rand(1));
if pomb<1
pomb=1;
end
v2 = [pom3; pom4; pom5];
vl = (1/lambda(index) " (p-1))*pom2~ (p-1)*v2;
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end
V= [V {vi} {v2}];
pocitadlo=2;
pocitadlo2=2;
elseif sloupec(ii)==3
vi=zeros(3,1);
v2=zeros(3,1);
while (vl==zeros(3,1)) | (v2==zeros(3,1)),
pom3=floor (10*rand(1));
if pom3<1
pom3=1;
end
pom4=floor (10*rand(1));
if pom4<1
pomé4=1;
end
pomb=floor (10*rand(1));
if pomb<1
pomb=1;
end
v3

[pom3; pom4; pom5];

vl = (1/lambda(index) " (p-1))*pom2~ (p-1)*v3;

v2 = (1/lambda(index) " (p-2))*pom2~ (p-2)*v3
-((p-2)/2) *v1;

end
V= [V {vi} {v2} {v3}];
pocitadlo=3;
end
end
end
b KONEC VETVENI
% vypis vysledku
syms K1 K2 K3 n y
if k(1)==
if size(komplexni,2)>0
modul = abs(lambda(komplexni(1)))
argument = angle(lambda(komplexni(1)))
syms n modul argument K1 K2 K3

if sum(komplexni)==3

y = modul"n * ((Kilxreal(V{1})+K2*ximag(V{1}))*cos(argument*n)
+ (K2*xreal (V{1})-K1*imag(V{1}))*sin(argument*n))
+ K3xV{3}*lambda(3) "n;
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elseif sum(komplexni)==4
y = modul"n * ((Kixreal(V{1})+K2*ximag(V{1}))*cos(argument*n)
+ (K2*xreal (V{1})-Ki1*imag(V{1}))*sin(argument*n))
+ K3xV{2}*lambda(2) "n;
elseif sum(komplexni)==5
y = modul"n * ((Kilxreal(V{2})+K2*ximag(V{2}))*cos(argument*n)
+ (K2*xreal (V{2})-K1*imag(V{2}))*sin(argument*n))
+ K3xV{1}*lambda(1l) "n;
end
else
y = K1xV{1}*lambda(1) "n + K2xV{2}*lambda(2) "n
+ K3*xV{3}*lambda(3) "n;
end
pretty(y)
elseif k(1)==
if pocitadlo2==2
y = K1xV{1}*lambda(1) "n + K2x(V{1}*n+V{2})*lambda(1l) "n
+ K3xV{3}*lambda(2) "n;
pretty(y)
else
y = K1xV{1}*lambda(1) "n + K2xV{2}*lambda(1l) "n
+ K3*xV{3}*lambda(2) "n;
pretty(y)
end
elseif k(1)==3
if pocitadlo==
y = K1xV{1}*lambda(1) "n + K2x(V{1}*n+V{2})*lambda(1l) "n
+ K3x(V{1}*n"~2/2+V{2}*n+V{3}) *1lambda (1) "n;
pretty(y)
elseif pocitadlo==
y = K1xV{1}*lambda(1) "n + K2x(V{1}*n+V{2})*lambda(1l) "n
+ K3xV{3}*lambda(1l) "n;
pretty(y)
else
y = K1xV{1}*lambda(1) "n + K2xV{2}*lambda(1l) "n
+ K3*xV{3}*lambda(1l) "n;
pretty(y)
end
end



