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Abstrakt

TEto prkca sa zaoberk Cli ordovou algebrou typu CRA, a jej vyu it m pre kinematiku
trojtlAnkov@gho robotickdho hada. Pre rie,enie kinematiky zalo enej na CRA je potrebn@
sa d kladne zoznmi» s elementami tvoriacimi algebru CRA a vzrxahmi medzi nimi. ~alej
je k etov@ si osvoji» operkcie a transformécie pr slu,nej algebry a ich implementkciu na
objektoch algebry CRA. Tkto prkca sa zaoberk priamou kinematikou robotickdho hada
tak, e sa predpokladk jeho pohyb po rovinnej ploche. V sledkom tejto prkce je vhodn
postup v pottu kinematiky tohoto hada a k d v optimalizatnom softvdre GAALOP pr -
slu,n v pottu.

Summary

This work deals with Cli ord’s algebra of type CRA and its use for kinematics of a
three-link robotic snake. To solve CRA based kinematics, it is necessary to familiarise
with elements forming CRA algebra and the relationships between them. Furthermore,
it is crucial to master the operations and transformations of the corresponding algebra
and their implementation on objects in the CRA algebra. This work deals with the direct
kinematics of a robotic snake that we suppose moves on a at surface. This work concludes
with the ideal method of calculating the kinematics of this snake and the corresponding
algorithm in GAALOP.

Kl tovk slova
Cli ordova algebra, geometrickk algebra, CRA, GAALOP, kinematika robotickdho hada
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1  Uvod

Cli ordovu (resp. Geometricku) algebru mé¥.eme chdpa» ako matematicky systém pre
jednoduchu a intuitivnu pracu s geometrickymi konceptami vytvarajici prepojenie medzi
geometriou a algebrou. V steasnej dobe sa Cli ordova algebra vyu%siva len veumi malo,
avtak s pribudajucimi optimalizaénymi softvérami ako napriklad softvér CLUCalc, uréeny
najma pre pracu s geometrickymi problémami v 3D alebo softvér GAALOP, uréeny najma
pre pracu s geometrickymi problémami v 2D, zaujem o ou postupne stupa. Cli ordova
algebra nachadza uplatnenie najma v poeitaeovej gra ke a v robotike.

Ciepom tejto bakalarskej prace je podrobné popisanie principov Cli ordovej algeby Com-
pass Ruler Algebra (CRA), ktora je uréend pre aplikacie v 2-dimenzionadlnom a nnom
priestore a jej nasledna implementacia na realny problém, popisanie kinematiky trojelan-
kového robotického hada. Praca je rozdelena na tri easti.

Prva éas» sa zaobera obecne Cli ordovou algebrou. V tejto éasti su popisané zakladné ele-
menty, z ktorych sa sklada ka%.da Cli ordova algebra, a vz»ahy medzi tymito elementami.
Zakladnou operaciou Cli ordovej algebry je geometricky suein, ktory je linearnou kom-
binaciou dvoch déle¥itych operécii Cli ordovej algebry, skalarneho a vonkajtieho sueinu.
Pomocou spomenutych operacii su de nované pravidla obecne, pre vietky typy Clior-
dovej algebry. V tejto easti je taktie¥s zvla» popisany zakladny typ cli ordovej algebry
CI(2;0) popisujuci 2-dimenzionalnu Euklidovu algebru, na ktorej su ukadzané zékladné
operacie. Cli ordova algebra je podrobne popisana v knihach [5], [1] (CRA), [2] (CGA).

V druhej éasti sa praca zaobera pecialnym typom 4-dimenzionalnej Cli ordovej algebry,
Compass Ruler Algebra (CRA) [1]. V tejto easti sU popisané interpretacie zakladnych
objektov v algebre CRA ako je bod, priamka, kru¥nica a dvojbod a ich mo%¥né transfor-
macie, ako napriklad re exia, translacia, rotacia a rigid body motion. Tato eas» prace
sa taktie%, zaobera optimalizaénym softvérom algebry CRA GAALOPom [4]. Ide o vopne
stiahnutepny softvér vhodny pre kalkulaciu a vizualizaciu vysledkov umo%zoujuci prevod
algoritmu do viacerych znamych programovacich jazykov ako napriklad C++.

Tretia éas» prace sa zaobera implementaciou teérie prebranej v prvej a druhej easti na
realny problém kinematiky. Kinematika zalo¥.ena na algebre CRA je popisana v elankoch
[3] a [7]. V tejto praci budeme rozobera» predovietkym kinematiku trojélankového ro-
botického hada. Ide o trojelankovy mechanizmus pohybujlci sa po rovinnej ploche. V
tejto kapitole je popisana geometrian-elankového mechanizmu pomocou dvojbodov de-
novanych v druhej easti a vz»ahy pre jeho pohyb ziskané u%itim transformacii algebry
CRA. Tieto vz»ahy su nasledne vyu¥iité pre rielenie kinematiByelankoveho robotického
hada. Vysledky a medzivysledky su zarove0o poeéitané a vizualizované pomocou softvéru
GAALOP.



2. CLIFFORDOVA (GEOMETRICKA) ALGEBRA

2 Cliordova (Geometricka)
algebra

Cli ordova algebra je matematicka truktira umo%aoujuca popisa» geometrické koncepty
pomocou konkrétnej algebry. Umo%s0uje jednoduchu interpretaciu geometrickych utvarov,
s ktorou md¥seme Talej pracova» pomocou operdcii algebry.

Cli ordova algebra je unitarna asociativna algebra nad telesork (vaeélinou teleso real-
nych eiselR) doplnena o kvadratickd formu. V porovnani s vektorovym priestoronR", v
prislutnej cli ordovej algebre exponencialne narasta poéet dat. Zatiap €o vo vektorovom
priestore pracujeme s n-dimenziou, v Cli ordovej algebre pracujeme2-dimenziou [1],

2].

Zakladnou operaciou na Cli ordovej algebre je geometricky suein, ktory je odvodeny po-
mocou Tialtich dvoch déle¥sitych operacii, a to vonkajtieho sueinu (wedge, znaéi 848)"
a skalarneho suein (znaéi sa™). Tieto operacie budu bli%stie vysvetlené Talej v tejto
kapitole.

Zakladnymi prvkami Cli ordovej algebry st bazové elementy (blades). Ako vektorovy

priestor, n-dimenzionalna Cli ordova algebra je ureena bazovymi elementar@j 1;2;:::; n-
-stupoa, kde skalar je bazovy elemerfd-stupoa, bazové vektorye;; e;;::: su bazove ele-
menty 1-stupoa, bivektory e * g; i 6 j sU bazové elementy®-stupoa::: Prvok maxi-

malneho stupoan sa nazyva pseudoskalar a znaéi $41], [2].
l=g*e™ N e (2.1)

Linearnymi kombinaciami prvkov k-stupoa vznikaju k-vektory (vektory, bivektory, tri-
vektory,. ..). Linearnymi kombinaciami prvkov réznych stupoov vznikaju multivektory.

Cli ordova algebra sa znaeiCl(p; g), kde jej dimenzian sa rovna suétup a g, kde p znaei
poéet bazovych vektorov danej algebry, ktorych druha mocnina sa rovida(g? = 1) aq
znaéi poéet bazovych vektorov, ktorych druhd mocnina sa rovnél (%= 1) [3].

Euklidova algebra preR? sa znaeiCl(2;0). Sklada sa teda z dvoch bazovych vektorov,
ktorych druh& mocnina sa rovndl, ide o vektory e; a €. V 2-dimenzionélnej Euklidovej
algebre pracujeme so tyrmi bazovymi prvkam0; 1 a 2 -stupoa, kde 1 je prvok O-stupoa
(skalér), prvky e; a e, st prvkami 1-stupoa (vektory) a prvok e; * e, je prvok 2-stupoa
(bivektor) a v tejto algebre je pseudoskalarom. Druh& mocnina prvke; * e, je rovna 1
a teda ju pova¥ujeme za imaginarnu jednotku.

Tabupka bazovych prvkov Euklidovej algebreC1(2;0) :

0 | skalar 1
vektor €1, &
2 | pseudoskalar| e; " e

'_\




2.1. OPERACIE CLIFFORDOVEJ ALGEBRY
2.1 Operéacie Cli ordovej algebry

2.1.1 Vonkaj'i stein (wedge)
V Cli ordovej algebre Cl(p; g oznaéujeme vonkajti stein multivektoroA aB ako A" B.

Pre pubovolné multivektoryA; B; C 2 Cl(p; g platia nasledujuce vlastnosti :

asociativita:A* (B*"C)=(A*B)" C,
distributivita : A (B+C)= A*B+ A" C.
Pre linearnu kombinaciu bazovych elemento¥-stupoa (vektorov) plati okrem zakladnych

vlastnosti vonkajtieho sueinu aj anti-komutativita u” v = v ” u), z ktorej plynie, ¥%e
u”™ u=0, ato spolu s asociativitou de nuje operaciu* na Cl(p; g, [1], [6].

Zvopme si dva vektory2-dimenzionalnej Euklidovej geometrickej algebry; v 2 CI(2;0)

(Algebra Cl(2; 0) modeluje vektorovy priestorR?), zvierajuce uhol . Vonkajti stginu” v
je de novany :

utrv=jujvjsine;” e; (2.2)

a zodpoveda obsahu lichobe¥anika.

Obr. 2.1: Gra cké znazornenie vonkajlieho suéinu vektorou; v v 2D

Ak vektory zvieraju uhol 0 , ich vonkajti suein je rovny0. Vonkajti saéin bazovych vek-
torov e; a e je rovny 1 a pre normalizované vektorym a n de nujeme vonkajti suéin
m”Mn=sin e;" &.

2.1.2 Skalarny(vnuatorny) sueéin

V Cli ordovej algebre Cl(p; g oznaéujeme skalarny stein multivektoroA aB akoA B.
Pre pubovolné multivektoryA; B; C 2 Cl(p; g platia nasledujuce vlastnosti :

asociativita:A (B C)=(A B) C,
distributivita: A (B+C)=A B+ A C.

Pre linearnu kombinaciu bazovych elemento¥-stupoa (vektorov) plati okrem zakladnych
vlastnosti skalarneho suéinu aj komutativita ¢ v= v u).

4



2. CLIFFORDOVA (GEOMETRICKA) ALGEBRA

e ¢ =0,i6 j denuju skalarny stein na celej algebreCI(p; g) [1], [6].

Zvopme si dva vektory a v ako vektory 2-dimenzionalnej Euklidovej geometrickej algebry
CIl(2;0). Skalarny suéinu v je de novany :

U V=jujjvjcos (2.3)

a zodpoveda uhlu, ktory vektory zvieraju.

— S >
juj cos v

Obr. 2.2: Gra cké znazornenie skalarneho suéeinu vektoray v v 2D

Ak su vektory navzajom kolmé, ich skalarny suein je rovny, taktie¥. skalarny sueéin
bazovych vektorove; a e, je rovny 0. Ak vektory u;v zvieraju uhol 0 , ich skalarny suein
mo¥seme de nova» ako v =j u jj v j, a pre normalizované vektorym a n de nujeme
skalarny siéinm n =cos .

Celkovo si m6%eme vimnu», ¥%e skalarny suéin je éislo, zatiap €o vonkajlie(eie; je
nasobok jednotkového obsahu.

2.1.3 Geometricky suein

V Cli ordovej algebre oznaéujeme geometricky suéin multivektoroA a B ako AB . Pre
Hubovolné multivektoryA; B; C 2 Cl(p; g platia nasledujuce vlastnosti :

asociativita : A(BC) = (AB)C,
distributivita : A(B + C) = AB + AC.

Pre vektory 2-dimenzionalnej Euklidovej geometrickej algebry a v je geometricky suéin
de novany ako sueet vonkajlieho a skalarneho suéinu:

uv=u”v+u v; (2.4)

a to spolu s u¥ de novanymi operaciami de nuje geometricky suein na celej algebre

Cl(p; 9 [1], [6].

Pre ortogonalne (kolmé) vektory plati :

uwv=u?v+u v=u”tv; (2.5)



2.1. OPERACIE CLIFFORDOVEJ ALGEBRY

a pre rovnobe¥uné vektory plati :
uwv=u”v+u v=u Vv: (2.6)

Vyjadrenie skalarneho a vonkajlieho suéinu pomocou geometrického suéinu pre vektory :

uvs= %(uv+ vu); (2.7)
utrv= %(uv vu): (2.8)
2.1.4 Inverzia
Inverzia objektu A je de novana :
AA 1=1: (2.9)

Pre ka%dy nenulovy vekto-dimenzionalnej Euklidovej geometrickej algebry 2 CI(2;0)
plati :

1 V.
vV "= ——; 2.10
v v ( )
skutoéne :
Vv YARY,
wil=z=yv—=_—""=1:
VV VYV

Napriklad, ak si zvolime vektorv = e, + 2e,, inverziu vektoru v ziskame nasledovne :

1.V _et2e e+t2e 1 2
v o= = = = —et —ey
v v 12+22 5 57 5%

Vypoeet overme :
1 2 1 4
(g +26)(Ze+ =e))= =+ - =1:
wis(at2e)(zat c&)= o+ ¢

Inverzia obecne nemusi existova». Napriklad v algeb@d(1; 1) vektor v = e; + €, nema
inverziu, preto¥se prvok :

v o e+ & _et+t&
VvV (ete) (et e) 0

neexistuje. Obecne vidime, %e rovnica :

(e1+ e)(ae+bg)=(a b+(b aee=1+0ee
) a b=1 ~ b a=0

nema rielenie.

6



2. CLIFFORDOVA (GEOMETRICKA) ALGEBRA
2.1.5 Dualita

Ak pre geometricky produkt existuje inverzia k prvku, potom delenie tymto prvkom je
mo¥ané [1] [5]. Pre pseudoskalar inverzia existuje v¥dy, napriklad@re; 0):

(1" &) = eey;
€666 = 1;
teda :
(e1&r) ' = (ere);
a obecne :

(er&:ie))(ee:iie)= 1L (2.11)

Duél algebraického vyrazu je de novany ako podiel tohto vyrazu a pseudoskalarupri-
slutnej algebry [1]. O vektorovom priestordi i hovorime ako o priestore pseudoskaléarov,
preto¥se je dualny k skalaru.

A
A:|_

= Al L (2.12)

V 2-dimenzionalnej Euklidovej geometrickej algebre vypoéitame, ¥%e dual k pseudoskalaru
e; " e je rovny skalaru 1 :

(e &) =(e” ez)f_’\{zez_}l = fel“ ezéelA ezg =1:
1

(e1™e2)

Vieme, ¥%e priestor pseudoskalarov je dimeniiea je teda izomorfny skalarom, kde izo-
mor zmus je dualita.

2.1.6 Reverzia

Reverzia multivektora je multivektor s opaénym poradim vektorov. Napriklad reverzia
multivektoru 1+ e; * &, je rovna :

1+e” ey
alebo :

1 ene:



3 CRA(Compass Ruler Algebra)

CRA je 'peciélny typ 4-dimenziondlnej Cli ordovej algebry vhodny pre aplikacie v 2-
-dimenzionalnom priestore [1].

CRA vyu¥iiva dva Euklidove bazové vektorg, a e, tvoriace rovinu, doplnené bazovymi
vektormi e, ae so skalarnym suéinom de novanym nasledujucim predpisom :

e, e =e?=1; (3.1)
e e =-e?= 1 (3.2)
e. e =0; (3.3)

e e=0;, & &=0; (3.4)

e =0; e &=0: (3.5)

Dostavame ortogonalnu bazu vektoroYey, e, ., e g s inde nitnym skalarnym saéinom,
popisujucu 4-dimenzionélny priestor. Pre umo%nenie jednoduchych vypoétov v CRA al-
gebre, nahradime bazové vektorg. ae novymi vektormi, e; (nekoneéno) aey(poéiatok)
[3] podua vz»ahov :

@= e e (3.6)

e = e +e: (3.7)

Z de nicie e; a eg mo¥uno odvodi» nasledujuce vlastnosti :

1

© &=&’=(e? ee ee+e?)= 1 0+1=0; (3.8)
1

e e :e12=z(e2+ea+ae +e?)= 1+0+1=0; (3.9)

e = L (3.10)

S novymi bazovymi prvkamie; a e, dostavame vektorovl bdzu CRAf e, &, €; , Q.

Tabupka bazovych prvkov CRA :

0 | skalar 1

1 | vektor €,6,6e. ;e

2 | bivektor €16, €16, B1€ | E2€: ;6 ;€€
3 | trivektor €66, ;6606 (868 e e
4 | pseudoskalar e;ee. e




3.1 GAALOP

3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

GAALOP (Geometric Algebra ALgorithms OPtimizer) je volne stiahnutepny optimaliza-
eny softvér pre algebru CRA, vhodny na kalkulaciu a vizualizaciu vysledkov. GAALOP
prevadza algoritmus do jazykov C++, OpenCL, CUDA, CLUCalc alebo LaTeX [4]. Po
zapnuti programu GAALOP sa nam otvoria tieto okna :

Obr. 3.1: Screenshot okien softvéru GAALOP

Ako vidime na obrazku (3.1), program GAALOP sa sklada z troch okien, a to okno pre
kdd, okno pre éiselné vysledky a okno pre vizualizaciu vysledkov. Pre nate pou%iitie budeme
potrebova» prispésobi» nastavenia, ktoré su sueas»ou okna pre kdd nasledovne : "Algebra
to use" na "cr4d - compass-ruler”, "VisualCodelnserter" na "Visual Code Inserter 2d",

"Optimization" na "Table-Based Approach” a "CodeGenerator" na "Vis2d".

Reprezentécia jednotlivych vyrazov algebry CRA pre GAALOP je zapisana v tabupke :

Vyznam CRA | GAALOP

Geometricky suéinA aB | AB A B

Vonkaj'i suéinA aB ANB A"B
Skalarny sueinA a B A B AB
Inverzia A Al 1=A
Dualita A A A
ReverziaA A A

2D bazovy vektor e & el; e2
Poéiatok € €0
Nekoneeno e einf

Aby kéd fungoval, ka¥sdy prikaz v GAALOPe sa musi konéi» ";". Ak pred vyraz dame ":",
zobrazi sa v okne pre vizualizaciu, ak pred vyraz dame "?", dostaneme jeho algebraické
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3.2. OBJEKTY V CRA

vyjadrenie v okne s vysledkami. Ak chceme zmeni» farbu pre vykrespovanie vysledkov,
pou¥iijeme prikaz ":", a za nim napiteme nazov farby, ktori chceme pou¥zi» (napr. ":Red;"
zmeni farbu na éervenu).

3.2 Objekty v CRA
3.2.1 Bod

Bod v CRA algebre je de novany rozlirenim de nicie bodw2-dimenzionalneho Euklido-
vého priestoru na vektor 4-dimenzionalnej Cli ordovej :

P=x+ %xzel + e, (3.11)

kde x = Xx1€, + X»€; je bod 2-dimenzionalneho Euklidoveho priestoru, a2 je skalarny
sueinx X :
X% = (X181 + X2€)° = X1X1€161 + X1Xp€167 + XoX16081 + XpXo88 = X1 + X7 (3.12)

Pokiap si zvolime za boa bod poéiatku 2-dimenzionalneho Euklidoveho priestoru (tj.
x =0¢e; + 0e&;), dosadenim do vektoru (3.11) dostavame vektor algebry CRA:

1 1 1
P=x+ >x%e +e=0e+0e+ 5(0e1+0ez)2e1 te=0+ 50 + &= e

Pre vyjadrenie geometrického vyznamu bod® de novaného ako bod v2-dimenazii (tj.
(p1; p2)), vyjadrime jeho IPNS de novany pomocou skalarneho sueinu, kde IPNS (Inner
Product Null Space) boduP sl vietky body X spaodajlce rovnicu :

P X =0: (3.13)

V GAALOPe priradime hodnotu tohto stueinu premennej IPPoint, a priamym vypoétom
dostaneme :

) 1
IPPoint = é( X224 2XoP  X1242piX1 P pd): (3.14)

Pokiau tedaX 2 P, plati P X =0 ateda:

X2 2P+ Xi® 2piXi+ PP+ pP=0=) (X2 p)?+ (X1 p)?=0=) X =P:

V GAALOPe tento postup zapiteme nasledovnym kédom :

P = createPoint(p1,p2);
X = createPoint(X,y);
?IPPoint = P . X;

10



3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)
3.2.2 Priamka

Priamka L je v IPNS reprezentacii CRA de novanid pomocou jej normalového vektora
n = en; + en, tak, ¥%gnj =1 a jej vzdialenostid od poéiatku nasledovnym vektorom :

L=n+de: (3.15)

Ak bod P le¥i na priamké., potom le¥i v IPNS priamky a platP L =0, skutoéne :

o)
—
I

(x+ %xzel + &) (n+de)

X n+}x21 n+ ey R+ d+}x21 e, d+ e, d

2 Pz TR T O 2 Py T Ry
0 0 0 0 1

X n d=xini+ Xon, d=0:

Priamku L md%eme teda vyjadri» pomocou jej IPNS ako mno%inu bodov spaoajlcich
rovnicu :

NiX;+ Nox, d=0: (3.16)

V GAALOPe priamku de nujeme nasledujucim kédom :
X = createPoint(x,y);

L=nl1l*el +n2*e2+d* einf;
2P =L . P;

Zvopme si priamku de novanud rovnicou:
L=e+e+2¢e:
Podpa de nicie priamky ako IPNS, vietky body le¥iace na priamkespaoajl rovnicu :

X1+ X 2=0:

Body spaoajuce tato rovnicu su napriklad ¢1; 1); (2; 0); (0; 2); (1:5; 0:5); :: :.
Overme toto rielenie pomocou GAALOPu :

‘Red;
‘Bl
‘B2
‘B3
:Blue;

L=1*el +1*e2+ 2 * einf;

createPoint(1,1);
createPoint(0,2);
createPoint(1.5,0.5);
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3.2. OBJEKTY V CRA

Obr. 3.2: Vizualizacia rietenia v GAALOPe

Priamku mé¥%eme dualne vyjadri» ako OPNS (Open Product Null Space) pomocou dvoch
bodov P; a P, le%iacich na priamke a bodu v nekoneene nasledovne :

L =P, P e ; (3.17)

skutoéne :

L=(Pi"P2"e) =((Xuer+ X8 + %X12€‘1 + ) N (X21€1 + X082 + %Xzzel + &) " e )
= ((X11X22(€1 ™ &) + %ang(el Nep )t Xu(er ™ &) + XorXou(€ ™ €r) + %Xlzxi(ez Nep)
+ Xi2(€2 " €) + %X§x21(e1 Nep)t %X§Xzz(e1 " ep) + %Xﬁel " e) + Xa1(& " 1)
+ Xoo(0 " €) + %X%(eoA e)) e )

1
= ((( X11X22  Xa2X21)(er ™ &) + E(ang XPXor)(er ™ € )+ (X1 Xz)(er ™ €p)

200G Xxa)en e ) (X e @)t S0G A @R e )" er)
= (( X11X22 X12X21)(Fi?%’\_31})+(><11 X21)(F1;?%A_el})+(xlz Xzz)(Fz;?%’\_el}))

e exe; ele es ee e+
= ((X11X22  X12X21)(€162€1 ) + (X171 X21)(€1€ € ) +(X12  Xo2)(&s€ &))(F{Ze} €€1)
e e
= (X11X22  Xi2X21)(e1€2€1 Feii{\ze—l} &e) (Xu1  Xoa)(e F_ ?_e} €6)
€1 €p

(X12 x22)(€2f €& € &e)

= (X11X22 X12X21)$ele2?kez_eli (X11 x21)ft3f>£e_1? (X12 X22)$%F£e_1?
= (X11X22  X12X21)(€1 ) + (X112 Xo1)(€&)  (X12  X22)(€1);
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)
alebo pre(X11X22  X12X21) = d jnj, (X112 X21) = N, (X12 X22) = Nyg, kdejnj=1:

L=nme+ne deg =n de:
3.2.3 Kru3snica

Kru%anicaC je v IPNS reprezentacii CRA de novana pomocou bod®, ktory je jej stre-
dom, a jej polomerur nasledovnym vektorom :

1 1 1 1
C=P Er2e1 =X+ éx2e1 + g érzel = X+ E(XZ r’)e; + e (3.18)

Kru¥nica mé%e by» ekvivalentne de novanid pomocou OPNS reprezentécie ako vonkajti
suein troch bodov na nej le¥iacich :

C = P;"P," Py (3.19)

Zvoume si kru¥anicu s nulovym polomerom so stredom v b&deTuto kru¥snicu popisuje
multivektor :

Vidime, %e bod je de novany ako IPNS kru%snica s nulovym polomerom.

Zvopme si kru¥anicG so stredom v bodd® = ey a polomeromr. Tejto kruanici zodpoveda
Zapis :
1
C= “rle
€o Sl &

Body le¥siace na kru¥niCi vypoéitame pomocou jej IPNS. Su to vietky bodX spaoajlice
rovnicu :

1
C X =(& érzel) X =0; (3.20)

a teda :

1 1
0=(& érzel ) (xeL+ yey + §(x2+ y2)er + &)

1 1
2y e

1 2 2 12
Z + + =
(XYY o

X2+ y2 r.2:

13



3.2. OBJEKTY V CRA

Dostavame rovnicu popisujucu vietky body v rovnakej vzdialenosti od poéiatku :
(x2+y? r?=0: (3.21)
V GAALOPe tento postup zapiteme nasledovnym kédom :
X = createPoint(x,y);

C=e0-05*r*r* einf;
?Result = C . X;

Zvoume si kru¥snicu so stredom v bode= e, a polomeromr = 2 . Podpua de nicie kru¥anice
ako IPNS, vietky body le%iace na tejto kru%anici reprezentuje rovnica :

(x2+y? 4)=0:
an i S aad - (° 3-P 3y - o1 - - -

Body spaodajuce tato rovnicu su napriklad (2;0); ( 2, 2);(0;2);:::.
Overme toto rielenie pomocou GAALOPu :

‘Red,;

:B1 = createPoint(2,0);

:B2 = createPoint(sqrt(2),sqrt(2));

:B3 = createPoint(0,2);

r=2;

:Blue;
L=e0-05*r*r* einf;

Obr. 3.3: Vizualizacia rietenia v GAALOPe
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)
3.2.4 Dvojbod

Dvojbod Ppje v IPNS reprezentacii CRA de novany ako dudl vonkajtieho stéinu dvoch
bodovP; a P, :

Pp=(P1" P2) ; (3.22)
alebo moé¥ae by» vyjadreny v OPNS pomocou dvoch kru¥dii@a C, nasledovne :

Pp= C, " Cy: (3.23)
Zvoume si kru¥snic€,; a C, ako kru¥nice so stredmi v bodock; = e + %el + g a

Xo=¢e+ %el + g a polomermiry = r, = 2. Tieto kru¥snice popisuju nasledovné vektory
algebry CRA:

3
X1= € éel"'eo;

3
Xo=¢€ + 51 + €p:

Dvojbod P p vyjadreny pomocou tychto kru¥snic vypoéitame ako ich vonkajti suéin nasle-
dovne :

3 3
Ci"Co=( e éel'l'eO)A(el éel+eo)

= §(61Ae) e/\eo+§( N )+§(e Ae0)+ A +§( /\e)
e A P23 2 ey

= 3e"e) 2e” e):

V GAALOPe vypoéitame tento dvojbod nasledovne :

X1 = -el + 0.5 * einf + €0;
X2 = el + 0.5 * einf + e0;
:Cl = X1 -2 * einf;

:C2 = X2 - 2 * einf;

‘Red;

Pp = C1 ~ C2;

?Pp;

Dostavame vysledok :

Pp6)=3.0==a" g
Pp(7)= 20==" g
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3.3. NORMALIZOVANE OBJEKTY

Obr. 3.4: Vizualizacia rietenia v GAALOPe
3.3 Normalizované objekty

IPNS reprezentacie bodu, kru¥snice a priamky su vektormi CRA v tvare :
V= X161 + X068 + X361 + X4€p: (3.24)
Body X patriace objektuv su vietky body X spaodajlce rovnicu :
v X =0; (3.25)
ateda aj :

(cv) X =0; c60; (3.26)

z toho plynie, %ev a (cv) reprezentuju ten isty geometricky objekt. Pre zjednodulenie
vypoéetov v CRA mb¥%eme objekt vyjadri» ekvivalente ako jeho normalizovana formu :
Y

Vhorm = ij (3.27)

3.4 Transformacie objektov v CRA

Transformacie geometrickych objektov vieme jednoducho popisa» pomocou operacii CRA
popisanych v nasledovnej tabupke :
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

Transformacia Operator Pou%iitie
Re exia Priamka L=n+deg o = LoL
Rotéacia Rotor R=cos(;) sinG)e " e Or = ROR
Translacia Translator | T =1 %tel or = Tol
Rigid Body Motion | Motor M =cos(;) sin(z)(P"e ) | oy = MoM

Re exia je zakladna operéacia Cli ordovej algebry, na ktorej su postavené Taltie transfor-
macie, a to rotécia, translacia a rigid body motion. Re exia objektwo md%se by» vypoeitana
pomocou priamkyL ako geometricky suéin LoL. Rotacia, translacia a rigid body mo-
tion md¥au by» popisané na zdklade algebraickych vyra®frotor), T (translator) a M
(motor). Rotor popisuje rotaciu objektu okolo poéiatku P = e;) s uhlom , translator
popisuje posuv objektu v smere vektoru, a motor popisuje nataeanie objektu okolo
pnubovolného bodwP [5], [7].

3.4.1 Reexia

Re exiu objektu o na priamkeL = n + de; vypoeitame ako :
Orefi = LoOL: (328)

Mame kru¥snicuC so stredom v bodeP = xe; + ye, + %(x2 + y?)e, + g a polomerom
r, a priamku L de novanl normalovym vektoromn = n;e; + n,e, a vzdialenos»ou od
poeiatku d. Re exiu kru¥aniceC na priamkeL v GAALOPe vypoéitame pomocou koédu :

P = createPoint(x,y);
C=P-05*r*r* einf;
L=nl*el +n2*e2+d* einf;
?CRefl = -L * C * L;

Zvopme si kru¥anic@ so stredom v bodeP = 2e, +2e, +4e;, + e a polomeromr =1
a priamku L de novanu normalovym vektoromn = e, + &, prechadzajlcu poéiatkom
suradnicového systému (tjd = 0). Re exiu kru¥aniceC na priamkeL ziskame nasledovnym
vypoetom :

.
Crefi = LCL = (et &)(2e+2e+ Se + e)(er + &)

=( 2 2&e) ;(elel) (ei€p) 2(&251) 2 ;(ezel) (e€p))(€1 + &)

€162

do, e, %(Fa%fp S(pi5s 9 7Y FHY

€1€2€;1 €1€2€p
‘(Fj?% % ‘(Fz?% %) (lff?e})

7
de; de,+7e +2€ 2e 292"'591"‘901
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3.4. TRANSFORMACIE OBJEKTOV V CRA

Dostavame kru3snicu so stredom v bodekesy = 26

rovnakym ako u pévodnej kru¥snice, ato=1.

2e, + 4e; + g a polomerom

V GAALOPe overime rielenie pomocou nasledovného kodu :

:Blue;

P = createPoint(2,2);
C=X-05*1*1*einf;
‘Red;

Dostavame vysledok :

18

CRefl(1)= 40==¢q
CRefl(2)= 4.0==
CRefl(3)=7:0==¢q
CRefl(4)=2:0==

Obr. 3.5: Vizualizacia rietenia v GAALOPe



3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)
3.4.2 Rotacia

Rotéacia objektu o okolo bodu poéiatku je popisana :
Orot = ROR; (3.29)
kde rotor R je rovny multivektoru :
R = cos(i) e ezsin(i): (3.30)

Ako objekt pre rotaciu si zvolime kru%anicu so stredom v bod¢ = 2e, +2e; + g a
polomeromr = 1 popisanu vektoromC = 2¢; + gel + €. Objekt budeme rotova» okolo
poeiatku pod uhlom =90 . Rotor pre vypoeet tejto rotacie je teda rovny :

90 .90, .1 1, -
R=cos(—) sin(=-)(& ez)—ia—é p—i(el &):

Prislutna rotaciu kru¥aniceC pod uhlom vypoéitame nasledovne :

Crot = RCR = (pl—_ pl—_FiA _ef)(2e1+ g’el + eo)(ia%_+ Bl—éﬁi{“zfg)

2 2=z 2
e e e1e2
‘(19—2 e + —9—3 e + p—l & 9—2 —9—3 €166 pl—e ezeo)(191—+ pl—elez)
2T PR TR zFi{%’f}zz 2 2 3

e+ o + it e eee  —eiee+ 2
A 2% 2% PSS
7]

T A LR

€1€2€p €1

3
=2e+ e + e

Dostavame kru¥anicu so stredom v bodér, = 2e, + 2€; + € a polomeromr = 1.
V GAALOPe overime rietenie pomocou nasledovného kodu :
2 *el + 2 * einf + e0;

X-05*1*1* einf
X/ sart(2)) - (1 / sqrt(2)) * (el ~ e2);

X
:C
R

‘Red;
:CRot
:XRot
?CRuot;

R*C*~R;
R* X * ~R;
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3.4. TRANSFORMACIE OBJEKTOV V CRA

Dostavame vysledok :

CRot(2)=2:0==¢
CRot(3) =1:5==
CRot(4)=1:0==¢

Obr. 3.6: Vizualizacia rietenia v GAALOPe

Rotaciu objektu okolo poeiatku mé¥eme ekvivalentne vyjadri» ako dve re exie na dvoch
normalizovanych priamkachL; = n;e; + n,e; a L, = mye; + mye, prechadzajucich po-
eiatkom suradnicovej sustavy, zvierajucich uhol = .

Rotaciu objektu o ziskame alternativne tak, %e vypoeitame dvojitu re exiu objekta na
priamkachL; al,:

ORrefl = L2( L]_OL]_)LZ = L2L10L1L2: (331)

Rotor mé¥seme teda vyjadri» :

R = L2L1
= (Nn1€ + Na&)(Meer + Myey)
=(N1€ + N2€) (M1 + Me€) + (1€ + N2&) N (Me€r + M2ey)
=cos( ) e” esin(),

alebo pre = 5 :
R = = n in(=):
cos(z) e e S|n(2)
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)
3.4.3 Translacia

Translacia je transformacia, ktor4 posuva objekb v smere vektorut = t;e + t,e, a
pomocou translatoraT md%ae by» vyjadrend rovnicou :

OTransl = TOT; (3.32)
kde translator T je rovny :
1
T=1 étel : (3.33)

Zvopme si kru¥anicu so stredom v bo&e= e, a polomeromr = 1 ktora je popisana

vektorom C = %el + €. Tato kru¥anicu chceme posunu» v smere vektora= 4e;.
Translator T pre tato operaciu je rovny :

1
T=1 §(4e1)e1 =1 2ee ;

a reverzia translatoraT je rovna :
1
T=1+ §(4el)e1 =1 2ee:

Prisluna translaciu vypoeitame nasledovne :

1

( %el +6& 26 F]{ZGP )(1 +2e6 )

€pe1 2

1e + eg+2e6e; +4e +2 e, +8
2% T T cO&e TAGT S Pdtn T Pty
e1eper e1

15
=det Se ey

Dostavame kru¥anicu so stredom v bodRg ans = 4€,+8€; + € S polomeromr = 1. Toto
rietenie overime v GAALOPe pomocou nasledujuceho kédu :

P = e0;
:C =P -05 * einf;
T=1-2%*el* einf;

‘Red;

:CTransl = T * C *~T ;
PTransl = T * X * ~T;
?CTransl;
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3.4. TRANSFORMACIE OBJEKTOV V CRA
Dostavame rielenie :
CTransl(1)=4:0==¢q

CTransl(3)=7:5==
CTransl(4)=1:0==¢

Obr. 3.7: Vizualizécia rietenia v GAALOPe

Translaciu objektu o v smere vektorat mé¥eme ekvivalentne vyjadri» ako dve re exie na
dvoch priamkachL; a L, tak, %e :

Otransl = L2( L10L1)L2 = |_2|_10|_1|_2 = L1L20|_1|_2; (334)

kde L; a L, st navzajom rovnobe¥ané priamky, kolmé na vektbia navzajom vzdialené o
t2 4.

Cot.

2 )

t t
e+ t—3e2+ de; ;

|_1: t2

t t t2
L, = t—§e1+ t—iez+(d+ S)er
3.4.4 Rigid Body Motion

Rigid body motion je transformacia, ktora otdéa objekb okolo pubovolného bod® pod
uhlom . Tato operaciu vyjadrime pomocou rovnice :

Orem = MoM; (335)
kde M je motor rovny :

M = cos(E) sin(z)(P Nep) o (3.36)
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