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Abstrakt
TÆto prÆca sa zaoberÆ Cli�ordovou algebrou typu CRA, a jej vyu¾itím pre kinematiku
trojŁlÆnkovØho robotickØho hada. Pre rie„enie kinematiky zalo¾enej na CRA je potrebnØ
sa dôkladne zoznÆmi» s elementami tvoriacimi algebru CRA a vz»ahmi medzi nimi. ˇalej
je kµœŁovØ si osvoji» operÆcie a transformÆcie príslu„nej algebry a ich implementÆciu na
objektoch algebry CRA. TÆto prÆca sa zaoberÆ priamou kinematikou robotickØho hada
tak, ¾e sa predpokladÆ jeho pohyb po rovinnej ploche. Výsledkom tejto prÆce je vhodný
postup výpoŁtu kinematiky tohoto hada a kód v optimalizaŁnom softvØre GAALOP prí-
slu„ný výpoŁtu.

Summary
This work deals with Cli�ord’s algebra of type CRA and its use for kinematics of a
three-link robotic snake. To solve CRA based kinematics, it is necessary to familiarise
with elements forming CRA algebra and the relationships between them. Furthermore,
it is crucial to master the operations and transformations of the corresponding algebra
and their implementation on objects in the CRA algebra. This work deals with the direct
kinematics of a robotic snake that we suppose moves on a 
at surface. This work concludes
with the ideal method of calculating the kinematics of this snake and the corresponding
algorithm in GAALOP.
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1 Úvod
Cli�ordovu (resp. Geometrickú) algebru mô¾eme chápa» ako matematický systém pre
jednoduchú a intuitívnu prácu s geometrickými konceptami vytvárajúci prepojenie medzi
geometriou a algebrou. V súèasnej dobe sa Cli�ordova algebra vyu¾íva len veµmi málo,
av¹ak s pribúdajúcimi optimalizaènými softvérami ako napríklad softvér CLUCalc, urèený
najmä pre prácu s geometrickými problémami v 3D alebo softvér GAALOP, urèený najmä
pre prácu s geometrickými problémami v 2D, záujem o òu postupne stúpa. Cli�ordova
algebra nachádza uplatnenie najmä v poèítaèovej gra�ke a v robotike.

Cieµom tejto bakalárskej práce je podrobné popísanie princípov Cli�ordovej algeby Com-
pass Ruler Algebra (CRA), ktorá je urèená pre aplikácie v 2-dimenzionálnom a�nnom
priestore a jej následná implementácia na reálny problém, popísanie kinematiky trojèlán-
kového robotického hada. Práca je rozdelená na tri èasti.

Prvá èas» sa zaoberá obecne Cli�ordovou algebrou. V tejto èasti sú popísané základné ele-
menty, z ktorých sa skladá ka¾dá Cli�ordova algebra, a vz»ahy medzi týmito elementami.
Základnou operáciou Cli�ordovej algebry je geometrický súèin, ktorý je lineárnou kom-
bináciou dvoch dôle¾itých operácií Cli�ordovej algebry, skalárneho a vonkaj¹ieho súèinu.
Pomocou spomenutých operácií sú de�nované pravidlá obecne, pre v¹etky typy Cli�or-
dovej algebry. V tejto èasti je taktie¾ zvlá¹» popísaný základný typ cli�ordovej algebry
Cl(2; 0) popisujúci 2-dimenzionálnu Euklidovu algebru, na ktorej sú ukázané základné
operácie. Cli�ordova algebra je podrobne popísaná v knihách [5], [1] (CRA), [2] (CGA).

V druhej èasti sa práca zaoberá ¹peciálnym typom 4-dimenzionálnej Cli�ordovej algebry,
Compass Ruler Algebra (CRA) [1]. V tejto èasti sú popísané interpretácie základných
objektov v algebre CRA ako je bod, priamka, kru¾nica a dvojbod a ich mo¾né transfor-
mácie, ako napríklad re
exia, translácia, rotácia a rigid body motion. Táto èas» práce
sa taktie¾ zaoberá optimalizaèným softvérom algebry CRA GAALOPom [4]. Ide o voµne
stiahnuteµný softvér vhodný pre kalkuláciu a vizualizáciu výsledkov umo¾òujúci prevod
algoritmu do viacerých známych programovacích jazykov ako napríklad C++.

Tretia èas» práce sa zaoberá implementáciou teórie prebranej v prvej a druhej èasti na
reálny problém kinematiky. Kinematika zalo¾ená na algebre CRA je popísaná v èlánkoch
[3] a [7]. V tejto práci budeme rozobera» predov¹etkým kinematiku trojèlánkového ro-
botického hada. Ide o trojèlánkový mechanizmus pohybujúci sa po rovinnej ploche. V
tejto kapitole je popísaná geometrian-èlánkového mechanizmu pomocou dvojbodov de-
�novaných v druhej èasti a vz»ahy pre jeho pohyb získané u¾itím transformácií algebry
CRA. Tieto vz»ahy sú následne vyu¾ité pre rie¹enie kinematiky3-èlánkového robotického
hada. Výsledky a medzivýsledky sú zároveò poèítané a vizualizované pomocou softvéru
GAALOP.
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2. CLIFFORDOVA (GEOMETRICKÁ) ALGEBRA

2 Cli�ordova (Geometrická)
algebra

Cli�ordova algebra je matematická ¹truktúra umo¾òujúca popísa» geometrické koncepty
pomocou konkrétnej algebry. Umo¾òuje jednoduchú interpretáciu geometrických útvarov,
s ktorou mô¾eme ïalej pracova» pomocou operácií algebry.

Cli�ordova algebra je unitárna asociatívna algebra nad telesomK (väè¹inou teleso reál-
nych èíselR) doplnená o kvadratickú formu. V porovnaní s vektorovým priestoromRn , v
príslu¹nej cli�ordovej algebre exponenciálne narastá poèet dát. Zatiaµ èo vo vektorovom
priestore pracujeme s n-dimenziou, v Cli�ordovej algebre pracujeme s2n -dimenziou [1],
[2].

Základnou operáciou na Cli�ordovej algebre je geometrický súèin, ktorý je odvodený po-
mocou ïal¹ích dvoch dôle¾itých operácií, a to vonkaj¹ieho súèinu (wedge, znaèí sa "^ ")
a skalárneho súèin (znaèí sa "�"). Tieto operácie budú bli¾¹ie vysvetlené ïalej v tejto
kapitole.

Základnými prvkami Cli�ordovej algebry sú bázové elementy (blades). Ako vektorový
priestor, n-dimenzionálna Cli�ordova algebra je urèená bázovými elementami0; 1; 2; : : : ; n-
-stupòa, kde skalár je bázový element0-stupòa, bázové vektorye1; e2; : : : sú bázové ele-
menty 1-stupòa, bivektory ei ^ ej ; i 6= j sú bázové elementy2-stupòa : : : Prvok maxi-
málneho stupòan sa nazýva pseudoskalár a znaèí saI [1], [2].

I = e1 ^ e2 ^ � � � ^ en : (2.1)

Lineárnymi kombináciami prvkov k-stupòa vznikajú k-vektory (vektory, bivektory, tri-
vektory,. . . ). Lineárnymi kombináciami prvkov rôznych stupòov vznikajú multivektory.

Cli�ordova algebra sa znaèíCl(p; q), kde jej dimenzian sa rovná súètup a q, kde p znaèí
poèet bázových vektorov danej algebry, ktorých druhá mocnina sa rovná1 (ei

2 = 1) a q
znaèí poèet bázových vektorov, ktorých druhá mocnina sa rovná� 1 (ei

2 = � 1) [3].

Euklidova algebra preR2 sa znaèíCl(2; 0). Skladá sa teda z dvoch bázových vektorov,
ktorých druhá mocnina sa rovná1, ide o vektory e1 a e2. V 2-dimenzionálnej Euklidovej
algebre pracujeme so ¹tyrmi bázovými prvkami0; 1 a 2 -stupòa, kde1 je prvok 0-stupòa
(skalár), prvky e1 a e2 sú prvkami 1-stupòa (vektory) a prvok e1 ^ e2 je prvok 2-stupòa
(bivektor) a v tejto algebre je pseudoskalárom. Druhá mocnina prvkue1 ^ e2 je rovná � 1
a teda ju pova¾ujeme za imaginárnu jednotku.

Tabuµka bázových prvkov Euklidovej algebryCl(2; 0) :

0 skalár 1
1 vektor e1; e2

2 pseudoskalár e1 ^ e2

3



2.1. OPERÁCIE CLIFFORDOVEJ ALGEBRY

2.1 Operácie Cli�ordovej algebry

2.1.1 Vonkaj¹í súèin (wedge)

V Cli�ordovej algebre Cl(p; q) oznaèujeme vonkaj¹í súèin multivektorovA a B ako A ^ B.
Pre µubovolné multivektoryA; B; C 2 Cl(p; q) platia nasledujúce vlastnosti :

asociativita : A ^ (B ^ C) = ( A ^ B) ^ C,

distributivita : A ^ (B + C) = A ^ B + A ^ C.

Pre lineárnu kombináciu bázových elementov1-stupòa (vektorov) platí okrem základných
vlastností vonkaj¹ieho súèinu aj anti-komutativita (u ^ v = � v ^ u), z ktorej plynie, ¾e
u ^ u = 0, a to spolu s asociativitou de�nuje operáciû na Cl(p; q), [1], [6].

Zvoµme si dva vektory2-dimenzionálnej Euklidovej geometrickej algebryu; v 2 Cl(2; 0)
(Algebra Cl(2; 0) modeluje vektorový priestorR2), zvierajúce uhol� . Vonkaj¹í súèinu^ v
je de�novaný :

u ^ v = j u jj v j sin�e1 ^ e2; (2.2)

a zodpovedá obsahu lichobe¾níka.

u

v

�

Obr. 2.1: Gra�cké znázornenie vonkaj¹ieho súèinu vektorovu; v v 2D

Ak vektory zvierajú uhol 0� , ich vonkaj¹í súèin je rovný0. Vonkaj¹í súèin bázových vek-
torov e1 a e2 je rovný 1 a pre normalizované vektorym a n de�nujeme vonkaj¹í súèin
m ^ n = sin �e1 ^ e2.

2.1.2 Skalárny(vnútorný) súèin

V Cli�ordovej algebre Cl(p; q) oznaèujeme skalárny súèin multivektorovA a B ako A � B .
Pre µubovolné multivektoryA; B; C 2 Cl(p; q) platia nasledujúce vlastnosti :

asociativita : A � (B � C) = ( A � B) � C,

distributivita : A � (B + C) = A � B + A � C.

Pre lineárnu kombináciu bázových elementov1-stupòa (vektorov) platí okrem základných
vlastností skalárneho súèinu aj komutativita (u � v = v � u).

4



2. CLIFFORDOVA (GEOMETRICKÁ) ALGEBRA

Tieto vlastnosti spolu s identitami ei
2 = 1, i = 1; : : : ; p, ej

2 = � 1, j = p + 1; : : : ; p + q,
ei � ej = 0, i 6= j de�nujú skalárny súèin na celej algebreCl(p; q) [1], [6].

Zvoµme si dva vektoryu a v ako vektory 2-dimenzionálnej Euklidovej geometrickej algebry
Cl(2; 0). Skalárny súèinu � v je de�novaný :

u � v = j u jj v j cos� (2.3)

a zodpovedá uhlu, ktorý vektory zvierajú.

u

vjuj cos�

�

Obr. 2.2: Gra�cké znázornenie skalárneho súèinu vektorovu; v v 2D

Ak sú vektory navzájom kolmé, ich skalárny súèin je rovný0, taktie¾ skalárny súèin
bázových vektorove1 a e2 je rovný 0. Ak vektory u; v zvierajú uhol 0� , ich skalárny súèin
mô¾eme de�nova» akou � v = j u jj v j, a pre normalizované vektorym a n de�nujeme
skalárny súèinm � n = cos� .

Celkovo si mô¾eme v¹imnú», ¾e skalárny súèin je èíslo, zatiaµ èo vonkaj¹í súèine1 ^ e2 je
násobok jednotkového obsahu.

2.1.3 Geometrický súèin

V Cli�ordovej algebre oznaèujeme geometrický súèin multivektorovA a B ako AB . Pre
µubovolné multivektoryA; B; C 2 Cl(p; q) platia nasledujúce vlastnosti :

asociativita : A(BC) = ( AB )C,
distributivita : A(B + C) = AB + AC.

Pre vektory 2-dimenzionálnej Euklidovej geometrickej algebryu a v je geometrický súèin
de�novaný ako súèet vonkaj¹ieho a skalárneho súèinu:

uv = u ^ v + u � v; (2.4)

a to spolu s u¾ de�novanými operáciami de�nuje geometrický súèin na celej algebre
Cl(p; q) [1], [6].

Pre ortogonálne (kolmé) vektory platí :

uv = u ^ v + u � v = u ^ v; (2.5)

5



2.1. OPERÁCIE CLIFFORDOVEJ ALGEBRY

a pre rovnobe¾né vektory platí :

uv = u ^ v + u � v = u � v: (2.6)

Vyjadrenie skalárneho a vonkaj¹ieho súèinu pomocou geometrického súèinu pre vektory :

u � v =
1
2

(uv + vu); (2.7)

u ^ v =
1
2

(uv � vu): (2.8)

2.1.4 Inverzia

Inverzia objektu A je de�novaná :

AA � 1 = 1: (2.9)

Pre ka¾dý nenulový vektor2-dimenzionálnej Euklidovej geometrickej algebryv 2 Cl(2; 0)
platí :

v� 1 =
v

v � v
; (2.10)

skutoène :

vv� 1 = v
v

v � v
=

v � v
v � v

= 1:

Napríklad, ak si zvolíme vektorv = e1 + 2e2, inverziu vektoru v získame nasledovne :

v� 1 =
v

v � v
=

e1 + 2e2

12 + 2 2
=

e1 + 2e2

5
=

1
5

e1 +
2
5

e2:

Výpoèet overme :

vv� 1 = ( e1 + 2e2)(
1
5

e1 +
2
5

e2) =
1
5

+
4
5

= 1:

Inverzia obecne nemusí existova». Napríklad v algebreCl(1; 1) vektor v = e1 + e2 nemá
inverziu, preto¾e prvok :

v
v � v

=
e1 + e2

(e1 + e2) � (e1 + e2)
=

e1 + e2

0

neexistuje. Obecne vidíme, ¾e rovnica :

(e1 + e2)(ae1 + be2) = ( a � b) + ( b� a)e1e2 = 1 + 0 e1e2

) a � b= 1 ^ b� a = 0

nemá rie¹enie.
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2. CLIFFORDOVA (GEOMETRICKÁ) ALGEBRA

2.1.5 Dualita

Ak pre geometrický produkt existuje inverzia k prvku, potom delenie týmto prvkom je
mo¾né [1] [5]. Pre pseudoskalár inverzia existuje v¾dy, napríklad preCl(2; 0):

(e1 ^ e2) = e1e2;

e1e2e2e1 = 1;

teda :

(e1e2)� 1 = ( e1e2);

a obecne :

(e1e2 : : : en )(e1e2 : : : en ) = � 1: (2.11)

Duál algebraického výrazu je de�novaný ako podiel tohto výrazu a pseudoskaláruI prí-
slu¹nej algebry [1]. O vektorovom priestorehI i hovoríme ako o priestore pseudoskalárov,
preto¾e je duálny k skaláru.

A � =
A
I

= AI � 1: (2.12)

V 2-dimenzionálnej Euklidovej geometrickej algebre vypoèítame, ¾e duál k pseudoskaláru
e1 ^ e2 je rovný skaláru 1 :

(e1 ^ e2)� = ( e1 ^ e2) (e1 ^ e2)� 1

| {z }
� (e1^ e2 )

= � (e1 ^ e2)(e1 ^ e2)
| {z }

� 1

= 1:

Vieme, ¾e priestor pseudoskalárov je dimenzie1, a je teda izomorfný skalárom, kde izo-
mor�zmus je dualita.

2.1.6 Reverzia

Reverzia multivektora je multivektor s opaèným poradím vektorov. Napríklad reverzia
multivektoru 1 + e1 ^ e2 je rovná :

1 + e2 ^ e1;

alebo :

1 � e1 ^ e2:
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3 CRA(Compass Ruler Algebra)

CRA je ¹peciálny typ 4-dimenzionálnej Cli�ordovej algebry vhodný pre aplikácie v 2-
-dimenzionálnom priestore [1].

CRA vyu¾íva dva Euklidove bázové vektorye1 a e2 tvoriace rovinu, doplnené bázovými
vektormi e+ a e� so skalárnym súèinom de�novaným nasledujúcim predpisom :

e+ � e+ = e+
2 = 1; (3.1)

e� � e� = e�
2 = � 1; (3.2)

e+ � e� = 0; (3.3)

e+ � e1 = 0; e+ � e2 = 0; (3.4)

e� � e1 = 0; e� � e2 = 0: (3.5)

Dostávame ortogonálnu bázu vektorovf e1, e2, e+ , e� g s inde�nitným skalárnym súèinom,
popisujúcu 4-dimenzionálny priestor. Pre umo¾nenie jednoduchých výpoètov v CRA al-
gebre, nahradíme bázové vektorye+ a e� novými vektormi, e1 (nekoneèno) ae0(poèiatok)
[3] podµa vz»ahov :

e0 =
1
2

(e� � e+ ); (3.6)

e1 = e� + e+ : (3.7)

Z de�nície e1 a e0 mo¾no odvodi» nasledujúce vlastnosti :

e0 � e0 = e0
2 =

1
4

(e�
2 � e� e+ � e+ e� + e+

2) = � 1 � 0 + 1 = 0 ; (3.8)

e1 � e1 = e1
2 =

1
4

(e�
2 + e� e+ + e+ e� + e+

2) = � 1 + 0 + 1 = 0 ; (3.9)

e1 � e0 = � 1: (3.10)

S novými bázovými prvkamie1 a e0 dostávame vektorovú bázu CRAf e1, e2, e1 , e0g.

Tabuµka bázových prvkov CRA :

0 skalár 1
1 vektor e1; e2; e+ ; e�

2 bivektor e1e2; e1e+ ; e1e� ; e2e+ ; e2e� ; e+ e�

3 trivektor e1e2e+ ; e1e2e� ; e1e+ e� ; e2e+ e�

4 pseudoskalár e1e2e+ e�

8



3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

3.1 GAALOP

GAALOP (Geometric Algebra ALgorithms OPtimizer) je volne stiahnuteµný optimaliza-
èný softvér pre algebru CRA, vhodný na kalkuláciu a vizualizáciu výsledkov. GAALOP
prevádza algoritmus do jazykov C++, OpenCL, CUDA, CLUCalc alebo LaTeX [4]. Po
zapnutí programu GAALOP sa nám otvoria tieto okná :

Obr. 3.1: Screenshot okien softvéru GAALOP

Ako vidíme na obrázku (3.1), program GAALOP sa skladá z troch okien, a to okno pre
kód, okno pre èíselné výsledky a okno pre vizualizáciu výsledkov. Pre na¹e pou¾itie budeme
potrebova» prispôsobi» nastavenia, ktoré sú súèas»ou okna pre kód nasledovne : "Algebra
to use" na "cr4d - compass-ruler", "VisualCodeInserter" na "Visual Code Inserter 2d",
"Optimization" na "Table-Based Approach" a "CodeGenerator" na "Vis2d".

Reprezentácia jednotlivých výrazov algebry CRA pre GAALOP je zapísaná v tabuµke :

Význam CRA GAALOP
Geometrický súèinA a B AB A � B

Vonkaj¹í súèin A a B A ^ B A ^ B
Skalárny súèinA a B A � B A:B

Inverzia A A � 1 1=A
Dualita A A� � A
ReverziaA ~A � A

2D bázový vektor e1; e2 e1; e2
Poèiatok e0 e0

Nekoneèno e1 einf

Aby kód fungoval, ka¾dý príkaz v GAALOPe sa musí konèi» ";". Ak pred výraz dáme ":",
zobrazí sa v okne pre vizualizáciu, ak pred výraz dáme "?", dostaneme jeho algebraické

9



3.2. OBJEKTY V CRA

vyjadrenie v okne s výsledkami. Ak chceme zmeni» farbu pre vykresµovanie výsledkov,
pou¾ijeme príkaz ":", a za ním napí¹eme názov farby, ktorú chceme pou¾i» (napr. ":Red;"
zmení farbu na èervenú).

3.2 Objekty v CRA

3.2.1 Bod

Bod v CRA algebre je de�novaný roz¹írením de�nície bodu2-dimenzionálneho Euklido-
vého priestoru na vektor 4-dimenzionálnej Cli�ordovej :

P = x +
1
2

x2e1 + e0; (3.11)

kde x = x1e1 + x2e2 je bod 2-dimenzionálneho Euklidoveho priestoru, ax2 je skalárny
súèinx � x :

x2 = ( x1e1 + x2e2)2 = x1x1e1e1 + x1x2e1e2 + x2x1e2e1 + x2x2e2e2 = x1
2 + x2

2: (3.12)

Pokiaµ si zvolíme za bodx bod poèiatku 2-dimenzionálneho Euklidoveho priestoru (tj.
x = 0e1 + 0e2), dosadením do vektoru (3.11) dostávame vektor algebry CRA:

P = x +
1
2

x2e1 + e0 = 0e1 + 0e2 +
1
2

(0e1 + 0e2)2e1 + e0 = 0 +
1
2

(0)e1 + e0 = e0:

Pre vyjadrenie geometrického významu boduP de�novaného ako bod v2-dimenzii (tj.
(p1; p2)), vyjadríme jeho IPNS de�novaný pomocou skalárneho súèinu, kde IPNS (Inner
Product Null Space) boduP sú v¹etky body X spåòajúce rovnicu :

P � X = 0: (3.13)

V GAALOPe priradíme hodnotu tohto súèinu premennej IPPoint, a priamym výpoètom
dostaneme :

IPPoint =
1
2

(� x2
2 + 2x2p2 � x1

2 + 2p1x1 � p2
2 � p1

2): (3.14)

Pokiaµ tedaX 2 P, platí P � X = 0 a teda :

x2
2 � 2x2p2 + x1

2 � 2p1x1 + p2
2 + p1

2 = 0 =) (x2 � p2)2 + ( x1 � p1)2 = 0 =) X = P:

V GAALOPe tento postup zapí¹eme nasledovným kódom :

P = createPoint(p1,p2);
X = createPoint(x,y);
?IPPoint = P . X;
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

3.2.2 Priamka

Priamka L je v IPNS reprezentácií CRA de�novaná pomocou jej normálového vektora
n = e1n1 + e2n2 tak, ¾ejnj = 1 a jej vzdialenostid od poèiatku nasledovným vektorom :

L = n + de1 : (3.15)

Ak bod P le¾í na priamkeL, potom le¾í v IPNS priamky a platíP � L = 0, skutoène :

P � L = ( x +
1
2

x2e1 + e0) � (n + de1 )

= x � n +
1
2

x2 e1 � n| {z }
0

+ e0 � n| {z }
0

+ x � e1| {z }
0

d +
1
2

x2 e1 � e1| {z }
0

d + e0 � e1| {z }
� 1

d

= x � n � d = x1n1 + x2n2 � d = 0:

Priamku L mô¾eme teda vyjadri» pomocou jej IPNS ako mno¾inu bodov spåòajúcich
rovnicu :

n1x1 + n2x2 � d = 0: (3.16)

V GAALOPe priamku de�nujeme nasledujúcim kódom :

X = createPoint(x,y);
L = n1 * e1 + n2 * e2 + d * einf;
?IP = L . P;

Zvoµme si priamku de�novanú rovnicou:

L = e1 + e2 + 2e1 :

Podµa de�nície priamky ako IPNS, v¹etky body le¾iace na priamkeL spåòajú rovnicu :

x1 + x2 � 2 = 0:

Body spåòajúce túto rovnicu sú napríklad :(1; 1); (2; 0); (0; 2); (1:5; 0:5); : : : .

Overme toto rie¹enie pomocou GAALOPu :

:Red;
:B1 = createPoint(1,1);
:B2 = createPoint(0,2);
:B3 = createPoint(1.5,0.5);
:Blue;
:L = 1 * e1 + 1 * e2 + 2 * einf;
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3.2. OBJEKTY V CRA

Obr. 3.2: Vizualizácia rie¹enia v GAALOPe

Priamku mô¾eme duálne vyjadri» ako OPNS (Open Product Null Space) pomocou dvoch
bodov P1 a P2 le¾iacich na priamke a bodu v nekoneène nasledovne :

L � = P1 ^ P2 ^ e1 ; (3.17)

skutoène :

L = ( P1 ^ P2 ^ e1 )� = (( x11e1 + x12e2 +
1
2

x1
2e1 + e0) ^ (x21e1 + x22e2 +

1
2

x2
2e1 + e0) ^ e1 )�

= (( x11x22(e1 ^ e2) +
1
2

x11x2
2(e1 ^ e1 ) + x11(e1 ^ e0) + x21x21(e2 ^ e1) +

1
2

x12x2
1(e2 ^ e1 )

+ x12(e2 ^ e0) +
1
2

x2
1x21(e1 ^ e1) +

1
2

x2
1x22(e1 ^ e2) +

1
2

x2
1(e1 ^ e0) + x21(e0 ^ e1)

+ x22(e0 ^ e2) +
1
2

x2
2(e0 ^ e1 )) ^ e1 )�

= ((( x11x22 � x12x21)(e1 ^ e2) +
1
2

(x11x2
2 � x2

1x21)(e1 ^ e1 ) + ( x11 � x21)(e1 ^ e0)

+
1
2

(x12x2
2 � x2

1x22)(e2 ^ e1 ) + ( x12 � x22)(e2 ^ e0) +
1
2

(x2
2 � x2

1)(e0 ^ e1 )) ^ e1 )�

= (( x11x22 � x12x21)(e1 ^ e2 ^ e1| {z }
e1e2e1

) + ( x11 � x21)(e1 ^ e0 ^ e1| {z }
e1e� e+

) + ( x12 � x22)(e2 ^ e0 ^ e1| {z }
e2e� e+

)) �

= � ((x11x22 � x12x21)(e1e2e1 ) + ( x11 � x21)(e1e� e+ ) + ( x12 � x22)(e2e� e+ ))( e� e+| {z }
e0^ e1

e2e1)

= � (x11x22 � x12x21)(e1e2e1 (e0 ^ e1 )
| {z }

� e1 e0 � 1

e2e1) � (x11 � x21)(e1 e� e+ e� e+| {z }
1

e2e1)

� (x12 � x22)(e2 e� e+ e� e+| {z }
1

e2e1)

= ( x11x22 � x12x21) (e1e2e1 e2e1)
| {z }

e1

� (x11 � x21) (e1e2e1)
| {z }

� e2

� (x12 � x22) (e2e2e1)
| {z }

e1

= ( x11x22 � x12x21)(e1 ) + ( x11 � x21)(e2) � (x12 � x22)(e1);
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

alebo pre(x11x22 � x12x21) = d � jnj, (x11 � x21) = n2, � (x12 � x22) = n1, kde jnj = 1 :

L = n1e1 + n2e2 � de1 = n � de1 :

3.2.3 Kru¾nica

Kru¾nicaC je v IPNS reprezentácií CRA de�novaná pomocou boduP, ktorý je jej stre-
dom, a jej polomerur nasledovným vektorom :

C = P �
1
2

r 2e1 = x +
1
2

x2e1 + e0 �
1
2

r 2e1 = x +
1
2

(x2 � r 2)e1 + e0: (3.18)

Kru¾nica mô¾e by» ekvivalentne de�novaná pomocou OPNS reprezentácie ako vonkaj¹í
súèin troch bodov na nej le¾iacich :

C � = P1 ^ P2 ^ P3: (3.19)

Zvoµme si kru¾nicu s nulovým polomerom so stredom v bodeP. Túto kru¾nicu popisuje
multivektor :

C = P �
1
2

r 2e1 = P �
1
2

02e1 = P

Vidíme, ¾e bod je de�novaný ako IPNS kru¾nica s nulovým polomerom.

Zvoµme si kru¾nicuC so stredom v bodeP = e0 a polomeromr . Tejto kru¾nici zodpovedá
zápis :

C = e0 �
1
2

r 2e1 :

Body le¾iace na kru¾niciC vypoèítame pomocou jej IPNS. Sú to v¹etky bodyX spåòajúce
rovnicu :

C � X = ( e0 �
1
2

r 2e1 ) � X = 0; (3.20)

a teda :

0 = ( e0 �
1
2

r 2e1 ) � (xe1 + ye2 +
1
2

(x2 + y2)e1 + e0)

=
1
2

(x2 + y2)(e0 � e1| {z }
� 1

) �
1
2

r 2(e1 � e0| {z }
� 1

)

= �
1
2

(x2 + y2) +
1
2

r 2

= x2 + y2 � r 2:
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3.2. OBJEKTY V CRA

Dostávame rovnicu popisujúcu v¹etky body v rovnakej vzdialenosti od poèiatku :

(x2 + y2 � r 2) = 0 : (3.21)

V GAALOPe tento postup zapí¹eme nasledovným kódom :

X = createPoint(x,y);
C = e0 - 0,5 * r * r * einf;
?Result = C . X;

Zvoµme si kru¾nicu so stredom v bodeP = e0 a polomeromr = 2 . Podµa de�nície kru¾nice
ako IPNS, v¹etky body le¾iace na tejto kru¾nici reprezentuje rovnica :

(x2 + y2 � 4) = 0:

Body spåòajúce túto rovnicu sú napríklad :(2; 0); (
p

2;
p

2); (0; 2); : : : .

Overme toto rie¹enie pomocou GAALOPu :

:Red;
:B1 = createPoint(2,0);
:B2 = createPoint(sqrt(2),sqrt(2));
:B3 = createPoint(0,2);
r = 2;
:Blue;
:L = e0 - 0.5 * r * r * einf;

Obr. 3.3: Vizualizácia rie¹enia v GAALOPe
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

3.2.4 Dvojbod

Dvojbod Pp je v IPNS reprezentácií CRA de�novaný ako duál vonkaj¹ieho súèinu dvoch
bodov P1 a P2 :

Pp = ( P1 ^ P2)� ; (3.22)

alebo mô¾e by» vyjadrený v OPNS pomocou dvoch kru¾nícC1 a C2 nasledovne :

Pp = C1 ^ C2: (3.23)

Zvoµme si kru¾niceC1 a C2 ako kru¾nice so stredmi v bodochX 1 = � e1 + 1
2e1 + e0 a

X 2 = e1 + 1
2e1 + e0 a polomermir1 = r2 = 2. Tieto kru¾nice popisujú nasledovné vektory

algebry CRA:

X 1 = � e1 �
3
2

e1 + e0;

X 2 = e1 +
3
2

e1 + e0:

Dvojbod Pp vyjadrený pomocou týchto kru¾níc vypoèítame ako ich vonkaj¹í súèin nasle-
dovne :

C1 ^ C2 = ( � e1 �
3
2

e1 + e0) ^ (e1 �
3
2

e1 + e0)

= �
3
2

(e1 ^ e1 ) � e1 ^ e0 +
3
2

(e1 ^ e1| {z }
� e1^ e1

) +
3
2

(e1 ^ e0) + e0 ^ e1| {z }
� e1^ e0

+
3
2

(e0 ^ e1| {z }
� e1 ^ e0

)

= � 3(e1 ^ e1 ) � 2(e1 ^ e0):

V GAALOPe vypoèítame tento dvojbod nasledovne :

:X1 = -e1 + 0.5 * einf + e0;
:X2 = e1 + 0.5 * einf + e0;
:C1 = X1 - 2 * einf;
:C2 = X2 - 2 * einf;
:Red;
:Pp = C1 ^ C2;
?Pp;

Dostávame výsledok :

Pp(6) = 3 :0 == e1 ^ e1

Pp(7) = � 2:0 ==e1 ^ e0
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3.3. NORMALIZOVANÉ OBJEKTY

Obr. 3.4: Vizualizácia rie¹enia v GAALOPe

3.3 Normalizované objekty

IPNS reprezentácie bodu, kru¾nice a priamky sú vektormi CRA v tvare :

v = x1e1 + x2e2 + x3e1 + x4e0: (3.24)

Body X patriace objektu v sú v¹etky body X spåòajúce rovnicu :

v � X = 0; (3.25)

a teda aj :

(cv) � X = 0; c 6= 0; (3.26)

z toho plynie, ¾ev a (cv) reprezentujú ten istý geometrický objekt. Pre zjednodu¹enie
výpoètov v CRA mô¾eme objektv vyjadri» ekvivalente ako jeho normalizovanú formu :

vnorm =
v
jvj

: (3.27)

3.4 Transformácie objektov v CRA

Transformácie geometrických objektov vieme jednoducho popísa» pomocou operácií CRA
popísaných v nasledovnej tabuµke :
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

Transformácia Operátor Pou¾itie
Re
exia Priamka L = n + de1 oL = � LoL
Rotácia Rotor R = cos( �

2 ) � sin( �
2 )e1 ^ e2 oR = Ro ~R

Translácia Translátor T = 1 � 1
2 t e1 oT = To~T

Rigid Body Motion Motor M = cos( �
2 ) � sin( �

2 )(P ^ e1 )� oM = Mo ~M

Re
exia je základná operácia Cli�ordovej algebry, na ktorej sú postavené ïal¹ie transfor-
mácie, a to rotácia, translácia a rigid body motion. Re
exia objektuo mô¾e by» vypoèítaná
pomocou priamkyL ako geometrický súèin� LoL . Rotácia, translácia a rigid body mo-
tion mô¾u by» popísané na základe algebraických výrazovR (rotor), T (translátor) a M
(motor). Rotor popisuje rotáciu objektu okolo poèiatku (P = e0) s uhlom � , translátor
popisuje posuv objektu v smere vektorut , a motor popisuje natáèanie objektu okolo
µubovolného boduP [5], [7].

3.4.1 Re
exia

Re
exiu objektu o na priamke L = n + de1 vypoèítame ako :

oRef l = � LoL: (3.28)

Máme kru¾nicuC so stredom v bodeP = xe1 + ye2 + 1
2(x2 + y2)e1 + e0 a polomerom

r , a priamku L de�novanú normálovým vektorom n = n1e1 + n2e2 a vzdialenos»ou od
poèiatku d. Re
exiu kru¾niceC na priamkeL v GAALOPe vypoèítame pomocou kódu :

P = createPoint(x,y);
C = P - 0.5 * r * r * einf;
L = n1 * e1 + n2 * e2 + d * einf;
?CRefl = -L * C * L;

Zvoµme si kru¾nicuC so stredom v bodeP = 2e1 + 2e2 + 4e1 + e0 a polomeromr = 1
a priamku L de�novanú normálovým vektorom n = e1 + e2, prechádzajúcu poèiatkom
súradnicového systému (tj.d = 0). Re
exiu kru¾niceC na priamkeL získame nasledovným
výpoètom :

CRef l = � LCL = � (e1 + e2)(2e1 + 2e2 +
7
2

e1 + e0)(e1 + e2)

= ( � 2 � 2(e1e2) �
7
2

(e1e1 ) � (e1e0) � 2(e2e1|{z}
� e1e2

) � 2 �
7
2

(e2e1 ) � (e2e0))( e1 + e2)

= � 4e1 � 4e2 �
7
2

(e1e1 e1| {z }
� e1

) �
7
2

(e1e1 e2| {z }
� e1e2e1

) � (e1e0e1| {z }
� e0

) � (e1e0e2| {z }
� e1e2e0

)

�
7
2

(e2e1 e1| {z }
e1e2e1

) �
7
2

(e2e1 e2| {z }
� e1

) � (e2e0e1| {z }
e1e2e0

)

= � 4e1 � 4e2 + 7e1 + 2e0 � � 2e1 � 2e2 +
7
2

e1 + e0:
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3.4. TRANSFORMÁCIE OBJEKTOV V CRA

Dostávame kru¾nicu so stredom v bodePRef l = � 2e1 � 2e2 + 4e1 + e0 a polomerom
rovnakým ako u pôvodnej kru¾nice, a tor = 1.

V GAALOPe overíme rie¹enie pomocou nasledovného kódu :

:Blue;
:P = createPoint(2,2);
:C = X - 0.5 * 1 * 1 * einf;
:Red;
:L = e1 + e2;
:Green;
:CRefl = -L * C * L;
:PRefl = -L * P * L;
?CRefl;

Dostávame výsledok :

CRef l (1) = � 4:0 == e1
CRef l (2) = � 4:0 == e2
CRef l (3) = 7 :0 == e1
CRef l (4) = 2 :0 == e0

Obr. 3.5: Vizualizácia rie¹enia v GAALOPe
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

3.4.2 Rotácia

Rotácia objektu o okolo bodu poèiatku je popísaná :

oRot = Ro ~R; (3.29)

kde rotor R je rovný multivektoru :

R = cos(
�
2

) � e1 ^ e2 sin(
�
2

): (3.30)

Ako objekt pre rotáciu si zvolíme kru¾nicu so stredom v bodeX = 2e1 + 2e1 + e0 a
polomeromr = 1 popísanú vektoromC = 2e1 + 3

2e1 + e0. Objekt budeme rotova» okolo
poèiatku pod uhlom� = 90 � . Rotor pre výpoèet tejto rotácie je teda rovný :

R = cos(
90�

2
) � sin(

90�

2
)(e1 ^ e2) =

1
p

2
�

1
p

2
(e1 ^ e2):

Príslu¹nú rotáciu kru¾niceC pod uhlom � vypoèítame nasledovne :

CRot = RC ~R = (
1

p
2

�
1

p
2

e1 ^ e2| {z }
e1e2

)(2e1 +
3
2

e1 + e0)(
1

p
2

+
1

p
2

e1 ^ e2| {z }
e1e2

)

= (
2

p
2

e1 +
3

2
p

2
e1 +

1
p

2
e0 �

2
p

2
e1e2e1| {z }

� e2

�
3

2
p

2
e1e2e1 �

1
p

2
e1e2e0)(

1
p

2
+

1
p

2
e1e2)

= e1 +
3
4

e1 +
1
2

e0 + e2 �
3
4

e1e2e1 �
1
2

e1e2e0 + e1e1e2| {z }
e2

+
3
4

e1 e1e2| {z }
e1e2e1

+
1
2

e0e1e2| {z }
e1e2e0

+ e2e1e2| {z }
� e1

�
3
4

e1e2e1 e1e2| {z }
� e1

�
1
2

e1e2e0e1e2| {z }
� e0

= 2e2 +
3
2

e1 + e0:

Dostávame kru¾nicu so stredom v bodeX Rot = 2e2 + 2e1 + e0 a polomeromr = 1.

V GAALOPe overíme rie¹enie pomocou nasledovného kódu :

:X = 2 * e1 + 2 * einf + e0;
:C = X - 0.5 * 1 * 1 * einf;
R = (1 / sqrt(2)) - (1 / sqrt(2)) * (e1 ^ e2);
:Red;
:CRot = R * C * ~R;
:XRot = R * X * ~R;
?CRot;
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3.4. TRANSFORMÁCIE OBJEKTOV V CRA

Dostávame výsledok :

CRot(2) = 2 :0 == e2
CRot(3) = 1 :5 == e1
CRot(4) = 1 :0 == e0

Obr. 3.6: Vizualizácia rie¹enia v GAALOPe

Rotáciu objektu okolo poèiatku mô¾eme ekvivalentne vyjadri» ako dve re
exie na dvoch
normalizovaných priamkachL1 = n1e1 + n2e2 a L2 = m1e1 + m2e2 prechádzajúcich po-
èiatkom súradnicovej sústavy, zvierajúcich uhol� = �

2 .

Rotáciu objektu o získame alternatívne tak, ¾e vypoèítame dvojitú re
exiu objektuo na
priamkach L1 a L2 :

oRef l = � L2(� L1oL1)L2 = L2L1oL1L2: (3.31)

Rotor mô¾eme teda vyjadri» :

R = L2L1

= ( n1e1 + n2e2)(m1e1 + m2e2)

= ( n1e1 + n2e2) � (m1e1 + m2e2) + ( n1e1 + n2e2) ^ (m1e1 + m2e2)

= cos(� ) � e1 ^ e2 sin(� );

alebo pre� = �
2 :

R = cos(
�
2

) � e1 ^ e2 sin(
�
2

):
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3. CRA(COMPASS RULER ALGEBRA)

3.4.3 Translácia

Translácia je transformácia, ktorá posúva objekto v smere vektorut = t1e1 + t2e2, a
pomocou translátoraT mô¾e by» vyjadrená rovnicou :

oT ransl = To~T ; (3.32)

kde translátor T je rovný :

T = 1 �
1
2

t e1 : (3.33)

Zvoµme si kru¾nicu so stredom v bodeP = e0 a polomeromr = 1 ktorá je popísaná
vektorom C = � 1

2e1 + e0. Túto kru¾nicu chceme posunú» v smere vektorat = 4e1.
Translátor T pre túto operáciu je rovný :

T = 1 �
1
2

(4e1)e1 = 1 � 2e1e1 ;

a reverzia translátoraT je rovná :

~T = 1 +
1
2

(4e1)e1 = 1 � 2e1e1 :

Príslu¹nú transláciu vypoèítame nasledovne :

CT ransl = TC ~T = (1 � 2e1e1 )( �
1
2

e1 + e0)(1 + 2 e1e1 )

= ( �
1
2

e1 + e0 � 2e1 e1 e0| {z }
� e0e1 � 2

)(1 + 2 e1e1 )

= �
1
2

e1 + e0 + 2e1e0e1 + 4e1 + 2 e0e1e1| {z }
� e1e0e1

+8 e1e1e1| {z }
e1

= 4e1 +
15
2

e1 + e0:

Dostávame kru¾nicu so stredom v bodePT ransl = 4e1 +8e1 + e0 s polomeromr = 1. Toto
rie¹enie overíme v GAALOPe pomocou nasledujúceho kódu :

:P = e0;
:C = P - 0.5 * einf;
T = 1 - 2 * e1 * einf;
:Red;
:CTransl = T * C *~T ;
:PTransl = T * X * ~T;
?CTransl;
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3.4. TRANSFORMÁCIE OBJEKTOV V CRA

Dostávame rie¹enie :

CTransl(1) = 4 :0 == e1
CTransl(3) = 7 :5 == e1
CTransl(4) = 1 :0 == e0

Obr. 3.7: Vizualizácia rie¹enia v GAALOPe

Transláciu objektu o v smere vektorat mô¾eme ekvivalentne vyjadri» ako dve re
exie na
dvoch priamkachL1 a L2 tak, ¾e :

oT ransl = � L2(� L1oL1)L2 = L2L1oL1L2 = � L1L2oL1L2; (3.34)

kde L1 a L2 sú navzájom rovnobe¾né priamky, kolmé na vektort a navzájom vzdialené o
t 2

2 , tj. :

L1 =
t1

t 2 e1 +
t2

t 2 e2 + de1 ;

L1 =
t1

t 2 e1 +
t2

t 2 e2 + ( d +
t 2

2
)e1 :

3.4.4 Rigid Body Motion

Rigid body motion je transformácia, ktorá otáèa objekto okolo µubovolného boduP pod
uhlom � . Túto operáciu vyjadríme pomocou rovnice :

oRBM = Mo ~M; (3.35)

kde M je motor rovný :

M = cos(
�
2

) � sin(
�
2

)(P ^ e1 )� : (3.36)
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