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 Abstrakt 

 

ABSTRAKT  

 

Pr§ce se zabĨv§ problematikou ferorezonanļn²ho jevu a ferorezonanļn²ho pŚepŊt² 

v elektrickĨch s²t²ch.  V ¼vodn² ļ§sti pr§ce je vysvŊtlen teoretickĨ z§klad ferorezonanļn²ho jevu a 

jeho dŢsledky na elektrizaļn² soustavu. D§le se pr§ce zamŊŚuje na elektrizaļn² soustavu jako ne-

line§rn² dynamickĨ syst®m a popisuje rŢzn® analytick® metody Śeġen² tŊchto syst®mŢ. Tyto meto-

dy jsou d§le uplatnŊny k diagnostice konkr®tn²ch syst®mŢ.  

 V minulosti byla identifikov§na cel§ Śada rŢznĨch elektroenergetickĨch konfigurac² po-

tenci§lnŊ n§chylnĨch na vznik ferorezonance. NejļastŊjġ² z nich pr§ce nejdŚ²ve teoreticky analy-

zuje a pot® nab²z² doporuļen² pro omezen² ferorezonanļn²ho jevu.  

 D§le se pr§ce zabĨv§ vĨbŊrem vhodn®ho softwaru pro tento vĨpoļetnŊ n§roļnĨ ¼kol. Je 

posouzena Śada rŢznĨch n§strojŢ, ze kterĨch byly n§slednŊ vybr§ny software Matlab Simulink a 

PSCAD. Matlab Simulink a jeho SimPowerSystem Toolbox, je vyuģit pro analĨzu vlivu hystere-

ze magnetick®ho j§dra transform§toru na vznik a prŢbŊh ferorezonanļn²ho jevu. Pomoc² n§stroje 

PSCAD jsou posouzeny rŢzn® konfigurace energetick®ho syst®mu z hlediska moģn®ho vzniku a 

prŢbŊhu ferorezonance a tak® provedeno nalezen² limitn²ch podm²nek, kter® zvyġuji pravdŊpo-

dobnost vĨskytu tohoto jevu. D§le pr§ce zmiŔuje moģnost pouģit² umŊlĨch neuronovĨch s²ti pro 

diagnostiku ferorezonanļn²ho jevu. 

 V z§vŊreļn® ļ§sti pr§ce je uvedena Śada doporuļen² pro navrhov§n², projektov§n² a provo-

zov§n² novĨch i st§vaj²c²ch elektroenergetickĨch syst®mŢ. 

 

 

KLĉĻOVĆ SLOVA:  PŚechodn® jevy, pŚepŊt², ferorezonance, ferorezonanļn² pŚepŊt², satura-

ce, hystereze, PSCAD, Matlab simulink 



 Abstract 

 

ABSTRACT 

 

This thesis deals with the ferroresonance phenomenon and ferroresonance overvoltage in 

electric networks. Thatôs why the introduction part explains the theoretical basis of ferroreso-

nance and its consequences in the power system. The work then focuses on the power system as a 

non-linear dynamic system and describes various analytical methods for solving these systems. 

These methods are further applied to diagnose specific systems.   

There are a number of various power system configurations susceptible to ferroresonance. 

The most frequent one is theoretically analyzed in this thesis and a number of recommendations 

are offered for reducing the ferroresonance phenomenon. 

The thesis further deals with the selection of suitable software for this computationally chal-

lenging task. A number of different tools are considered and efficiently reduced to Matlab Sim-

ulink and PSCAD software. Matlab Simulink and its SimPowerSystem Toolbox are used to ana-

lyze the effect of hysteresis of the magnetic core of the transformer on the emergence and course 

of the ferroresonance phenomenon. Using PSCAD, various configurations of the power systems 

are compared in terms of possible emergence and course of ferroresonance and also to find the 

limiting conditions that increase the probability of this phenomenon. The possibility of using arti-

ficial neural networks for ferroresonance diagnosis is also mentioned in this thesis. 

The final part provides a number of recommendations for design and operation of both new 

and existing power systems.  
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PŚi pouģ²v§n² symbolŢ a zkratek jsou v t®to pr§ci pouģity jednotn® z§sady. Zkratky ļi symbo-

ly oznaļuj²c² prvky v elektrick®m sch®matu jsou ps§ny velkĨmi p²smeny, symboly vztahuj²c² se k 

urļit® veliļinŊ jsou ps§ny kurz²vou. V uveden®m seznamu budou veliļin§m s harmonickĨm prŢ-

bŊhem pŚiŚazeny n§zvy jen u jejich efektivn²ch hodnot. Okamģit® a maxim§ln² hodnoty jsou v 

t®to pr§ci znaļeny podle n§sleduj²c²ho: 
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Å Maxim§ln² hodnota veliļiny je ps§na velkĨm p²smenem s indexem m, napŚ. Ulm. 

 

U koeficientŢ polynomu, jeģ maj² rŢzn® pouze ļ²seln® indexy, bude v uveden®m seznamu 

uveden pŚ²sluġnĨ koeficient s indexem, kterĨ t²mto zastupuje vġechny pouģit® ļ²seln® indexy; 

napŚ. a.. Jednotky pro jednotliv® koeficienty se mohou liġit a nebudou zde proto uv§dŊny. 
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  1 Đvod 

 

1 

1 ĐVOD 

Ot§zka ekologick®ho a ekonomick®ho provozu energetickĨch celkŢ je v dneġn² dobŊ v²ce 

neģ aktu§ln². Problematikou sniģov§n² ztr§t v elektrickĨch syst®mech se zabĨv§ st§le vŊtġ² poļet 

odborn²kŢ jak z energetick® praxe, tak i z oblasti vĨzkumu a vĨvoje. ObecnŊ mŢģeme tvrdit, ģe 

nejlevnŊjġ² a ekologickĨ nejļistġ² energie je ta, kterou uġetŚ²me sniģov§n²m zmiŔovanĨch ztr§t, a 

proto ji nemus²me vyrobit.  

EnergetickĨ syst®m lze rozdŊlit na vĨrobu, pŚenos a rozvod a spotŚebu elektrick® energie. 

V kaģd®m ļl§nku zm²nŊn®ho ŚetŊzce lze dos§hnout sn²ģen² ztr§t. Samotn§ problematika a moģ-

nosti sniģov§n² ztr§t elektrick® energie v jednotlivĨch ŚetŊzc²ch energetick®ho syst®mu ale nen² 

pŚedmŊtem t®to pr§ce. Snaha o sniģov§n² ztr§t v energetick®m syst®mu plynouc² z ekologickĨch 

a ekonomickĨch poģadavkŢ je pr§vŊ dŢvodem st§le ļastŊjġ²ho vĨskytu rŢznĨch n§hodnĨch dŊjŢ. 

DŢleģit® je uvaģovat celĨ syst®m jako celek, takģe je nutn® poļ²tat s faktem, ģe pŚi sn²ģen² ztr§t 

dojde k sn²ģen² zatlumen² syst®mu. To m§ ale za n§sledek zvĨġen² a prodlouģen² odezvy syst®mu 

na jakoukoliv zmŊnu a tedy i na charakter pŚechodnĨch dŊjŢ. V elektrizaļn² soustavŊ se vŊtġinou 

jedn§ o kr§tkodob® zvĨġen² ļi sn²ģen² napŊt². MŢģe nastat pŚ²pad, ģe v dŢsledku zmŊny v syst®mu 

se trvale zvĨġ² napŊt² co muģe m²t destruktivn² ¼ļinky na vŊtġinu zaŚ²zen².  

Obzvl§ġŠ nebezpeļnĨ druh pŚepŊt² je pŚepŊt² vznikaj²c² v dŢsledku rezonance v ļ§sti sys-

t®mu. Elektrizaļn² soustavu mŢģeme povaģovat za elektrickĨ obvod, kterĨ obsahuje ve velk® m²-

Śe neline§rn² indukļnosti a kapacity. Hlavn² sloģku nelinearity indukļnosti pŚedstavuj² zejm®na 

transform§tory, reaktory a jin® prvky elektrizaļn² soustavy. Dlouh§ elektrick§ veden² a kompen-

zaļn² kondenz§tory zas vn§ġej² nelinearitu do kapacitn²ho charakteru obvodu. V dŢsledku pŚ²-

tomnosti pr§vŊ zm²nŊnĨch nelinearit doch§z² pŚi splnŊn² urļitĨch podm²nek ke vzniku rezonance.  

 Rezonanci zpŢsobenou neline§rn² indukļnosti, jako je napŚ²klad c²vka se ģeleznĨm j§drem 

nazĨv§me ferorezonance. PŚepŊt², kter§ jsou zpŢsoben§ pr§vŊ zm²nŊnou ferorezonanc², se nazĨ-

vaj² ferorezonanļn² pŚepŊt². 

 Ferorezonanci moģno definovat jako jev, kterĨ zpŢsobuje pŚechodn® nebo ust§len® pŚepŊt² 

a nadproudy a taky abnorm§ln² zkreslen² harmonickĨch prŢbŊhŢ napŊt² a proudŢ. Nen² nutn® zdŢ-

razŔovat, jak® nebezpeļ² pŚedstavuje ferorezonance pro veġker§ elektrick§ zaŚ²zen². Jak uģ bylo 

naznaļeno, ferorezonance mŢģe vzniknout v kaģd®m obvodŊ, kterĨ obsahuje neline§rn² indukļ-

nosti, kapacity, zdroj napŊt² a mal® ztr§ty. VĨvoj transform§torŢ se obecnŊ zamŊŚuje na dosaģen² 

co nejmenġ²ch ztr§t pomoc² zdokonalov§n² magnetickĨch materi§lŢ jader transform§torŢ. 

Z moģnĨch dŢsledkŢ tohoto jevu na prvky elektrizaļn² soustavu, plyne poģadavek nebo snaha 

jevu ferorezonance pŚedej²t a umŊt ho analyzovat.  

 K analĨze jevŢ ferorezonance je zapotŚeb² vytvoŚit matematickĨ model elektrizaļn² sou-

stavy. Elektrizaļn² soustava pŚedstavuje velmi sloģitĨ syst®m, kterĨ lze v dostateļn® pŚesnosti 

popsat pouze integro-diferenci§ln²mi rovnicemi. VĨsledn® hodnoty zm²nŊn®ho modelu z§vis² na 

parametrech obvodu a zejm®na na nelinearitŊ indukļnosti v syst®mu.  

 Jak uģ bylo zm²nŊno vĨġe, ferorezonanc² se nazĨv§ rezonance v obvodech, kter® obsahuji 

vinut² se ģeleznĨmi j§dry, jejichģ indukļnost nen² st§l§, ale v dŢsledku nelinearity magnetizaļn² 

kŚivky (pŚesnŊji hysterezn² smyļky) z§vis² na okamģit®m magnetick®m stavu (sycen²) vinut² se 

ģeleznĨm j§drem. NapŊt² na kondenz§toru nebo c²vce se pak nemŊn² s rostouc²m kmitoļtem na-
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p§jec²ho napŊt² plynule, ale skokem, coģ zpŢsobuje velk® zmŊny a pŚechodn® dŊje v dan®m ob-

vodu. 

 V elektroenergetickĨch s²t²ch se pak tento dŊj mŢģe objevit po proveden² sp²nac²ch mani-

pulac², jako jsou napŚ²klad pŚipojen² veden², pŚ²pojnic, prov§dŊn² opŊtovn®ho zap²n§n², nebo jen 

po pŚipojen² mŊŚ²c²ho transform§toru napŊt². Jej² vznik tedy mŢģe bĨt zapŚ²ļinŊn nŊjakou zmŊnou 

konfigurace s²tŊ. Ferorezonance tak mŢģe zpŢsobit vysok§ pŚepŊt², jejichģ amplituda mŢģe bĨt aģ 

nŊkolikan§sobkem norm§ln²ch napŊŠovĨch pomŊrŢ. Nav²c mŢģe zpŢsobit nebezpeļnŊ vysok® 

proudy, kter® vĨraznŊ pŚevyġuji jmenovit® hodnoty sp²nac²ho zaŚ²zen². 
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2 SOUĻASNħ STAV řEĠEN£ PROBLEMATIKY 

Elektrizaļn² soustava pŚedstavuje sloģitĨ neline§rn² dynamickĨ syst®m. Tento syst®m se 

skl§d§ z rŢznĨch prvkŢ, kter® lze s urļitou pŚesnost² matematicky popsat. Tento popis je nezbytnĨ 

pŚi analĨze rŢznĨch procesŢ a pŚechodnĨch jevŢ v ES. V t®to kapitole bude podrobnŊ pops§na 

problematika Śeġen² neline§rn²ch syst®mŢ, pŚepŊt² v ES, ferorezonanļn² jev a jeho dŢsledky na 

energetick® syst®my, kter® jsou obzvl§ġŠ n§chyln® na jeho vznik. 

 

2.1 Teorie dynamickĨch syst®mŢ 

 

Jako dynamick® syst®my budeme oznaļovat syst®my, jejichģ stav lze popsat koneļnou mno-

ģinou stavovĨch promŊnnĨch, pŚiļemģ okamģitĨ stav syst®mu plnŊ urļuje dalġ² hodnoty stavo-

vĨch promŊnnĨch v kaģd®m ļase (pŚ²tomnost i minulost), tedy jeho vĨvoj. Dynamick® syst®my 

se vyskytuj² jak v biologii, chemii a hydrodynamice, tak v meteorologii, a jejich zkoum§n² m§ 

tedy mezioborovĨ vĨznam.  

 

Hodnoty vġech stavovĨch promŊnnĨch v dan®m ļase popisuj² stav syst®mu, kterĨ lze zn§-

zornit bodem v tzv. f§zov®m prostoru.  

Je-li x vektor stavovĨch promŊnnĨch ve f§zov®m prostoru Ὑȡὼ ὼȟὼȟȣȟὼ , nazveme 

modelem dynamick®ho syst®mu soustavu diferenci§ln²ch rovnic 

 

ὼ Ὂὸȟὼ (2.1) 

 

kde t je ļas a F je vektorov§ funkce. Uveden§ soustava se ļasto nazĨv§ Cauchyho syst®m 

a lze ji vytvoŚit i ze soustavy diferenci§ln²ch rovnic vyġġ²ch Ś§dŢ jednoduchĨmi substitucemi. 

řeġen²m soustavy je vektor funkc² ●ὸ ὼ ὸȟὼ ὸȟȣȟὼ ὸ. VĨvoj syst®mu lze pak zn§-

zornit parametrickou kŚivkou ●ὸ v n-rozmŊrn®m f§zov®m prostoru Ὑ, kterou nazĨv§me trajek-

tori² syst®mu. 

Soustava parametrickĨch kŚivek (trajektori²) pro mnoģinu poļ§teļn²ch podm²nek tvoŚ² tzv. 

f§zovĨ portr®t syst®mu. KaģdĨ bod ve f§zov®m prostoru n§leģ² pr§vŊ jedn® trajektorii syst®mu. 

Z toho ihned vyplĨv§, ģe trajektorie se nemohou nikde prot²nat, neboŠ v prŢseļ²ku by nebylo 

moģn® urļit jednoznaļnŊ dalġ² vĨvoj syst®mu a syst®m by jiģ nebyl deterministickĨ.  

 

NŊkter® trajektorie ve f§zov®m prostoru (viz obr. 2.1) mohou bĨt uzavŚen®, pak se tak® na-

zĨvaj² orbity. Ġipky u trajektori² ve f§zov®m portr®tu naznaļuj², kterĨm smŊrem se syst®m vyv²j² 

s rostouc²m ļasem. NŊkter® stavy syst®mu mohou bĨt konstantn², tj. existuje Śeġen² x(t) takov®, 

ģe x(t) = x0 pro kaģd® t. Odpov²daj²c² body f§zov®ho prostoru se pak nazĨvaj² pevnĨmi (tak® kri-

tickĨmi) body a hraj² pŚi vyġetŚov§n² dynamickĨch syst®mŢ dŢleģitou roli, jak d§le uvid²me [47]. 
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Obr. 2.1 PŚ²klady f§zovĨch portr®tŢ syst®mŢ se dvŊma stavovĨmi promŊnnĨmi [ 47]  

 

2.1.1 Neline§rn² dynamick® syst®my a jejich analĨza 

 

Problematika neline§rn²ch dynamickĨch syst®mŢ je velmi aktu§ln² v mnoha oborech 

a z²sk§n² poznatkŢ o objektivn²ch z§konitostech a jejich vlastnostech a chov§n² by vĨznamnŊ 

mohlo pomoci k odstranŊn² jejich neģ§douc²ch ¼ļinkŢ ļi k lepġ²mu vyuģit² neline§rn²ch jevŢ. 

I pŚestoģe vĨpoļetn² technika v posledn²ch letech vĨraznĨm zpŢsobem pokroļila, je st§le tato 

problematika velmi komplikovan§ a v praxi ļasto obch§zena naddimenzov§n²m zaŚ²zen² nebo 

t²m, ģe se jiģ pŚedpokl§d§ ļinnost zaŚ²zen² v takov®m reģimu, ve kter®m se zjevnŊ neline§rn² 

struktura zaŚ²zen² nemŢģe vĨraznŊ projevit.  

 

 Dynamick® syst®my se vyskytuj² jak v pŚ²rodŊ okolo n§s, tak v technick® praxi a vġude 

tam, kde jsou vz§jemnŊ propojeny prvky nesouc² nebo tlum²c² energii. Za pŚedpokladu, ģe lze 

zkouman® syst®my popsat stejnĨm matematickĨm modelem, mŢģeme poznatky o dynamickĨch 
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syst®mech pŚen§ġet z jednoho oboru do druh®ho. VĨsledky a z§vislosti mŢģeme vyuģ²t jednak v 

elektrotechnice, mechanice, v regulaci, ekonomii, ale i v dalġ²ch oborech. 

 MatematickĨm modelem dynamickĨch syst®mŢ jsou diferenci§ln² obyļejn® rovnice a to 

v pŚ²padŊ, ģe je moģn® soustavu povaģovat za diskr®tn², v opaļn®m pŚ²padŊ jsou tyto rovnice par-

ci§ln². TakovĨ matematickĨ model lze Śeġit analyticky bŊģnĨmi matematickĨmi prostŚedky 

v pŚ²padŊ, ģe se v syst®mu, tedy i v jeho modelu, nevyskytuj² neline§rn² ļleny, kter® nelze zane-

dbat. U neline§rn²ch dynamickĨch syst®mŢ se Śeġen² komplikuje t²m, ģe zde neplat² princip su-

perpozice. 

 Vzhledem k tomu, ģe obecnĨ postup analytick®ho Śeġen² soustav tohoto typu nen² dosud 

k dispozici, je nutn® volit rŢzn® pomocn® postupy zjednoduġuj²c² ļi zanedb§vaj²c² jist® projevy 

neline§rn² vazby, nebo se nelinearita vazby povaģuje za slabou a pouģij² se nŊkter® pŚibliģn® me-

tody. Dalġ²m moģnĨm vĨchodiskem je pouģit² numerickĨch nebo analogovĨch simulac².   

 D²ky souļasn®mu akceleruj²c²mu rozvoji vĨpoļetn² techniky jiģ lze Śeġit ¼lohy, kter® byly 

dŚ²ve nezvl§dnuteln® pro svou vysokou ļasovou n§roļnost numerickĨch vĨpoļtŢ. RychlĨ rozvoj 

techniky posledn²ch let zamŊŚil pozornost k podrobnŊjġ²mu a intenzivnŊjġ²mu studiu vlastnost² 

a metodik§m Śeġen² neline§rn²ch dynamickĨch syst®mŢ, pŚiļemģ je kladen st§le vŊtġ² dŢraz na 

efektivnŊjġ² konstruov§n² a vyuģit² zaŚ²zen², mnohdy aģ v mezn²ch provozn²ch reģimech. U tŊchto 

syst®mŢ se intenzivnŊji projevuj² vlivy neline§rn²ch prvkŢ a v odezvŊ na pŢsoben² tŊchto syst®mŢ 

se objevuj² zvl§ġtn² jevy, jako jsou v²ceznaļn§ Śeġen², bifurkace nebo rŢzn® druhy nestability, a to 

i pŚi stacion§rn²ch provozn²ch podm²nk§ch. 

ElektrickĨ obvod je modelem elektromagnetick®ho pole, jehoģ platnost je vģdy omezena 

r§mcem uļinŊnĨch pŚedpokladŢ, napŚ. rychlost² ļasovĨch zmŊn napŊt² a proudŢ, nebo jejich veli-

kost². Line§rn² obvod, jehoģ vġechny obvodov® parametry jsou povaģov§ny za konstantn², je t²m 

nejjednoduġġ²m modelem, u nŊhoģ mohou bĨt pops§ny vġechny stavy pops§ny algebraickĨmi 

line§rn²mi rovnicemi nebo diferenci§ln²mi rovnicemi s konstantn²mi koeficienty. UplatŔujeme 

u nich princip superpozice (znaļn® zjednoduġen² jejich Śeġen²), avġak skuteļn® obvodov® prvky 

nejsou nikdy zcela line§rn² a jejich parametry jsou z§visl® na prot®kaj²c²ch proudech nebo pŚipo-

jenĨch napŊt²ch, takģe je pouze ot§zkou pŚesnosti Śeġen², ve kter® oblasti velikost² napŊt² a proudŢ 

je lze povaģovat za konstantn². 

MŢģeme tedy Ś²ci, ģe line§rn² obvod znamen§ pouze urļitou aproximaci skuteļnosti. Pro 

zjednoduġen² pŚ²stupu a omezen² n§roļnosti Śeġen² tŊchto typŢ obvodŢ je obecn§ snaha zanedbat 

moģnosti vlivu nelinearity obvodu, avġak v nŊkterĨch pŚ²padech nelze vliv nelinearity opome-

nout. Zejm®na v minulosti bylo Śeġen² tŊchto obvodŢ kvŢli dostupnĨm prostŚedkŢm velmi obt²ģ-

n®, mnohdy t®mŊŚ ļi zcela nemoģn®. 

KaģdĨ obvod obsahuj²c² alespoŔ jeden neline§rn² prvek je Śazen mezi neline§rn² obvody, je-

jichģ vlastnosti vyjadŚuje soustava obvodovĨch rovnic, z nichģ je tak® nejm®nŊ jedna neline§rn². 

Princip superpozice v neline§rn²ch obvodech neplat², proto se pro jejich Śeġen² ned§ pouģ²t me-

tod, kter® jsou na tomto principu zaloģeny. Z§kladn²mi obvodovĨmi prvky, kter® jsou stejn® jako 

v obvodech line§rn²ch, modelujeme neline§rn² obvod a setk§v§me se v nich se stejnĨmi druhy 

energie. 

 

PevnĨ bod f§zov®ho portr®tu obecn®ho syst®mu popsan®ho vztahem (2.1) se vyznaļuje nu-

lovĨm tokem, proto mus² rychlost toku v pevn®m bodŊ vyhovovat vztahu 

 

Ὂ ὸȟὼ  π (2.2) 
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Protoģe se trajektorie dynamick®ho syst®mu ve f§zov®m prostoru nemohou nikde prot²nat, je 

zŚejm®, ģe pevn® body jsou rozhoduj²c² pro kvalitativn² popis f§zov®ho portr®tu. JedinĨ kritickĨ 

bod, urļuj²c² typ jednoduch®ho line§rn²ho syst®mu, mŢģe bĨt v pŚ²padŊ neline§rn²ch syst®mŢ na-

hrazen v²ce kritickĨmi body s rŢznĨm charakterem.  

Okol²m o polomŊru r bodu f§zov®ho prostoru x0 nazĨv§me mnoģinu bodŢ definovanou vzta-

hem { x: |x - x0 | < r }  (okol² je tedy n-rozmŊrn§ koule). Lok§ln² f§zovĨ portr®t je pak f§zovĨ 

portr®t v podmnoģinŊ f§zov®ho prostoru definovan® jako okol² stanoven®ho bodu. F§zovĨ portr®t 

jednoduch®ho line§rn²ho syst®mu je kvalitativnŊ ekvivalentn² s lok§ln²m f§zovĨm portr®tem 

v libovoln®m okol² pevn®ho bodu. Z§kladn² myġlenkou vyġetŚov§n² neline§rn²ch syst®mŢ pak je 

hled§n² takov®ho okol² jejich pevnĨch bodŢ, v nŊmģ je jejich lok§ln² f§zovĨ portr®t kvalitativnŊ 

ekvivalentn² s nŊkterĨm typem line§rn²ho syst®mu (viz obr. 2.2) [47].  

 

Obr. 2.2 PŚ²klad f§zov®ho portr®tu neline§rn²ho syst®mu s nestabiln²m a sedlovĨm kritickĨm bo-

dem a stabiln²m ohniskem. 

 

2.1.1.1. LinearizovanĨ syst®m 

Uvaģujme neline§rn² dynamickĨ syst®m v rovinŊ, kterĨ je pops§n soustavou 

ὥώ ὦώ  Ὣ ώȟώ  

ὧώ Ὠώ  Ὣ ώȟώ  
(2.3) 

kde neline§rn² vektorov§ funkce g m§ n§sleduj²c² vlastnost 

ὰὭά
ᴼ

Ὣώȟώ

ὶ
π  (2.4) 

kde r je polomŊr okol² kritick®ho bodu v poļ§tku. 

Soustavu: 

ὥώ ὦώ 

ὧώ Ὠώ, 
(2.5) 

pak nazĨv§me linearizac² dynamick®ho syst®mu. 

Linearizace dynamickĨch syst®mŢ je dŢleģitou metodou vyġetŚov§n² jejich chov§n². Charak-

ter kritickĨch bodŢ lze stanovit na z§kladŊ mnoha uģiteļnĨch vŊt, kter® byly na tomto poli zfor-
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mulov§ny. Zde uvedeme jenom nŊkter® z§kladn² pojmy a teze, kter® vyuģijeme v pŚ²kladech si-

mulovanĨch dynamickĨch syst®mŢ v n§sleduj²c²ch kapitol§ch.  

Pomoc² Taylorova rozvoje dynamick®ho syst®mu v okol² pevn®ho bodu (x10 , x20) lze snadno 

uk§zat, ģe pro koeficienty matice A linearizovan®ho syst®mu plat² 

═  

ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬Ὂ

‬ὼ
‬Ὂ

‬ὼ

  

‬Ὂ

‬ὼ
‬Ὂ

‬ὼỨ
ủ
ủ
Ủ

   Ȣ    Ȣ   

 (2.6) 

Pokud je v okol² jednoduch®ho kritick®ho bodu neline§rn²ho dynamick®ho syst®mu f§zovĨ 

portr®t kvalitativnŊ ekvivalentn² s jeho linearizac², pak uvedenĨ kritickĨ bod nen² stŚedem.  

KritickĨ bod je jednoduchĨ, pokud odpov²daj²c² linearizovanĨ syst®m v tomto bodŊ je jednodu-

chĨ.  

UvedenĨ teor®m je platnĨ pouze pro dynamick® syst®my v rovinŊ. StŚedovĨ pevnĨ bod je 

podle nŊj jedinou vĨjimkou, kdy f§zovĨ portr®t neline§rn²ho syst®mu nen² v okol² tohoto bodu 

kvalitativnŊ ekvivalentn² s jeho (jednoduchou) linearizac². PŚirozenĨm zpŢsobem lze pak defino-

vat hyperbolick® pevn® body neline§rn²ch syst®mŢ jako body, v jejichģ okol² je odpov²daj²c² li-

nearizovanĨ syst®m hyperbolickĨ. Podle vztahu (2.6) je zŚejm®, ģe hyperbolick® pevn® body se 

vyznaļuj² nenulovou re§lnou sloģkou vġech vlastn²ch hodnot linearizaļn² matice.  

Linearizace v nejednoduch®m bodŊ vġak neposkytuje informace o chov§n² neline§rn²ho sys-

t®mu (to je zŚejm® jiģ z faktu, ģe linearizovanĨ f§zovĨ portr®t obsahuje mnoģinu pevnĨch bodŢ), 

(viz obr. 2.3) [47]. 

  

Obr. 2.3 Srovn§n² f§zovĨch portr®tŢ neline§rn²ho syst®mu: ὼ ȟ  ὼ 

a jeho linearizace v okol² kritick®ho bodu (0,0) πȟ  ὼ 

kde osa x1 tvoŚ² mnoģinu pevnĨch bodŢ. 

V souļasnosti neexistuje ucelenĨ klasifikaļn² syst®m nejednoduchĨch pevnĨch bodŢ zaloģe-

nĨ na klasifikaci jednoduchĨch bodŢ line§rn²ch syst®mŢ. Je to zŚejmŊ d§no t²m, ģe mnoho kvali-

tativnŊ odliġnĨch syst®mŢ mŢģe m²t v nejednoduch®m pevn®m bodŊ stejnou linearizaci. Urļit® 

vod²tko vġak poskytuj² krit®ria stability pevnĨch bodŢ: 
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2.1.1.2. Stabilita kritick®ho bodu 

KritickĨ bod nazĨv§me stabiln²m, jestliģe ke kaģd®mu okol² N tohoto bodu existuje okol² 

ὓ Ṗὔ takov®, ģe vġechny trajektorie, kter® j²m proch§zej², zŢst§vaj² v okol² N pŚi rostouc²m 

ļasu. KritickĨ bod, kterĨ nen² stabiln², se nazĨv§ nestabiln². 

KritickĨ bod se nazĨv§ asymptoticky stabiln², pokud je stabiln² a existuje jeho okol² takov®, 

ģe kaģd§ trajektorie proch§zej²c² t²mto okol²m se bl²ģ² k uveden®mu kritick®mu bodu pŚi rostou-

c²m ļasu. 

Stabiln² bod, kterĨ nen² asymptoticky stabiln², se nazĨv§ neutr§lnŊ stabiln². TypickĨm neut-

r§lnŊ stabiln²m bodem je stŚedovĨ bod. UzavŚen® trajektorie se z jeho okol² nevzdaluj², ale do 

stŚedu rovnŊģ nesmŊŚuj². 

2.1.1.3. LjapunovŢv teor®m stability 

Jestliģe na nŊjak®m okol² kritick®ho bodu existuje zobrazen² V f§zov®ho prostoru do R takov®, 

ģe: 

1. gradient  
 
ȟ
 
  existuje a je spojitĨ 

2. V je positivnŊ definitn² 

3. ὠǰ ●  ὸ ὫὶὥὨ  ὠ  Ȣ    ὸ ὫὶὥὨ  ὠ  Ȣ  ╕  ●   je negativnŊ definitn² pak je kritickĨ 

bod asymptoticky stabiln².  

Zobrazen² V se nazĨv§ Ljapunovova funkce. Pro rovinn® syst®my nen² dŢkaz Ljapunovova 

teor®mu obt²ģnĨ. Bod 3 teor®mu vyjadŚuje derivaci Ljapunovovy funkce ve smŊru trajektorie 

syst®mu. Je zŚejm®, ģe v mnoha syst®mech mŢģe hr§t roli Ljapunovovy funkce skal§rn² potenci§l 

[47]. 

2.1.1.4. Poincar®ho mapy 

Pro vytvoŚen² n§zorn®ho f§zov®ho portr®tu u syst®mŢ vyġġ² dimenze nestaļ² prostŚedky, kte-

r® jsme dosud pouģ²vali. Jedinou moģnost², jak zachytit vlastnosti f§zov®ho portr®tu v prostoru 

niģġ² dimenze, je projekce nebo Śez v²cerozmŊrn®ho ¼tvaru obecnou plochou. ZjednoduġenŊ lze 

Poincar®ho mapu ch§pat jako Śez (podmnoģinu) f§zov®ho portr®tu, v nŊmģ m§ jedna nebo v²ce 

stavovĨch promŊnnĨch konstantn² hodnotu. 

Toto zobrazen² se uk§zalo jako velmi vhodn® pro studium stability i bifurkac² periodickĨch 

Śeġen². M²sto zaznamen§v§n² trajektori² pohybu bodŢ v ļasovĨch okamģic²ch s krokem d®lky dt, 

v Poincar®ho zobrazen² zaznamen§v§me body pŚi kroku d®lky Ὕ ς “Ⱦtj. v ļasech ὸ ,‫ ὯὝ, 

kde k = 0, 1,2, ... (z²skanĨ bodovĨ z§znam se t®ģ nazĨv§ Poincar®ho ļi stroboskopick§ mapa).  

Poincar®ho mapu (ñPoincar® plotñ nebo ñPoincar® mapñ) lze zjednoduġenŊ ch§pat jako Śez 

podmnoģinou f§zov®ho portr®tu, ve kter®m je hodnota jedn® ļi v²ce stavovĨch promŊnnĨch kon-

stantn², viz obr. 2.4.  
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Obr. 2.4.Poincer®ho mapy pro neautonomn² syst®m 

 

Sledujeme-li ve stroboskopick® f§zov® rovinŊ pŚechodnĨ dŊj konverguj²c² k ust§lenĨm kmi-

tŢm, dost§v§me trajektorii, kter§ se asymptoticky bl²ģ² singul§rn²mu bodu stroboskopick® f§zov® 

roviny (ust§len® periodick® kmity se ve stroboskopick® f§zov® rovinŊ zobraz² jako bod, nazĨvanĨ 

t®ģ atraktor oblasti), viz obr. 2.5. Nebudou-li tyto ust§len® kmity periodick® (budou kvaziperio-

dick® ļi chaotick®), pak se trajektorie zobraz² jako soubor bodŢ vyplŔuj²c²ch urļitou plochu 

(atraktorem je pak cel§ takov§ oblast, nazĨvan§ jako oblast podivn®ho atraktoru - "strange 

attractor"), viz napŚ²klad obr. 2.9. 

 

Obr. 2.5 ĻasovĨ vĨvoj Poincer®ho zobrazen² ï pŚechodnĨ dŊj konverguj²c² k ust§len®mu stavu 

 

Metoda Poincar®ho zobrazen² pŚin§ġ² vĨhody pouģiteln® pŚi studiu obyļejnĨch diferenci§l-

n²ch rovnic: 

 

1. Redukce dimenze 

Konstrukce Poincar®ho map zahrnuje eliminaci nejm®nŊ jedn® promŊnn® syst®mu a vede tak 

ke studiu n²zkodimenzion§ln²ho syst®mu (obr. 2.6) 
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Obr. 2.6 PrŢnik trajektorie plochou 

 

2. Glob§ln² dynamika 

V n²zkodimenzion§ln²m prostoru (napŚ. dimenze ~ 4) poskytuj² numericky vypoļten® 

Poincar®ho mapy komplexn² zobrazen² glob§ln² dynamiky syst®mu. Takov®to pŚ²klady zobrazen² 

jiģ byly v²cekr§t pouģity v prac²ch nŊkterĨch autorŢ napŚ. Holmes a Guckenheimer, nebo Lich-

tenberg a Lieberman. 

 

3. Jasnost pojmŢ 

Stanoven² mnoha pojmŢ, jeģ je u obyļejnĨch diferenci§ln²ch rovnic dosti obt²ģn®, mŢģe bĨt 

v mnoha pŚ²padech jasnŊ provedeno pro odpov²daj²c² Poincar®ho mapu. NapŚ²klad pojem orbit§l-

n² stability periodick® orbity obyļejn® diferenci§ln² rovnice. Tento pojem se d§ v term²nech 

Poincar®ho mapy zredukovat na probl®m stability pevn®ho bodu t®to mapy, kterĨ je jednoduġe 

charakterizov§n pomoc² vlastn²ch ļ²sel mapy, linearizovan® v bl²zk®m okol² pevn®ho bodu, obr. 

2.7. PodrobnŊji je o tomto probl®mu napŚ. v literatuŚe [60], [83] aj. 

 

Obr. 2.7 Geometrie Poincar®ho mapy pro periodickou orbitu 
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Bylo by velmi pŚ²nosn® nal®zt metodu pro konstrukci Poincar®ho mapy spojenou s obyļej-

nĨmi diferenci§ln²mi rovnicemi. Neexistuje ale obecn§ metoda, jeģ by se dala pouģ²t na libovoln® 

obyļejn® diferenci§ln² rovnice, jelikoģ konstrukce poincar®ho mapy vyģaduje ļ§steļn® znalosti 

geometrick® struktury f§zov®ho prostoru obyļejn® diferenci§ln² rovnice.  

NapŚ. v programu PSCAD, lze z²skat zm²nŊnou poincar®ho mapu ferorezonanļn²ch oscilac² 

pomoc² jednoduch®ho zpracov§n² simulovanĨch sign§lŢ dle obr. 2.8. VytvoŚen² poincar®ho ma-

py, provedeme pomoc² grafu xy, pŚiļemģ zobraz²me z§vislost vzorkovanĨch (samplovanĨch) ve-

liļin. Nastaven² vzorkovac²ho intervalu lze zadat pomoc² frekvence vzorkov§n² viz obr. 2.8. 

 

 

Obr. 2.8 Konstrukce Poincar®ho zobrazen² v prostŚed² PSCAD a nastaven² sampleru 

 

Poincar®ho mapa je tedy, zjednoduġenŊ Śeļeno, sestrojen² f§zov® roviny pŚi urļitĨch vzorko-

vac²ch intervalech, kde vzorkovac² frekvence je stejn§ jako frekvence bud²c² veliļiny (v tomto 

pŚ²padŊ napŊt² zdroje, tedy 50 Hz). Pro 

¶ ļistŊ periodick® chov§n² zkouman®ho syst®mu bude Poincar®ho mapa obsahovat sa-

mostatnĨ bod, napŚ. viz obr. 2.9a, 

¶ syst®m s k subharmonickĨmi sloģkami bude Poincar®ho mapa obsahovat koneļnĨ po-

ļet bodŢ (k). Pro tŚi body viz obr. 2.9b, 

¶ kvaziperiodickĨ syst®m nejsou frekvenļn² sloģky soumŊŚiteln® s Ś²d²c² frekvenc² 

a Poincar®ho mapa se tedy vyv²j² jako uzavŚen§ orbita, obr. 2.9c, 
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¶ chaotick® chov§n² se Poincar®ho mapa vyv²j² jako n§hodn§ mnoģina bodŢ omezen§ 

na urļitou oblast f§zov® roviny. PŚi tomto typu chov§n² se Poincar®ho mapa vyv²j² ve 

sloģit® ¼tvary (napŚ. viz obr. 2.9d), kter® v podstatŊ pŚedstavuj² Śez atraktorem. 

  

 

Obr. 2.9 Poincar®ho zobrazen² v ust§len®m stavu pro rŢzn® odezvy syst®mu 

 

V tomto pŚ²padŊ je realizace Poincar®ho mapy ļasovŊ n§roļn§, protoģe k vyniknut² tvaru 

atraktoru je potŚeba mnoho zobrazenĨch bodŢ. Poincar®ho zobrazen² mŢģe poskytovat uģiteļnou 

informaci o pomŊru frekvence bud²c² funkce ke skuteļn® frekvenci syst®mu. NapŚ. jestliģe je sku-

teļn§ frekvence ferorezonanļn² vlny napŊt² 50/3 Hz (coģ jsou podm²nky vztaģen® k ferorezonanci 

tŚet² subharmonick®) a prov§d²-li se vzorkov§n² kaģdĨch 0,02s, pak Poincar®ho mapa obsahuje tŚi 

body, viz obr. 2.9b. 

 

Jestliģe se pouģij² techniky Poincar®ho zobrazen² pro vystihnut² trajektorie, jeģ se ve f§zo-

v®m prostoru vyv²j² v ļase, lze v pŚ²padŊ, ģe n§s zaj²maj² jen kvalitativn² stavy chov§n² syst®mu, 

obdrģet prŢbŊhy pŚehledn® a vystihuj²c² danou skuteļnost. Na obr§zc²ch n²ģe lze porovnat uk§zku 

vĨvoje syst®mu v ļase v klasick®m zobrazen² (3D a 2D projekce f§zov®ho prostoru jeģ se vyv²j² 

v ļase), viz obr. 2.10a a uk§zku odpov²daj²c²ho vĨvoje syst®mu (opŊt ve 3D a 2D zobrazen² ļaso-

v®ho vĨvoje) s vyuģit²m Poincar®ho zobrazen², viz obr. 2.10b. Ust§len® stavy Poincar®ho mapy 

chaotick®ho syst®mu jsou odliġnĨch forem a ļasto velmi pozoruhodnĨch tvarŢ. Tyto orbity maj² 

dvŊ hlavn² vlastnosti: 

¶ mapy neobsahuj² jednoduch® geometrick® tvary 

¶ atraktor m§ jemnou strukturu 
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Obr. 2.10 ĻasovĨ vĨvoj f§zov®ho prostoru a ļasovĨ vĨvoj s vyuģit²m Poincar®ho zobrazen² 

 

ObecnŊ, atraktory neline§rn²ch syst®mŢ s v²ce neģ dvŊma promŊnnĨmi mohou m²t velmi ne-

obvykl® vlastnosti a jejich dimenze nemus² bĨt, jak uģ bylo v ļetnĨch prac²ch prok§z§no, celoļ²-

seln§. 

Nelze pŚedpokl§dat, ģe Poincar®ho mapa chaotick®ho chov§n² je mapou jedn® skuteļn® tra-

jektorie. Vzhledem k chybŊ pouģit® numerick® metody a zaokrouhlovac² chybŊ neust§le pŚeska-

kujeme mezi bl²zkĨmi trajektoriemi, ļ²mģ se mŢģe st§t, ģe po dostateļnŊ dlouh® dobŊ pŚedstavuj² 

uveden® body skuteļnŊ Śez limitn² mnoģinou. Navzdory tomu, ģe hustota bodŢ v mapŊ roste 

s d®lkou vĨvoje syst®mu, nedos§hne se ani pŚi dostateļnŊ pŚesn®m vĨpoļtu vyplnŊn² souvisl® 

oblasti. Lze uk§zat, ģe uveden§ limitn² mnoģina m§ skuteļnŊ sloģitou vrstevnatou strukturu, kter§ 

vyplĨv§ z podstaty chaotick®ho pohybu (trajektorie nejsou periodick®, nemohou se prot²nat, pŢ-

vodnŊ bl²zk® trajektorie se od sebe rychle vzdaluj², pŚesto je vġak vĨvoj syst®mu omezen na uza-

vŚenou oblast f§zov®ho prostoru).  

Jak popisuje Macur [47], f§zovĨ portr®t v ust§len®m stavu tvoŚ² trajektorie na "nekoneļnŊ 

zvr§snŊn®" ploġe (zjednoduġenŊ si ji lze pŚedstavit jako hladkou plochu, kterou pŚeloģ²me pŚes 

sebe, vĨsledek opŊt pŚeloģ²me a tento proces opakujeme bez omezen²). Pro tyto vlastnosti byla 

limitn² mnoģina chaotick®ho pohybu nazv§na podivnĨ atraktor. Z hlediska teorie m²ry pŚedstavu-

je podivnĨ atraktor mnoģinu s neceloļ²selnou dimenz². PŚestoģe se jedn§ o plochu, kter§ by mŊla 

bĨt dvojrozmŊrn§, zpŢsob² jej² nekoneļn§ vrstevnatost zvĨġen² jej² dimenze na ļ²slo vyġġ² neģ 2, 

avġak niģġ² neģ 3 (atraktor nem§ objemovĨ charakter). Takov® ¼tvary se nazĨvaj² frakt§ly a jed-
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nou z jejich charakteristickĨch vlastnost² je tzv. sobŊpodobnost. SobŊpodobnost² rozum²me "po-

dobnost" dvou ¼sekŢ frakt§lu v rŢzn®m mŊŚ²tku. Absolutn² relativnost mŊŚ²tka (tj. libovolnŊ malĨ 

detail frakt§lu je stejnŊ sloģitĨ jako pŢvodn² ¼sek) m§ za n§sledek nekoneļnŊ velkou ļlenitost 

vĨsledn®ho ¼tvaru.  

Z uveden®ho struļn®ho popisu Poincar®ho zobrazen² lze vidŊt, ģe studium dynamiky neline-

§rn²ch syst®mŢ bylo moģno rozvinout aģ s pouģit²m vĨkonnĨch poļ²taļŢ. Teprve grafickĨ vĨstup 

ve tvaru Poincar®ho zobrazen² totiģ uk§zal na velkou sloģitost dynamiky neline§rn²ch syst®mŢ. 

Jak grafickĨ, tak numerickĨ vĨstup z poļ²taļe je vġak nutno povaģovat za experiment§ln² vĨstup, 

kterĨ je tŚeba d§le analyzovat. 

2.1.1.5. DeterministickĨ chaos 

 

NepŚedv²datelnost je vĨznamem slova chaos, kter® vzniklo z Śeck®ho ĂɢŬoɠñ. Deterministic-

kĨ chaos je ve sv® podstatŊ neperiodick® deterministick® chov§n², jeģ m§ velkou citlivost na po-

ļ§teļn² podm²nky. Z§roveŔ je topologicky transitivn² (jinĨmi slovy transformuje libovolnĨ inter-

val na libovolnĨ jinĨ interval) a tak® m§ kompaktn² periodick® trajektorie. Oznaļuje tak® nepra-

videln® chov§n² dynamickĨch syst®mŢ, kter® vznik§ z pŚesnŊ deterministick®ho ļasov®ho vĨvoje, 

bez zdroje ġumu nebo extern² stochasticity. 

Dlouhodobou pŚedpovŊŅ vĨvoje dynamiky syst®mŢ znemoģŔuje projevuj²c² se nepravidel-

nost v extr®mnŊ citliv® z§vislosti na poļ§teļn²ch podm²nk§ch. Pro vŊtġinu syst®mŢ je takov®to 

chaotick® chov§n² typick® a jednou ze zaj²mavost² je, ģe mŢģe vzniknout jiģ u syst®mŢ s velmi 

malĨm poļtem stupŔŢ volnosti. 

DynamickĨ syst®m mŢģeme vyj§dŚit soustavou N diferenci§ln²ch rovnic prvn²ho Ś§du jako 

 

Ὠὼ

Ὠὸ
 ὼȟȣȟὼȟὶ Ƞ   Ὥ ρȟςȟȣȟὔ (2.7) 

 

 kde ļas t je nez§visle promŊnnou a xi(t) jsou dynamick® veliļiny, jejichģ ļasov§ z§vislost 

je definov§na rovnic² (2.7) se specifickĨmi poļ§teļn²mi podm²nkami, kter® mŢģeme determino-

vat jako xi(0); i = 1, 2, ... , N pŚiļemģ syst®m (2.7) nen² explicitnŊ ļasovŊ z§vislĨ. JinĨmi slovy na 

prav® stranŊ rovnice nen² pŚ²tomn§ ļasov§ promŊnn§. MŢģeme Ś²ci, ģe je autonomn². Funkce äi je 

neline§rn² funkc² xi, jeģ je d§na parametrem nebo parametry rm . Rovnice spŊje zaprv® k rozv²jen² 

chaotick®ho pohybu a ke zmŊn§m Ś²d²c²ho parametru, nebo parametrŢ rm , a zadruh® ke zmŊn§m 

charakteristik syst®mu. Predikce autonomn²ho syst®mu nerozhoduje, jelikoģ syst®m mŢģe bĨt 

pŚeveden do autonomn²ho syst®mu pŚeveden²m ļasu t do pŚidan® promŊnn® xN +1. 

Diskr®tn² dynamickĨ syst®m mŢģeme definovat iteraļn²mi rovnicemi typu 

 

ὼ ὲ ρ  ὼ ὲȟȣȟὼ ὲȟὶ Ƞ        Ὥ ρȟςȟȣȟὔ (2.8) 

 

zaļ²naj²c²mi v poļ§teļn²m bodŊ xi (ß); i = 1, 2, ... , N. TakovĨto diskr®tn² syst®m mŢģe 

vzniknout pŚirozenĨm vĨvojem zm²nŊn®ho probl®mu, nebo mŢģe bĨt jakĨmsi pŚevodem, ļi re-

dukc² pŚedchoz²ho spojit®ho syst®mu, jenģ popisujeme rovnic² (2.7), kterou mŢģeme zav®st pro 

zjednoduġen² analĨzy, napŚ. pro Poincar®ho Śezy.  
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2.1.1.6. Bifurkace 

 

Nalezen² kvalitativn²ch vlastnost² f§zovĨch portr®tŢ je pro ¼plnou analĨzu dynamick®ho sys-

t®mu z§sadn², a to pro vġechny moģn® hodnoty parametrŢ syst®mu. Pro neline§rn² syst®my je 

analĨza velmi komplexn², a tedy n§roļn§. Proto se vyuģ²v§ nejrŢznŊjġ²ch strategi², mezi kter® 

napŚ. patŚ² hled§n² bifurkaļn²ch bodŢ.  

Z poļ§tku vytvoŚ²me pŚedpoklad, ģe syst®m je urļen jedn²m parametrem nebo v pŚ²padŊ vŊt-

ġ²ho poļtu parametrŢ urļ²me pouze jeden z nich a ostatn² budeme povaģovat za konstantn². Na-

ġim c²lem je n§slednŊ zkoumat f§zov® portr®ty syst®mu tedy, je-li zmŊna hodnoty dan®ho para-

metru spojit§. Bifurkaļn²m bodem pak nazĨv§me kritickou hodnotu parametru, kdy se f§zovĨ 

portr®t kvalitativnŊ nemŊn². OļividnŊ bifurkaļn² body maj² stŊģejn² vĨznam vedouc² k rozloģen² 

prostoru parametrŢ na oblasti, v nichģ nedoch§z² k bifurkac²m. Syst®m se pak chov§ kvalitativnŊ 

stejnŊ, jinĨmi slovy je syst®m struktur§lnŊ stabiln². O struktur§ln² nestabilitŊ syst®mu hovoŚ²me, 

hovoŚ²me-li o okol² bifurkaļn²ho bodu [47]. 

S dimenz² parametrick®ho prostoru roste sloģitost oblast² a souļasnŊ i moģnĨ poļet typŢ bi-

furkac². Bifurkace rovnov§ģnĨch stavŢ, bifurkace zrodu periodick®ho Śeġen² a bifurkace zmŊny 

stability periodickĨch Śeġen² jsou nejjednoduġġ² a z§roveŔ nejdŢleģitŊjġ². Bifurkace sedlo-uzel 

a Hopfova bifurkace jsou pak u ferorezonance nejļastŊji se vyskytuj²c²mi typy. 

 

Bifur kace sedlo-uzel 

 

Na obr. 2.11 je zobrazen vĨvoj f§zov®ho portr®tu odpov²daj²c² tomuto typu bifurkace ĂSad-

dle-node bifurcationñ nazĨvanĨ t®ģ ĂFold bifurcationñ. Typickou vlastnost² tohoto typu bifurkace 

je vznik dvou pevnĨch bodŢ a jejich vzdalov§n² se pŚi spojit® zmŊnŊ parametru ɛ, nebo pŚibliģo-

v§n² dvou pevnĨch bodŢ a jejich n§slednĨ z§nik pŚi opaļn®m vĨvoji. 

Rovnov§ģnĨ stav nenach§z²me v pŚ²padŊ, je-li hodnota parametru ɛ < 0. Je-li hodnota ɛ > 0, 

nach§z²me zde jeden nestabiln² a jeden stabiln² rovnov§ģnĨ stav. Bodu o hodnotŊ ɛ = 0 odpov²d§ 

bifurkaļn² bod. VĨskyt kvadratickĨch nelinearit je typickĨm rysem syst®mŢ vykazuj²c²ch tento 

typ bifurkace, viz [47]. 

 

 

 

Obr. 2.11 Bifurkace sedlo - uzel 
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Hopfova bifurkace 

Na obr. 2.12 je zobrazen vĨvoj f§zov®ho portr®tu odpov²daj²c² rŢznĨm hodnot§m parametru 

ɛ pro tento typ bifurkace. Tvar stabiln²ho ohniska m§ f§zovĨ portr®t, nabĨv§-li parametr hodnot 

ɛ < 0. V pŚ²padŊ parametru nabĨvaj²c² hodnot ɛ > 0 se st§v§ pevnĨ bod nestabiln²m a z§roveŔ 

vznik§ stabiln² limitn² cyklus se zvŊtġuj²c² se amplitudou a s rostouc² hodnotou parametru ɛ. Bo-

du o hodnotŊ ɛ = 0 odpov²d§ opŊt bifurkaļn² bod, v nŊmģ doch§z² k tzv. zrodu nebo z§niku li-

mitn²ho cyklu. 

 

Obr. 2.12 Hopfova bifurkace 

 

Dalġ² typy bifurkac²  

 

Dalġ²m typem bifurkace jsou napŚ. transkritick§ neboli ĂkŚ²ģov§ñ bifurkace (ĂTranscritical 

bifurcation), pŚi n²ģ se mŊn² stabilita dvou limitn²ch cyklŢ, tzv. Ăvidliļkov§ñ bifurkace (ĂPit-

chfork bifurcationñ), kde z jednoho limitn²ho cyklu vznikaj² d§le tŚi limitn² cykly, tzv. bifurkace 

Ăzdvojen² periodyñ (ĂPeriod doubling bifurcationñ), kde se stabiln² trajektorie mŊn² na nestabiln², 

a jeģ se d§le rozvŊtvuje do uzavŚen® trajektorie s dvojn§sobnou periodou. Na obr. 2.13 je zjedno-

duġenŊ zobrazeno zdvojen² periody neboli zrod v²cen§sobnĨch oscilac². Oscilace o v²ce k-

period§ch, ne vġak dvojn§sobnĨch, se zrod² z limitn²ho cyklu odpov²daj²c²ho jedn® periodŊ osci-

lac², a tak vznik§ torus k-dimenzion§ln² se stabiln²mi i nestabiln²mi periodickĨmi trajektoriemi, 

tzv. kvaziperiodick® chov§n², aj. 

Na obr. 2.13 jsou zobrazeny pŚ²klady d²lļ²ch typŢ chov§n² syst®mu po jevu oznaļovan®m ja-

ko bifurkace. Jednotliv® typy vznikly po bifurkaci pŚedeġl®ho, jinĨmi slovy zmŊnou jednoho pa-

rametru ɤb. Bifurkaļn² diagram ve sv® podstatŊ zobrazuje tyto zmŊny (poļet bodŢ v ust§len®m 

stavu v Poincar®ho zobrazen²). Na obr. 2.14 je zobrazen bifurkaļn² diagram, kterĨ takto mŢģe 

vypadat. Poļet period limitn²ho cyklu ve f§zov®m prostoru je d§n poļtem bodŢ pro urļitou hod-

notu ɤb. 
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Obr. 2.13 Bifukace zdvojov§n² periody 

 

 

 

Obr. 2.14 Bifurkaļn² diagram pro veliļinu y s promŊnnĨm parametrem omega 
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2.2 PŚepŊt² v ES  

 

V re§lnĨch energetickĨch s²t²ch veġker® zmŊny napŊt² a proudu neprob²haj² skokovŊ tak, ģe 

by jeden ust§lenĨ stav pŚeġel na druhĨ n§hle, ale mezi dvŊma ust§lenĨmi stavy prob²h§ vģdy pŚe-

chodnĨ jev. Po jeho odeznŊn² je moģn® mluvit o koneļn®m ust§len®m stavu. 

Jedn²m z n§sledkŢ pŚechodnĨch dŊjŢ je vznik pŚepŊt². PŚepŊt² je jak®koliv ļasovŊ z§visl® 

zvĨġen² s²Šov®ho napŊt² nad hodnotu stanovenou normou, odvozenou od nejvyġġ²ho napŊt² pro 

zaŚ²zen². Aktu§ln² procentu§ln² hodnota napŊt², kterou norma oznaļuje za pŚepŊt² je 110 % 

ze jmenovit® hodnoty napŊt² a vyġġ². PŚepŊt² se mŢģe vyjadŚovat buŅ absolutnŊ svoji vrcholovou 

hodnotou (ve voltech) nebo jako pomŊrn§ hodnota pomoc² ļinitele pŚepŊt². Ļasto se pŚepŊt² vyja-

dŚuje v procentech, pŚiļemģ 100 % pŚedstavuje jmenovitou hodnotu napŊt². 

PŚi vyj§dŚen² velikosti pŚepŊt² pomoci ļinitele pŚepŊt² se ve vŊtġinŊ pŚ²padŢ pouģ²v§ jmeno-

vitĨ ļinitel pŚepŊt² proti zemi, kterĨ je d§n jako pomŊr vrcholov® hodnoty pŚepŊt² mezi f§z² a ze-

m² a vrcholov® hodnoty nejvyġġ²ho napŊt² pro zaŚ²zen² a relativn² ļinitel pŚepŊt², kterĨ se vyjadŚu-

je jako pomŊr mezi vrcholovou hodnotou pŚepŊt² a vrcholovou hodnotou f§zov®ho napŊt² o s²Šo-

v® frekvenci bezprostŚednŊ po utlumen² pŚechodn®ho dŊje. JmenovitĨ ļinitel pŚepŊt² se obvykle 

pouģ²v§ pŚi teoretickĨch fyzik§ln²ch ¼vah§ch a relativn² ļinitel pŚepŊt² se pouģ²v§ pŚi vyhodnoco-

v§n² vĨsledkŢ mŊŚen² pŚechodovĨch jevŢ. 

PŚepŊt² lze rozdŊlit podle rŢznĨch hledisek. RozdŊlen² pŚepŊt² dle pŚ²ļiny vzniku lze vidŊt 

na obr§zku (obr. 2.15). D§le se mŢģeme setkat s dŊlen²m podle tvaru, resp. podle doby trv§n² 

pŚepŊŠov® kŚivky (doļasn§, pŚechodn§ pŚepŊt²). 

DŢsledkem provozu el. s²tŊ vznikaj² provozn² (nebo tak® tzv. vnitŚn²) pŚepŊt². Tyto pŚepŊt² 

vznikaj² v s²ti dŢsledkem pŚechodnĨch jevŢ pŚi provozn²ch sp²n§n²ch, zemn²ch spojen²ch a zkra-

tech a rovnŊģ pŚi rezonanļn²ch, ļi pŚi jinĨch zvĨġen² napŊt². Jej²ch velikost z§vis² na provozn²m 

napŊt² zaŚ²zen² a mŢģe dos§hnout aģ nŊkolikan§sobku provozn²ho napŊt². VnitŚn² pŚepŊt² je moģ-

no d§le rozdŊlit na doļasn§ pŚepŊt² a sp²nac² pŚepŊt². 

 Doļasn§ pŚepŊt² jsou oscilaļn² pŚepŊt², kter§ maj² pomŊrnŊ dlouhou dobu trv§n² (nŊkolik 

sekund aģ nŊkolik tis²c sekund) a jsou buŅ netlumen§, nebo jen slabŊ tlumen§. Zpravidla jsou 

zpŢsobena sp²nac²mi operacemi, poruchovĨmi stavy (zemn² spojen², zkraty, nesoumŊrn® poru-

chy, rezonanļn² resp. ferorezonanļn² stavy) a n§hlou ztr§tou zat²ģen².  

Sp²nac² pŚepŊt² vznikaj² buŅ sp²nac² operac², zkratem nebo jinou pŚ²ļinou. Maj² kr§tkou dobu 

trv§n² v ļasov®m intervalu pŚibliģnŊ 0,1 Õs aģ 10 ms a jsou silnŊ tlumen§. Jsou to vlastnŊ pŚepŊt² 

pŚechodn® povahy, jejichģ pŚ²ļinou je pŚechodnĨ jev. 

Speci§ln²m pŚ²padem sp²nac²ch pŚepŊt² jsou tzv. rychl§ (resp. velmi rychl§) pŚepŊt², vznikaj²-

c² pŚi sp²n§n² malĨch kapacitn²ch proudŢ odpojovaļi v zapouzdŚenĨch rozvodn§ch s izolac² elek-

tronegativn²m plynem (SF6). 
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Obr. 2.15 RozdŊlen² pŚepŊt² dle pŚ²ļiny vzniku 

 

2.3 Ferorezonanļn² jev 

Jak jiģ bylo naznaļeno v ¼vodu, ferorezonance je speci§ln² n§zev pro rezonanci v obvodech, 

kter® obsahuj² c²vku se ģeleznĨm j§drem, pŚiļemģ jej² indukļnost se mŊn² v dŢsledku nelinearity 

magnetizaļn² charakteristiky a z§vis² na okamģit®m magnetick®m stavu c²vky se ģeleznĨm j§-

drem. 

NapŊt² na kondenz§toru nebo c²vce se pak nemŊn² s rostouc²m kmitoļtem nap§jec²ho napŊt² 

plynule, ale skokem, coģ zpŢsobuje velk® zmŊny v dan®m obvodu. V elektroenergetickĨch s²t²ch 

se pak tento jev mŢģe objevit po proveden² sp²nac²ch manipulac² nebo jen po pŚipojen² mŊŚ²c²ho 

transform§toru napŊt², ļi jin®ho zaŚ²zen². 

Vznik ferorezonance tedy mŢģe bĨt zapŚ²ļinŊn nŊjakou zmŊnou v konfiguraci s²tŊ, ļi n§rŢs-

tem nap§jec²ho napŊt². Ferorezonance pak mŢģe zpŢsobit vysok§ pŚepŊt², jejichģ amplituda mŢģe 

bĨt aģ nŊkolikan§sobkem norm§ln²ch napŊŠovĨch pomŊrŢ. Nav²c mŢģe d§t vznik nebezpeļnŊ 

vysokĨm proudŢm, jeģ dalece pŚevyġuj² norm§ln² pracovn² pomŊry sp²nac²ho zaŚ²zen². MŢģe pŚi 

n² nav²c doch§zet ke zmŊn§m f§zov®ho napŊt², kter® se projevuj² nepravidelnou zmŊnou f§zovĨch 

napŊt². 


